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ОТ  РЕДАКТОРОВ  

НАУЧНЫХ  ТРУДОВ 
 
 
 

 
 

Предлагаемый читателю третий выпуск научных трудов содержит со-
временные результаты в областях физики, в которых присутствует зна-
чительный вклад украинской школы теоретической физики. 

Обзорные работы, как правило, более продуманы, формируются в те-
чение десятков лет, в наибольшей степени свободны от поспешных и не-
апробированных временем решений, являют собой весьма ценный для 
науки материал, на основе которого постепенно и основательно строится 
величественное здание науки. Можно надеяться, что представленные 
в данных сборниках научных трудов обзорные работы найдут свое место 
в этом процессе.  

В третий выпуск научных трудов включен ряд обзоров научных ис-
следований, полученных в последние годы в области теоретической фи-
зики в направлениях, которые на протяжении многих лет интенсивно 
развиваются в Украине, в соседних странах и получили всемирную из-
вестность. 

Сборник начинается с обзорной работы выдающегося представителя 
советской нелинейной физики В. Е. Захарова и В. И. Карася, В. И. Со-
коленко в которой предложен подход к описанию электро- и магнито-
пластического эффектов. Основываясь на действии индуцированных по-
лей на электронную подсистему, показано, что передача энергии в фо-
нонную подсистему приводит к их сильно неравновесному состоянию. 
Такое неравновесное распределение фононов значительно сильнее вли-
яет на дефектную структуру кристаллов по сравнению с их равновесным 
распределением фононов. Это приводит к существенному изменению 
дефектной структуры и соответственно к изменению свойств материала, 
которые собственно и определяются его дефектной структурой.   

Обзор А. В. Туркина посвящен теории фазовых превращений 
в неупорядоченных бинарных сплавах замещения под облучением, ки-
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нетике фазовых превращений и стабильности фаз в облучаемых спла-
вах. Обзор насыщен новыми результатами. Он важен для решения мно-
гих проблем реакторостроения и, в частности, для прогнозирования ста-
бильности материалов в условиях облучения и оптимизации состава 
конструкционных реакторных материалов. 

Следующий обзор Э. А. Пашицкого и В. И. Пентегона затрагивает 
фундаментальные проблемы квантовой космологии и, в определенном 
смысле, демонстрирует связи между различными областями физики. 
Исходя из представлений о квантовых макроскопических явлениях фи-
зики конденсированных состояний, обсуждаются формирование про-
странственно неоднородной крупномасштабной структуры современной 
Вселенной, а также происхождение «тёмной энергии» и «тёмной мате-
рии». В обзоре предпринята попытка понять явления в диапазоне энер-
гий и температур, охватывающих 32 порядка. 

Естественное продолжение эта тема находит в обзоре Ю. Л. Болотина, 
А. В. Тур и В. В. Яновского, посвященном физике предельно достижи-
мых значений физических величин в нашей Вселенной. По сути это 
означает переход в область физики, которая может быть названа физи-
кой планковских масштабов. В нем обсуждаются следствия, которые свя-
заны с существованием предельных значений, и закономерности, кото-
рые могут возникать в еще не созданной квантовой гравитации.   

В обзоре В. М. Куклина обсуждается спектр физических явлений, 
тесно связанных с механизмом модуляционной неустойчивости. Охваты-
вая анализ общих свойств модуляционной неустойчивости и влияние на 
нее различных факторов, демонстрируются ее яркие проявления в оке-
анском волнении, в конвективных структурах и даже кристаллических 
материалах. Обсуждаются общие черты параметрических и модуляци-
онных неустойчивостей. 
 

 
Академик НАН Украины                                       А. Г. Загородний 

     Академик НАН Украины                                       Н. Ф. Шульга 
 



УДК 538.91, 538.95, 538.97 
PACS numbers: 61.72.Ff, 61.72.Hh, 62.20.Hg, 63.20.kd, 63.20.kp, 75.80.+q, 83.60.Np  

 
 
 
 
 

ЧАСТЬ I 
 

 
НЕРАВНОВЕСНАЯ КИНЕТИКА 

ЭЛЕКТРОН-ФОНОННОЙ  

ПОДСИСТЕМЫ КРИСТАЛЛА ПРИ 

ДЕЙСТВИИ ПЕРЕМЕННЫХ  

ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ И МАГНИТНЫХ 

ПОЛЕЙ КАК ОСНОВА ЭЛЕКТРО-  

И МАГНИТО-ПЛАСТИЧЕСКОГО 

ЭФФЕКТОВ 
 
 

В.Е. Захаров  
Физический институт им. П.Н. Лебедева, Российской академии наук,  

Ленинский проспект, 53, Москва, 119991, Российская Федерация 
В.И. Карась 

Национальный научный центр «Харьковский физико-технический институт»  
Национальной академии наук Украины, ул. Академическая, 1,  

Харьков, 61108, Украина 
Харьковский национальный университет им. В.Н. Каразина, пл. Свободы, 4 .  

Харьков, 61022, Украина 
В.И. Соколенко 

Национальный научный центр «Харьковский физико-технический институт»  
Национальной академии наук Украины, ул. Академическая, 1,  

Харьков, 61108, Украина 
 

еоретические иэкспериментальные исследования и чис-
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установление основных механизмов их влияния на структуру, меха-
нические, диссипативные и магнитные характеристики магнитных 
кристаллов (напримере сильно деформированой феррито-перлитной 
стали 15Х2НМФA и никеля). 

Представлены результаты последовательного кинетического рас-
смотрения неравновесной динамики электрон-фононной подсистемы 
магнитного кристалла в электрическом поле на основе предложенного 
метода численного решения системы уравнений Больцмана для функ-
ций распределения электронов и фононов без разложения функции 
распределения электронов в ряд по энергии фононов. Показано, что 
электрическое поле возбуждает электронную подсистему, которая, пе-
редавая энергию в фононную подсистему, создает большое количество 
коротковолновых фононов, эффективно влияющих на дефекты решетки 
(точечные, линейные, границы разных фаз), что приводит к перерас-
пределению и уменьшению плотности дефектов кристаллической ре-
шетки, устранению повреждений, снижению локальных пиков напря-
жений и снижению степени деградации конструкционных свойств ма-
териалов. 

Установлено, что под действием индукционного электрического по-
ля функция распределения электронов становится неравновесной 
вблизи энергии Ферми и благодаря электрон-фононным столкновени-
ям передает существенную энергию в фононную подсистему, форми-
руя неравновесную функцию распределения фононов. На основе мо-
дифицированной модели Гранато–Люкке и Ландау–Гофмана с помо-
щью рассчитанной функции распределения фононов показано, что си-
ла влияния фононов на дислокации значительно больше, чем это бы-
ло бы в случае термодинамического равновесия при нагревании об-
разца на наблюденные в эксперименте 12 К. 

Ключевые слова: численное моделирование, кинетические процессы, 
магнитные кристаллы, магнитное поле, электрическое поле, структура, 
механические, диссипативные и магнитные характеристики. 

 
 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 
 

Открытие магнитопластического эффекта (МПЭ) [1, 2] и электро-
пластического эффекта (ЭПЭ) [3-6] стимулировало проведение широкого 
круга детальных исследований влияния включения постоянного и пере-
менного магнитных полей на структуру и механические свойства ферро- 
и антиферромагнетиков [7]. Наблюдаемые эффекты связывались с изме-
нением динамики дислокаций при их взаимодействии со спиновой под-
системой, а также изменениями характеристик барьеров.  

В шестидесятых годах ХХ столетия было обнаружено явление рез-
кого уменьшения устойчивости к пластическим деформациям металлов 
в случае воздействия потоков заряженных частиц или электромагнитно-
го излучения, а также импульсов электрического тока высокой плотно-
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сти (J=108-109 A/м2). Это явление получило название  электропластиче-
ский эффект (ЭПЭ) [3]. Этот эффект уже применяется в промышленно-
сти (волочение, плющение, вытяжка, штамповка и прокатка металличе-
ских изделий [4-6]). Экспериментально были изучены проявления ЭПЭ 
при различных условиях, а также была установлена зависимость интен-
сивности эффекта от таких параметров, как: вид и скорость деформации 
образца, температура, амплитуда плотности тока, частота и длитель-
ность импульсов, направление тока, структурные характеристики кри-
сталлических образцов. 

Приведем некоторые экспериментальные закономерности ЭПЭ. 
В наиболее чистом виде ЭПЭ наблюдался в монокристаллах Zn, Cd, Sn, 
Pb, если в процессе деформации импульсный электрический ток с плот-
ностью J = 108-109 А/м2 проходил через образцы или если образцы облу-
чались ускоренными электронами (с энергией, меньшей пороговой для 
выбивания атома из узла решетки) в направлении скольжения дислока-
ций. ЭПЭ проявляет себя в импульсных уменьшениях деформирующего 
напряжения, необходимого для поддержания постоянной скорости де-
формации [3-6]. 

Для монокристаллов наблюдается сильно выраженная зависимость 
величины эффекта от ориентации деформируемых образцов. Зависимость 
ЭПЭ от величины плотности тока имеет пороговый характер, т. е. стано-
вится заметной, начиная с конкретных значений плотности импульсного 
тока. Эта величина зависит от вида деформации кристаллов, а также от 
температуры и скорости деформации. Например, для цинка при Т = 77 К 
она составляет 4108-5108 А/м2 [5]. Увеличение частоты повторения им-
пульсов тока снижает деформирующее пороговое значение напряжения, 
что также уменьшает величину сброса напряжения. Возрастание дли-
тельности импульса при постоянной амплитуде плотности тока увеличи-
вает глубину сброса. Это явление было зарегистрировано как в тестах ре-
лаксации напряжений, так и в исследованиях ползучести [3-6]. Основные 
закономерности ЭПЭ, выявленные при деформации монокристаллов, 
можно наблюдать в более слабой форме и в экспериментах с поликри-
сталлическими материалами. Но величина ЭПЭ снижается с уменьше-
нием размера зерна и даже исчезает в нанокристаллах [6]. Таким обра-
зом, ЭПЭ – структурно-чувствительное явление. 

Подобные явления наблюдаются при облучении материала паке-
тами импульсов ускоренных электронов. Объединение действия элект-
рического тока с облучением заряженными частицами приводит к ин-
тенсификации эффекта [5]. 

Фундаментальный и прикладной интерес представляет влияние 
магнитного поля на структуру и физические свойства магнитных мате-
риалов, подверженных различным видам нагрузок (деформация, тепло-
вое воздействие, облучение и т.п.), а также сварных соединений [7-11]. 
Результаты теоретических и экспериментальных исследований и чис-
ленного моделирования кинетических процессов в немагнитных кри-
сталлах, находящихся в магнитном поле, достаточно регулярно освеща-
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ются, в частности, в журнале «Успехи физических наук» (см., например, 
в мартовском номере за 2017 год детальный обзор В.И. Альшица и др. 
«Физическая кинетика движения дислокаций в немагнитных кристал-
лах: взгляд через магнитное окно»), поэтому из-за ограниченности объе-
ма  в нашем обзоре не приводятся. 

 
 
 

2. ИЗМЕНЕНИЯ ФИЗИКО-МЕХАНИЧЕСКИХ 

СВОЙСТВ И СТРУКТУРЫ  

ФЕРРИТО-ПЕРЛИТНОЙ СТАЛИ 15Х2НМФА 

ВСЛЕДСТВИЕ ЖЕСТКОЙ  

НИЗКОТЕМПЕРАТУРНОЙ ДЕФОРМАЦИИ  

И ДЕЙСТВИЯ ПЕРЕМЕННОГО  

МАГНИТНОГО ПОЛЯ [10, 11] 
 
Цель этого раздела  изложение результатов изучения изменений 

в результате воздействия переменного магнитного поля структуры, ме-
ханических, диссипативных и магнитных характеристик сильно дефор-
мированной феррито-перлитной стали 15Х2НМФA. 

 
 

2.1. Материал  и  методы  исследования 
 
Из подвергнутой стандартной заводской механико-термической об-

работке массивной заготовки феррито-перлитной стали 15Х2НМФА выре-
зались тонкие (h~1 мм) пластинки. Часть из них деформировалась про-
каткой на 57 % при Т90 K. Из пластинок исходной и деформированной 
стали изготавливались образцы для механических испытаний с длиной 
рабочей части L=15 мм и площадью поперечного сечения S1=20,7 мм2 
и S2=20,4 мм2, соответственно, характеризовавшиеся сопротивлением 
при комнатной температуре ~3,110-5 Oмcм и ~3,210-5 Oмcм, соответ-
ственно. Механические характеристики образцов стали в исходном состо-
янии, деформированном состоянии и после воздействия переменного маг-
нитного поля H||L определялись в температурном интервале 138…293 К 
в условиях одноосного растяжения со скоростью 10-3 с-1. Низкотемператур-
ное термостатирование производилось в среде охлажденного бензина с 
точностью 0,5 К. Магнитное поле создавалось соленоидом, откалиб-
рованным датчиком Холла. Для исключения из рассмотрения эффектов 
джоулева разогрева при магнитной обработке образцы омывались про-
точной водой. Путем варьирования напряженности магнитного поля H в 
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интервале 4103…8104 A/м и продолжительности воздействия t был опре-
делен оптимальный режим, который обеспечивал максимальный эффект 
изменения механических свойств деформированных образцов: 4104 A/м, 
t=900 с.  

Измерения полевых зависимостей намагниченности М(Н) произ-
водились при Т=300 К на специальном магнетометре KRM-Z-MA. При 
измерениях широкая грань образца ориентировалась перпендикулярно 
магнитному полю. Измерения магнитных характеристик проводили на 
одном и том же образце до и после магнитной обработки. Из зависимо-
стей М(Н) определялись значения коэрцитивной силы Нс.  

C использованием методики обратного крутильного маятника на 
частоте ~0,5 Гц исследовались внутреннее трение δ и модуль сдвига G 
образцов в различных структурных состояниях в области температур 
300…800 К.  

 
 

2.2. Результаты  и  обсуждение 
 
Механические характеристики. В табл. 1 представлены характери-

стики прочности (σ02 – условный предел текучести, σВ– предел прочности, 
σf – напряжение разрушения) и пластичности (εр – равномерное удлине-
ние, εо – общее удлинение, ψ– поперечное сужение) в интервале темпера-
тур 293…138 К стали 15Х2НМФА в исходном состоянии.  

При Т=293 К значения σ02, σВ, εо и ψ хорошо соответствуют характе-
ристикам этой стали по ТУ 08 93-013-00212179-2003. С уменьшением 
температуры происходит упрочнение, сопровождающееся снижением пла-
стичности. Из табл. 1 также видно, что при понижении температуры от 
218 до 138 К значение f  практически не изменяется, но поперечное суже-
ние заметно снижается.  

 
Tаблица 1 

Механические характеристики стали 15Х2НМФА  
в исходном состоянии 

T, К σ02 σВ σf εр εо ψ 
МPа % 

293 500 620 1140 7 17 60 
273 500 660 1230 7 16 60 
258 580 730 1700 6 10 70 
218 590 730 2060 6 10 71 
138 700 900 2060 6 11 58 

 
Для переходных ОЦК металлов и сплавов типичным является 

резкое повышение предела текучести при температурах ниже 
(0,15...0,2)Тпл (Тпл – температура плавления). С этим связывают измене-
ние характера разрушения от вязкого до хрупкого, происходящее в до-
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вольно широком интервале температур (см., например, [12]). В условиях 
испытаний на растяжение верхняя граница вязко-хрупкого перехода Т В

х  
определяется по началу снижения напряжения разрушения f на фоне 
некоторого уменьшения поперечного сужения ψ. Фактографическим 
проявлением этой границы является появление признаков разрушения 
сколом на поверхности излома.  

Учитывая сказанное выше, следует полагать, что Т В
х стали 

15Х2НМФА в исходном состоянии находится в температурном интервале 
218…138 К. Ввиду того, что при снижении температуры испытаний от 
218 К до 138 К величина σf  практически не изменилась, но при этом 
значение ψ снизилось на 18 %, верхнюю границу хрупко-пластического 
перехода можно оценить по нижнему значению температуры в указан-
ном интервале, т.е. Т В

х 138 К (-135°С). 
Следует отметить, что значения температуры вязко-хрупкого пе-

рехода Tx0, определяемые в условиях одноосного растяжения, ниже по 
сравнению с характеристиками, получаемыми при испытаниях на удар-
ную вязкость, причем последние для стали 15Х2НМФА значительно от-
личаются у разных авторов. Так, по данным [13] Тх0 для состояния «сор-
бит отпуска» составляет -80°С для малогабаритных образцов и -20°С для 
стандартных образцов. Механические характеристики стали в деформи-
рованном состоянии представлены в табл. 2.  

Из сравнения данных в табл. 1 и табл. 2 видно, что в результате 
сильной низкотемпературной деформации происходит типичное увели-
чение прочности и снижение пластичности.  

 
Tаблица 2 

Механические характеристики стали 15Х2НМФА  
в деформированном состоянии 

T, К σ02 σB σf εр εо ψ 
МPа % 

293 810 910 1590 1,2 2,2 49 
273 820 900 1200 1,0 2,0 40 
258 880 950 1730 0,8 1,5 50 
218 970 980 1920 0,6 1,7 54 
198 980 1060 2100 0,5 1,7 54 
168 1050 1070 2300 0,5 1,8 45 
138 1080 1090 2280 0,5 1,8 39 
 
Если говорить о верхней границе вязко-хрупкого перехода стали 

15Х2МНФА в деформированном состоянии, то снижение ψ на те же, что 
и в исходном состоянии, 17-18 % происходит в интервале 168…138 К. При-
нимая во внимание тот факт, что тенденция к снижению напряжения раз-
рушения наблюдается при 168 К, что сопровождается уменьшением ψ, то 
данное значение температуры можно считать верхней границей вязко-
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хрупкого перехода для деформированного состояния. Таким образом, в ре-
зультате сильной низкотемпературной деформации происходит заметное 
повышение (по меньшей мере, на 30 К) начала вязко-хрупкого перехода. 

Изменение механических характеристик деформированной стали 
15Х2НМФА в результате воздействия переменного магнитного поля ил-
люстрируют данные, приведенные в табл. 3.  

 
Таблица 3 

Механические характеристики деформированной стали 15Х2НМФА  
после воздействия переменного магнитного поля 

Т, К σ02 σB σf εр εо ψ 
МPа % 

293 660 790 1700 0,7 2,4 58 
273 670 800 1290 1,3 2,6 43 
258 800 920 1880 0,8 2,0 63 
218 890 1000 2020 1,2 1,8 60 
198 1000 1110 2300 1,2 2,5 66 
168 1000 1150 2760 1,3 2,5 60 
138 950 1150 2620 1,5 3,0 64 
 

 
 

Рис. 1. Характер разрушения образцов при Т=300 К: а  срез  
(деформированное состояние); б  чашка-конус  

(деформированное состояние + воздействие переменного магнитного поля) 
 
Из сравнения данных в табл. 2 и табл. 3 видно, что для деформи-

рованных образцов после воздействия поля характерны существенно бо-
лее низкие значения предела текучести и более высокие значения 
напряжения разрушения вовсей исследованной области температур. 
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В частности, значение 02 при Т=293 К уменьшается с 810 МПа до 
660 МПа, f возрастает с 1590 до 1700 МПа,   увеличивается на 20 %. 
При этом разрушение деформированного образца после магнитной обра-
ботки происходит с образованием конуса и чашки (64 %),тогда как до 
обработки – срезом (49 %) (рис. 1). Даже при низких температурах 
(Т=138 К) образцы после воздействия магнитного поля деформируются 
с упрочнением и имеют заметный запас пластичности: общее и равно-
мерное удлинения для них составляют 3 и 1,5 % против 1,8 и 0,5 % для 
деформированного состояния.  

Внутреннее трение и модуль сдвига. Материал в исходном состоя-
нии не имеет аномалий температурных зависимостей декремента зату-
хания δ(Т) и модуля сдвига G(T) в исследованной области температур 
(рис. 2, рис. 3, кривая 1). При Т=270 К уровень фона 1,5·10-3; в интерва-
ле 600…700 К наблюдается небольшой монотонный рост фона, макси-
мальные значения которого не превышают 4·10-3. При Т>740 К внутрен-
нее трение экспоненциально возрастает, что может быть проявлением низ-
котемпературной ветви пика, расположенного при Т>800 К. Модуль сдвига 
при Т=270 К составляет 8·104 МПа и с повышением температуры снижает-
ся с коэффициентом ~2,6·10-3 К-1. 

Для деформированного состояния фон внутреннего трения заметно 
увеличивается, в области 350…570 К наблюдается широкий максимум δ, 
правая ветвь которого переходит в участок экспоненциального роста δ 
(рис. 2, кривая 2). Модуль сдвига в результате деформации снижается, 
в частности, при 290 К на ~2000 МПа; с ростом температуры выше 500 К 
эффект деформации идентифицировать сложно (рис. 3, кривые 1, 2). 

Отметим, что для материала в исходном состоянии магнитная об-
работка в указанном режиме практически не повлияла на исследуемые 
характеристики. 

 

 
Рис. 2. Температурная зависимость внутреннего трения стали 15Х2НМФА  

в различных состояниях: 1 – исходное; 2 – после деформации, 3 – состояние 2 
после воздействия переменного магнитного поля 
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Рис. 3. Температурная зависимость модуля сдвига стали 15Х2НМФА  
в различных состояниях: 1 – исходное; 2 – после деформации,  

3 – состояние 2 после воздействия переменного магнитного поля 
 
Для деформированных образцов после обработки переменным 

магнитным полем значения модуля сдвига близки к характеристикам 
исходного состояния во всем исследованном интервале температур 
(рис. 3, кривая 3). Фон внутреннего трения обработанных образцов в об-
ласти 290…420 К снижается (рис. 2, кривая 3), широкий максимум, вы-
явленный для деформированного состояния, деградирует,что отражает 
протекание процессов частичной релаксации напряженного состояния 
материала. После обработки магнитным полем экспоненциальный рост 
внутреннего трения при Т>550 К сохраняется, однако проявляется неко-
торое смещение участка нарастания δ в область более высоких темпера-
тур, что следует из сравнения кривой 3 и кривой 2.   

Магнитные характеристики. Из полевой зависимости намагни-
ченности M(H) следует, что для деформированных образцов, подверг-
шихся воздействию переменного магнитного поля, магнитная проница-
емость возрастает, что сопровождается уменьшением площади петли  
гистерезиса, увеличившейся в результате предшествующей деформации. 
Полученные петли гистерезиса близки к предельным кривым намагни-
чивания, принимая во внимание фактор размагничивания. В качестве 
примера в таблице 4 приведены значения коэрцитивной силы Hc образ-
ца. Снижение Hc достигает ≈10% после магнитной обработки по сравне-
нию с деформированным состоянием. 

 
Таблица 4 

Коэрцитивная сила стали 15Х2НМФА в различныхсостояниях 
Состояние Нс, A/м 
Исходное 920,0 
После деформации 1820,0 

После воздействия переменного магнитного поля  1690,0 
 
Структурные характеристики. В результате сильной низкотемпе-

ратурной деформации прокаткой в образцах стали формируется разно-
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родная по типу и количеству дефектов структура в зависимости от  
ориентации структурных элементов по отношению к плоскости прокат-
ки. Так, в микрообъемах, ориентация которых незначительно отличается 
от текстурной, пластическое течение достаточно развито и сопровождает-
ся формированием ячеистой и фрагментированной структур со средним 
поперечным размером ячеек 0,25 мкм. Разориентировки между отдель-
ными фрагментами или ячейками составляют ~6°, накопление разворо-
тов в исследуемом микрообъеме достигает 18° (рис. 4а). В микрообластях 
с более высокими индексами ориентации выявлена высоконапряженная 
структура с вытянутыми дислокационными образованиями в виде плот-
ных скоплений дислокаций одного знака, вызывающих разориентировку 
до 19° (рис. 4б), что свидетельствует о высоких упругих искажениях ре-
шетки и незавершенности реализации поворотных мод до текстурных 
ориентаций. В структуре выявлены отдельные высокоугловые границы 
дисклинационного происхождения с разориентировками ~21°. Высокая 
степень неоднородности дефектной структуры обуславливает высокий 
интегральный уровень внутренних напряжений с локальной их концен-
трацией как внутри микрообластей конечного размера, так и на грани-
цах областей с различной степенью дефектности. Об этом могут свиде-
тельствовать обнаруженные дислокационные заряды у границ. Сильное 
размытие рефлексов на электронограммах подтверждает сказанное.  

 

 
 
Рис. 4. Структура стали 15Х2НМФА после деформации прокаткой  

при 90 K.Разориентировки между отдельными фрагментами или ячейками  
составляют ~6°, накопление разворотов в исследуемом микрообъеме достигает 18° 

(а);высоконапряженная структура с вытянутыми дислокационными  
образованиями в виде плотных скоплений дислокаций одного знака,  

вызывающих разориентировку до 19° (б) 
 
Наложение переменного магнитного поля на такую дефектную 

структуру приводит к снижению уровня и выравниванию спектра внут-



В. Е. Захаров, В. И. Карась, В. И. Соколенко.Часть І. Неравновесная кинетика…          19 
 
ренних напряжений в объеме материала, что является следствием маг-
нитной релаксации. Отмечены существенные структурные изменения: 
в областях с развитой дислокационной структурой, т.е. ячеистым ансамб-
лем, увеличилось количество дислокационных границ при уменьшении 
среднего размера ячеек до 0,17 мкм и углов их разориентации до 50 
(рис. 5а).  

 

 
 

Рис. 5. Структура стали 15Х2НМФА после деформации прокаткой при 90 K  
и магнитной обработки.Области с развитой дислокационной структурой,  

т.е. ячеистый ансамбль, увеличилось количество дислокационных границ  
при уменьшении среднего размера ячеек до 0,17 мкм и углов их разориентации 

до 50 (а); формирование границ на месте мощных плотных скоплений  
одноименных дислокаций (б) 

 
В микрообъемах с более высоким уровнем упругих напряжений 

эффекты пластической релаксации выражены более наглядно: в местах 
с локальными неоднородностями в структуре концентрация внутренних 
напряжений снижается путем размножения и перерас-пределения дис-
локаций, а также рассредоточения дислокаций в самих скоплениях. При 
этом углы разориентировки уменьшаются до 90. Наблюдается формиро-
вание границ на месте мощных плотных скоплений одноименных дис-
локаций (рис. 5б), что также можно трактовать как аспекты релаксации. 

Структурные изменения в деформированной стали в результате 
магнитной обработки соответствуют наблюдаемым изменениям механи-
ческих, диссипативных и магнитных свойств. 

Возможные каналы для поглощения энергии переменного маг-
нитного поля. Коротко рассмотрим возможные каналы для поглощения 
энергии переменного магнитного поля, которое вызывает релаксацион-
ные процессы в микрозонах ферромагнитного материала с высоким 
уровнем внутренних напряжений. 



20                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 

Релаксационные процессы возможны в дислокационных скопле-
ниях высокой мощности и границах фрагментов при их взаимодействии 
с границами магнитных доменов, движущихся под действием внешнего 
переменного магнитного поля. Рис. 6 иллюстрирует возможность сниже-
ния локальных внутренних напряжений , связанных с торможением 
дислокационных скоплений, в результате прохождения доменной гра-
ницы и уменьшения числа дислокаций в скоплении.  

 

 
 

Рис. 6. Уменьшение числа дислокаций в плоских скоплениях в модели  
Коттрелла при прохождении через скопление границы домена (слева направо),  

чему соответствует 2<1. Стрелками в различных положениях показано  
вращение спинов в блоховской стенке шириной δB 

 
Подобное «выталкивание» дислокаций в соседние плоскости 

скольжения возможно вследствие генерации и движения двойных пере-
гибов за счет нелинейной динамики дислокаций в поле знакоперемен-
ных магнитострикционных деформаций [14]. Кроме того, магнитострик-
ционные деформации, включая смещение доменных стенок и вращение 
вектора намагниченности, обуславливают эффективное размягчение 
упругих модулей [15], что облегчает перемещение дислокаций. 

Магнитная релаксация типа ориентационного последействия [16] 
будет способствоватьперемещению в решетке примесей внедрения и дру-
гих дефектов, характеризующихся локальными магнитными момента-
ми. В результате можно ожидать частичную разблокировку дислокаций 
от закрепляющих их точечных дефектов, перераспределение и уход де-
фектов на границы раздела и другие приимущественные стоки, что обу-
словит снижение напряжения течения. Дополнительным каналом ре-
лаксации пиковых напряжений является работа разблокированных  
источников дислокаций. 

Переменное магнитное поле кроме магнитного компонента порож-
дает в объеме проводника электрическое поле, которое действует на 
электронную подсистему. В последнее время изучению механизмов  
влияния возбуждения электронной подсистемы на реальные кристалли-
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ческие тела уделяется значительное внимание [17]. Суть в том, что под 
действием электрического поля появляются электроны высокой энергии, 
которые взаимодействуют с фононами, порождая множество фононов 
с энергиями, близкими к дебаевской, которые взаимодействуют с дисло-
кациями, отсоединяют их от точечных дефектов (стопоров) [18].  

В данном случае мы имеем дело с неравновесной кинетикой (тур-
булентностью) в электрон-фононной подсистеме кристалла, находящего-
ся под воздействием электрического поля. Ясно, что в этом случае мы 
находимся в состоянии, далеком от термодинамического равновесия, 
и поэтому описывать систему такими характеристиками, как, например, 
температура, нельзя. Описание неравновесных систем в рамках слабой 
турбулентности было предложено В.Е. Захаровым [19-20] и получило 
дальнейшее широкое развитие в работах его научной школы и последо-
вателей (см., в частности, [18, 21-36]).  

 
 
 

3. ИССЛЕДОВАНИЯ В РЕЖИМЕ  

ПОЛЗУЧЕСТИ ОСОБЕННОСТЕЙ  

ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ  

ПОЛИКРИСТАЛЛИЧЕСКОГО НИКЕЛЯ  

В ПЕРЕМЕННОМ МАГНИТНОМ ПОЛЕ  

ПРИ ТЕМПЕРАТУРЕ 77 К 
 
В разделе приведены основные результаты изучения влияния 

гармонического магнитного поля и импульсного с различными времена-
ми установления постоянного магнитного поля на характеристики пол-
зучести, а также их связь со структурным состоянием материала. Объек-
том исследования служил поликристаллический никель чистотой 
99,99%, отожженный при 900С в течение 2 ч. Испытания проводили на 
переходной стадии ползучести в режиме ступенчатого нагружения в 
среде жидкого азота при Т=77 К на установке [37] с захватами и тягами 
из немагнитного материала. Величина прироста напряжения на каждой 
ступени составляла 2-3 МПа. Точность измерения удлинения составляла 
~510-5см. Активационные параметры и уровень внутренних напряже-
ний определяли с помощью дифференциальных методик, описанных 
в [38]. Проведены также электронномикроскопические исследования де-
фектной структуры никеля до и после воздействия магнитного поля. 

Для изучения влияния магнитного поля испытуемый образец по-
мещали в соленоид, в котором создавалось продольное постоянное или 
переменное магнитное поле напряженностью 4104 А/м. Частота пере-
менного магнитного поля составляла 50 Гц. 
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Ранее было показано [2], что включение переменного и постоянно-
го магнитного поля в процессе пластической деформации никеля приво-
дит к разупрочнению материала. Величина эффекта разупрочнения при 
включении и выключении магнитного поля не зависит от текущей ско-
рости ползучести, но зависит от величины приложенного напряжения 
и напряженности магнитного поля. Это свидетельствует о том, что вели-
чина эффекта в основном обусловлена структурой, сформированной 
предыдущей деформацией. 

Для определения особенностей структуры, сформировавшейся 
в процессе ползучести при 77 К в диапазоне напряжений  0,5В, были 
исследованы активационные параметры, позволяющие сделать опреде-
ленные выводы о типе барьеров и о механизмах, контролирующих пла-
стическое течение никеля в процессе ползучести. 

Проведенные экспериментальные исследования показали, что ак-
тивационный объем и энергия активации, рассчитанные в рамках тео-
рии термоактивированной пластической деформации, составляют 
~ 0,510-21см3и 0,14 эВ соответственно и уменьшаются с увеличением 
напряжения. Это означает, что скольжение дислокаций контролируется 
дефектами, возникающими в процессе пластического течения. Величина 
полной энергии активации, необходимой для преодоления препятствия, 
составляет 0,22 эВ и не зависит от напряжения. Существует ряд препят-
ствий, которые могут контролировать низкотемпературную ползучесть 
никеля, т.е. имеют активационные параметры, близкие к полученым. 
Это примеси, деформационные точечные дефекты и дислокации леса. 

Поскольку экспериментально установлено, что активационный 
объем зависит от напряжения, примеси, очевидно, не контролируют пол-
зучесть никеля при 77 К. В то же время концентрация точечных дефек-
тов и плотность дислокаций увеличиваются с ростом деформации, и по-
этому активационный объем должен уменьшаться, что согласуется с экс-
периментом. Таким образом, проведенные экспериментальные исследо-
вания и оценки позволяют сделать вывод, что дислокации леса с учетом 
плотности дислокаций в пределах ячеек и точечные дефекты (преиму-
щественно межузельные атомы на начальных стадиях деформирования) 
являются барьерами, которые контролируют процесс низкотемператур-
ной деформации никеля. 

Механизм активированного пересечения дислокациями вышепе-
речисленных препятствий является основным механизмом пластическо-
го течения никеля при 77 К. Электронномикроскопические исследова-
ния показали, что отожженный никель отличается высокой степенью 
равновесности структуры в результате рекристаллизации при отжиге, 
о чем свидетельствуют ровные протяженные следы границ зерен. Плот-
ность дислокаций составляет ~ 5·108 см-2 (рис. 7). 

Ползучесть при 77 К приводит к пространственно неоднородному 
развитию течения материала, появляется резкая ориентационная зави-
симость дефектообразования от ориентации зерна по отношению к 
направлению действия внешнего напряжения. Например,в некоторых 
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зернах наблюдается ячеистая структура с рыхлыми границами и разме-
ром ячеек 0,5 – 0,8 мкм. Средняя плотность дислокаций внутри ячеек  
составляет ~2·1010 см-2, в пределах ячеек ~9·1010 см-2. При этом в сосед-
нем зерне видны сформированные мощные дислокационные скопления 
с плотностью дислокаций ~ 8·1010 см-2 (рис. 8). Наряду с этим встречают-
ся зерна, где прошли только начальные стадии пластического течения 
с преимущественным скольжением дислокаций вдоль границ и образо-
ванием скоплений в тройных стыках с плотностью дислокаций  
~ 5·1010 см-2. Основная серия опытов с наложением магнитного поля 
напроцесс пластической деформации при ползучести была проведена по 
следующей схеме. После приложения нагрузки и достижения скорости 
ползучести ~ 5·10-6с-1 включали магнитное поле и в течение 180 с фик-
сировали ползучесть. После выключения поля ползучесть продолжалась 
еще 180 с. Затем образец снова догружали. Исследования проводились 
на переходной стадии ползучести при напряжениях 0,5 В. В резуль-
тате проведенных экспериментов установлено, что включение постоян-
ного магнитного поля напряженностью 4104 А/м в процессе ползучести 
образцов никеля вызывает прирост деформации, причем снятие магнит-
ного поля также сопровождается приростом деформации. На рис. 9 при-
ведено типичное изменение кривых ползучести никеля в результате 
наложения и снятия постоянного магнитного поля напряженностью 
4104 А/м при различном деформирующем напряжении. Как видно,  
после включения и выключения поля характер кривой ползучести каче-
ственно не меняется и ползучесть в постоянном магнитном поле описы-
вается логарифмическим законом. Ранее было показано [38], что при 
наложении постоянного магнитного поля зависимость эффекта раз-
упрочнения от напряжения немонотонная, поэтому в наших экспери-
ментах была выбрана для исследований узкая область напряжений,  
соответствующая максимальному эффекту. 
 

 
 

Рис. 7. Дислокационная структура Ni после отжига  
при 900С в течение 2 ч 
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Рис. 8. Дислокационная структура Ni после деформации на 9%  
в условиях ступенчатой ползучести при Т = 77 К 

 

 
 

Рис.9. Влияние времени нарастания постоянного магнитного поля  
напряженностью 4104A/м (время включения поля 1 с) на деформацию  

ползучести Ni при стабильной температуре 77 К для различных  
напряжений :  0,3В (а), 0,4В (б), 0,5В (в) 

 
Как известно [38-45], одной из причин эффекта разупрочнения может 

быть повышение температуры образца вследствие нагрева вихревыми то-
ками. Величина разогрева при прочих равных условиях зависит от скорости 
изменения магнитного поля, и снижение последней должно привести 
к уменьшению величины эффекта. Для исклю-чения влияния разогрева 
образца вихревыми токами образец охлаждался жидким азотом и его тем-
пература оставалась 77 К [46-49]. 

На рис. 10 приведена зависимость деформации ползучести от вре-
мени при включении поля 4104 А/м в течение 60 с. Как видно, медленное 
повышение напряженности магнитного поля также приводит к приросту 
деформации, однако величина эффекта разупрочнения существенно 
меньше, чем при быстром (в течение 1 с) повышении напряженности маг-
нитного поля (см. рис. 9). 

Структурные исследования показали, что наложение магнитного 
поля на процесс ползучести повышает степень однородности распреде-
ления дислокаций на начальных стадиях пластического течения, но не 
меняет характера формирования структуры. При температуре 77 К, 
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напряжениях   0,5 и действии импульсного постоянной амплитуды 
магнитного поля 4104  A/м формируется ячеистая структура с плот-
ностью дислокаций в теле ячеек, не превышающей ~1010 см-2. Дислока-
ции в стенках ячеек распределяются более равномерно по длине грани-
цы, которые напоминают границу кручения, что свидетельствует об 
определенном развитии процессов динамического возврата (рис. 11). 
 

 
 

Рис. 10. Влияние времени нарастания постоянного магнитного поля  
напряженностью 4104  A/м (время включения поля 60 с) на деформацию  

ползучести Ni при стабильной температуре 77 К для различных напряжений : 
0,3В (а); 0,4В (б); 0,5В (в) 

 

 
 

Рис.11. Дислокационная структура никеля при Т = 77 К после деформации  
на 9% в условиях ступенчатой ползучести (а) и наложения импульсного  

постоянной амплитуды  магнитного поля 4104  A/м (б) 
 

Воздействие переменного магнитного поля в процессе ползучести 
никеля при 77 К вызывает заметное увеличение величины деформации 
и скорости ползучести. Типичное изменение кривой ползучести при  ≤ 0,5 В в результате воздействия переменного магнитного поля часто-
той 50 Гц и напряженностью Н = 4104  A/м характеризует рис. 12. 
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Рис. 12. Влияние гармонического (частота 50 Гц) магнитного поля  

напряженностью 4104  A/м  на деформацию образца никеля в режиме  
ползучести Ni при температуре 77 К и различных напряжениях :  

0,3В (а); 0,4В (б); 0,5В (в) 
 
Зависимость деформации ползучести от времени испытания после 

включения поля так же, как и после очередного догружения, описывает-
ся обычным логарифмическим законом. Как видно, здесь величина де-
формации увеличивается с ростом напряжения, что согласуется с лите-
ратурными данными [42]. Как показали электронномикроскопические 
исследования, гармоническое (частота 50 Гц) магнитное поле влияет на 
структуру материала значительно сильнее, чем импульсное для той же 
амплитуды напряженности поля 4104  A/м. Тело ячеек практически 
очищается от дислокаций, они концентрируются в границах. Плотность 
дислокаций в границах значительно превышает 1011 см-2, а у границ зе-
рен формируются мощные дислокационные скопления (рис. 13). 

 

 
 

Рис. 13. Дислокационная структура Ni при Т = 77 К после деформации на 9%  
в условиях ступенчатой ползучести (а) и наложения гармонического  

магнитного поля напряженностью 4104 A/м и частотой 50 Гц (б) 
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4. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ 

В РЕЖИМЕ ПОЛЗУЧЕСТИ ОСОБЕННОСТЕЙ  

ПЛАСТИЧЕСКОГО ТЕЧЕНИЯ НИКЕЛЯ  

В  ГАРМОНИЧЕСКОМ И ОДНОПОЛЯРНОМ 

МАГНИТНОМ ПОЛЕ В УСЛОВИЯХ  

СТАБИЛЬНОЙ ТЕМПЕРАТУРЫ 77 К 
 
В этом разделе описано влияние на характеристики ползучести ни-

келя нестационарного магнитного поля напряженностью 4104  A/м гармо-
нического (50 Гц) и однополярного (той же частоты)[49]. На рис. 14 пред-
ставлена зависимость деформации от времени для 4 режимов включения 
нестационарного магнитного поля с различными временами нарастания : 
60 с (включение постоянного поля) (а); 0,005 с (периодические монополяр-
ные импульсы с размагничиванием образца) (б); 0,005 с (периодические 
монополярные импульсы без размагничивания образца) (в); 0,005 с (гармо-
нические импульсы) (г). Причем верхний ряд графиков соответствует 
напряжению =0,3В; средний ряд =0,4В; а нижний ряд =0,5В.  

Т.к. зависимость деформации от времени для всех 4 режимов 
вклю-чения нестационарного магнитного поля в режиме ползучести 
снималась при ступенчатом увеличении напряжения : 0,3В (верхний 
ряд), 0,4В (средний ряд), 0,5В (нижний ряд) без каких-либо замен  
образцов и смен режимов, то благодаря размагничиванию в режиме (б) 
перед каждым увеличением напряжения действие одинакового однопо-
лярного импульса магнитного поля в режимах (б) и (в) приводило к раз-
личной деформации образцов (это очень хорошо видно как на рис. 14, 
так и на приведенном ниже рис. 15). Такое различие в деформации об-
разцов в режимах (б) и (в) обусловлено существенно большим индук-
ционным вихревым электрическим полем в режиме (б), чем в режиме (в). 
Эксперименты показали, что только при медленном включении и вы-
ключении стационарного магнитного поля напряженностью 4104  A/м 
при ползучести никелевых образцов происходит увеличение деформа-
ции как при включении, таки выключении магнитного поля. Быстрое же 
включение магнитного поля напряженностью 4104  A/м при ползучести 
никелевых образцов (см. рис. 14(б) и (в)) приводит к увеличению дефор-
мации только при включении магнитного поля, затем наблюдается пре-
кращение роста деформации без увеличения напряжения, а также  
отсутствие роста деформации при выключении магнитного поля.  

Рис. 15 иллюстрирует при разных величинах деформации про-
явление эффекта разупрочнения поликристаллического никеля для ре-
жима ползучести в результате действия на образцы импульсов магнит-
ного поля одинаковой напряженности 4104  A/м с различным временем 
нарастания . 
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Рис. 14. Влияние переменного магнитного поля с напряженностью 4104  A/м  
на ползучесть никеля при 77 K и различных напряжениях для разного вида  
импульсов магнитного поля : 60 с (включение постоянного поля) (а); 0,005 с  
(периодические монополярные импульсы с размагничиванием образца) (б); 

0,005 с (периодические монополярные импульсы без размагничивания образца) 
(в); 0,005 с (гармонические импульсы) (г) 

 
Рис. 15. Зависимость величины разупрочнения поликристаллического никеля 

при77 К от величины деформации для разного типа импульсов магнитного поля 
напряженностью 4104  A/м с различным временем нарастания :  1 с (включение 

постоянного поля) (1); 0,005 с (периодические монополярные импульсы без  
размагничивания образца) (2); 0,005 с (периодические монополярные импульсы 

с размагничиванием образца) (3); 0,005 с (гармонические импульсы) (4) 
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Из рис.15, в частности, видно, что разупрочнение при воздей-
ствии монополярных импульсов без размагничивания образца и пос-
тоянного поля со временем нарастания 1 с практически совпадает в ши-
роком интервале степеней деформации ползучести. Для гармонических 
же импульсов величина разупрочнения существенно возрастает с увели-
чением деформации, как и для периодических монополярных импульсов 
с размагничиванием образца после недлинной серии импульсов. 

 

 
 

 
Рис. 16. Дислокационная структура никеля после деформации на 9% в условиях 
ступенчатой ползучести при Т = 77 К и наложения нестационарного магнитного 

поля 4104  A/м с разным временем нарастания поля : 60 с (a) (единичный  
импульс); 0,005 с (периодические монополярные импульсы) (б) 

 
Исследования на электронном микроскопе показали, что нестацио-

нарное магнитное поле влияет на структуру материала тем сильнее, чем 
меньше время нарастания поля (рис. 16). Тело ячеек очищается от дис-
локаций, и они концентрируются только на границах (рис. 16 (б)). Плот-
ность дислокаций на границах значительно превосходит 1011 см-2, а в 
границах зерен формируются мощные скопления дислокаций 
(рис. 16 (б)). 

 
 
 

5. ЭЛЕКТРОПЛАСТИЧЕСКИЙ  ЭФФЕКТ  

В  МЕТАЛЛАХ [6, 50] 
 
Одной из задач работы В.И. Спицына и О.А. Троицкого [50] было 

установить экспериментальным путем, окажет ли влияние изменение 
состояния энергетического спектра электронов в кристаллах металлов 
на прочность и пластичность последних, – ведь еще недавно считалось, 
что эти свойства зависят только от взаимного расположения атомов, ко-
лебаний в решетке, взаимодействия дислокаций и т. д. 
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Главная трудность подобного рода опытов состоит в том, что в ме-
таллах практически невозможно влиять на электронную подсистему, не 
вызывая изменений в решеточной подсистеме, не вызывая нагрева ме-
талла. Существуют и другие трудности, в частности обусловленные 
ограничениями дрейфовых скоростей электронов, что, как ни парадок-
сально, связано с высокой проводимостью металлов. Из самых общих 
физических положений следует, что в металлических кристаллах долж-
но происходить «электрон-дислокационное взаимодействие», – значит, 
влияние изменения состояния электронной подсистемы на движение 
и взаимодействие дислокаций, а вместе с тем на пластические и проч-
ностные свойства кристаллов может наблюдаться экспериментально. 

Если к металлу приложить электрическое поле, по нему потечет 
ток. При плотности тока выше ~1 А/мм2возникает заметный нагрев об-
разцов. Но используя импульсный ток, можно повысить плотность на 
порядки величины и оставить металл практически холодным. Указан-
ный прием, примененный авторами [50], позволил провести серию экс-
периментов по изучению влияния электрического тока на пластическую 
деформацию металла в условиях, не осложненных нагревом образцов. 

Другой прием, также впервые примененный авторами [50], заклю-
чается в инжекции ускоренных электронов в металл во время его де-
формации, что приводит к появлению электронных плазменных колеба-
ний и, как предполагалось, к электрон-дислокационному взаимодей-
ствию, аналогичному взаимодействию тока с дислокациями. В этом слу-
чае используются электроны с энергией преимущественно ниже порога 
выбивания атомов, когда не может возникнуть истинно радиационное 
действие (обусловленное радиационными дефектами в решетке) – 
упрочнение и снижение пластичности металла при низких температу-
рах за счет блокировки дислокаций точечными дефектами и их ансамб-
лями или, наоборот, разупрочнение при средних и высоких температу-
рах за счет термического движения радиационных дефектов. 

С помощью описанных методик было обнаружено новое явление, 
названное авторами электропластическим эффектом. Суть его заключа-
ется в том, что при передаче энергии системе электронов уменьшается 
сопротивление металла пластической деформации, т.е. металл пласти-
фицируется. Оказалось, что под влиянием электрического тока и облу-
чения металлические кристаллы, растягиваемые (сжимаемые) с пос-
тоянной скоростью или испытуемые на ползучесть при постоянном меха-
ническом напряжении, разупрочняются. Максимальный эффект может 
составлять десятки процентов. 

Была исследована зависимость эффекта от температуры, плотности 
и частоты тока, энергии ускоренных электронов. Повышение температу-
ры снижает величину эффекта, но эта зависимость слаба. С увеличением 
плотности и частоты тока эффект усиливается. Увеличение энергии уско-
ренных электронов, инжектируемых в деформируемый металл, также 
усиливает эффект, однако с переходом порога выбивания атомов вместо 
пластифицирования возникает упрочнение металла (при низких темпе-
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ратурах), т. е. происходит инверсия эффекта, связанная с обычным ра-
диационным действием. 

Использование двойного образца с рабочей деформируемой частью 
А и недеформируемой частью Б позволяет разделить два эффекта воздей-
ствия электрического тока на образец. При прохождении импульсного 
тока по части А снижение деформирующего усилия РА объясняется 
суммарным действием тока и пинч-эффекта (магнитного сжатия образ-
цов собственным магнитным полем); при прохождении импульсного тока 
по части Б величину снижения РБ можно отнести уже только за счет 
пинч-эффекта; разность РА -РБ можно считать в отсутствие теплового 
действия тока истинной электропластической деформацией образцов. 
Полученные авторами [50] экспериментальные данные указывают на то, 
что  возможны три типа механизма электропластического эффекта. Как 
авторы уже говорили, величина эффекта нарастает пропорционально 
плотности тока, а также энергии ускоренных электронов, – следователь-
но, можно было бы думать, что электропластический эффект связан 
с созданием «электронного ветра» в решетке металла, с возникновением 
и усилением электронного ускорения движущихся дислокаций. С этим 
предположением согласуются все полученные экспериментальные ре-
зультаты, за исключением данных о влиянии легирования. Было уста-
новлено, что в легированных образцах эффект имеет существенно боль-
шую величину, чем в «чистом» металле. Если бы электропластический 
эффект целиком определялся ускорением дислокаций, «электронным 
ветром», то в легированном металле, содержащем большое число пре-
пятствий для движения дислокаций в виде примесных атомов, естествен-
но было бы ожидать уменьшения эффекта, а не его возрастания. Значит, 
зависимость эффекта от содержания в металле примесей противоречит 
описанному механизму. Другой вероятный механизм эффекта заключа-
ется в том, что электронные возбуждения («электронный ветер» в токовой 
методике и электронные плазменные колебания в методике облучения) 
вызывают изменения в динамике колеблющихся дислокационных сег-
ментов, приводящие к уменьшению времени преодоления дислокациями 
препятствий, к срыву с них скоплений дислокаций. Этот механизм пред-
ставляется им более реальным. В статье [50] приведены зависимости 
падения деформирующего усилия Р и приращения длины образцов l103мм, в результате прохождения одиночных импульсов тока от тока 
как для чистых кристаллов цинка, так и для легированных. После леги-
рования увеличиваются  пороговые значения плотности тока, с которых 
начинаются осцилляции деформирующего усилия, и ход зависимости от 
тока становится более крутым. 

Причиной указанных изменений может быть либо изменение 
электрического взаимодействия заряженных примесей с дислокациями 
в металле, либо возникновение ангармоничности тепловых колебаний 
дислокационных сегментов в связи с активным демпфированием сег-
ментов электронами проводимости или электронными плазменными ко-
лебаниями, т.е. в результате прямого электрон-дислокационного взаи-
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модействия, происходящего не на движущихся дислокациях, а на тех из 
них, которые находятся накануне срыва закрепляющих их центров 
(большей частью на головных дислокациях в скоплениях). 

Механизм изменения электрического взаимодействия заряжен-
ных примесей и дислокаций отпадает, так как эффект имеет место не 
только при действии тока, но и при облучении, когда к образцу не при-
кладывается потенциал и не может существенно измениться взаимодей-
ствие между примесями и дислокациями.В пользу механизма электрон-
ного демпфирования дислокационных сегментов свидетельствует зави-
симость электропластического эффекта от наличия в металле примесей, 
а также от частоты импульсного тока. Действительно, для легированных 
образцов увеличивается число критических мест в нагруженном кри-
сталле, где дислокации находятся накануне срыва, а также растет число 
дислокаций в скоплениях, разряжающихся при срывах с препятствий 
головных дислокаций. Становится понятной и частотная зависимость 
эффекта – с ростом частоты посылок тока увеличивается частота элект-
ронных воздействий на дислокационные сегменты и повышается частота 
попыток преодоления дислокациями препятствий. В рамки этого меха-
низма укладываются также зависимости эффекта от плотности тока и от 
энергии ускоренных электронов (в методике облучения) – увеличение ин-
тенсивности электронного воздействия позволяет ожидать уменьшения 
времени преодоления дислокациями препятствий. 

Таким образом, предлагаемая авторами модель для объяснения 
электропластического эффекта состоит в следующем. Электрический ток 
или электронные плазменные колебания (в методике облучения) изме-
няют взаимодействие дислокаций с закрепляющими их центрами за 
счет активного электронного демпфирования колеблющихся дислока-
ционных сегментов, появления ангармоничности в тепловых колебани-
ях сегментов и увеличения вероятности преодоления дислокациями 
препятствий (уменьшение времени преодоления дислокациями препят-
ствий). Поэтому в опытах на растяжение (сжатие) образцов с постоянной 
скоростью происходит уменьшение деформирующего усилия, а в опытах 
с релаксацией приложенных напряжений и ползучестью – соответ-
ственно возрастание релаксированной части напряжений и скорости 
релаксации и  ползучести. 

Температурная зависимость электропластической деформации также 
находит свое естественное объяснение в рамках принятой модели. Посколь-
ку электрон-дислокационное взаимодействие в области средних температур 
мало зависит от темпертуры, слабую температурную зависимость должна 
проявлять также электропла-стическая деформация металла. Проведенные 
эксперименты представляют собой первый этап исследованияэлектропла-
стической деформации металла. Детальное изучение влияния электронно-
го состояния металла на его механические свойства, по мнению авторов 
[50], позволит уточнить механизм электрон-дислокационного взаимодей-
ствия в металлах и радиационного действия ускоренных электронови дру-
гих заряженных частиц на свойства металлов. Можно предположить, что с 
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расширением этих работ, с проникновением в область более низких темпе-
ратур, больших плотностей и частот тока, с применением высокочастотных 
методов исследования кристаллов, содержащих подвижные дислокации, 
при создании экстремальных условий облучения (в частности при созда-
нии в металле сверхплотной концентрации свободных электронов) будут 
открыты новые явления.  

Для проведения экспериментов использовались монокристаллы 
цинка (99,998% Zn), свинца (99,9995% Pb), индия(99,9995% In) и легиро-
ванного цинка (210-20% Cd) с ориентацией в середине стандартного тре-
угольника, а также поликристаллические образцы цинка, кадмия, оло-
ва, свинца и индия  с чистотой не хуже 99,99%. На концах образцов вва-
ривались электрические контакты, соединенные с источником тока. Ис-
пытания на растяжение и сжатие с постоянной скоростью 0,1 мм/мин 
проводились на машине Instron либо на специально сконструированной 
дистанционной машине (в случае работы с облучением). Образцы уста-
навливались в изолированные зажимы. Точность определения нагрузок 
составляла 2 г. В опытах на растяжение и релаксацию напряжений ис-
пользовались образцы длиной 15-16 мм и диаметром около 1 мм, в опы-
тах на сжатие  длиной 6 мм и диаметром 2,5 мм. В методике измерения 
релаксации напряжений деформацию образцов в какой-то момент пре-
кращали и наблюдали падение показаний упругого динамометра за счет 
пластической деформации образца. Использовалась также методика ис-
пытания образцов на ползучесть под постоянным приложенным напря-
жением со ступенями нагружения 25 г на дистанционной установке 
с измерительной частью, выполненной на основе электронно-механи-
ческого преобразователя Э-2Д1. Точность определения деформаций  
составляла 0,2%. 

Время ползучести было равно 10 мин. Деформация за первые 
3 секунды после приложения нагрузки характеризовала скорость 
неустановившейся ползучести образцов п.ну. Скорость установившейся 
ползучести п.у. определяласькак средняя величина за последние 9 мин 
деформации. В случае действия электрическим током через 
деформируемые образцы периодически разряжалась батарея 
электролитических конденсаторов емкостью около 103мкФ. За один 
импульс пропускалось примерно 0,1 Кл электричества. Длительность 
импульса составляла около 10-4с,  частота посылок 0,3-0,4 Гц,  напряжение 
50-200 В. При температуре жидкого азота импульсы тока приводили к 
тепловыделениям в образцах не более 5-10 мВт или возможному нагреву 
образцов лишь на доли градуса, что не фиксировалось приваренными к 
ним дифференциальными хромель-копелевыми термопарами. Использо-
ванные режимы гарантировали также объемный эффект действия тока 
(отсутствие скин-эффекта) и малую величину  магнитного сжатия от соб-
ственного магнитного поля образца (пинч-эффект). 

В серии работ О.А. Троицкого и др. (см., например, [6, 50]) экспе-
риментально обнаружено новое физическое явление  электронно-
пластический эффект (ЭПЭ), заключающийся в снижении сопротивле-
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ния металла деформированию и повышении пластичности металла под 
влиянием тока, помимо теплового и пондеромоторного действия.  

– Обнаружена скачкообразная деформация металлических кри-
сталлов в импульсах тока, характеризующаяся большой величиной эф-
фекта в области предела текучести образцов, повышением однородности 
сдвигообразований, усилением эффекта в поверхностно-активной среде, 
управляемостью процесса  зависимостью величины скачковот силы тока 
и частоты следования импульсов, слабой зависимостью от температуры. 

– Импульсы тока увеличивают предшествующую хрупкому разру-
шению пластическую деформацию кристаллов цинка на 100-120% при 
78 К и на 50-60% при комнатной температуре (для эмальгированного 
цинка). В процессе электропластической деформации кристаллов воз-
растает критический уровень нормаль-ных напряжений на плоскостях 
скольжения р, а сама зависимость р от удельного кристаллографическо-
го сдвига а(к) становится более слабой, что является следствием умень-
шения хрупкого разрушения кристаллов. В результате действия тока 
снижаются критические скалывающие напряжения на плоскостях 
скольжения, что является результатом уменьшения стартовых напряже-
ний для движения дислокаций. Под влиянием тока граница хладнолом-
кости металла смещается в сторону более низких температур. 

– С увеличением частоты следования импульсов происходит усиле-
ние эффекта, оцениваемого по изменению сопротивления кристаллов де-
формированию. Вместе с тем, величина отдельных скачков деформации 
снижается в связи с истощением дислокационной структуры в предыдущих 
импульсах тока. Роль частотного фактора важна для эффективных попыток 
дислокаций преодолевать препятствия в плоскостях скольжения. 

– С увеличением амплитудной плотности тока в кристаллах вели-
чина эффекта нарастает, начиная с некоторых пороговых значений 
плотности тока. Вызванная током пластическая деформация металла 
начинается не сразу, а по истечении некоторого времени задержки, рав-
ного единицам или десяткам секунд. 

– С увеличением длительности импульсов тока величина эффекта 
усиливается, а сам эффект появляется, начиная также с некоторых поро-
говых значений длительности импульсов тока, соответствующих по ве-
личине временам элементарных скачков деформации в кристаллах. За-
висимость эффекта от длительности импульсов можно связать с измене-
нием импульса дислокационной структуры кристаллов. 

– При исследовании зависимости ЭПЭ от условий деформации ме-
талла и наличия в нем примесей установлено увеличение скачков дефо-
рмации с ростом скорости растяжениякристаллов, что связано с накоп-
лением и срывом под влиянием тока скоплений дислокаций.Эффект ха-
рактеризуется слабой температурной зависимостью. Эффект действия 
тока возрастает при увеличении концентрации примеси в металле 
вплоть до 1 ат%, что связано с повышением однородности сдвигообразо-
ваний в кристаллах и влиянием тока на процесс накопления и разрядки 
незавершенных сдвигов. Вместе с тем, под влиянием легирования уве-
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личивается порог механических и электрических напряжений, с которых 
начинается эффект действия тока. 

– Установлено, что при особом режиме пропускания тока (парные 
импульсы, направленные в одном направлении или встречно при раз-
личном расстоянии между импульсами в паре) на фоне электронного 
ускорения пластического течения может возникнуть снижение эффекта, 
т.е. частичная инверсия ЭПЭ или торможение пластического течения 
металла током. 

– Рассмотрена роль поверхности Ферми в электронно-
пластическом эффекте. Приведены параметры поверхности Ферми в ме-
таллах, показывающих большую величину ЭПЭ. Качественно обсуждена 
роль различных фермиевских носителей тока электронов и «дырок»  
в передаче импульсов силы и энергии на дислокации. Оценена роль за-
крытости поверхности Ферми в передачах импульсов силы и энергии на 
дислокации. Рассмотрена роль малых объемов и фрагментов поверхно-
сти Ферми в указанных процессах и благоприятные направления сме-
щения поверхности Ферми, а также роль электрического контакта де-
формируемого металла с другим металлом. Анализируются возможные 
трансформации поверхности Ферми в ходе ЭПЭ и корреляция ее состоя-
ния с величиной ЭПЭ в гранецентрированных кубических и гексаго-
нальных плотноупакованных металлах, а также механизм передачи 
импульсов от носителей тока к дислокациям при ЭПЭ. 

– Предложена модель электронно-пластического эффекта, учитыва-
ющая основные положения динамической и инерционной теории участия 
электронов проводимости в пластической деформации металла, исходящая 
из эквивалентности действия тока приложению к кристаллам дополни-
тельных эффективных напряжений, влияния тока на скопления дислока-
ций, на перестройку и срыв скоплений со стопоров в виде примесей и дис-
локаций в других системах скольжения, а также с других препятствий. 

Резюмируя результаты теоретического рассмотрения ЭПД 
А.М. Рощупкиным и И.Д. Батароновым, которые объяснили основные 
экспериментальные данные по ЭПД, авторы [6] отметили следующие 
наиболее важные выводы. 

– Полученная функция экранированной электронной реакции ме-
талла в токовом состоянии позволяет проанализировать изменение 
энергии взаимодействия дислокации с локальным стопором в присут-
ствии тока высокой плотности. Установлено, что это изменение для 
обычных примесей может достигать заметной величины лишь в элект-
рических полях атомной величины. 

– В рамках электронной теории металлов построена микроскопи-
ческая теория динамического пинч-эффекта и проанализированы обу-
словленные им эффекты механического воздействия на деформируемый 
металл, в том числе полярного характера, хотя сам пинч-эффект, в силу 
его квадратичной зависимости от тока, неполярен. 

– Проанализированы различные эффекты, связанные с формиро-
ванием в проводнике неоднородного температурного поля и сопутству-
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ющих напряжений. Установлено, что во время действия импульса тока 
возникают термоупругие напряжения, которые имеют тот же порядок 
величины, что и напряжения от пинч-эффекта. 

– Получено общее выражение для силы электрон-фононного увле-
чения дислокаций и точечных дефектов, на основании которого проана-
лизированы вклады фононного, электронного и электрон-фононного  
механизмов увлечения в силы, вызываемые потоками тепла и электри-
ческим током. Показано, что силовое действие электрического тока на 
точечные дефекты и границы раздела определяется электронным меха-
низмом увлечения. Тогда как для дислокаций доминирующей может 
быть сила электрон-фононного увлечения. 

– Предложен механизм срыва скоплений дислокаций со стопоров 
и деструкции полей внутренних напряжений в металле под влиянием 
импульсов тока, основанный на динамических свойствах застопоренных 
дислокационных скоплений. Показано, что время задержки действия 
импульсного тока, обнаруженное экспериментально, совпадает со вре-
менем динамической реакции дислокационного скопления. 

– Теоретические представления о процессах пластической дефор-
мации металла при токовых воздействиях остались недостаточными и 
неоднозначными, а физическая природа эффекта пластификации ме-
таллов под влиянием тока не раскрытой до конца. 

Для описания ЭПЭ и МПЭ мы далее будем опираться на подход 
описания неравновесной электрон-фононной подсистемы кристалла, 
находящегося в электрическом и/или магнитном поле. Разделение вкла-
дов магнитных и электрических компонент переменного магнитного по-
ля во влиянии на структурные дефекты реального кристалла требует 
рассмотрения микроскопических моделей, что и является предметом 
следующего раздела [18, 32-36, 49]. 

 
 
 

6. НЕРАВНОВЕСНАЯ КИНЕТИКА  

ЭЛЕКТРОН-ФОНОННОЙ ПОДСИСТЕМЫ 

КРИСТАЛЛА В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ  

КАК ОСНОВА ЭЛЕКТРОПЛАСТИЧЕСКОГО 

ЭФФЕКТА 
 

В данном разделе статьи показано, что экспериментально на-
блюдаемые закономерности ЭПЭ могут быть описаны количественно, 
если принять во внимание влияние на движение дислокаций неравно-
весных фононов, возбужденных неравновесными электронами, полу-
чившими энергию от электрического поля. Сценарий развития ЭПЭ ил-
люстрирует схема на рис. 17. 
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Пластическая деформация кристаллов под действием внешних 
нагрузок в большинстве случаев осуществляется путем скольжения дис-
локаций. Основное уравнение, описывающее кинетику процесса пласти-
ческой деформации, – модифицированное уравнение Орована 
(см., например, [51]): 

 ε̇ௗ = ܾ݈ρௗνௗ(σ∗),			σ∗ = σ − σ୧    ,                             (6.1) 
 

где ε̇ௗ – скорость деформации, b – вектор Бюргерса, l – среднее расстояние 
между стопорами, ߩௗ −	плотность подвижных дислокаций, ߥௗ(ߪ∗) −	часто-
та преодоления дислокациями барьера, σ*– эффективное напряжение 
сдвига, ߪ௜ −	 внутреннее напряжение сдвига в плоскости скольжения. 
 

 
 

Рис. 17. Предложенный сценарий развития электропластического эффекта 
 
 

6.1. Модификация модели Гранато–Люкке, 

описывающей влияние фононов  

на движение дислокаций 
 

В случае термодинамического равновесия выражение ߥௗ(ߪ∗, ܶ) 
имеет вид: 

 νௗ(σ∗, ܶ) = νௗ଴exp ቀ− ு(஢∗)௞ಳ் ቁ.                                      (6.2) 

Явный вид ܪ(σ∗) функции зависит от модели потенциала барьера. 
Для рассмотрения более общего случая, т.е. когда подсистемы электро-
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нов и фононов могут быть, вообще говоря, не в состоянии термодинами-
ческого равновесия, используется модель Ландау–Гофмана [52]. Потен-
циальная яма имеет параболическую форму: 

(ݔ)ܷ  = ൜ζݔଶ, |ݔ| ≤ ,௖௥0ݔ |ݔ| > ௖௥ݔ , ζݔ௖௥ଶ = ଴ܷ.                                (6.3) 
 
Сдвиг дислокационного сегмента длиной L под напряжением 

σ описывается в приближении упругих колебаний струны (модель Гра-
нато–Люкке [53]): 

ܯ  డమ௨డ௧మ ܤ+ డ௨డ௧ − ܥ డమ௨డ௬మ = ܾσ +  (6.4)                               .(ݐ)݂
 

Здесь u(y,t) – смещение линии дислокации в точке у в направлении х, ܯ = ஡௕మଶ  – эффективная масса единицы длины, ρ – плотность материала, 
В – коэффициент силы динамического трения на единицу длины, 	ܥ = ீ௕మଶ  – линейное натяжение струны, G – модуль сдвига, f (t) – сила 
случайных толчков, происходящих в кристалле, на единицу длины дис-
локации. Граничные условия: 
,ᇱ(0ݑ  (ݐ = ,0)ݑ݇ ,ܮ)ᇱݑ−	;(ݐ (ݐ = ,ܮ)ݑ݇ ;(ݐ ݇ = ଶ஖஼ .                  (6.5) 
 

Уравнение линейное, поэтому его решение может быть записано 
в виде суммы 

,ݕ)ݑ  (ݐ = (ݕ)௦௧ݑ + ,ݕ)௢௦௖ݑ  	,(ݐ
 

где ݑ௦௧(ݕ) – статический прогиб, вызванный внешним напряжением σ, 
а ݑ௢௦௖(ݕ,  .колебания под действием случайных сил – (ݐ
(ݕ)௦௧ݑ  = ௕௬(௅ି௬)ଶ஼ + ௕௅஢ଶ஼௞ ,ݕ)௢௦௖ݑ			; (ݐ = ∑ ܳ௡(ݐ)൬sin(ݍ௡ݕ) + ௤೙௞ cos(ݍ௡ݕ)൰ே௡ୀଵ ;			   

                                                                                                           (6.6а) 
 ctg(ݍ௡ݕ) = ௤೙మି௞మଶ௤೙௞ .                                             (6.6б) 

 
Величина  ܳ௡(ݐ) удовлетворяет следующему уравнению: 
(ݐ)௡̈ܳܯ									  + (ݐ)௡̇ܳܤ (ݐ)ω௡ଶܳ௡ܯ+ = ௡݂(ݐ);		ω௡ଶ = ௡ଶݍ ஼ெ.              (6.7) 

 
Рассмотрим «точку закрепления» при у = 0. Пусть длины отрезков, 

по обе стороны от нее, равны L. Тогда полное отклонение в «точке за-
крепления» равно: 
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,෤(0ݑ  (ݐ = (ݕ)௦௧ݑ2 + ,ݕ)௢௦௖ݑ2 (ݐ = (ݕ)෤௦௧ݑ + ,ݕ)෤௢௦௖ݑ  (6.8)              . (ݐ

 
Ситуация случайной силы была рассмотрена в работе [53]. Теперь 

мы должны провести некоторые расчеты в справочных целях. Если 
в какой-то момент времени происходит случайное событие, такое, что δݑ෤(0, (ݐ ≥ δݑ෤௖௥, то условия преодоления препятствия будут удовлетворе-
ны. Пусть ௡݂(ݐ) стационарный Гауссов процесс. Т.к. уравнение (6.7)  ли-
нейное, ܳ௡(ݐ) и, соответственно, ݑ෤(0, -также представляют собой стаци (ݐ
онарный Гауссов процесс, для которых среднее количество прыжков 
с превышением определенной величины δݑ෤௖௥ в единицу времени равно: 

 ν = ଵଶగට−ஏᇲᇲ(଴)ஏ(଴) exp ቄ− ஔ௨෥೎ೝమଶஏ(଴)ቅ,	                                   (6.9) 
 Ψ(τ) = 2∑ ௤೙మ௞మܳ௡(ݐ)ܳ௡(ݐ + τ)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതñ௡ୀଵ ≡ 2∑ ௤೙మ௞మψ(τ),ñ௡ୀଵ                 (6.10) 
 δݑ෤௖௥ = ௖௥ݔ − ௕௅஢஼௞ = ௖௥ݔ ቀ1 − ఙ஢೎ೝቁ , σ௖௥ ≡ ஼௞௫೎ೝ௕௅ ,                     (6.11) 
 

где Ψ (τ) – корреляционная функция случайного процесса δݑ෤(0, -вы 	,(ݐ
ражающаяся через корреляционную функцию ψ (τ) случайного процесса ܳ௡(ݐ); Ψᇱᇱ(0) вторая производная по τ при τ = 0. Для компоненты Фурье (ܳ௡)ఠ от ܳ௡(ݐ) мы можем написать: 
 ψ(τ) = ∫ (ܳ௡)னଶ ݁ି௜னத݀ωஶିஶ ,                                (6.12) 

 
где определение величины (ܳ௡)னଶ  дается соотношением 
 
 (ܳ௡)ன(ܳ௡)னᇲതതതതതതതതതതതതതതതതത = (ܳ௡)ఠଶ δ(ω+ ωᇱ)  .                          (6.13) 
 

Каждая может формально рассматриваться как самостоятельний 
осциллятор с трением  и частотой гармоники n: 

 ݉ܳ̈ + χܳ̇ +݉ω௡ଶܳ =  (6.14)                                       ,ܨ
 

где m  коэффициент пропорциональности между обобщенным импульсом 
и скоростью ܳ̇,   – коэффициент трения, F   случайная сила [52-54]. 
 ݉ = ܯ ௅ஞ೙ଶ ,					߯ = ܤ ௅ஞ೙ଶ ܨ			, = ௡݂ ௅ஞ೙ଶ ,				ξ௡ = 1− ଶ௞௅ + ௤೙మ௞మ .            (6.15) 

Таким образом, для фурье-компоненты мы получим такую форму-
лу: (ܳ௡)னଶ = (ிഘ)మ௠మ൫ன೙మିఠమ൯మା஧మனమ .                                (6.16) 
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Спектральную плотность случайной силы можно найти из выра-
жения [18, 35, 36]: 

ଶ(னܨ)  = ஧஠ℏω൬ଵଶ+ܰ(ω)൰.                                 (6.17) 
 
Поэтому для оценки силы, действующей со стороны фононов на 

дислокацию, нужно сначала найти функцию распределения фононов ܰ(ω). 
 
 

6.2. Kинетические уравнения  

для функций распределения  

электронов и  фононов 
 
В некоторых работах по динамике электрон-фононной подсистемы 

в металлических пленках было использовано предположение о ферми-
дираковском виде изотропной части функции распределения электро-
нов, температура которой зависит от времени [55]. В данной работе мы, 
следуя нашим предыдущим статьям [18, 32-36], не будем делать такого 
допущения, и, таким образом, вычисленные функции распределения 
могут оказаться, вообще говоря, сильнонеравновесными. В такой ситуа-
ции поведение электронов и фононов описывается функциями распре-
деления. 

Для описания неравновесной динамики электрон-фононной под-
системы необходимо разрешить систему кинетических уравнений Боль-
цмана для функций распределения электронов f(r,p,t) и фононов N(r,q,t) 
соответственно. Для функции распределенияэлектронов f(r,p,t) кинети-
ческое уравнение Больцмана имеет вид: 

 డ௙డ௧ +  డ௙డ࢘ + డ௙డ࢖ ௗ࢖ௗ௧ = ௘௘ܫ + ௘௣ܫ +  ௘ௗ ,                          (6.18)ܫ
 ௗ࢖ௗ௧ = ,࢘)ࡱ}݁ (ݐ + [, ,࢘)࡮  (6.19)                                   ,{[(ݐ

 
где   скорость,  ࢖	 импульс, t  время, ࢘	 радиус-вектор, ࡱ	 напря-
женность электрического поля, ࡮	 магнитная индукция. Далее мы бу-
дем рассматривать ситуации, когда параметры магнитного поля таковы, 
что существенной является его нестационарность, приводящая к появ-
лению вихревого индукционного электрического поля, а несуществен-
ным является влияние магнитного поля на искривление траектории 
электронов, т.е. вторым слагаемым в правой части уравнения (6.19) 
можно пренебречь. Электрическое поле, а также электронную и фонон-
ную функции распределения мы для упрощения проблемы считаем про-
странственно однородными. 
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 ௘௘ – электрон-электронный интеграл столкновений. В общемܫ –
случае для проводников и полупроводников, в которых мы имеем дело с 
вырожденным электронным газом,  он имеет следующую форму [56-58]: 

௘௘ܫ  = 2(2πℏ)଺න݀࢖ଵ݀࢖ଶ݀࢖ଷܹ(࢖,࢖ଵ|࢖ଶ, (ଷ࢖ ,ଶ࢖)݂] ,ଷ࢖)݂(ݐ ൫1(ݐ − ,ଵ࢖)݂ ൯ ൫1(ݐ − ,࢖)݂ ൯(ݐ − ,࢖)݂ ,ଵ࢖)݂(ݐ ൫1(ݐ − ,ଶ࢖)݂ ൯൫1(ݐ − ,ଷ࢖)݂  δ(ε	൯](ݐ + εଵ − εଶ − εଷ)δ(࢖ + ଵ࢖ − ଶ࢖ −  ଷ),                                  (6.20)࢖
 

где ݂(࢖, (ݐ −	однородная в пространстве функция распределения элек-
тронов (числа заполнения), i=(pi) энергия электрона, имеющего им-
пульс pi,	ܹ(࢖, ,ଶ࢖|ଵ࢖ -ଷ) матричний элемент, описывающий экраниро࢖
ванное кулоновское взаимодействие (см., например, [56-58] для модели 
«желе»): 
,࢖)ܹ  ,ଶ࢖|ଵ࢖ (ଷ࢖ = 	 (2πℏ)ଷ2еସ(|࢖ଵ − ଷ|ଶ࢖ + ܽଵଶ)ିଶ),                (6.21) 
 
где ܹ(࢖,࢖ଵ|࢖ଶ, (ଷ࢖ 	− вероятность рассеяния электронов с импульсами ࢖ଶ	и	࢖ଷв состояния с импульсами ࢖ и  ࢖ଵ в результате столкновения, а1  
характерный параметр экранирования. Для относительно невысоких 
напряженностей электрических полей вклад в формирование изотроп-
ной части электронной функции распределения электрон-электронных 
столкновений существенно меньше, чем вклад от электрон-фононного 
взаимодействия, и, таким образом, далее при малых временных интер-
валах электрон-электронные столкновения не будут приниматься во 
внимание. 

 :௘௣ – электрон-фононный интеграл столкновений [56-58]ܫ –
௘௣ܫ  (ࢗ)ݓࢗ݀∫	= ൛δ൫ε(࢖ + (ࢗ − ε(࢖) − ℏΩ(ࢗ)൯ൣ݂(࢖ + ,ࢗ −൫1(ݐ ,࢖)݂ ,ࢗ)ܰ)൯(ݐ (ݐ +1) − ,࢖)݂− ൫1(ݐ − ࢖)݂ + ,ࢗ ,ࢗ)൯ܰ(ݐ ൧(ݐ + δ൫ε(࢖ − (ࢗ − ε(࢖) + ℏΩ(ࢗ)൯ൣ݂(࢖ ,ࢗ− ൫1(ݐ − ,࢖)݂ ,ࢗ)൯ܰ(ݐ (ݐ − ,࢖)݂ ൫1(ݐ − ࢖)݂ − ,ࢗ ,ࢗ)ܰ)൯(ݐ (ݐ + 1)൧ൟ,              (6.22) 

 
где ܰ(ࢗ, -однородная в пространстве фононная функция распределе(ݐ
ния, далее для упрощения записи не записываем явно зависимость от 
времени функций распределения электронов и фононов. 	ܫ௘ௗ электрон-примесный или электрон-дефектный интегралы 
столкновений. Они могут быть получены путем подстановки в ܫ௘௣:		ℏΩ = 0 
и ܰ(ࢗ, ௘ௗܫ .0 =(ݐ = −࢖)௘ௗݓ࢖݀∫ (࢖)δ൫ε(࢖ − ε(࢖)൯{݂(࢖) −  (6.23)             .{(࢖)݂

Фононная функция распределения также удовлетворяет кинети-
ческому уравнению: 

 డே(ࢗ)డ௧ =	 ௣௘ܫ + ௣௣ܫ +  ௣ௗ .                                 (6.24)ܫ
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 :௣௘ - фонон-электронный интеграл столкновений [56-58]ܫ		− 

௣௘ܫ  = ࢖)൛δ൫ε(ࢗ)ݓ⃗݌݀∫ + (ࢗ − ε(࢖) − ℏΩ(ࢗ)൯ൣ݂(࢖ + ൫1(ࢗ − (ࢗ)ܰ)൯(࢖)݂ ++	1)൧ − ൫1(࢖)݂ − ࢖)݂ +  ൟ.                                                      (6.25)(ࢗ)൯ܰ(ࢗ
 

Фонон-фононный и фонон-дефектный интегралы столкновений в 
τ-приближении имеют такой вид: −	ܫ௣௣ фонон-фононный интеграл столкновений. 

௣௣ܫ  =	−ν௣௣(ࢗ)[ܰ(ࢗ) − (ࢗ)ν௣௣     ,[(ࢗ)்ܰ = ν௣௣଴			ଶ;ݍ௣௣଴ߥ = ்య௦௔೎ ವ்రெ೎.    (6.26) 
 ௣ௗ фонон-дефектный интеграл столкновенийܫ	− 
௣ௗܫ  =	−ν௣ௗ(ࢗ)ൣܰ(ࢗ) −  തതതതതതത൧,                                   (6.27)(ࢗ)ܰ
 

где ்ܰ(ݍ) = ቂexp ቀℏஐ்ቁ − 1ቃିଵ − термодинамически равновесная функция 
распределения фононов – функция Бозе–Эйнштейна; ഥܰ(ݍ) = ଵସ஠ -O  функция распределения фононов, усреднен݀(ࢗ)ܰ∫
ная по углам. 

Предполагая, что электрон-примесные, электрон-дефектные 
столкновения обеспечивают изотропизацию электронной функции рас-
пределения, мы будем искать ее в виде суммы изотропной функции рас-
пределения и малой анизотропной добавки: 

(࢖)݂  = ݂൫ε(݌)൯ + ൯(݌)ଵ൫εࢌ  ௣,                                      (6.28)࢖
(ݍ)ݓ  = ;ݍ଴ݓ ଴ݓ		 = கభಲమଶ(ଶ஠ℏ)మℏఘ௦ ; 			ℏΩ(ݍ) =  (6.29)                        .ݍݏ
 
После конкретизации и подстановки параметров получаем: 
௣௣ܫ											  =	−ν௣ௗ଴(ࢗ)ܰ]ݍ −  (6.30)                                   ,[(ࢗ)்ܰ

௘ௗܫ  ቄࢌଵ(ε) ௣ቅ࢖ = −ν௘ௗࢌଵ(ε)  ௣,                                       (6.31)࢖
 

где	ν௘ௗ 	= 31013 с-1  частота столкновений электронов с примесями и де-
фектами, которая в данном случае (низкие температуры) определяет  
изотропизацию функции распределения электронов. 
௘௣ܫ  ቄࢌଵ(ε) ௣ቅ࢖ = −ν(ε)ࢌଵ(ε) ௣࢖ ; 			ν(ε) = ஠௪బඥ௠கయ∫ ଷݍݍ݀ ቂܰ(ݍ) + ଵଶቃ√଼௠க଴ .    (6.32) 

 
 



В. Е. Захаров, В. И. Карась, В. И. Соколенко.Часть І. Неравновесная кинетика…          43 
 

Для анизотропной добавки  имеем уравнение: 
 డࢌభడ௧ ௣࢖ − ࢜ࡱ݁ డ௙బడக = −ν௘ௗࢌଵ(ε)  ௣ .                                 (6.33)࢖
 
Столкновения с дефектами и примесями в реальных поликри-

сталлических образцах происходят очень часто, по сравнению с харак-
терным временем взаимодействия фононов с электронами, поэтому ани-
зотропную добавку можно считать стационарной, а также простран-
ственно однородной. 

В результате мы получаем окончательную систему из двух урав-
нений для изотропных функций распределения электронов и акустиче-
ских фононов [32-35], которуюмы будем решать без разложения в ряд 
Тейлора функции распределения электронов: 

 డ௙డ௧ሚ − 4∆ε෤ ଵக෤భ మൗ డడக෤ ቂε෤యమ డ௙డக෤ቃ 	= ଵ଼αିఱమ ቄ ଵ√க෤ ∫ ݀ε෤௣௛ε෤௣௛ଶ ቂ݂൫ε෤ − ε෤௣௛൯ܰ൫ε෤௣௛൯ +கష଴݂(ε෤)ቀ݂൫ε෤ − ε෤௣௛൯ − 1 − ൣܰ൫ε෤௣௛൯ + 1൧ܰ൫ε෤௣௛൯ቁቃ + ଵ√க෤ ∫ ݀ε෤௣௛ε෤௣௛ଶ ቂ݂൫ε෤ + ε෤௣௛൯ −கశ଴݂(ε෤)ቀ݂൫̃ߝ + ε෤௣௛൯ + ܰ൫ε෤௣௛൯ቁቃቅ,                                                                  (6.34) 
 డே(௤)డ௧ሚ = ଵଶ஑∫ ݀ε෤ ቂቀ݂൫ε෤ + ε෤௣௛൯ − ݂(ε෤)ቁܰ൫ε෤௣௛൯ + ݂൫ε෤ + ε෤௣௛൯൫1− ݂(ε෤)൯ቃஶகబ .     35) 

 
Здесь использованы следующие обозначения: 
 α = ଶ2݇஻ݏ݉ ௘ܶ ;	∆ε෤ = ݁ଶܧଶτ௘௣଴6݉ν௘ௗ݇஻ ௘ܶ ; 	ε෤ = ε݇஻ ௘ܶ ; ෤݌ = pඥ2݉݇஻ ௘ܶ ; ௣̃௛ߝ	 = ε௣௛݇஻ ௘ܶ ;	 ݐ̃ = τ௘௣଴ݐ ;	 
෤ݍ  = qඥ2݉݇஻ ௘ܶ ,			τ௘௣଴ = εଵ஺ଶݏଷℏρπ݉ଷ(ℏߨ2) = 3.44610ି଻ݏ. 
 
Пределы интегрирования, полученные из законов сохранения  

импульса и энергии, равны соответственно 
 εି = minቂ4൫√ε෤α − ,൯ߙ ௣̃௛஽ቃߝ , εା = min ቂ4൫√ε෤α+ α൯, ε෤௣௛஽ቃ,	 
 ε଴ = க෤೛೓మଵ଺஑ − க෤೛೓ଶ + α.                                          (6.36) 
 
Функции распределения электронов f (ε) и фононов N (q) являются 

безразмерными величинами, удовлетворяющими следующим условиям 
нормировки: ଵଶ஠మ ቀଶ௠ℏమ ቁయమ ∫ εభమஶ଴ ݂(ε)݀ε = ݊,                                      (6.37) 
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где n  концентрация электронов в валентной зоне (для металлов зона 
проводимости заполнена лишь частично). 
 ଵଶ஠మ ቀ ଵℏయቁ∫ ݍ݀(ݍ)ଶܰݍ < 	∞௤ವ଴ ,                                  (6.38) 

 
где qD  импульс дебаевского фонона, определяется равенством: 
 

qD = πℏ /a.                                                 (6.39) 
 
Все величины берутся для никеля: s = 2,96103 м/с  поперечная 

скорость звука, n = 2,51022 см-3 концентрация электронов проводимости, 
a= 3,510-8 см  постоянная решетки, ρ௦ି ଵ = 0,333 ∙ 10଺ Cм / см. 

Термодинамически равновесной функцией распределения элект-
ронов по энергиям является функция Ферми-Дирака: 

 ଴݂(ε) = ቂexp ቀகିகಷ௞್ ೐்ቁ + 1ቃିଵ.                                (6.40) 
 

Для никеля εF = 510-19 Дж. 
 
 

6.3.  Численное  решение  системы  

кинетических  уравнений  для  

электронной  и  фононной  функций  

распределения  и  обсуждение  

результатов 
 

Для численного решения системы уравнений (6.34-6.35) был  
использован метод конечных разностей первого порядка аппроксимации 
по времени и второго порядка в пространстве энергий. Система (6.34-
6.35) была представлена таким набором разностных уравнений [35]: 

 ௙೔ಕశభି௙೔ಕఛ෤ = 6∆ε෤ ௙೔శభಕశభି௙೔షభಕశభଶ௛ഄ෤ + 4ε෤௜∆ε෤ ௙೔శభಕశభିଶ௙೔ಕశభା௙೔షభಕశభ௛಍෤మ +  ௜,                 (6.41)ܬ
௜ܬ  = ଵ଼ඥக෤౟஑ఱ ଵଶ ቄ∑ ℎக෤೛೓ε෤௣௛ೕଶ ൣ ௞݂஝ ௝ܰ + ௜݂஝൫ ௞݂஝ − ௝ܰ − 1൯൧௝ୀ଴ + ∑ ℎக෤೛೓ε෤௣௛ೕଶ ൣ ௟݂஝൫ ௝ܰ +௝ୀ଴1൯ − − ௜݂஝൫ ௟݂஝ + ௝ܰ൯൧ + ∑ ℎఌ෤೛೓ε෤௣௛ೕశభଶ ൣ ௞݂ିଵఔ ௝ܰାଵ + ௜݂ఔ൫ ௞݂ିଵఔ − ௝ܰାଵ − 1൯൧௝ୀ଴ ++∑ ℎఌ෤೛೓ε෤௣௛ೕశభଶ ൣ ௟݂ାଵఔ ൫ ௝ܰାଵ + 1൯ − ௜݂ఔ൫ ௟݂ାଵఔ + ௝ܰାଵ൯൧௝ୀ଴ ቅ,                               (6.42) 

 ேೕಕశభିேೕಕఛ෤ = ଵଶ஑ ଵଶ∑ ℎఌ෤ ൣ( ௞݂஝ − ௜݂஝) ௝ܰ஝ + ௞݂஝(1 − ௜݂஝) + ( ௞݂ାଵ஝ − ௜݂ାଵ஝ ) ௝ܰ஝ +௜௞݂ାଵ஝ (1 − ௜݂ାଵ஝ )൧,                                                                                              (6.43) 
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 ௞݂஝ = ݂ ቀε෤௜ − ε෤௣௛௝ቁ,			 ௟݂஝ = ݂ ቀε෤௜ + ε෤௣௛௝ቁ.                           (6.44) 

 
Границы суммирования определяются из (6.36). Шаги сетки были 

выбраны ε෤௜  таким образом, чтобы: 
 −ε෤௣௛௝ = ε෤௞ ,			ε෤௜ + ε෤௣௛௝ = ε෤௟ .                                   (6.45) 
 
Здесь k и l натуральные числа. В результате расчета были найде-

ны функции распределения электронов и фононов. 
На рис. 18а и рис. 18в представлена зависимость функции рас-

пределения электронов отбезразмерного импульса электрона  ݌෤ = ୮ඥଶ௠௞ಳ ೐் для разных моментов времени t = 0; 50; 100; 150; 200; 250; 
300; 350; 400 нс и двух значений напряженности электрического поля: 
10 В/см и 5 В/см. На рис. 18б и 18г представлена зависимость функции 
распределения фононов, умноженная на куб безразмерного импульса 
фонона	ݍ෤, от безразмерного импульса фонона ݍ෤ = ୯ඥଶ௠௞ಳ ೐் для разных мо-
ментов времени t = 0; 50; 100; 150; 200; 250; 300; 350; 400 нс и двух зна-
чений напряженности электрического поля: 10 В/см и 5 В/см. Кривые 
показывают монотонное возрастание количества высокоэнергетичных 
электронов и фононов со временем. Кривые (самые нижние) для времени 
t = 0 соответствуют равновесным функциям распределения. В частности, 
функция распределения фононов, умноженная на куб безразмерного 
импульса фонона ݍ෤, для напряженности электрического поля 10 В/см 
в момент времени (t = 400 нс) больше в 3 раза, чем для поля 5 В/см в тот 
же момент времени (t = 400 нс).  

 

  
 

Рис. 18а. Зависимость десятичного  
логарифма функции распределения 

электронов от безразмерного импульса 
электрона ݌෤ при Е = 10 В / см для  

разных моментов времени t= 0; 50; 100; 
150; 200; 250; 300; 350 нс 

Рис. 18б. Зависимость функции 
распределения фононов, умноженной 

на куб безразмерного импульса  
фонона		ݍ෥ ଷ , от безразмерного  

импульса фонона ݍ෤ при Е = 10 В / см 
для разных моментов времени t= 0; 

50; 100; 150; 200; 250; 300; 350 нс 
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Рис. 18в. Зависимость десятичного  
логарифма функции распределения 

электронов от безразмерного импульса 
электрона ݌෤ при Е = 5 В / см для  

разных моментов времени t= 0; 50; 100; 
150; 200; 250; 300; 350 нс 

 

Рис. 18г. Зависимость функции  
распределения фононов,  

умноженной на куб безразмерного 
импульса фонона ݍ෤ଷ ,	 

от безразмерного импульса фонона ݍ෤ при Е = 5 В / см для разных  
моментов времени t= 0; 50; 100;  
150; 200; 250; 300; 350; 400 нс 

          

 
 

 

Рис. 19а. Зависимость десятичного 
логарифма функции распределения 
фононов от безразмерного импульса 

фонона 	ݍ		෦при напряженности  
электрического поля Е = 10 В/см для 
разных моментов времени: t= 0; 50; 

100; 150; 200; 250; 300; 350 нс 

Рис. 19б. Зависимость десятичного 
логарифма функции распределения 
фононов от безразмерного импульса 

фонона  ݍ෤ при напряженности  
электрического поля Е = 5 В/см для 
разных моментов времени: t= 0; 50; 
100; 150; 200; 250; 300; 350; 400 нс 

 
Для тех же значений t и напряженности электрического поля 

5 В/см значения импульса электрона, при котором функция распределе-
ния электронов равняется 10-4, отличается в 1,00239 раза. Для тех же 
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значений t и напряженности электрического поля 10 В/см значение им-
пульса электрона, при котором функция распределения электронов рав-
няется 10-4, отличается в 1,00811 раза. На рис. 18а и 18б представлена 
зависимость функции распределения фононов от безразмерного импуль-
са фонона ݍ෤ для разных моментов времени t = 0; 50; 100; 150; 200; 250; 
300; 350; 400 нс и двух значений напряженности электрического поля: 
10 В/см и 5 В/см. 

 
Для оценки влияния на пластическую деформацию была по-

строена зависимость (см. рис. 20): 
 ൫ி೜෥൯మቀி೜෥బቁమ = ൬భమାே(௤෤)൰൬భమାேబ(௤෤)൰,                                         (6.46) 

 
где ଴ܰ(ݍ෤) − функция Бозе–Эйнштейна для температуры 32 К, т.е., боль-
ше, чем начальная температура на 12 К. 

В большей части экспериментов [5] нагревание не превышало  
0.5-3 К. ܰ(ݍ෤) − функция распределения фононов, найденная в результа-
те численных расчетов.  

 

 
 

Рис. 20. Зависимость отношения ൫ி೜෥൯మ൫ி೜෥బ൯మ от безразмерного импульса фонона  
для разных моментов времени: t = 0,25; 0,5; 0,75; 1; 1.25 мкспри Е = 10 В/см. 
Кривые соответствуют этим моментам времени в таком порядке: 1, 2, 3, 4, 5 

 
Из рис. 20 видно, что сила, которая действует со стороны фононов 

на дислокации, больше, чем в случае простого нагревания, и имеет тен-
денцию к возрастанию со временем.  
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6.4. Теоретические  исследования  

разупрочнения  никеля  при  ползучести  

в  переменном  магнитном  поле 
 
Поскольку мы исследуем поведение образца в гармоническом и де-

тектированном (однополярном) магнитном поле, важно определить вли-
яние вихревого электрического поля, индуцированного нестационарным 
магнитным полем, на изменение механических свойств образца. Вос-
пользовавшись уравнениями Максвелла, мы можем определить харак-
терную величину электрического поля  
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,  (6.47) 

 
где  время нарастания магнитного поля, lx – ширина образца, lx=3 мм. 
Для параметров эксперимента с гармоническими и однополярными им-
пульсами (см. раздел 4): ширина образца lx значительно больше его 
толщины ly =0,3 мм и индукционное электрическое поле оказывается 
около 1 В/см.  

Кроме того, оценен максимальный вклад от продольной магнито-
стрикции, который обычно учитывают [54]. Магнитострикционной де-
формацией можно пренебречь, поскольку: 1) она имеет противополож-
ный знак (значит, не может помочь нам удлинить образец); 2) ее вели-
чина не превышает 10-4 от  наблюда-емых экспериментальных данных. 

Для простоты при интегрировании системы кинетических уравне-
ний для электронов и акустических фононов мы рассматриваем про-
странственно однородные электрическое поле, а также функции распре-
деления электронов и фононов. Функция распределения электронов 
становится изотропной вследствие электрон-примесных столкновений 
[35]. В нашем случае мы также можем пренебречь процессами перебро-
са. Для относительно слабых электрических полей вклад от электрон-
электронных столкновений значительно меньше, чем вклад электрон-
фононного взаимодействия, и на рассмотренных малых промежутках 
времени электрон-электронные столкновения не учитывались.  

Для фононной функции распределения мы также принимали во 
внимание конечное время жизни фононов (второе слагаемое в (6.48)) 
в нашей системе кинетических уравнений: 

      
b

pe
qNqN

I
t

qN


 

 0 ,                                    (6.48) 
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где Ipe – фонон-электронный интеграл столкновений [56-58],   1

0 [exp 1]( ) BN q k T   
  – термодинамически равновесная функция рас-

пределения фононов – функция Бозе–Эйнштейна при T0, T0=77 K – тем-
пература жидкого азота,   sqq  , q  импульс фонона, s – попереч-
ная скорость звука, τb=(s/suc)2ly/2s, suc скорость поперечного звука в под-
ложке.  

В рассматриваемом случае частота электрон-фононных столкнове-
ний значительно меньше частоты столкновений электронов с дефекта-
ми. Столкновения с дефектами и примесями происходят очень часто, т.е. 
за промежутки времени, малые по сравнению с характерным временем 
взаимодействия фононов с электронами, поэтому неизотропную добавку 
можно считать стационарной и пространственно однородной.  

В результате получаем окончательную систему двух уравнений 
для изотропных функций распределения электронов и поперечных аку-
стических фононов (6.34-6.35) [18, 32-36], какую  разрешали без разло-
жения функции распределения электронов в ряд Тейлора. 

Термодинамически равновесной функцией распределения элект-
ронов по энергиям является функция Ферми–Дирака: 

 
1
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

 


 
eB

F

Tk
f

 ,                              (6.49) 

 
где F  – енергия Ферми,Te – начальная электронная температура 77 K. 
 
 

6.5. Сравнение полученых  

теоретических результатов  

с  экспериментальными данными 
 
На рис. 21 представлена зависимость падения нагрузки от плотно-

сти тока.  
Величину уменьшения нагрузки находили следующим образом. 

Вначале мы подставили полученные значения функции распределения 
фононов в формулу (6.17) и нашли спектральную плотность случайной 
силы. Затем подставили это выражение в (6.16) и нашли (ܳ௡)னଶ : 

 (ܳ௡)னଶ = ಟಘℏன൬భమାே(ன)൰௠మ൫ன೙మିఠమ൯మା஧మனమ .                                    (6.50) 
 

Зная (ܳ௡)னଶ , рассчитали корреляционную функцию ψ(0) и ее вторую про-
изводную по формуле (6.12): 
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 ψ൫0,N(ω)൯ = limத→଴ ∫ ಟಘℏன൬భమାே(ன)൰௠మ൫ன೙మିఠమ൯మା஧మனమ ݁ି௜னத݀ωஶିஶ ,ψᇱᇱ൫0,N(ω)൯ = 

 = − limத→଴ ∫ ಟಘℏனయ൬భమାே(ன)൰௠మ൫ன೙మିఠమ൯మା஧మனమ ݁ି௜னத݀ωஶିஶ .																																									(6.51) 
 
После этого мы нашли Ψ(τ) и Ψᇱᇱ(0)с использованием (6.10): 
 Ψ൫0,N(ω)൯ = 2∑ ௤೙మ௞మψ൫0,N(ω)൯,ñ௡ୀଵ                                  (6.52) 
 Ψᇱᇱ൫0,N(ω)൯ = 2∑ ௤೙మ௞మψᇱᇱ൫0, N(ω)൯ñ௡ୀଵ .																																				(6.53) 
 
После подстановки (6.9) в (6.1) мы получаем соотношение, которое 

позволяет найти  δݑ෤௖௥ଶ , когда все другие величины известны:  
 ε̇ௗ = ܾ݈ρௗ ଵଶగට−ஏᇲᇲ൫଴,୒(ன)൯ஏ൫଴,୒(ன)൯ exp ൜− ஔ௨෥೎ೝమଶஏ൫଴,୒(ன)൯ൠ,                    (6.54) 
 δݑ෤௖௥൫N(ω)൯ = ඨ2Ψ൫0,N(ω)൯ln ቆ௕௟஡೏ଶ஠க̇೏ට−ஏᇲᇲ൫଴,୒(ன)൯ஏ൫଴,୒(ன)൯ ቇ.              (6.55) 

 
Наконец находим σ из равенства (6.11): 
 σ = σ௖௥ ቀ1 − ஔ௨෥೎ೝ൫୒(ன)൯௫೎ೝ ቁ,    (6.56) 
 

  ∆σ൫ܰ(ω)൯ = σ௘௫௧ −  ൫ܰ(ω)൯.                 (6.57)ߪ
 

Сравнение между вычисленными результатами и эксперименталь-
ными данными сделано для никеля при следующих значениях экспери-
ментальных параметров: приложенное внешнее напряжение  
 σ௘௫௧ = 68,885 MПa,ε̇ௗ = 1,19 ∙ 10ିସсିଵ,					ܾ = 3,52 ∙ 10ି଼см, произведение ݈ρௗ = 435	 см-1, U0=3,34∙10-19 Дж, ݔ௖௥ = ܮ ,0,2ܾ = 3,5 ∙ 10ିହсм, ܤ = 2 ∙ 10ିଵ଴Н ∙ссмିଶ.  

Рис. 21 ясно демонстрирует, что наш подход дает результаты того 
же порядка, что и экспериментальные данные. Ожидаемое снижение 
напряжения в случае нагрева в условиях термодинамического равнове-
сия на несколько порядков ниже полученного в экспериментах, поэтому 
мы не смогли даже привести его на рис. 21. Вычисленное, используя по-
лученные данные, падение напряжения ∆σ следует рассматривать как 
оценку снизу, потому что в вычислениях длительность процесса дей-
ствия электрического поля была взята в несколько раз короче, чем дли-
тельность токового импульса в эксперименте.  
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Рис. 21. Зависимость падения нагрузки от плотности тока. Квадратами  
обозначены экспериментальные данные, полученные О.А. Троицким  

[5, 6, 50] для цинка. Треугольники отвечают экспериментам В.П. Лебедева  
и С.В. Савича [47] для меди. Крестики отвечают нашим результатам,  
полученным на основе моделей Гранато–Люкке и Ландау–Гофмана 
с функцией распределения фононов в момент времени t = 4 мкс для  

напряженностей электрического поля 1; 2; 5; 8; 10 В/см, пустые кружки –  
результаты в момент времени T = 12 мкс для напряженностей  

электрического поля 1; 2; 5 В /см 
 
 

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
Электрическое воздействие на твердые тела ни в коем случае не 

сводится только к их нагреву. Дефекты структуры, определяющие меха-
нические свойства материалов, обладают электрическими зарядами и 
немедленно отзываются на приложение полей или протекание электри-
ческого тока. Это особенно существенно при малых размерах объектов, 
например в современных микроминиатюрных электронных устройствах. 
Они могут не только постепенно изменять свое состояние, но и вообще 
разрушаться при работе, которая состоит, собственно, в определенной 
реакции на действие электрического сигнала. 

1. Показано, что для корпусной стали 15Х2НМФА (2Cr, 1Ni, 0,5Mn, 
0,5Mo), которая характеризуется низкой пластичностью и высокой проч-
ностью после жесткой низкотемпературной деформации, применение пе-
ременного магнитного поля приводит к значительному снижению текуче-
сти (18%) и повышению напряжения разрушения (до 10%), общего удли-
нения (до 9%) и шейки (до 60%) в диапазоне температур от 293-138 К. В то 
же время существенного уменьшения внутреннего трения (~ 2 раза) и ко-
эрцитивной силы (до ≈10%), и возрастания динамического модуля сдвига 
в диапазоне 300-500 К. 



52                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 

2. Изменения физико-механических свойств и структуры, связан-
ные с магнитными и электрическими процессами, вызывают релакса-
цию напряжений в микрозонах с высоким уровнем внутренних напря-
жений (границы с высокими углами разориентации, мощные плотные 
скопления дислокаций). 

3. Обоснована необходимость проведения кинетического рассмот-
рения неравновесной динамики электрон-фононной подсистемы кри-
сталла в сильном электрическом поле [58]. 

4. Предложен метод численного решения системы кинетических 
уравнений Больцмана для функций распределения электронов и фоно-
нов без разложения функции распределения электронов в ряд по энер-
гии фононов [32-35]. 

5. Показано, что под действием сильного электрического поля 
функция распределения электронов становится неравновесной вблизи 
энергии Фермии благодаря электрон-фононным столкновениям переда-
ет существенную часть энергии в фононную подсистему, формируя 
неравновесную функцию распределения фононов. На основе модифици-
рованной модели Гранато–Люкке и модели Ландау–Гофмана с помощью 
вычисленной функции распределения фононов показано, что влияние 
фононов на дислокации значительно сильнее, чем это было бы в случае 
термодинамического равновесия при нагревании образца на зафиксиро-
ванные в экспериментах 12 К [6]. 

6. Проведенное сравнение между расчетными результатами и экс-
периментальными данными при электропластическом эффекте для по-
ликристаллического никеля ясно продемонстрировало, что предложен-
ный нами подход дает результаты того же порядка, что и эксперимен-
тальные данные, в отличие от существующих подходов, не позволяющих 
количественно описывать наблюдающиеся закономерности. 

7. Разупрочнение никеля в режиме ползучести под влиянием им-
пульсов постоянного или переменного магнитного поля (в том числе 
и однополярных) проявляется в области активного пластического тече-
ния, которое, как известно, обусловлено наличием в кристалле большого 
количества подвижных дислокаций, их перемещением, закреплением 
и откреплением от стопоров. Поэтому причины влияния магнитного по-
ля на пластические свойства материала, очевидно, связаны с его влия-
нием на динамические характеристики дислокаций. 

8. Известно, что подвижные при перемагничивании доменные 
границы, взаимодействуя с дислокациями, помогают им предолевать 
локальные препятствия и приводят к увеличению плотности подвижных 
дислокаций и увеличению деформации при ползучести [54]. Для исклю-
чения такого взаимодействия мы специально проводили эксперимен-
тальные исследования по влиянию переменного магнитного поля (кото-
рое менялось по величине, но не изменяло знак) в условиях стабильной 
температуры (охлаждение образца жидким азотом), чтобы исключить 
вклад в изменение подвижности дислокаций при включении магнитного 
поля от взаимодействия дислокаций сподвижными доменными грани-
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цами, а также тепловых эффектов. Как показано в работах [37-42, 54], 
обычно заметный вклад в эффекты разупрочнения под влиянием маг-
нитного поля может вносить джоулев нагрев образцов вихревыми тока-
ми при изменении магнитного поля. 

9. Было рассмотрено несколько различных подходов к пояснению 
электропластического эффекта [62-75]. Каждый из подходов опирается 
на абсолютно различные механизмы влияния электрического тока на 
деформацию. При этом три теории не только не сводятся одна к другой, 
но и не являются взаимоисключающими. Так, тепловое расширение 
с высокой скоростью, о котором говорят Билык и Унгер с сотрудниками 
[66-67], никак не запрещает влияние магнитного поля на спины приме-
сей и ядер закрепленных дислокаций, как это рассматривается в модели 
Молоцкого [63-65]. Также не исключаются и иные возможные механиз-
мы. Например, ни одной из вышеприведенных теорий не противоречит 
повышенное рождение неравновесными электронами коротковолновых 
фононов, которые, в свою очередь, эффективно открепляют от стопоров 
дислокации. Отсюда вытекает необходимость проведения дальнейших 
экспериментальных исследований с целью подтвердить/опровергнуть 
каждую из теорий отдельно. При планировании экспериментов необхо-
димо решить следующие важные вопросы. 

Для проверки модели Билыка идр. [66-67] необходимо отделить 
быстрый нагрев от электромагнитного влияния. 

Для проверки модели Молоцкого [63-65] необходимо проводить 
эксперименты на материалах без парамагнитных примесей. 

10. Для оценки вклада индукционной составляющей электриче-
ского поля, вызванного изменением индукции однополярного маг-
нитного поля, С.В. Лебедевым (ХНУ им. В.Н. Каразина) было проведено 
экспериментальное исследование влияния плотности импульсного элек-
трического тока на уменьшение напряжения текучести в течение им-
пульсов тока. Сравнительные эксперименты проводились на одинако-
вых образцах поликристаллического никеля повышенной чистоты 
(99,996 %). Параметры плотности электрического тока соответствовали 
напряженности индукционного электрического поля, возникающего в 
результате действия однополярных импульсов магнитного поля при ис-
следовании ползучести (см. разделы 4,6). Как видно из рис.22б, во время 
импульса тока происходит уменьшение напряжения текучести прибли-
зительно на 1 %, что соответствует 0.1 % деформации. Эти эксперимен-
тальные данные соответствуют структурным изменениям (см. рис. 21). 

10.1. Совершенно необходимо проведение комплексных теоретиче-
ских и экспериментальных исследований и разработка физической 
и математической модели для описания нестационарной неравновесной 
кинетики электрон-фононной подсистемы кристалла в электрическом 
и/или магнитном полях с учетом возбуждения плазмонных солитонов, 
бризеров и других нелинейных образований. 

10.2. Построение физической модели для количественного описа-
ния влияния нестационарностии неравновесности электронных и фо-
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нонных функций распределения при учете возбуждения нелинейных 
образований на структурные изменения в кристалле, влияющие на ком-
плекс физико-механических свойств кристаллов. 

 

 
 

Рис.22.Зависимость напряжения текучести поликристаллического никеля  
от деформации: левый график – без дополнительного действия электрического 

тока; правый график –при периодическом действии импульсного  
электрического тока плотностью 2,75∙105 А/см2 

 
10.3. Экспериментальные исследования и проверка построенной 

физической модели и описание влияния нестационарностии неравно-
весности электронных и фононных функций распределения при учете 
возбужденных нелинейных образований на структурные изменения 
в кристалле, обусловленные поведением точечных и протяженных де-
фектов решетки, которые определяют: тепловые, электрические и другие 
макроскопические характеристики кристалла, в частности его пластич-
ность, твердость и т.п., а также интерпретацию экспериментальных ре-
зультатов. 
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бобщены результаты теоретических исследований кинетики фа-
зовых превращений и стабильности фаз в облучаемых сплавах, 
построена теория фазовых превращений в неупорядоченных 

бинарных сплавах замещения под облучением. Сформулирована мо-
дель радиационно-индуцированной сегрегации в концентрированных 
бинарных сплавах. Проведен анализ устойчивости стационарного 
распределения компонентов в облучаемом сплаве относительно про-
странственных флуктуаций состава сплава и показано, что стацио-
нарное состояние асимптотически устойчиво. Для нахождения сред-
них концентраций радиационных точечных дефектов (ТД) построена 
модель эффективной среды для сплавов. Показано, что радиационно-
индуцированная сегрегация не приводит к возникновению эффектов 
предпочтения (преференса) в сплаве без выделений. Необходимой 
предпосылкой для сегрегационного преференса является различие со-
става сплава в окрестности стоков различных типов. 

 Исследован рост выделений новой фазы в концентрированных 
сплавах замещения с учетом основных механизмов потери фазовой 
стабильности: радиационно-индуцированной сегрегации и каскадного 
разупорядочения. Условия стабильности фаз сформулированы в тер-
минах радиационно-модифицированных растворимостей примеси по 

О 
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отношению к когерентным и некогерентным выделениям. Разработан 
метод построения радиационно-модифицированных фазовых  
диаграмм.  

 Построена модель низкотемпературного растворения пластин-
чатых выделений каскадами атомных соударений, которая согласует-
ся с экспериментальными данными. Сформулирована модель низко-
температурного переноса атомов вследствие перемешивания в кас-
кадах смещений, которая учитывает неоднородность пространствен-
ной структуры каскада. Показано, что доминирующий вклад вносит 
атомное перемешивание в области термического пика. С помощью  
моделирования по методу Монте-Карло установлено, что диффузия 
носит гауссов характер.  

 Исследовано влияние потери когерентности на характер эволюции 
выделений при каскадообразующем облучении. Сформулирована модель 
эволюции смешанного ансамбля когерентных, полукогерентных и неко-
герентных выделений. Показано, что зарождение когерентных выделе-
ний, их рост, с последующей потерей когерентности, а также каскадное 
растворение больших некогерентных выделений могут происходить од-
новременно, что приводит к формированию узкого квазистационарного 
распределения по размерам полукогерентных выделений.  

 Предложен новый численный метод для моделирования кине-
тики зарождения, роста и поздней стадии эволюции выделений новой 
фазы. В развитом методе гибридный подход (конечно-разностная си-
стема уравнений в области малых размеров и континуальное описа-
ние в области больших размеров) используется в комбинации с мето-
дом линий по временной переменной и неравномерной сеткой по про-
странственной переменной.  

 Проведено моделирование кинетики распада в сплавах 
с сильными гетерофазными флуктуациями, в которых стандартные 
модели зарождения и коалесценции не применимы. Показано, что ге-
терофазные флуктуации замедляют гомогенное зарождение даже 
в сильно пересыщенных твердых растворах. Гетерофазные флуктуа-
ции влияют на форму функции распределения выделений на стадии 
перехода к асимптотическому режиму коалесценции. В сплавах без 
облучения на больших временах распределение выделений по разме-
рам стремится к устойчивому распределению, близкому к автомодель-
ному решению Лифшица–Слёзова.  

 
 
 

1. ВВЕДЕНИЕ 
 
 Облучение многокомпонентных сплавов высокоэнергетичными 
частицами обычно ведет к заметным изменениям в их фазовой микро-
структуре. Потеря фазовой стабильности существенно влияет на исходные 
свойства сплава. Наблюдаются распухание и ползучесть материалов, 
изменяются пластические свойства и прочность сплава [1, 2]. В много-
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численных реакторных и имитационных экспериментах были обнаружены 
следующие явления [3-8]:   аморфизация кристаллических фаз;  разупорядочение упорядоченных выделений (превращение 

порядок–беспорядок);  пространственное перераспределение компонентов сплава вблизи 
стоков ТД;  зарождение и рост выделений неравновесных фаз;  растворение выделений термически устойчивых фаз;  радиационно-ускоренная коалесценция выделений;  обратная коалесценция (уменьшение среднего размера выделений). 

 В настоящем обзоре не рассматривается радиационно-индуци-
рованная аморфизация и разупорядочение упорядоченных массивных 
выделений (превращения без изменения конценораций компонентов), 
рассмотрение этих вопросов можно найти в работах [9-11] и [12, 13], 
соответственно.  
 Гиббсовская фазовая диаграмма сплава не может быть исполь-
зована для предсказания изменений фазовой микроструктуры, вызванных 
облучением. Например, в случае недосыщенных твердых растворов Ni-Si, 
Ni-Ge [14] и Al-Zn [15] было установлено, что положение границы 
однофазной области твердого раствора зависит от скорости создания 
смещений. В работе [16] приведены примеры образования радиационно-
индуцированных фаз в системах Mg-Cd, Al-Zn, Al-Ag, Ni-Be, Ni-Si, Ni-Ge, 
Cu-Be, Pd-Mo, Pd-W, W-Re. Подтверждением того, что выделения вызваны 
именно облучением, являлось растворение выделений при послерадиа-
ционном отжиге при температурах ниже температуры облучения. Образо-
вание выделений неравновесных фаз означает уменьшение предела 
растворимости примеси1 под облучением.  
 Облучение создает большое количество неравновесных ТД – 
вакансий и междоузельных атомов (МА). На первый взгляд простое 
добавление вклада от радиационных ТД в свободную энергию различных 
реальных или потенциально возможных фаз способно учесть влияние 
облучения на фазовый состав материала. То есть любая комбинация фаз, 
соответствующая минимуму свободной энергии системы, будет определять 
конечное фазовое состояние сплава после продолжительного облучения, 
когда заканчиваются переходные кинетические процессы. Применимость 
такого подхода в действительности весьма ограничена. Причина состоит в 
том, что концентрации радиационных дефектов, как правило, невелики 
(<10-4 атомных долей) и их вклад не приводит к заметному изменению 
свободной энергии фаз [17]. Другая причина – при облучении нарушаются 
условия равновесия. Принцип минимума свободной энергии применим к 
изолированным системам [18]. Облучаемый металл не является изолиро-
ванной системой, так как подвергается воздействию потока частиц высокой 
                                                   
1 Здесь и далее примесью будем называть компонент сплава, который контролирует фазо-
вое превращение (solute в англоязычной терминологии). 
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энергии, пересекающих границы тела. Этим частицам трудно приписать 
какой-либо химический потенциал, «температура» частиц при характерной 
энергии порядка мегаэлектронвольт выше температуры облучаемого 
металла на много порядков. 
 В металлах при облучении (даже в установившемся режиме) 
существуют градиенты концентраций ТД и, как правило, примесных 
атомов, что обусловлено радиационно-индуцированной сегрегацией 
(см. ниже). Эти градиенты нарушают термодинамические условия, согласно 
которым при равновесии химический потенциал каждой частицы в системе 
остается постоянным. В облучаемых системах нарушается принцип 
микроскопической обратимости [17], хотя бы потому, что ТД, образующиеся 
при выбивании атомов из узлов кристаллической решетки, диффундируют 
к стокам, однако обратных потоков ТД от стоков нет.  
 Таким образом, оказывается, что методы расчета фазовых 
диаграмм, основанные на минимизации свободной энергии (см., например, 
[19, 20]),  неприменимы в условиях облучения, даже если рассматривать 
неравновесные радиационные ТД как дополнительные химические 
компоненты. 
 Отмеченные обстоятельства показывают, что материалы под облу-
чением находятся в необратимых термодинамических условиях. В прин-
ципе, в этих условиях они могут достигать некоторого квазистационарного 
состояния, но не термодинамического равновесия. Подобные системы могут 
быть описаны на основе континуального приближения, использующего 
принципы оптимизации, например принцип минимума производства 
энтропии при достижении установившейся конфигурации системы [21]. 
Однако такие схемы, как отмечается в [17], часто приводят к неверным 
результатам [22].  
 Более продуктивным для исследования кинетики радиационных 
повреждений металлов и сплавов является подход, основанный на атомис-
тических представлениях. В этом подходе анализируется кинетика различ-
ных процессов, в которых участвуют радиационные дефекты, исследуются 
закономерности изменения скоростей процессов, делаются попытки опре-
деления конечного состояния системы, а также возможных путей прибли-
жения к этому состоянию.  
 К настоящему времени установлены основные элементарные физи-
ческие механизмы, ответственные за перераспределение компонентов 
сплава под облучением: радиационное перемешивание, радиационно-
ускоренная диффузия и радиационно-индуцированная сегрегация. Все они 
связаны со смещением атомов из узлов кристаллической решетки во время 
облучения и с миграцией образующихся ТД – вакансий и (МА). Вклад 
каждого механизма в микроструктурные изменения зависит от начального 
состояния сплава и условий облучения.  
 При достаточно высоких температурах радиационные вакансии 
и междоузельные атомы могут диффундировать по решетке до поглощения 
стоками, которыми могут быть такие несовершенства структуры, как 
дислокации, границы зерен, межфазные границы или свободные поверх-
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ности. При встрече с дефектами противоположного знака происходит 
взаимная рекомбинация. Диффузия дефектов по решетке неизбежно 
связана с перемещением атомов, следовательно, диффузия ТД ускоряет все 
кинетические процессы, зависящие от подвижности атомов.  
 Важным проявлением диффузии радиационных ТД является 
сегрегационное перераспределение примесных атомов вблизи стоков 
дефектов: атомы либо стремятся к стоку, либо удаляются от него. С точки 
зрения фазовой стабильности сплавов при облучении важно то, что 
сегрегация примесных атомов может приводить к значительным 
локальным изменениям состава сплава, достаточным для изменения 
локального фазового равновесия. Образовавшиеся фазы могут находиться 
в равновесии с ближайшими областями кристалла, но не с участками, где 
явление сегрегации не проявилось.  
 Согласно [2], предположение о том, что сегрегация или «расслоение» 
однородного сплава может быть вызвана потоком радиационных ТД, было 
впервые высказано в 1969 г. [23]. Экспериментальное подтверждение 
явления сегрегации растворенных атомов за счет вакансионных потоков 
в закаленных металлах, а также теоретическое описание сегрегации 
у границ зерен и пор дано в работе [24]. Первые прямые эксперименталь-
ные доказательства существования явления радиационно-индуцированной 
сегрегации были получены в работах [25, 26]. Электронная микроскопия 
выявила аномально высокий деформационный контраст вокруг небольших 
пор в облученной электронами нержавеющей стали (18%Сг–8%Ni), которая 
содержала некоторое количество кремния. Было высказано предположение, 
что этот контраст был связан с появлением избыточной концентрации 
кремния вблизи пор из-за радиационно-индуцированной сегрегации после 
сравнительно небольшой дозы облучения 0,3 сна. В работе [26] в том же 
сплаве наблюдали выделение неравновесной фазы на поверхности пор 
после более высокой дозы облучения (4,3 сна). Неожиданное открытие    -фазы Ni3Si вблизи вакансионных пор в нержавеющей стали 316 
продемонстрировало практическую важность явления радиационной 
сегрегации растворенных атомов и фазовой нестабильности [27]. 
 Сегрегационные эффекты в облучаемых сплавах возникают благо-
даря связи между потоками компонентов сплава и потоками ТД. 
В разбавленных и концентрированных сплавах различают два механизма 
сегрегации. В разбавленных сплавах связь потоков возникает благодаря 
образованию сильно связанных подвижных комплексов дефект-примесь, 
которые переносят атомы примеси к стокам. Модели, основанные на 
переносе примеси при помощи комплексов дефект-примесь, были успешно 
применены для интерпретации ряда экспериментальных наблюдений  
[28-31]. Термин «разбавленный сплав» означает, что атомы примеси в 
сплаве изолированы. То есть ТД может взаимодействовать только с одним 
атомом примеси. В случае концентрированных бинарных сплавов сегрега-
ционные модели работ [32, 33] основаны на модели неупорядоченных 
сплавов Маннинга [34]. В этих моделях предполагается, что причина 
радиационно-индуцированной сегрегации – это обратный эффект Киркен-
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далла, возникающий из-за различий в скоростях диффузии компонентов 
сплава при миграции по вакансионному и междоузельному механизмам. 
Первые модели радиационно-индуцированной сегрегации в бинарных 
сплавах, которые включают уравнения диффузии радиационных ТД 
и компонентов сплава, были построены в работах [32, 33]. Затем были 
проведены дальнейшие уточнения модели (учет корреляционных 
и термодинамических факторов в выражениях для потоков примеси и ТД 
[35-37] ), которые не затронули существа модели работ [32, 33].  
 С помощью моделей сегрегации в разбавленных и концентриро-
ванных сплавах был объяснен ряд экспериментально наблюдаемых 
закономерностей (см. обзор [38]). Однако и большинство результатов, на 
которых основаны многие качественные выводы, получены методом 
численного моделирования сегрегации в тонких пленках, приповерхност-
ных слоях сплавов и вблизи границ зерен [39-43]. Аналитические расчеты 
немногочисленны и проделаны в основном для случая разбавленных 
сплавов (см., например, [29, 44]).  
 При низких температурах, когда процессы термоактивируемой 
диффузии ТД подавлены, радиационное перемешивание за счет одиноч-
ных атомных соударений (recoil dissolution) и разупорядочения внутри 
областей каскадов столкновений может приводить к растворению выде-
лений [45] и увеличению предела растворимости примеси [46-48]. Однако 
в этих работах радиационно-индуцированная сегрегация не учитывалась, 
предполагалось, что атомы примеси диффундируют с некоторым эффек-
тивным постоянным коэффициентом диффузии.  
 В одной из первых работ [49], посвященной изменению фазовой 
стабильности за счет баллистических эффектов, была предложена феноме-
нологическая средне-полевая модель, согласно которой баллистические 
эффекты приводят к следующему закону соответственных состояний: 
равновесной конфигурацией твердого раствора при температуре T  
и мощности облучения K  является конфигурация системы без облучения 
при температуре  ),(1 KTTT  , где   – это функция температуры 
и мощности облучения, а также параметров материалов. Основная идея 
работы [49] – переформулировать теорию баллистических эффектов 
в общем виде для сплава как целого, не рассматривая поведение его 
локальных частей. Такой подход представляется слишком упрощенным.  
 Важную роль в кинетике распада под облучением может играть 
взаимная рекомбинация ТД. В серии работ [50] для объяснения гомо-
генного радиационно-индуцированного образования когерентных выде-
лений предложен механизм их роста, который связан с взаимной 
рекомбинацией вакансий и МА на ловушках ТД, содержащихся на 
поверхности выделения. В работах [50] была рассмотрена кинетика 
зарождения в разбавленных сплавах и показано, что рекомбинация 
дефектов приводит к уменьшению предела растворимости примеси. По 
существу, модель этих работ [50] похожа на сегрегационные модели, 
которые связывают возникновение градиентов состава сплава вокруг стоков 
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ТД с радиационно-ускоренным переносом примеси посредством мигри-
рующих ТД, в то время как рекомбинация ТД на поверхности стока 
предотвращает обратную диффузию примеси.  
 Представленный выше обзор показывает, что к концу 1980-х гг. 
были развиты основные подходы и модели для теоретического описания 
изменения фазовой стабильности сплавов под облучением. Эти модели 
качественно поясняют экспериментально наблюдаемые закономерности. 
Вместе с тем целый ряд практически важных задач остался нерешенным. 
В частности, не были рассмотрены следующие задачи:  построение модели эффективной поглощающей среды для сплавов с 

целью нахождения концентраций ТД и эффективностей стоков ТД;  совместное влияние радиационно-индуцированной сегрегации и 
радиационного перемешивания на устойчивость выделений 
в сплавах;   зависимость устойчивости выделений новой фазы под облучением 
от типа межфазной границы;  кинетика эволюции смешанного ансамбля когерентных, 
полукогерентных и некогерентных выделений в облучаемом сплаве 
и формирование распределений по размерам выделений новой 
фазы в зависимости от условий облучения;   влияние мелких кластеров (гетерофазных флуктуаций) на 
кинетику диффузионно-лимитируемого распада пересыщенных 
твердых растворов в термических условиях и под облучением;  влияние выделений вторых фаз на средние концентрации ТД, 
скорость их рекомбинации и рост вакансионных пор в облучаемых 
материалах.  

 Отсутствие корректного описания радиационных эффектов в спла-
вах часто приводит к ошибочным выводам. Например, в случае сплавов 
использование модели эффективной поглощающей среды, разработанной 
для чистых металлов, привело к ошибочному заключению о возникновении 
эффектов предпочтительного поглощения ТД определенного типа 
поверхностью тонкой пленки из-за обратного эффекта Киркендалла [51].  
 Рассмотрению отмеченных выше задач посвящен настоящий обзор 
работ авторов. Ниже дано краткое описание выполненных исследований и 
сравнение с моделями других авторов. Для удобства изложения и аргумен-
тации дополнительные сведения обзорного характера и сопоставление 
с подходами других авторов будет также представлено в каждом разделе 
при решении конкретных задач.  
 Любое описание диффузионных процессов и фазовой стабильности 
облучаемых сплавов должно начинаться с построения системы диффу-
зионных уравнений. Во втором разделе сформулирована модель радиа-
ционно-индуцированной сегрегации в концентрированных бинарных 
сплавах замещения [52-54] и рассмотрена связь этой модели с моделями 
сегрегации, описанными в литературе. Рассматривается неупорядоченный 
твердый раствор замещения элементов A и B. Компонент A называется 
примесью. Под облучением в сплаве образуются вакансии и МА. Взаимо-
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действие между ТД и полями напряжений, которые могут создавать 
выделения и стоки ТД, не учитывается. В простейшем случае совокупность 
МА состоит из A и B атомов. Для нахождения диффузионных потоков ТД 
и атомов примеси используется модель неупорядоченного сплава, которая 
была разработана Маннингом [34, 55] для описания вакансионного 
механизма диффузии в концентрированных сплавах. Согласно модели 
Маннинга: а) вакансии не образуют комплексов с элементами сплава и 
б) частота скачков вакансии зависит только от типа атома, с которым 
вакансия обменивается положением, то есть вводится два коэффициента 
диффузии вакансий Avd  и Bvd . Что касается диффузии междоузлий – 
используется аналогичная модель и диффузия междоузельных атомов A 
и В описывается двумя диффузионными коэффициентами Aid  и Bid  
соответственно. Важным является то, что при построении сегрегационной 
модели учитываются взаимные превращения междоузельных атомов A и В 
при взаимодействии с атомами решетки.  
 С помощью построенной модели сегрегации исследованы общие 
свойства квазистационарных распределений ТД и примеси в облучаемом 
сплаве со стоками, но без выделений вторых фаз и полей упругих 
напряжений. Сформулирован подход эффективной среды для бинарных 
сплавов замещения и построены уравнения скоростей реакций для 
нахождения средних концентраций ТД. Проводится сравнение этого 
подхода с существующими моделями для чистых металлов [56-58].  
 При построении модели эффективной поглощающей среды 
неизбежно возникает вопрос о предпочтительном поглощении стоками ТД 
дефектов определенного типа. В чистых металлах эффекты предпочтения 
(преференса) возникают из-за 1) асимметрии взаимодействия между ТД и 
стоками различного типа и 2) зависимости граничных условий для 
концентраций дефектов от типа стока [59, 60]. Третья причина, специ-
фичная для сплавов, может возникать из-за сегрегации. Дело в том, что 
локальное перераспределение компонентов сплава в окрестности стока 
может приводить к отклонению эффективностей захвата для вакансий и 
МА от их величин в чистом металле; то есть эффективность стока по 
отношению к поглощению дефектов определенного типа может измениться 
[35, 51]. Во втором разделе рассмотрен случай, когда граничные условия 
для ТД на всех стоках одинаковы, а ТД не взаимодействуют со стоками. 
Показано, что в таком сплаве стоки ТД не обладают предпочтением 
к поглощению ТД определенного типа, несмотря на неоднородности состава 
сплава в окрестности стоков, которые возникают благодаря обратному 
эффекту Киркендалла.  
 В разделе 2.3. проведен анализ устойчивости стационарного 
распределения компонентов в облучаемом сплаве относительно пространст-
венных флуктуаций состава сплава и показано, что стационарное состояние 
асимптотически устойчиво. Найдено характерное время релаксации малых 
возмущений состава сплава, которое можно использовать для оценки 
времени формирования сегрегационного профиля концентрации вблизи 



66                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 
стока ТД. Заметим, что в работах [61, 62] обсуждалась устойчивость 
однородного распределения компонентов сплавов, описываемых системами 
уравнений общего вида. Однако в этих работах механизмы переноса атомов 
не конкретизируются, а находятся лишь условия, которым должна 
удовлетворять матрица коэффициентов диффузии, чтобы сплав был 
устойчив относительно локального расслоения.  
 В третьем разделе рассмотрена фазовая стабильность сплава при 
бескаскадном облучении. Рассмотрено влияние радиационно-индуци-
рованной сегрегации на рост выделений второй фазы в концентрированном 
бинарном сплаве с учетом структуры межфазных границ. Устойчивость 
выделений в облучаемом сплаве существенно зависит от типа границ 
выделений и определяется не только термодинамическими, но и кинети-
ческими факторами, такими как диффузионные константы компонентов 
сплава, средние концентрации неравновесных ТД. Рассмотрено два 
предельных случая межфазных границ выделение-матрица, а именно 
полностью когерентные и полностью некогерентные границы. Предпо-
лагается, что структура и тип границы выделения не изменяются 
вследствие облучения. Идеальная когерентная граница не имеет 
дефектных участков, которые могли бы поглощать ТД, и является 
прозрачной для ТД. По этой причине в окрестности изолированного 
когерентного выделения, расположенного вдали от стоков, потоки ТД малы 
по сравнению с потоками ТД на сток [53]. Миграция ТД вблизи 
когерентного выделения и через его границу может быть обусловлена 
разными причинами: а) отклонением концентраций ТД от квазистацио-
нарных значений; движением самой границы; б) наличием стоков вокруг 
выделения, которые формируют диффузионные поля ТД (см. раздел 3.1.3); 
в) усиленной рекомбинацией ТД внутри когерентного выделения [63].  
 Некогерентное выделение отличается от когерентного выделения 
тем, что на его поверхности поддерживаются термически равновесные 
концентрации дефектов, то есть некогерентное выделение является стоком 
ТД. При наличии предпочтительной связи потока одного из компонентов 
сплава с потоком дефектов того или иного типа происходит сегрегационное 
разделение компонентов сплава в окрестности некогерентного выделения. 
Следовательно, сегрегационные процессы могут существенно изменить 
кинетику роста некогерентных выделений, но не столь важны для 
эволюции когерентных выделений. Основные результаты анализа 
особенностей роста некогерентных выделений в облучаемом сплаве качест-
венно справедливы также для когерентных выделений, расположенных на 
стоках ТД (или в непосредственной близости от них). Отличие состоит в том, 
что вакансии и МА рекомбинируют не на границе выделения с матрицей, 
а на стоке ТД, который содержится в этом выделении. Для иллюстрации в 
разделах 3.1.5 и 3.1.6 рассмотрен рост слоя новой фазы на поре, который 
имеет внешнюю когерентную границу, и рост когерентного цилинд-
рического выделения, которое содержит внутри себя краевую дислокацию. 
Показано, что скорость изменения объема выделения может зависеть от 
разности потоков вакансий и МА на сток.  
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 Результаты исследований фазовой стабильности удобно представ-
лять на радиационно-модифицированной фазовой диаграмме, которую 
будем также называть структурно-фазовой диаграммой, чтобы подчеркнуть 
зависимость стабильности сплава как от структуры межфазных границ, так 
и от микроструктуры матрицы. В разделе 3.2 для построения радиационно-
модифицированных фазовых диаграмм используется следующий подход: 
точки диаграммы, в которых скорость фазового превращения (в данном 
случае скорость роста выделения) обращается в нуль, определяют кривую 
равновесия, которая разделяет области стабильности соответствующих 
структурно-фазовых состояний. Из-за значительного различия между 
скоростями роста когерентных и некогерентных выделений в облучаемом 
сплаве критерии стабильности для когерентных и некогерентных выде-
лений отличаются. Это означает, что под облучением кривая термической 
растворимости разделяется на две кривые. Бескаскадное облучение влияет 
на некогерентную растворимость, в то время как когерентная раствори-
мость остается неизменной. В качестве примера для иллюстрации 
развитого метода построения радиационно-модифицированных фазовых 
диаграмм построены диаграммы сплавов Ni-Si, Ni-Al и Al-Zn на плоскости 
(состав, температура) и (температура, скорость создания смещений). 
Проведено сравнение расчетных диаграмм с имеющимися эксперименталь-
ными и теоретическими диаграммами для сплава Al-Zn. 
 В четвертом разделе исследовано совместное влияние радиационно-
индуцированной сегрегации и каскадного растворения на рост и устой-
чивость когерентных и некогерентных выделений новой фазы в неупорядо-
ченном сплаве замещения. При описании растворения выделений 
каскадами смещений предполагается, что каскады разупорядочивают 
приповерхностный слой выделения на глубину порядка характерного 
размера каскада и частично выбрасывают примесь в матрицу. В матрице 
вблизи выделения формируется неоднородность концентрации примеси 
с характерным пространственным масштабом порядка или меньше размера 
каскада. Математически эта неоднородность эквивалентна источнику 
примеси, локализованному в окрестности выделения. Далее проведен 
анализ решения диффузионной задачи в окрестности когерентного 
и некогерентного выделения в облучаемом сплаве. Результаты исследо-
вания стабильности выделений представлены на радиационно-модифи-
цированной фазовой диаграмме. Расчеты проделаны для сплавов типа Ni-
Si и Ni-Al, которые отличаются направлением сегрегации примеси. 
Оказывается, что каскадное разупорядочение увеличивает предел 
растворимости независимо от типа межфазной границы между матрицей и 
выделением. При каскадообразующем облучении растворимость опреде-
ляется балансом между каскадным перемешиванием, которое разрушает 
выделения, сегрегацией и радиационно-ускоренной диффузией, которая 
стремится восстановить выделения. При достаточно низких температурах 
каскадное перемешивание приводит к растворению выделений и обога-
щению матрицы примесью. С понижением температуры взаимная 
диффузия и сегрегация, устраняющие беспорядок, вносимый каскадным 
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перемешиванием, замедляются. По этой причине на радиационно-
модифицированной фазовой диаграмме появляется низкотемпературная 
граница устойчивости крупных выделений. Граница устойчивости коге-
рентных выделений расположена в области более низких температур по 
сравнению с границей устойчивости некогерентных выделений. Положение 
обеих границ зависит от скорости создания смещений и эффективности 
каскадного перемешивания. В разделе проведено качественное и количест-
венное сравнение с экспериментальными данными для ряда сплавов. 
Таким образом, в разделах 3 и 4 показано, что в зависимости от направ-
ления сегрегации примеси (к стокам дефектов или от них) и типа 
облучения существует четыре типа диаграмм с разной топологией. В работе 
[64] для различных типов облучения (бескаскадного и каскадообразующего) 
построены радиационно-модифицированные фазовые диаграммы Zr-Nb 
сплава. Анализ экспериментальных данных и радиационно-модифици-
рованной фазовой диаграммы Zr-Nb сплава показывает, что в реакторных 
условиях некогерентные выделения неустойчивы, в то время как 
когерентные выделения являются устойчивыми. Получены простые анали-
тические выражения для низкотемпературных порогов стабильности 
некогерентных и когерентных выделений. Модель потери фазовой стабиль-
ности Zr-Nb сплава под облучением дает представление о поведении сплава 
при высокодозном облучении и показывает микроструктурные параметры 
материала, которые влияют на эволюцию фазового состава.  
 В пятом разделе детально рассмотрены фазовые превращения при 
низкотемпературном каскадообразующем облучении. В разделе 5.1 изучена 
эволюция функции распределения пластинчатых выделений при низко-
температурном ионном облучении. Для проверки модели использовались 
экспериментальные данные, полученные при низкотемпературном 
облучении сплава Cu-1,15ат%Cr-0,03ат%Zr-0,14ат%Si, который имеет ряд 
потенциальных применений в термоядерных установках, например 
в качестве охлаждающих труб для пластин дивертора. Высокая прочность 
этого сплава достигается путем создания большой плотности мелких 
когерентных выделений Cr в форме дисков (пластин) с ГЦК решеткой [65]. 
Стабильность этого сплава под облучением изучалась в работе [66]. 
Образцы облучались при комнатной температуре ионами Cu+ с энергией 
300 кэВ со скоростью создания смещений 2,3x10-5 сна/с до дозы 0,1 сна. При 
увеличении дозы облучения средний размер выделений и ширина распре-
деления уменьшались. В то же время количество выделений оставалось 
приблизительно постоянным. Попытки объяснить экспериментальные 
наблюдения в терминах средней эффективности ионного перемешивания 
[66] оказались безуспешными – по оценкам скорость растворения оказалась 
на порядок меньше наблюдаемой. Тем не менее, модельные расчеты 
разделов 5.1.2 и 5.1.3  показывают, что хорошее согласие с эксперименталь-
ными данными может быть получено, используя минимум предположений 
о механизме растворения и структуре каскада. Основное предположение 
модели – часть выделения, в которую попал каскад, растворяется и больше 
не вносит вклад в экспериментально определяемый размер выделения. Так 



А. А. Туркин. Часть ІІ. Теория фазовых превращений в неупорядоченных сплавах... ..     69 
 
как при низкой температуре выделения не взаимодействуют друг 
с другом – ни прямо, ни посредством диффузионных полей, эволюция 
каждого выделения рассматривается отдельно. В рамках аналитической 
модели каскадно-индуцированного уменьшения размеров пластинчатых 
выделений рассмотрена эволюция функции распределения пластинчатых 
выделений по размерам. Аналитические результаты хорошо согласуются 
с результатами моделирования эволюции функции распределения по 
методу Монте-Карло и с экспериментальными данными.  
 При рассмотрении низкотемпературной эволюции пластинчатых 
выделений структура каскада не конкретизировалась. В разделе 5.2 
сформулирована модель низкотемпературного переноса атомов благодаря 
атомному перемешиванию в каскадах атомных столкновений. При этом 
учитывается внутренняя структура каскада столкновений. При низких 
температурах, когда термически активированные скачки атомов заморо-
жены, миграция атомов происходит при прямом смещении атомов 
налетающей частицей или в каскаде соударений, который производит эта 
частица (см., например, [67, 68] и цитированные там работы). Низкотемпе-
ратурный перенос посредством атомных столкновений – это случайный 
процесс, приводящий к сглаживанию градиентов концентрации компо-
нентов сплава. Этот эффект должен наблюдаться при любом виде 
облучения, но он особенно выражен при каскадообразующем облучении. 
Два механизма дают вклад в атомное перемешивание под облучением – 
баллистическое перемешивание и перемешивание в области термического 
пика [68, 69]. Баллистическое перемешивание происходит за счет 
выбивания первичных атомов (primary recoil mixing) и каскадного пере-
мешивания. В первом случае перераспределение атомов происходит 
благодаря повторяющимся столкновениям между налетающим ионом 
и атомами мишени. Первично-выбитый атом (ПВА) может продолжить 
процесс выбивания атомов, производя каскад столкновений, замещений 
и смещений в пространственно ограниченной области. Атомы в области 
каскада столкновений подвергаются многократным некоррелированным 
смещениям и перестановкам. Такое изотропное перемешивание называют 
каскадным перемешиванием.  
 Современные молекулярно-динамические (МД) расчеты пока-
зывают, что баллистическая фаза эволюции каскада длится нескольких 
десятых пикосекунды [70, 71]. Однако коллективное движение атомов 
в каскаде продолжается еще в течение нескольких десятков пикосекунд, то 
есть значительно дольше, чем баллистическая фаза. Согласно МД 
расчетам, на этой стадии развития каскад может проявлять жидкоподобные 
свойства, так как температура в каскадной области, найденная путем 
оценки кинетической энергии атомов, может быть намного выше темпе-
ратуры плавления материала (фаза термического пика) [72]. Перенос 
атомов на большие расстояния при низкотемпературном облучении 
возникает из-за атомного перемешивания в каскадах и многократных 
наложений каскадов. Развитие адекватной модели переноса наталкивается 
на серьезные трудности из-за неоднородного и многочастичного характера 
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каскадов. В настоящее время только МД-моделирование на ЭВМ может 
дать детальную картину динамики каскада смещений. Однако, в силу 
ограничений на размер образца и время моделирования, связанных с 
производительностью ЭВМ, МД-моделирование не способно даже в 
обозримом будущем [70] описать эволюцию каскадов и перекрытие каска-
дов на временах типичного диффузионного процесса. Несмотря на это МД-
моделирование одиночных каскадных событий представляет собой 
хорошую стартовую точку для дальнейших расчетов эволюции микро-
структуры в сплавах под облучением. Результаты МД исследований могут 
использоваться как входные параметры для моделирования на атомном 
уровне по методу Монте-Карло или в феноменологической теории скоростей 
реакций. 
  В разделе 5.2  используется решеточный метод Монте-Карло (РМК) 
для описания сглаживания неоднородностей концентрации и разрушения 
двухфазных структур благодаря атомному перемешиванию в каскадах 
столкновений. РМК метод особенно эффективен при моделировании 
диффузии на большие расстояния. В методе РМК считается, что все атомы 
занимают узлы решетки и рассматриваются только события, которые 
приводят к перестановкам атомов по узлам решетки [73]. Другие процессы, 
которые не приводят к изменению структуры (типа атомных колебаний), 
игнорируются. В разделе 5.2.1 сформулирована решеточная модель атом-
ного перемешивания в каскаде. Предположения о свойствах отдельных 
каскадов основаны на результатах МД расчетов. Найдена зависимость 
эффективности перемешивания от размера каскада и размера области 
термического пика. Показано, что диффузия носит гауссов характер. На 
больших временах при каскадообразующем облучении меченые атомы 
испытывают броуновское движение ttr )(2 . Проведено моделирование 
эволюции различных начальных концентрационных профилей при 
низкотемпературном каскадообразующем облучении. Показано, что доми-
нирующий вклад вносит атомное перемешивание в области термического 
пика. Свойства материала, такие как энергия когезии и температура 
плавления, влияют на параметры каскада и, следовательно, на процесс 
атомного перемешивания. Также рассмотрено применение модели 
к описанию низкотемпературной эволюции выделений в облучаемых 
сплавах. Показано, что результаты модели находятся в соответствии с пред-
положениями работы [74], в которой рассмотрено растворение пластин-
чатых выделений хрома в медном сплаве при низкотемпературном ионном 
облучении (см. раздел 5.1.1).  
 В шестом разделе на основании представлений, развитых в преды-
дущих разделах, рассмотрено влияние потери когерентности на форми-
рование распределения по размерам выделений вторых фаз при каскадо-
образующем облучении. Низкотемпературная граница устойчивости 
некогерентных выделений расположена в области более высоких темпе-
ратур, чем соответствующая граница для когерентных выделений, 

inccoh TT  . Существование двух порогов устойчивости выделений означает, 
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что в облучаемых сплавах при температурах T , удовлетворяющих 
неравенству inccoh TTT  , может формироваться квазистационарное 
распределение полукогерентных выделений [64]. Механизм этого явления 
связан с конкуренцией процессов: а) зарождения и роста когерентных 
выделений в пересыщенном твердом растворе и б) каскадно-индуци-
рованного растворения больших выделений, которые в процессе роста 
теряют когерентность после достижения некоторого критического размера. 
Пересыщенность в сплаве может создаваться и поддерживаться вследствие 
каскадно-индуцированного растворения некогерентных выделений, 
существовавших в сплаве до облучения.  
 Потеря когерентности описывается с помощью феноменологи-
ческого параметра – степени когерентности, который зависит от размера 
выделения, при котором происходит превращение в некогерентное 
состояние, и ширины области превращения в пространстве размеров. Более 
детальное описание, по-видимому, возможно только с помощью МД 
методов. Однако предложенный подход оказался полезным для изучения 
возможных путей эволюции сплава под облучением. В разделе 6.2 
построена скорость роста выделения как функция степени когерентности. 
Затем, для описания эволюции смешанного ансамбля когерентных, 
полукогерентных и некогерентных выделений, формулируется система 
конечно-разностных уравнений (Master equation), то есть система кине-
тических уравнений для подвижных мономеров примеси, ТД и кластеров 
примеси всех размеров. Влияние потери когерентности на мощность стоков, 
концентрацию ТД и скорость роста выделений учитывается самосогла-
сованно. Из-за нелинейности и сложности система кинетических уравнений 
может быть решена только численно. Но и в этом случае предъявляются 
серьезные требования к компьютерным ресурсам (для системы с размерами 
выделений R  10 нм количество уравнений больше, чем 105). Эта 
трудность является характерной для задач неравновесной эволюции 
распределения кластеров. В разделе 6.3  представлен обзор существующих 
методов решения уравнений кинетики зарождения кластеров частиц и их 
роста [75-98]. Общая стратегия решения иерархии уравнений скоростей 
реакций для всех размеров кластеров состоит в том, чтобы свести 
дискретную формулировку к непрерывному описанию и к численной схеме 
с контролируемым количеством уравнений. Чтобы значительно уменьшить 
количество уравнений, в разделе 6.3 сформулирована новая реализация 
гибридного подхода, который использовался в работах [87, 88, 93]. Подобно 
[87, 93] первоначальная конечно-разностная система уравнений сохра-
няется до некоторого количества атомов в кластерах N >> 1. Для больших 
размеров система конечно-разностных уравнений преобразуется в диф-
ференциальное уравнение в частных производных типа уравнения 
Фоккера–Планка для распределения с непрерывной переменной. Комби-
нированная система конечно-разностных уравнений и непрерывное 
уравнение Фоккера–Планка решаются численно, используя технику, 
известную как метод линий (МЛ) [99, 100]. В методе линий пространст-
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венная и временная дискретизация уравнения в частных производных 
производится и анализируется независимо. Сначала пространственные 
производные аппроксимируются алгебраическими выражениями на 
пространственной сетке, сохраняя непрерывные производные по времени. 
Затем возникающая система обыкновенных дифференциальных уравнений 
(ОДУ) интегрируется численно, используя пакет RADAU, который был 
развит для решения жестких и дифференциально-алгебраических систем 
уравнений [101]. Нами применяется неравномерная сетка по пространст-
венной переменной. Такая сетка, например с увеличивающимся шагом, 
особенно полезна в задаче коалесценции (созревание Оствальда), когда 
средний размер кластеров и ширина распределения по размерам растут со 
временем, и поэтому в области больших размеров можно использовать 
более грубую сетку. Развитый численный метод оказался эффективным для 
моделирования эволюции распределения кластеров и в других задачах 
[102].  
 Используя развитый гибридный метод и параметры, типичные для 
реакторных материалов, проведено моделирование и показано, что под 
облучением узкие медленно-эволюционирующие распределения полукоге-
рентных выделений могут формироваться как в отожженных на твердый 
раствор сплавах, так и в состаренных сплавах. Однако квазистационарные 
состояния в этих двух сплавах отличаются, то есть отличаются значения 
среднего радиуса выделений и их плотности. На первый взгляд конечное 
асимптотическое состояние не должно зависеть от исходного состояния 
сплава. Но из-за сильной зависимости скорости зарождения от пересы-
щенности примеси асимптотическое поведение облучаемого сплава зависит 
от исходного состояния сплава (твердый раствор или состаренный сплав 
с выделениями). Другими словами, в зависимости от степени конкуренции 
между процессами зарождения, роста выделений и каскадным раство-
рением система оказывается кинетически арестованной в различных 
квазистационарных асимптотических состояниях. С практической точки 
зрения, готовя определенное исходное состояние сплава, в принципе можно 
выбрать нужное квазистационарное асимптотическое состояние и время 
достижения этого состояния.  
 Седьмой раздел посвящен рассмотрению кинетики зарождения 
и коалесценции в системах с сильными гетерофазными флуктуациями. 
Существует большая группа промышленных сплавов, которые в обычных 
условиях содержат медленно эволюционирующие распределения коге-
рентных выделений. Такими сплавами являются суперсплавы на основе 
никеля [103]; высокопрочные низколегированные стали с добавками меди 
(HSLA = high-strength low-alloy) [104, 105]; сплавы алюминия, легиро-
ванные скандием [106, 107], и другие сплавы. Вследствие выпадения 
высокой плотности когерентных нанометровых частиц эти сплавы имеют 
значительную прочность. В зависимости от применения сплава эффект 
упрочнения может быть полезным или вредным. Например, выпадение 
в ферритных сталях корпусов атомных реакторов частиц, обогащенных 
медью, приводит к упрочнению и охрупчиванию стали [108, 109]. 



А. А. Туркин. Часть ІІ. Теория фазовых превращений в неупорядоченных сплавах... ..     73 
 
Особенностью перечисленных выше сплавов является низкая межфазная 
энергия когерентных выделений. Процессы зарождения, роста и 
коалесценции в системе когерентных выделений с низкой межфазной 
энергией могут происходить одновременно, что затрудняет интерпретацию 
поведения сплава. Существующие модели поздней стадии распада 
рассматривают только крупные коалесцирующие выделения и подвижные 
мономеры примеси, в то время как совокупность подкритических кластеров 
игнорируется. Однако даже в недосыщенных твердых растворах вследствие 
непрерывного зарождения и распада неустойчивых кластеров образуется 
стационарное распределение мелких кластеров. Еще в 1939 г. Френкель 
назвал это распределение гетерофазными флуктуациями (ГФ) [110, 111].  
 В разделе 7.1 рассмотрено влияние ГФ на кинетику диффузионно-
лимитируемого распада пересыщенных твердых растворов в отсутствие 
облучения. Модель основана на иерархии уравнений скоростей реакций 
для кластеров всех размеров (уравнения Беккера–Деринга [112]). 
Предполагается, что подвижны только мономеры примеси. Прямые 
столкновения кластеров не рассматриваются в модели Беккера–Деринга. 
Для решения системы кинетических уравнений используется численный 
метод, описанный в разделе 6.3. Согласно результатам моделирования 
в пересыщенном твердом растворе в области малых размеров быстро 
формируется квазистационарное распределение кластеров. В конце стадии 
зарождения в распределении кластеров примеси появляется щель, которая 
отделяет совокупность малых кластеров (ГФ) от распределения крупных 
выделений. Объемная доля ГФ зависит от параметров материала 
и температуры. С уменьшением межфазной энергии объемная доля ГФ 
увеличивается. Это означает, что ГФ могут вносить значительный вклад 
в полный баланс атомов растворенного вещества и влиять на кинетику 
крупных выделений. В разделе 7.1  показано, что справедливо следующее 
утверждение: растворимость примеси – это полное равновесное содержание 
атомов примеси в насыщенном растворе, включая атомы примеси 
в докритических кластерах, которые образуются и распадаются вследствие 
флуктуаций. Именно такое количество примеси переходит в матрицу при 
контакте с массивной фазой примеси при достижении термодинамического 
равновесия. Очевидно, сформулированное определение растворимости 
соответствует линии растворимости на экспериментальных равновесных 
фазовых диаграммах сплавов. 
 Известно, что на поздней стадии распада пересыщенных растворов 
(созревание Оствальда) распределение выделений по размерам демонст-
рирует скейлинговое поведение в соответствии с теорией коалесценции 
Лифшица–Слёзова [113, 114]. В разделе 7.1.2  исследовано влияние ГФ на 
кинетику поздней стадии распада твердого раствора, а именно рассмотрена 
задача о тепловой коалесценции и проведено сравнение численных 
результатов с асимптотическим автомодельным решением Лифшица–
Слёзова. Оказалось, что на поздней стадии распада распределение 
выделений по размерам в переменных, масштабированных на средний 
радиус, стремится к стационарной форме, которая хорошо совпадает с реше-
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нием Лифшица–Слёзова. Однако ГФ замедляют гомогенное зарождение 
даже в сильно пересыщенных твердых растворах. ГФ также замедляют 
процесс перехода к настоящему асимптотическому поведению и приводят 
к уширению функции распределения выделений на переходной стадии. 
Рассмотрены некоторые следствия модели, важные для интерпретации 
экспериментальных данных и оценки параметров сплава. 
 В разделе 7.2 изучено влияние ГФ на фазовую стабильность под 
облучением. Рассмотрена качественная картина эволюции фазового состава 
сплава замещения при каскадообразующем облучении в различных темпе-
ратурных областях. Каскадообразующее облучение, растворяя когерентные 
выделения, эффективно увеличивает растворимость мономеров. То есть 
крупные когерентные выделения устойчивы при концентрации мономеров, 
превышающих их термическую растворимость. Но это означает, что 
в системе должны зарождаться мелкие когерентные выделения. В твердом 
растворе мономеров, недосыщенном относительно крупных выделений, 
вновь зарождающиеся когерентные выделения неустойчивы, поскольку они 
растворяются после попадания в них каскадов смещений. Таким образом 
формируется стационарная функция распределения мелких когерентных 
выделений, максимальный размер которых порядка размера каскада. 
Мелкие выделения являются прямым аналогом ГФ в твердом растворе без 
облучения и играют важную роль в балансе вещества и кинетике роста 
крупных (по сравнению с размерами каскада) выделений. Радиационно-
модифицированная когерентная растворимость, определяющая границу 
устойчивости крупных выделений, является суммой кинетически 
равновесной концентрации мономеров и содержания вещества в радиа-
ционно-индуцированных ГФ. Расчеты показывают, что вклад ГФ сильно 
зависит от энергии межфазной границы. Для типичных значений энергии 
межфазной границы   -фазы в бинарных сплавах (порядка десятков 
мДж/м2 [115]) учет ГФ приводит к заметному смещению низкотемпе-
ратурной границы устойчивости когерентных выделений на радиационно-
модифицированной диаграмме. Выше низкотемпературного порога 
устойчивости происходит радиационно-ускоренная коалесценция когерент-
ных выделений. Для описания этого процесса найдены асимптотические 
выражения для первых моментов функции распределения выделений по 
размерам.  

2. МОДЕЛЬ РАДИАЦИОННО-

ИНДУЦИРОВАННОЙ СЕГРЕГАЦИИ  

В КОНЦЕНТРИРОВАННЫХ СПЛАВАХ 

 В этом разделе построена модель радиационно-индуцированной 
сегрегации в концентрированных сплавах и сформулирована система 
связанных уравнений диффузии, которая описывает диффузию радиа-
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ционных ТД и компонентов сплава. Исследованы общие свойства квази-
стационарных распределений компонентов сплава и ТД в сплаве со 
стоками, но без выделений. Построена модель эффективной поглощающей 
среды для облучаемого сплава. Проведено сравнение этой модели с 
существующими моделями для чистых металлов. Исследована устой-
чивость стационарного распределения компонентов в облучаемом сплаве 
относительно пространственно-периодических флуктуаций состава сплава 
и найдено характерное время формирования сегрегационных профилей 
вблизи стоков ТД.  

2.1. Формулировка  модели  сегрегации  и 

обсуждение  пределов  ее  применимости 

 Следуя работам [53, 54], опишем модель сегрегации примеси под 
облучением. Рассмотрим неупорядоченный твердый раствор замещения 
элементов A и B. Ниже компонент A называется примесью. Под облучением 
в сплаве образуются вакансии и МА. Далее не учитывается взаимодействие 
между ТД и полями напряжений, которые могут создавать выделения и 
стоки ТД. В простейшем случае МА имеют нерасщепленную конфи-
гурацию, то есть в междоузельных положениях находятся одиночные атомы 
A и B. Для нахождения диффузионных потоков ТД и атомов примеси будем 
использовать модель неупорядоченного сплава, разработанную Маннингом 
[34, 55] для описания вакансионного механизма диффузии в концентри-
рованных сплавах. В этой модели предполагается, что вакансии не 
образуют связанных комплексов с элементами сплава и что частота скачков 
вакансии зависит только от типа атома, с которым вакансия обменивается 
положением. Что касается диффузии междоузлий, будем использовать 
аналогичную модель и введем два диффузионных коэффициента, Aid  и Bid , 
для междоузельных атомов A и В, соответственно. Однако следует учесть, 
что взаимные превращения междоузельных атомов A и В (благодаря 
столкновениям с атомами решетки) могут приводить к неслучайному 
размещению атомов A и B в междоузельных полостях. Важность такого 
взаимодействия МА и атомов решетки была подчеркнута в работе [116]. 
Концентрации МА типов A и B A

iC  и B
iC  изменяются со временем согласно 

уравнениям 
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где BAK ,  – скорости генерации междоузельных атомов А и В, vC  – кон-
центрация вакансий, BAC ,  – концентрации компонентов сплава (кон-
центрации ТД малы по сравнению с единицей, поэтому с хорошей 
точностью 1 BA CC ), R  – константа скорости рекомбинации, BA

i
,j  – 

потоки междоузельных атомов А и В. 
 Третье и четвертое слагаемые в правой части уравнений (2.1) и (2.2) 
описывают взаимные превращения в системе МА. Здесь рассматриваются 
достаточно концентрированные сплавы ( 310),min( BA CC ), в которых 
характерное время превращений в системе МА мало по сравнению со 
временем диффузии МА к стокам [53]. Это означает, что в системе МА 
локально устанавливается детальное равновесие 
 

B
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B
i CCCC   .                                       (2.4) 

 
Вводя полную концентрацию междоузлий B

i
A
ii CCC  , из условия 

равновесия получаем относительные доли МА типов A и B  
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AB
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i
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i
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C
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

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B
i
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C

C
C

                 (2.5) 

где   . 
 Константы скоростей взаимных превращений   и   выражаются 
через произведение геометрического множителя, который является 
одинаковым для обеих констант, и экспоненты Аррениуса. Следовательно, 
параметр   имеет вид 
 

),exp( TkH B
i

AB                                      (2.6) 
 
где i

ABH   – энергия, получаемая при превращении МА типа В в МА типа 
А, Bk  – константа Больцмана, T – температура. Очевидно, энергия 
превращения i

ABH   равняется разности между энергиями образования 
междоузельных атомов B и A. Вообще говоря, i

ABH   может зависеть от 
локальной концентрации примеси, но ниже эта зависимость не 
учитывается. Используя (2.5), уравнения (2.1)-(2.3) заменяем уравнением 
для полной концентрации междоузлий 
 

iviiR
i divCCDK

t
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iii CDj ,                                          (2.8) 
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BBiAAiB
AB

Bi
A

AB

Ai
i CCCCC

dCCC
dD 

  ,           (2.9) 

 
где BA KKK  . Поток вакансий vj  можно представить в виде суммы 
потоков вакансий за счет обмена положениями вакансий с атомами A и B 
 

B
v

A
vv jjj  ,                                             (2.10) 

 

AvAvvAAv
A
v CCdCCd j , (2.11) 

 

BvBvvBBv
B
v CCdCCd j , (2.12) 

 
где BvAv dd ,  – диффузионные коэффициенты вакансий. Ниже предпо-
лагается, что Avd , Bvd , Aid  и Bid  не зависят от состава сплава. 
 Выражения (2.10)-(2.12) могут быть получены из простой микро-
скопической модели вакансионного механизма случайных блужданий 
атомов без корреляций (например, при рассмотрении обмена атомами 
различного типа между двумя смежными атомными плоскостями).  
 Поток примеси Aj  состоит из междоузельного и вакансионного 
вкладов 

A
v

A
iA jjj  .                                       (2.13) 

 
Используя уравнения (2.5), (2.9) и (2.13), записываем уравнения 
непрерывности для концентраций вакансий и примеси 
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где BBvAAvv CdCdD  , BiAi dd  . 
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 В случае облучения ионами примеси соответствующий источник 
следует добавить в правую часть уравнения (2.16). Уравнения для 
компонента B подобны уравнениям (2.16) и (2.17). Но они не являются 
независимыми, так как потоки атомов и ТД связаны соотношением 
 

viBA    jjjj                                           (2.18) 
 
и, кроме того, 1 BA CC , если пренебречь малой концентрацией ТД  
( BAvi CC ,,  ). Уравнения (2.7), (2.8), (2.14)-(2.17) с соответствующими 
начальными и граничными условиями образуют замкнутую систему, 
которая описывает поведение концентрированного сплава под облучением. 
 Для простоты здесь не учитываются неидеальность твердого 
раствора и корреляционные эффекты диффузии. Выражения для потоков 
примеси и ТД с учетом корреляционных и термодинамических факторов 
приведены в работах [35-37]. В отличие от других моделей [32, 33, 37], 
предлагаемая в этом разделе модель содержит параметр  , описывающий 
отклонение распределений МА типов A и В от случайного распределения 

BAi
BA

i CCC ,
,  . Обратим внимание, что в работе [33] было предложено 

включить коэффициенты   1 AB CC   и   1 AB CC   (см. уравнения 
(2.5)) в диффузионные коэффициенты Aid  и Bid , соответственно, чтобы 
учесть неслучайное размещение атомов A и B по междоузельным полостям. 
По нашему мнению, такой подход не является корректным. Выражения 
для потоков, записанные таким образом в работе [33], отличаются от 
выражений, полученных в этом разделе. Однако при   = 1 наши 
уравнения переходят в уравнения работы [33]. 
 Выше предполагалось, что конфигурация МА является 
нерасщепленной. Тем не менее, модель сегрегации может быть обобщена 
на случай гантельных конфигураций МА (по крайней мере, качественно) 
[53]. Конечно, это влечет за собой определенные предположения 
относительно свойств междоузлий. Например, отождествление A и В 
междоузельных атомов с гантелями AB и BВ, соответственно, означает, что: 
а) гантели AА не участвуют в переносе примеси, то есть образование 
гантелей AА энергетически невыгодно; и б) диффузия смешанных гантелей 
AВ приводит к переносу на большие расстояния только атомов примеси. 
В случае расщепленных конфигураций энергия превращения, i

ABH  , 
равна энергии связи смешанной гантели. Детальное рассмотрение 
гантельного механизма миграции МА приведено в работах [30, 117, 118]. 
В модели, описанной выше, для упрощения используется минимальный 
набор кинетических коэффициентов. Преимущество такой модели в том, 
что она допускает аналитические решения, которые показывают важные 
следствия сегрегации примеси. 
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2.2. Подход эффективной среды  

для бинарных сплавов 

 Реальный кристаллический материал содержит микроструктурные 
дефекты различных типов (межфазные границы, дислокации, поры и т. д.), 
которые контролируют основные физические и механические свойства 
материала под облучением. Элементы микроструктуры эволюционируют 
благодаря поглощению ТД, при условии, что температура достаточно 
высока для их миграции. Чтобы вычислить радиационно-индуцированные 
потоки ТД к стокам, для чистого металла были разработаны различные 
варианты модели эффективной поглощающей среды [56-58]. Однако 
результаты, полученные для чистого металла, не могут быть непосредст-
венно применены к бинарным сплавам замещения. Причина в том, что из-
за связи между микроскопическими потоками вакансий, МА и элементов 
сплава невозможно решить диффузионную задачу для вакансий и МА 
отдельно.  
 В этом разделе формулировка подхода эффективной среды для 
бинарных сплавов начинается с вывода точных соотношений между 
стационарными локальными концентрациями примеси и ТД. Затем будут 
найдены потоки ТД к порам и дислокациям, а также получены уравнения 
сохранения для средних концентраций дефектов. 

2.2.1. Точные соотношения 
 Вначале рассмотрим квазистационарную диффузию ТД в сплаве с 
полной растворимостью компонентов, который содержит неупорядоченное 
распределение пор и дислокаций [119, 120]. В квазистационарном 
состоянии локальные концентрации удовлетворяют уравнениям 
 

0 nviiR divCCDK j  ,          vin ,  ,                      (2.19) 
 

0Adivj .                                           (2.20) 
 
Предполагается, что граничные условия для ТД одинаковые на всех стоках, 
а именно концентрации вакансий и МА равны термически равновесным 
значениям 
 

 ,0      ,  si
e

vsv CCC    ...,3,2,1    ,,  kDVs kk       (2.21) 
 
Здесь s обозначает поверхность поры или границу ядра дислокации; 
индексы V  и D относятся к порам и дислокациям, соответственно. 
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 Так как поры и дислокации не поглощают и не испускают A и B 
атомы, полные потоки на них  sj dJ sn

s
n  (здесь sd  – элемент 

поверхности) связаны соотношением  
 

 )()()(
s

v
s
i

s
BA

s
BA JJCJ  ,                                (2.22) 

 
где s

AC  – концентрация примеси на стоке, которая поддерживается 
благодаря радиационно-индуцированной сегрегации. В случае дислокаций 
потоки определены на единицу длины. Равенство (2.22) – это недостающее 
граничное условие для уравнений (2.19) и (2.20). Обратим внимание, что 
равенство (2.22) согласуется с условием сохранения вещества (2.18). 
 Используя выражения для потоков (2.8), (2.15) и (2.17), можно 
показать, что в любой точке сплава, не занятой стоком, разность потоков 
вакансией и МА имеет вид 
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где 
AvBi

BvAi
dd
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Из уравнений (2.22) и (2.23) получаем 
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где 

 ii
AB

AB
vBv CDCC

CCCdrW 



)( .                          (2.25) 

 
В силу уравнений (2.19) и (2.20)  )(rW  удовлетворяет уравнению 
 

   0 Wdiv iv jj .                                  (2.26) 
 

)(rW  принимает одинаковые значения на всех стоках (см. (2.21)). 
Следовательно, согласно теореме о гармонических функциях [121], )(rW  не 
зависит от пространственных координат 
 

 .)( e
vBvCdrW                                       (2.27) 
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Поэтому каждый сток поглощает равное количество вакансий и МА 
 
 ,0 s

v
s
i JJ     ,, kk DVs       k  = 1, 2, 3, ...              (2.28) 

 
Таким образом, в модели сегрегации, построенной здесь, не возникает 
эффекта предпочтительного поглощения ТД определенного типа. Запи-
сывая (2.27) в явном виде, получаем соотношение между концентрациями 
МА и вакансий.  
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Соотношения (2.24)-(2.29) аналогичны соотношениям для чистого металла 
и переходят в них, если концентрация одного из компонентов сплава мала  
( BA CC   или BA CC  ). Например, аналогом (2.29) является соотно-
шение )( e

vvvii CCDCD  . 
 Так как на стоках 0s

AJ  (см. (2.22) и (2.28)), то распределение 
компонентов сплава удовлетворяет уравнению 0Aj . Используя это 
уравнение совместно с (2.23) и (2.29), можно показать, что 
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Здесь eff

vD  – эффективный коэффициент диффузии вакансий 
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Еще одно важное соотношение между пространственными распре-
делениями примеси и вакансий может быть получено из уравнения 0Aj  
[122]. Для решения этого уравнения удобно с помощью (2.29) исключить из 
него iiCD  и перейти к производным по AC . В результате преобразований 
получаем уравнение, линейное относительно vC : 
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решение которого представимо в виде 
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Важно отметить, что соотношение (2.33) выполняется в любой точке сплава, 
а граничная концентрация s

AC  не зависит от типа стока. Если объемная 
доля стоков мала (это обычно выполняется), то значения концентраций 
вакансий и примеси вдали от стоков практически не отличаются от средних 
значений, следовательно, 
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Здесь и далее черта обозначает средние величины. 
 Согласно (2.34) при 1  наблюдается обеднение примеси на 
стоках, A

s
A CC  , то есть преобладает вакансионный механизм переноса 

примеси. Напротив, обогащение примеси на стоках происходит, когда 
1 . 

 Соотношения (2.28), (2.29) и (2.33) являются своеобразными 
«законами сохранения». Любое приближенное решение сегрегационной 
задачи должно удовлетворять им. Вывод уравнений скоростей реакций, 
приведенный ниже, удовлетворяет этому требованию. 

2.2.2. Уравнения скоростей реакций 
 Ниже понадобятся  выражения для средних концентраций ТД как 
функции скорости создания смещений и параметров микроструктуры 
сплава. Чтобы найти их, в этом разделе формулируются уравнения баланса 
ТД. 
 Усреднение уравнения (2.19) по всевозможным конфигурациям 
стоков и объему, содержащему большое количество стоков, приводит к 
уравнению 
 

0)(   D
n

v
nviiR JdrrfJCCDK  ,           vin , ,     (2.35) 

 
где )(rf  – функция распределения пор по размерам, r – радиус поры,   – 
плотность краевых дислокаций. Процедура усреднения подробно описана 
в работах [57, 58].  
 Для нахождения полных потоков ТД к данному стоку используется 
метод, подобный методу, предложенному в [56]. Уравнения (2.19) и (2.20) 
решаются в области влияния выбранного стока, свободной от других стоков. 
Вне этой области реальная система заменяется гомогенной эффективной 
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поглощающей средой. Внешний радиус области влияния s

infR  порядка 
среднего расстояния между стоками. Чтобы сделать выбор радиуса влияния 
однозначным, так же, как и в работе [58], потребуем, чтобы все ТД, 
создаваемые внутри области влияния, поглощались внутри этой же самой 
области, то есть 0)(,  s

infvi Rrj  (где r  – расстояние от центра стока). 
Обратим внимание, что в рассматриваемой задаче s

infR  не зависит от типа 
ТД, так как s

v
s
i JJ  2. 

 В случае малой объемной доли стоков основные изменения 
концентрации диффузантов происходят на расстояниях порядка размера 
стока. Следовательно, на сфере s

infRr   концентрации ТД и примеси 
с хорошей точностью равняются их средним значениям в эффективной 
среде, nC  ( Avin ,, ). 
 Таким образом, пренебрегая рекомбинацией ТД внутри области 
влияния, из (2.19) и (2.20) получаем диффузионную задачу 
 

Kdiv vi ,j ,                                               (2.36) 
 

0Adivj ,                                                  (2.37) 
 

nRrn CC s
inf

 .                                         (2.38) 

 
Граничные условия на стоке заданы соотношениями (2.21) и (2.22). Можно 
показать [53], что в нулевом порядке по параметру s

infs Rr  (где sr  – 
радиус стока) решение этой задачи совпадает с решением уравнений 

0ndivj ,     Avin ,, ,                                (2.39) 

 
с граничными условиями (2.21), (2.22) и 
 

nrn CC  ,        Avin ,, .                           (2.40) 
 
                                                   
2 Вообще говоря, s

infR  зависит от типа ТД, что необходимо учитывать при рассмотрении 
эффектов преференса, вызванных упругим взаимодействием ТД со стоками или другими 
причинами. В задачах о фазовой стабильности эти эффекты обычно несущественны, по-
скольку сегрегационные процессы в основном определяются величиной потоков iJ  и vJ , 
а не их разностью, которая мала. 
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Из уравнений (2.21), (2.39) и (2.40) находим полный поток МА на сток 
 

iis
s
i CDZJ  ,      vv rZ 4 ,       1)ln(2  DD rLZ  ,      (2.41) 

 
где sZ  – эффективность захвата ТД стоком типа s , L  – среднее расстояние 
между стоками, Dr  – радиус захвата дислокации.  
 Полные потоки вакансий и примеси, нормированные на поток МА, 

s
i

s
Av

s
Av JJQ ,,  , удовлетворяют уравнениям [53, 54]  

 

    








 A

s
A

C

C A

As
A

s
v

ABe
vAv

s
A

s
vii CG

dCQQ
CCCd

QQCD
)(

)(exp)(1 
 ,    (2.42) 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]s s
A A B A B A v B A B A AG C Q C C C C Q C C C C C            , 

 

    






 

AB

ABs
v

s
Aii

e
vvAv CC

CCQQCDCCd 
 11 ,                (2.43) 

 
где ./ BvAv dd  
 В этих уравнениях концентрация примеси на стоке s

AC  также 
неизвестна. Исключая s

AQ  и s
vQ  из (2.42) с помощью (2.22) и (2.43), можно 

получить замкнутое уравнение для s
AC , вид которого не зависит от типа 

стока. Следовательно, на всех стоках поддерживается одинаковая 
концентрация примеси, что согласуется с соотношением (2.33). Используя 
этот результат совместно с уравнениями (2.22), (2.43) и (2.35), можно легко 
показать, что средние концентрации дефектов связаны соотношением 
    e

vv
eff
ve

vv
AB

AB
Bvii CCDCC

CC
CCdCD 

 
             (2.44) 

 
и поток вакансий равен потоку МА  
 

s
i

e
vv

eff
vs

s
v JCCDZJ  )( .                             (2.45) 

 
Отметим, что здесь эффективности захвата не зависят от типа дефектов. 
Уравнения (2.44) и (2.45) не противоречат точным соотношениям. Подстав-
ляя выражения для потоков ТД в (2.35), получаем уравнения баланса для 
средних концентраций ТД 
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02  iiviiR CDkCCDK  , (2.46) 
 

0)(2  e
vv

eff
vviiR CCDkCCDK  , (2.47) 

 
где полная мощность стоков определена как обычно: 

Dvvv ZdrrfZk   )(2 . 
 Эти уравнения подобны общеизвестным уравнениям скоростей 
реакций для чистых металлов, но имеется существенное отличие. Как 
показывают уравнения (2.30), (2.31), (2.45) и (2.47), миграция вакансий 
в поглощающей среде описывается эффективным коэффициентом диф-
фузии eff

vD , который зависит от кинетических коэффициентов МА. 
Причина такой зависимости в том, что микроскопические потоки вакансий 
и МА связаны через концентрацию примеси (см. уравнения (2.8), (2.9) 
и (2.15)). 
 Решение уравнений (2.46) и (2.47) для vC  имеет вид 
 















 



 


141

2
1

222

R

e
veff

vRR

e
v

e
vv

kC
D
KkCCC  .          (2.48) 

 
 Проведенное выше рассмотрение справедливо в нулевом порядке по 
параметру разложения s

infs Rr  (или Lrs ). Укажем путь, как оценить 
поправки более высокого порядка к эффективности захвата стоков.  
 Для этой цели в случае чистых металлов было разработано два 
подхода – модель эффективной поглощающей среды [57] и метод областей 
влияния [58]. В первом случае для нахождения потока дефектов к стоку 
заданного типа и, следовательно, эффективности захвата реальное 
распределение дискретных стоков, окружающих выбранный сток, 
заменяется однородной поглощающей средой. Математически такое 
размазывание соответствует введению дополнительных членов e

nK  и 
nnn CDk 2  в уравнение (2.19) в качестве замены граничных условий на всех 

других стоках за исключением рассматриваемого стока. После того как 
потоки на каждый сток будут найдены, полная скорость тепловой 
генерации дефектов e

nK  и полная мощность стоков 2
nk , могут быть связаны 

свойствами реальной системы.  
 Чтобы обобщить этот подход на сплавы, необходимо задать зави-
симость свойств эффективной среды от состава сплава. Здесь предлагается 
следующий регулярный способ. Слагаемые, описывающие кинетику дефек-
тов в эффективной среде, могут быть получены однозначно только из 
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уравнений приближения нулевого порядка. Согласно (2.46) и (2.47), 
профили концентраций ТД около стока, вложенного непосредственно в 
эффективную поглощающую среду, определяются из решения уравнений 
 

02  iiiiviiR CDkdivCCDK j ,              (2.49) 
   02  e

vv
eff
vvvviiR CCDkdivCCDK j ,           (2.50) 

 

iii CDj ,            e
vv

eff
vv CCD j                  (2.51) 

 
c граничными условиями (2.21) и (2.40). ssn NZk 2  – полная мощность 
стоков, выраженная через эффективности захвата snZ , и плотности стоков 

sN . Эффективности захвата snZ  определяются самосогласованно.  
 В предыдущем разделе было показано, что в пространстве между 
стоками vi jj   и 0Aj . Очевидно, такие же соотношения должны 
выполняться в эффективной среде. Кроме того, соотношение (2.29) также 
должно выполняться (по крайней мере, в среднем, то есть вдали от стока). 
Из этих требований с необходимостью следует, что 22

vi kk  . Благодаря 
специфическому виду потоков дефектов, уравнения (2.46) и (2.47) могут 
быть решены отдельно, если пренебречь объемной рекомбинацией. 
Очевидно, что решения для iiCD  и )( e

vv
eff
v CCD   (зависимости от 

пространственных координат), полученные таким образом, совпадают друг 
с другом, а также с решениями для чистых металлов. Следовательно, все 
выражения для эффективностей захвата стоков в чистых металлах 
справедливы также в случае сплавов (если, конечно, взаимодействие между 
стоками и ТД отсутствует). 
 Важно отметить, что результаты двух предыдущих разделов также 
применимы к сплаву с ограниченной растворимостью, если частицы второй 
фазы не образуются на стоках, то есть если e

A
s
A CC   (где e

AC  – раство-
римость примеси). 

2.3. Устойчивость  

квазистационарного состояния 

 Результаты, полученные в предыдущих разделах, справедливы для 
стационарного (или квазистационарного) состояния сплава под облучением. 
Возникает вопрос: являются ли найденные решения устойчивыми, и если 
да, то за какое время достигается стационарное состояние? Для ответа на 
этот вопрос рассмотрим сплав с неограниченной растворимостью компо-
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нентов (без выделений новой фазы) и исследуем устойчивость стацио-
нарного решения уравнений (2.7), (2.8), (2.14)-(2.17) относительно малых 
пространственно-периодических возмущений состава сплава и концент-
рации ТД. Выберем возмущения в виде  
 

 tiC Avi qrexp~~
,, ,                                   (2.52) 

 
где 1q  много меньше характерного масштаба изменения стационарных 
концентраций. Линеаризуя уравнения (2.7), (2.8), (2.14)-(2.17) по этим 
возмущениям, получаем систему уравнений для амплитуд возмущений, 
условие разрешимости которой дает следующее характеристическое 
уравнение: 
         0detdet 23  ikikik MTrTr  ,     (2.53) 
 
где ik  – действительная матрица: 
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,  (2.54) 

  Tr  – след матрицы ik ,  MTr  – след матрицы миноров первого 
порядка, viC ,  – стационарные локальные значения концентраций ТД, 
которые удовлетворяют соотношению (2.29) [122].  
 Коэффициенты характеристического уравнения (2.53) являются 
инвариантами матрицы ik . С точностью до слагаемых, пропорцио-
нальных малым параметрам 1, Avi CC  и 1iv DD , они имеют вид: 
 

    ivRAvi DCqTr   2 ,    (2.55) 
 

    vviiRviAiAvvi CDCDDqDqMMTr   22
33 ,    (2.56) 
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Здесь Avi  ,,  – корни уравнения (2.53) ( Avi   ). 
Нетрудно убедиться, что коэффициенты характеристического уравнения 
удовлетворяют критерию Рауса–Гурвица [123] 
 

  0Tr ,             detMTrTr ,          0det  .           (2.58) 
 
Поэтому все корни уравнения (2.53) являются отрицательными и действи-
тельными. Это означает, что стационарное состояние асимптотически 
устойчиво. 
 Найдем характерные времена релаксации возмущений концент-
раций ТД vi ,  и атомов примеси A . Так как диффузионные подвижности 
МА, вакансий и атомов примеси сильно отличаются, то Avi   , 
причем i  определяется максимальным (по абсолютной величине) собст-
венным значением матрицы , ( 1 ii  ), а A  – минимальным 
собственным значением ( 1 AA  ). Следовательно, с помощью (2.55)-(2.57) 
получаем: 
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Возмущения концентраций представимы в виде: 
     

k
knkn tCC exp~ r ,       Avikn ,,,  .                 (2.62) 

 
 Эволюция возмущений происходит следующим образом: сначала за 
времена i  и v  затухают быстроменяющиеся моды (первое и второе 
слагаемые в (2.62)), то есть возмущения концентраций ТД подстраиваются 
под локальные значения концентрации примеси. Затем все возмущения 
релаксируют с характерным временем A . 
 Множитель при 2q  в выражении для времени релаксации совпа-
дает с коэффициентом радиационно-ускоренной диффузии примеси 
в окрестности когерентного выделения при дополнительных условиях 

0 vi jj  (см. (3.7)). Второе слагаемое в (2.61) описывает влияние 
рекомбинации на релаксационные процессы. Хотя это слагаемое может 
быть отрицательным, оно по абсолютной величине меньше первого. 
Заметим, что при 1  соотношение (2.61) переходит в аналогичное 
соотношение, полученное в работе [37] в адиабатическом приближении, то 
есть при 0, vi . 
 Очевидно, что для достижения стационарного состояния время 
облучения должно быть больше времени релаксации малых возмущений 
состава сплава. С понижением температуры A  растет, поэтому при низких 
температурах стационарное состояние не достигается за разумное время 
облучения. Как будет показано ниже в разделе 4.3, именно по этой причине 
наблюдается низкотемпературная граница радиационно-индуцированной 
сегрегации в бинарном сплаве при бескаскадном электронном облучении. 
 В заключение этого раздела необходимо указать на работы [61, 62], 
в которых обсуждается устойчивость однородного распределения компо-
нентов сплава, описываемых системами уравнений общего вида. Однако 
в этих работах механизмы переноса атомов не конкретизируются, а выяс-
няются лишь свойства матрицы коэффициентов диффузии, выполнение 
которых необходимо для устойчивости сплава.  

2.4. Выводы  

1. Сформулирована модель радиационно-индуцированной сегрегации 
в концентрированных бинарных сплавах.  

2. Если отсутствуют упругое взаимодействие ТД со стоками и асимметрия 
граничных условий для ТД на стоках разного типа, то на любом стоке 
поток вакансий равен потоку МА. Радиационно-индуцированная 
сегрегация не приводит к возникновению эффектов предпочтения 
в сплаве без выделений на стоках.  
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3. Построены уравнения баланса для средних концентраций радиацион-

ных ТД. Показано, что в бинарных сплавах поглощение МА и вакансий 
в эффективной среде описывается слагаемыми   
 

iiCDk 2 ,     )(2 e
vv

AB

AB
Bv CCCC

CCdk 
 
 , 

 
где 2k  задается выражением, полученным для чистых металлов (если 
пренебречь взаимодействием между ТД и стоками). Указан путь пост-
роения модели эффективной среды с учетом конечности объемной доли 
стоков ТД. 

4. Проведен анализ устойчивости стационарного распределения компо-
нентов в облучаемом сплаве относительно пространственных флук-
туаций состава сплава и показано, что стационарное состояние асимпто-
тически устойчиво. Найдено характерное время релаксации малых 
возмущений состава сплава, которое можно использовать для оценки 
времени формирования сегрегационного профиля концентрации 
вблизи стока ТД. 

Результаты данного раздела опубликованы в работах [52-54, 119, 120, 122]. 

3. ФАЗОВАЯ СТАБИЛЬНОСТЬ  

ПРИ БЕСКАСКАДНОМ ОБЛУЧЕНИИ 

 В этом разделе рассмотрено влияние сегрегации на рост выделений 
второй фазы в концентрированном бинарном сплаве с учетом структуры 
межфазной границы. Найдены условия устойчивости когерентных 
и некогерентных выделений новой фазы и сформулирован метод построе-
ния структурно-фазовых диаграмм облучаемых сплавов.  

3.1. Рост выделений под облучением 

 Предположим, что сплав содержит выделения второй фазы 
с концентрацией примеси больше, чем средняя концентрация примеси 
в матрице, A

P
A CC  . В этом случае эволюция выделения контролируется 

диффузией примеси. Скорость роста выделения радиуса R  и полный поток 
примеси к выделению AJ  связаны соотношением 
 

RrA
P
A

A
CC
J

dt
dRR

24 .  (3.1) 
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Благодаря связи между потоком примеси и потоками ТД скорость роста 
выделения сильно зависит от структурного состояния выделения, то есть 
содержит межфазная граница (или само выделение) сток для ТД или нет. 
Здесь будет рассмотрено два предельных случая межфазной границы 
выделение-матрица, а именно полностью когерентные и полностью 
некогерентные границы. 

3.1.1. Когерентное выделение 
 Будем считать, что выделение имеет полностью упорядоченную 
идеальную когерентную границу. Такая граница является прозрачной для 
ТД, так как не имеет дефектных участков, которые могли бы поглощать ТД. 
По этой причине в окрестности изолированного когерентного выделения, 
расположенного вдали от стоков, потоки ТД малы по сравнению с потоками 
ТД на сток. Миграция ТД через границу когерентного выделения и вблизи 
него может быть обусловлена разными причинами: отклонением концент-
рации от квазистационарных значений; движением самой границы; 
наличием стоков вокруг выделения, которые формируют диффузионные 
поля ТД. 
 Рассмотрим каждую из этих причин. За время много меньшее 
времен диффузии атомов примеси и смещения межфазной границы 
концентрации ТД подстраиваются под значения, соответствующие 
локальному составу сплава [53]. В общем случае квазистационарные 
концентрации ТД внутри и снаружи выделения отличаются, из-за этого 
появляются потоки ТД через движущуюся межфазную границу. Однако эти 
потоки малы по сравнению с потоком атомов примеси (в меру малости 

Avi CC , ) и слабо влияют на условие устойчивости когерентного выделения 
[53]. Что касается потоков ТД на далекие стоки, окружающие выделение, то 
вносимые ими относительные искажения диффузионного профиля примеси 
вблизи когерентного выделения порядка 122 Lr  (здесь r  – расстояние 
от центра выделения, L  – среднее расстояние между стоками). Эти 
искажения приводят к диффузионному взаимодействию выделения со 
стоками, в результате которого происходит перекачка примеси либо из 
окрестности выделения к стоку (если примесь сегрегирует к стокам, 
например, Si в Ni), либо от стока к выделению (например, Al в Ni). 
Очевидно, что относительное изменение средней концентрации примеси в 
окрестности выделения, вызванное диффузионным взаимодействием, 
порядка относительного объема обедненных (или обогащенных) зон вблизи 
стоков, который при малой объемной доле макродефектов также мал. 
 Таким образом, с точностью до поправок, пропорциональных LR , 
в приближении малой объемной доли стоков, квазистационарные профили 
концентраций диффузантов вблизи когерентного выделения удов-
летворяют уравнениям [124]: 

0 vi jj ,                                             (3.2) 



92                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 

0Adivj .                                              (3.3) 
 
При малой объемной доле макродефектов основное изменение 
концентраций происходит вблизи выделения на расстояниях порядка 
нескольких R , поэтому вдали от выделения концентрации ТД и примеси 
с хорошей точностью равны их средним значениям 
 

nRrn CC  ,              viAn ,, .  (3.4) 
 
Будем рассматривать диффузионно-лимитируемый случай, считая, что 
вблизи границы выделения поддерживается равновесное значение кон-
центрации атомов примеси R

AC  
 

 R
ARrA CC  .                                            (3.5) 

 
Из уравнений (3.2) следуют соотношения  
 

iiii CDCD  ,         vvvv DCDC / ,    (3.6) 
 
используя которые записываем Aj  в виде 
 

A
i

iAiBi

v

vBvAv
A C

D
C

D
Cdd 


  j .     (3.7) 

 
Из решения диффузионной задачи (3.3)-(3.7) получаем полный поток 
примеси к границе когерентного выделения 
 

)(4 R
AA

irr
cohAA CCRDJ   ,  (3.8) 

 
где 

R
i

i
R
AiBi

v

vBvAvirr
cohA D

C
D

CddD      (3.9) 

 
является эффективным коэффициентом радиационно-ускоренной диффу-
зии примеси вблизи когерентного выделения (верхний индекс R  относится 
к величинам на межфазной границе выделение-матрица).  
 Как показывает уравнение (3.8), облучение ускоряет диффузию 
примеси, в то время как зависимость потока от пересыщенности примеси не 
изменяется. Следовательно, критерий стабильности твердого раствора 
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относительно зарождения когерентных выделений остается таким же, как 
без облучения, а именно средняя концентрация примеси должна быть 
ниже, чем предел растворимости примеси R

AR
e
A CC  lim .  

 Уравнение (3.8) объясняет, почему и тепловая [125], и радиационно-
ускоренная коалесценция [126] когерентных выделений ' -фазы в сплавах 
на основе Ni подчиняется одному и тому же кинетическому закону 31tR  , 
предсказываемому теорией Лифшица–Слёзова для тепловой коалесценции 
[113] ( R  – средний радиус когерентных выделений). 
 Без облучения коэффициент взаимной диффузии примеси в окрест-
ности когерентного выделения имеет вид:  
 

BBvAAv

e
vBvAve

cohA CdCd
CddD  .  (3.10) 

 
Следует отметить, что в работе [127] при рассмотрении тепловой 
коалесценции когерентных выделений с учетом сохранения объема было 
получено подобное выражение. Кроме того, в работе [128], используя 
уравнение (3.10), было получено хорошее согласие между расчетными 
величинами эффективной диффузионной подвижности и величинами, по-
лученными из экспериментального исследования тепловой коалесценции. 
 Для описания взаимной диффузии в бинарных сплавах часто 
используется коэффициент диффузии в форме Даркена [129]  
  **~

ABBA DCDCD  ,          
A

A

B

A
CTk

C

  ,                  (3.11) 

 
где *

AD  и *
BD  – коэффициенты самодиффузии компонентов, 

  - термодинамический фактор и A  – химический потенциал.  
 Феноменологическая теория Даркена основана на предположении 
о локальном равновесии вакансий [130, 131]. Это предположение не всегда 
выполняется, хотя бы потому, что в диффузионной зоне часто наблюдается 
образование пор при конденсации неравновесных вакансий (прямой 
эффект Киркендалла [132, 133]). Кроме того, коэффициент диффузии 
Даркена соответствует «макроскопической» диффузии на расстояния 
больше расстояния между стоками [131]. Взаимная диффузия в прост-
ранстве между стоками с учетом неравновесных вакансий (без облучения) 
рассматривалась в работах Назарова и Гурова [134-136]. Ими было 
предложено следующее выражение для коэффициента взаимной 
диффузии: 

**

**

BBAA

BA
NG DCDC

DDD  . (3.12) 
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В дальнейшем подход Назарова–Гурова получил развитие в работах Гусака 
(см. например [131, 137, 138] ). 
 Видно, что коэффициенты диффузии (3.10) и (3.12) фактически 
имеют одинаковый вид, хотя были получены разными способами.  

3.1.2. Некогерентное выделение 
 В отличие от когерентного выделения, граница некогерентного 
выделения, аналогично границам зерен, является хорошим стоком для ТД, 
следовательно, в диффузионно-контролируемом случае термически равно-
весные концентрации вакансий и МА поддерживаются на некогерентной 
границе. В нулевом порядке по параметру LR  профили концентраций 
ТД и примеси вблизи некогерентного выделения радиуса R  могут быть 
найдены из решения диффузионной задачи, подобной задаче, рассмот-
ренной выше для поры 
 

0ndivj ,     viAn ,, ,                                  (3.13) 
 

nrn CC  ,                                                 (3.14) 
 

R
ARrA CC  ,      e

vRrv CC  ,      0RriC .                  (3.15) 
 
Как следует из уравнений (3.13)-(3.15), полный поток МА к некогерентному 
выделению имеет вид 
 

iii CDRJ 4 .                                      (3.16) 
 
Полные потоки вакансий vJ  и примеси AJ  удовлетворяют системе 
уравнений [53, 54]  
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Заметим, что замена 
1

ln24





R
LR   и ),,( ivAnIJ nn   

в уравнениях (3.16)-(3.18) дает уравнения для потоков на единицу длины 
цилиндрического некогерентного выделения (или выделения на краевой 
дислокации) [53]. 
 Решения уравнений (3.17) и (3.18) были проанализированы 
в различных предельных случаях в работах [53, 124]. Например, если 

1AC  и 1, AA CC  , из уравнений (3.17) и (3.18) получаем 
 

)(4 e
vvBvv CCRdJ   ,                                   (3.19) 
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Сравнение уравнения (3.8) с уравнением (3.20) показывает, что условие 
равновесия некогерентного выделения с твердым раствором изменяется под 
облучением. Радиационно-индуцированные потоки ТД к некогерентному 
выделению приводят к предпочтительному переносу одного из элементов 
сплава к выделению, но обратной диффузии этого элемента препятствует 
взаимная рекомбинация вакансий и МА на некогерентной межфазной 
границе. Видно, что роль предела растворимости примеси относительно 
некогерентных выделений играет величина R

AR
irr
A CC  lim . По аналогии 

с термически равновесной концентрацией, irr
AC  может быть названа 

кинетически равновесной концентрацией примеси. Подставляя 0AJ  и 
R  в уравнения (3.17) и (3.18), получаем соотношение между тепловой 

и радиационно-модифицированной растворимостями при произвольных 
величинах диффузионных коэффициентов 
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Если irr

AA CC  , некогерентные выделения и выделения, связанные со 
стоками, растворяются под облучением. Как и следовало ожидать, 
уравнение (3.21) согласуется с точным соотношением (2.33). 
 Чтобы найти irr

AC  как функцию условий облучения, нужно выра-
зить среднюю концентрацию вакансий, входящую в уравнение (3.21) через 
скорость создания смещений и параметры микроструктуры сплава. Для 
этой цели используем уравнения скоростей реакций, полученные выше. 
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При irr

AA CC   сплав не содержит некогерентные выделения. Единст-
венными стоками для ТД являются поры и дислокации, причем потоки 
примеси на них отсутствуют. Следовательно, требуемая средняя концент-
рация вакансий определена соотношением (2.48), если AC  заменить на 

irr
AC . 

3.1.3. Рост слоя новой фазы на поре 
 Важно  отметить,  что основные результаты предыдущего раздела, 
касающиеся особенностей роста некогерентных выделений в облучаемом 
сплаве, качественно справедливы также для когерентных выделений, 
расположенных на стоках ТД (или в непосредственной близости от них). 
Отличие состоит в том, что вакансии и МА рекомбинируют не на границе 
выделения с матрицей, а на стоке ТД, который содержится в этом выде-
лении. Кроме того, скорость изменения объема выделения может зависеть 
от нескомпенсированного потока ТД одного из сортов (от разности vi JJ  ). 
 Рассмотрим рост выделения, представляющего собой слой новой 
фазы, окружающий пору радиуса Vr . Внешняя когерентная межфазная 
граница расположена на расстоянии R  от центра поры. Учитывая связь 
между потоками компонентов сплава и потоками ТД viBA jjjj  , 
нетрудно выразить скорости изменения объема поры и объема выделения 

PV  через полные потоки примеси и ТД при Rr  : 
 

iv
V

v JJ
dt

drr 24  ,                                   (3.22) 

  
R
A

P
A

iv
R
AAP

CC
JJCJ

dt
dV


  .                                  (3.23) 

 
Для нахождения потоков AJ , vJ  и iJ  в диффузионно-лимитируемом 
случае уравнения (3.13) необходимо дополнить уравнениями диффузии ТД 
внутри выделения и условиями сшивки концентраций и потоков ТД внутри 
и снаружи выделения. В некоторых сплавах достаточно решить внешнюю 
диффузионную задачу в области infRrR  . Так, если коэффициенты 
диффузии ТД внутри выделения такого же порядка или больше, чем в 
окружающем материале, а толщина слоя новой фазы мала VV rrR  , то 
значения концентраций ТД на когерентной границе при Rr   мало 
отличаются от равновесных значений на границе поры при Vrr  . 
Следовательно, для определения потоков примеси, вакансий и МА можно 
воспользоваться уравнениями (2.22) и (2.43). В этом случае слой новой фазы 
не влияет на рост поры. Для поры критического радиуса, который 
определяется условием iv JJ  , выражения для потоков AJ  и vJ  на 
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границу выделения совпадают с выражениями, полученными в преды-
дущем разделе. Для иллюстрации влияния процессов роста поры на 
скорость изменения объема выделения рассмотрим предельный случай   . Используя (2.22), можно показать, что 
     R

v

R
AAv

iv
R
AAR

vv

BvAviv
A D

CdJJCC
DD
ddJJJ 


1 ,            (3.24) 
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R
v CdCdD  . 

 
Второе слагаемое в (3.24), как и следовало ожидать, является 
несущественным, если ivA JJJ  . При условии iviv JJJJ , , 
которое в облучаемом сплаве выполняется практически всегда, первое 
слагаемое в (3.24) имеет вид потока примеси на границу некогерентного 
выделения  R

AA
irr

incAA CCRDJ  4 , (3.25) 
 
где коэффициент радиационно-стимулированной диффузии примеси имеет 
вид 
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R
JD  ,                 (3.26) 

 
а поток вакансий удовлетворяет уравнению. 
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Подставляя (3.24) в (3.23), получаем 
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
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
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Второе слагаемое в этом выражении описывает влияние поры на рост слоя 
новой фазы, его знак при фиксированном значении  зависит от знака 
скорости роста поры. Например, в случае растущей поры ( iv JJ  ) 
миграция избыточных вакансий преимущественно по позициям атомов 
сорта А ( BvAv dd  ) приводит к обеднению твердого раствора примеси 
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вблизи выделения, и поэтому дает отрицательный вклад в скорость 
изменения объема выделения. Как показывает (3.28), рост поры может 
существенно влиять на рост выделения, если R

AA CC ~ , то есть вблизи 
границы устойчивости выделения. 

3.1.4. Выделение на дислокации 
 Рассмотрим рост когерентного цилиндрического выделения радиуса 

Pr , которое содержит внутри себя краевую дислокацию. За счет преиму-
щественного поглощения МА дислокация в облучаемом сплаве переме-
щается. Предполагая, что взаимное расположение дислокации и выде-
ления при этом не изменяется, и используя связь между потоками ТД 
и компонентов сплава, можно найти скорость переползания дислокации 
 

1)(  bIIv vi                                    (3.29) 
 
(здесь b  – вектор Бюргерса) и скорость изменения площади поперечного 
сечения выделения 
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P
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A

P
A

iv
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AAP
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dt
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
 )( .                            (3.30) 

 
Для определения полных потоков ivA III ,,  на единицу длины выделения 
необходимо решить диффузионные уравнения в цилиндрической области 
радиуса infR  вокруг выделения, которая не содержит другие дефекты 
структуры кристалла. Постановка задачи аналогична постановке задачи 
о росте сферического слоя новой фазы на поре.  
 Для достаточно больших Pr , когда можно пренебречь упругим 
взаимодействием ТД с ядром дислокации и при тех же предположениях 
о диффузии ТД внутри выделения, что и в предыдущем разделе, потоки 
дефектов и примеси на когерентное выделение, расположенное на 
дислокации, мало отличаются от потоков на некогерентное цилиндрическое 
выделение. Можно показать [53], что в нулевом приближении по малому 
параметру infP Rr /  для когерентного выделения, расположенного на 
дислокации, после замены  

nn IJ  ,       viAn ,, ,           1ln24  Pex rrR              (3.31) 

справедливы все результаты предыдущего раздела. 
 Конечно, приведенные здесь рассуждения не могут претендовать на 
полноту и в основном носят качественный характер. При последовательном 
решении задачи о росте выделения на краевой дислокации необходимо 
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учитывать упругое взаимодействие ТД с ядром дислокации, зависимость 
упругих модулей материала от концентрации примеси, различие 
дилатационных объемов МА различных сортов. 

3.2. Структурно-фазовые диаграммы 

 Устойчивость сплава под облучением существенно зависит от типа 
границ выделений и определяется не только термодинамическими, но и 
кинетическими факторами, такими как диффузионные константы 
компонентов сплава, средние концентрации неравновесных ТД. Резуль-
таты исследования фазовой стабильности удобно представить на радиа-
ционно-модифицированной фазовой диаграмме [139], которую будем также 
называть структурно-фазовой диаграммой, чтобы подчеркнуть зависимость 
стабильности сплава как от структуры межфазных границ, так и от 
микроструктуры матрицы.  
 Расчеты были проведены для двух типов сплавов – Ni-Si и Ni-Al, 
поведение которых под облучением качественно отличается (см. [3, 4]). 
В сплаве типа Ni-Si примесь накапливается у стоков ТД, что соответствует 
значениям 1  (отрицательный показатель степени в соотношении 
(3.21)). При 1  (сплав типа Ni-Al) потоки ТД и примеси направлены в 
противоположные стороны, поэтому в окрестности стоков образуются 
обедненные зоны. На рис. 3.1 показаны диаграммы для сплава Ni-Si ( 1 , 
атомы примеси предпочтительно мигрируют по междоузельному 
механизму) и сплава Ni-Al ( 1 , примесь переносится преимущественно 
по вакансионному механизму).  
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Рис. 3.1. Радиационно-модифицированные фазовые диаграммы бинарных  
сплавов: а) H  = 0, б) H  = 0. Пунктирной линией показана термическая  
когерентная растворимость, измеренная в работе [125]. Сокращения Тв. Р., 
Ког. В. и Неког. В. означают «твердый раствор», «когерентные выделения»  

и «некогерентные выделения», соответственно 
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 Видно, что существует два типа диаграмм, в зависимости от направ-
ления сегрегации примеси. Кривая растворимости расщепляется на две 
кривые. Новая кривая представляет собой зависимость irr

AC  от темпе-
ратуры. Для построения этой кривой уравнения (2.48) и (3.21) были решены 
численно при 610K  сна/с и 142 10k  м-2. Параметры, общие для обоих 
сплавов, такие же, как и для чистого никеля (табл. 3.1). Диффузионные 
коэффициенты задавались в обычном виде:  
 

)exp(0 TkHdd B
m
MnnMn  ,        vinBAM ,;,  ,             (3.32) 

 

где m
MnH  – энергия миграции соответствующего дефекта. Чтобы показать 

чувствительность irr
AC  к изменению энергий активации, вычисления были 

выполнены для нескольких величин параметров m
Bi

m
Ai

i
AB HHHH    

и AvBv HHH  . 
Таблица 3.1 

Значение физических параметров, использованных для модельных 
расчетов структурно-фазовых диаграмм сплавов Ni-Si и Ni-Al 

Параметр Численное значение 
Ni-Si ( 1 ) Ni-Al ( 1 ) 

Скорость создания смещений K , сна/с 10-10 ... 10-2 

Мощность стоков 2k , м-2  1014 

Константа рекомбинации R , м-2  1021 
Коэффициент диффузии вакансий по 
атомам B Bvd , м2/с  

                                              а) 
1,3х10-5exp( –1,18эВ/kBT) 

Равновесная концентрация  
вакансий e

vC , ат. доли  
                                              а) 
exp(2 –1,7эВ/kBT) 

Энергия активации миграции  
МА сорта B m

BiH , эВ 
                                              б) 
0,15 

Предел растворимости примеси 
)/exp(0 TkECC BA

e
A

e
A  , ат. доли 

e
AC 0 = 0,283   в) 
AE = 0,077 эВ 

e
AC 0 =0,255  в) 
AE = 0,062 эВ 

m
Bi

m
Ai

i
AB HHHH   ,  эВ  0,14г);    0,05;   1 0   

AvBv HHH  ,  эВ 0 0,05;    0,1;    1 
а) Согласуется с данными по самодиффузии в чистом Ni [140].  
б) Значения для чистого Ni [141]. 
в) Измерения для сплавов Ni-Si и Ni-Al [125]. 
г) Получено подстановкой в соотношение для H  экспериментальных значений 
энергии связи i

ABH  = 0,23 эВ и энергии миграции m
AiH  смешанной гантели Ni-Si 

в разбавленном сплаве [142].  
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 Тепловой и радиационно-модифицированный предел раствори-
мости делит структурно-фазовую диаграмму на три области (рис. 3.1). 
Однофазная область расположена слева от обеих кривых. В зависимости от 
величины отношения кинетических коэффициентов  , между кривыми 
твердый раствор сосуществует либо с некогерентными выделениями, либо с 
когерентными выделениями. Правее двух кривых все выделения 
устойчивы независимо от структуры их границы и связи со стоками.  
 В случае сплава Ni-Al рассмотрение роста выделения имеет смысл 
при концентрациях примеси меньше, чем концентрация примеси в  '-
выделении (Ni3Al), то есть при AiC  < 0,25. Это означает, что в сплаве типа 
Ni-Al при температурах ниже критической incT  некогерентные выделения 
и выделения на стоках являются неустойчивыми под облучением 
(рис. 3.1б). 
 Как показано на трехмерных диаграммах (рис. 3.2), расположение 
радиационно-модифицированного предела растворимости зависит от ско-
рости создания смещений. В плоскости нулевой скорости создания сме-
щений схематично показаны равновесные фазовые диаграммы сплавов Ni-
Si и Ni-Al. 
 

а 
     

б 
 

 
Рис. 3.2. Трехмерные структурно-фазовые диаграммы  

сплавов Ni-Si (а) и Ni-Al (б) 
 

 Сечение трехмерной диаграммы плоскостью постоянной концент-
рации примеси представляет собой диаграмму устойчивости для сплава 
данного состава (рис. 3.3). Как показывает рис. 3.3а, в случае сплава типа 
Ni-Si ( 1 ) некогерентные выделения и выделения на стоках могут 
формироваться даже в недосыщенном твердом растворе, если скорость 
создания смещений выше, чем пороговая скорость создания смещений. 
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Напротив, при 1  термически устойчивые выделения, содержащие стоки 
дефектов, растворяются при достаточно высокой скорости создания 
смещений (рис. 3.3б). Пороговая скорость создания смещений как функция 
температуры может быть найдена из уравнений (2.48) и (3.21) 
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Рис. 3.3. Диаграммы устойчивости сплавов заданного состава.  
Вблизи кривых указана соответствующая концентрация примеси.  

eT  – температура когерентной растворимости 

3.3. Сравнение  с  экспериментальными 

наблюдениями 

 Автору не известны работы, в которых были бы построены 
экспериментальные или теоретические диаграммы для сплавов типа Ni-Al 
( 1 ). Что касается сплавов с 1 , диаграмма устойчивости, представ-
ленная на рис. 3.3a подобна экспериментальным диаграммам сплавов Ni-Si 
и Al-Zn [14, 50]. Экспериментальные исследования сплава Al-Zn 
показывают, что полукогерентная гексагональная  -фаза выпадает под 
облучением при температурах значительно выше температуры раство-
рения цинка [50]. Экспериментальная радиационно-модифицированная 
фазовая диаграмма сходна с диаграммой, показанной на рис. 3.1a. 
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 Результаты расчетов для сплава Al-Zn показаны на рис. 3.4 и 3.5. 
Чтобы использовать подход, предложенный в этом разделе, предпо-
лагалось, что полукогерентная межфазная граница между частицей   -фазы и матрицей является хорошим стоком для ТД. Тепловая 
концентрация вакансий и диффузионный коэффициент BvvAl dd ,  были 
выбраны такими же, как и для чистого Al, мощность стоков k2 = 1015 м-2. 
Параметры H  и H  систематически варьировались, чтобы получить 
хорошее согласие расчетных кривых с экспериментальными данными. 
Кривые на рис. 3.4 и 3.5 построены для H  = 0,3 эВ и H  = 0,2 эВ.  
 Для сравнения на рис. 3.4 также показан предел растворимости, 
вычисленный в работе [50]. В отличие от подхода, описанного в этом 
разделе, авторы работы [50] рассматривали кинетику зарождения коге-
рентных выделений в разбавленных твердых растворах; предполагалось, 
что на межфазной границе зародышей содержатся центры захвата для ТД. 
Однако оба подхода имеют общую черту, а именно необратимость 
рекомбинации МА и вакансий на некогерентной межфазной границе или 
на ловушках ТД, что и является причиной изменения предела раство-
римости. 
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Рис. 3.4. Радиационно-модифицированная фазовая диаграмма сплава Al-Zn.  
1 – K = 1,5x10-2 сна/с, 2 – K = 1,5x10-3 сна/с. Сплошной линией показана  

некогерентная растворимость согласно уравнениям (2.48) и (3.21).  
Штрихпунктирная линия – предел растворимости, измеренный в работе [50]. 

Штриховая линия – результаты расчетов работы [50] 
 
 На рис. 3.5 показаны условия облучения, необходимые для выпа-
дения выделений Zn. Без облучения твердый раствор неустойчив при 
температурах ниже температуры растворения Zn, eT . При увеличении 
скорости создания смещений температурный диапазон неустойчивости 
расширяется.  
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 В соответствии с уравнением (3.33), положение границы раздела 
между однофазной и двухфазной областями зависит от концентрации 
примеси. Согласие между расчетными кривыми и экспериментальными 
данными является хорошим, особенно принимая во внимание неопре-
деленность в параметрах материала. На рис. 3.5 также показана граница 
устойчивости (пунктирная кривая), рассчитанная в работе [143]. Согласно 
[143], выше этой кривой гомогенный твердый раствор неустойчив отно-
сительно пространственных флуктуаций состава сплава. 
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Рис. 3.5. Условия облучения для образования выделений Zn в сплаве Al-Zn. 
Сплошная и штриховая линии представляют собой пороговую скорость создания 
смещений согласно уравнению (3.33). Пунктирная линия – расчеты работы [143]. 
Экспериментальные точки относятся к сплаву Al-1,9ат%Zn [15], ( ) выпадение  -фазы, (о) частицы  -фазы не наблюдаются 

3.4. Обсуждение 

 В этом разделе когерентная и некогерентная межфазные границы 
рассматривались как предельные случаи полностью упорядоченной 
и полностью разупорядоченной межфазной границы, соответственно. 
Существует широкий спектр полукогерентных межфазных границ 
с промежуточной степенью упорядочения. Очевидно, по мере уменьшения 
несовершенства полукогерентной границы влияние радиационно-
индуцированной сегрегации на рост выделения также уменьшается. 
Соответственно, на радиационно-модифицированной фазовой диаграмме 
область стабильности полукогерентных выделений должна быть ограни-
чена кривой, находящейся между тепловым и радиационно-модифици-
рованным некогерентным пределом растворимости. 
 При построении фазовых диаграмм неявно предполагалось, что 
тепловые растворимости примеси по отношению к когерентным и некоге-
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рентным выделениям являются одинаковыми. В том случае, если они 
заметно отличаются, это может быть легко включено в описанный подход. 
 При каскадообразующем облучении при достаточно низких 
температурах каскады, пересекающие межфазную границу выделение-
матрица, растворяют выделение. Каскадное растворение приводит к сдвигу 
и когерентной и некогерентной растворимостей в область более высоких 
концентраций. Существующие модели каскадного растворения (или 
растворения атомами отдачи) не учитывают радиационно-индуцированную 
сегрегацию примеси (см. [17], а также ссылки, цитируемые в этой работе). 
Очевидно, в случае некогерентного выделения сегрегация либо способст-
вует каскадному растворению, либо конкурирует с ним, в зависимости от 
направления сегрегации примеси. Модель диффузии ТД и примеси, 
использованная здесь, хорошо подходит для описания совместного влияния 
сегрегации и каскадного растворения на растворимость примеси. 
Рассмотрение этой проблемы проводится в разделе 4 (см. также работы 
[64, 144-146]). 

3.5. Выводы 

1. Бескаскадное облучение приводит к ускорению роста когерентных 
выделений; при этом критерий стабильности твердого раствора 
относительно образования когерентных выделений остается таким же, 
как без облучения, а именно средняя концентрация примеси должна 
быть ниже, чем термический предел растворимости примеси.  

2. Радиационно-индуцированная сегрегация значительно влияет на рост 
некогерентных выделений. Выделения, расположенные на стоках ТД, 
ведут себя подобно некогерентным изолированным выделениям.  

3. Для описания устойчивости некогерентных выделений найден аналог 
термического предела растворимости примеси – кинетически 
равновесная концентрация примеси, которая зависит от условий 
облучения и диффузионных коэффициентов ТД. 

4. Результаты исследования фазовой стабильности представлены на 
радиационно-модифицированной фазовой диаграмме, которую также 
следует называть структурно-фазовой диаграммой, чтобы подчеркнуть 
зависимость стабильности сплава от структуры межфазных границ 
выделений. На этой диаграмме относительное расположение теплового 
и радиационно-модифицированного предела растворимости зависит от 
соотношения между кинетическими коэффициентами сплава 

AvBiBvAi Dddd /  . 
5. На диаграмме температура-скорость создания смещений область 

стабильности некогерентных выделений и выделений на стоках 
ограничена хорошо определенной кривой. Форма кривой зависит от 
типа сплава, который в данной модели определяется кинетическим 
параметром  . 



106                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 
6. Построены радиационно-модифицированные фазовые диаграммы 

сплавов Ni-Si, Ni-Al и Al-Zn. Для сплава Al-Zn проведено сравнение с 
экспериментальными диаграммами. 

 Результаты данного раздела опубликованы в работах [53, 54, 124, 
139, 147]. 

4. ВЛИЯНИЕ СЕГРЕГАЦИИ И КАСКАДНОГО 

РАЗУПОРЯДОЧЕНИЯ НА РАВНОВЕСИЕ ФАЗ 

 В этом разделе исследовано совместное влияние радиационно-
индуцированной сегрегации и каскадного растворения на рост и устой-
чивость когерентных и некогерентных выделений новой фазы в 
неупорядоченном сплаве замещения. Найдены радиационно-модифици-
рованные когерентная и некогерентная растворимости. Для сплавов Ni-Si 
и Ni-Al рассчитаны структурно-фазовые диаграммы в зависимости от 
условий облучения. Дано сравнение с экспериментальными данными. 

4.1. Формулировка модели 

 Пусть неупорядоченный двухкомпонентный сплав элементов A-B 
содержит когерентные или некогерентные выделения упорядоченной 
фазы, концентрация P

AC  компонента A в которых больше, чем в матрице. 
Рассмотрим диффузионно-контролируемый рост этих выделений при 
каскадообразующем облучении.  
 Для описания радиационно-индуцированной сегрегации будем 
использовать систему диффузионных уравнений, полученную в разделе 2: 
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AB
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iivAAvAvAvA CC

CCDCCdCCd 

j ,   

Bi

Ai
d
d .     (4.5) 

 
 Уравнение диффузии примеси содержит источник )(rg , который 
появляется вследствие каскадного растворения выделений. Для описания 
разупорядочивающего действия каскадов на выделение используется 
модель каскадного источника, аналогичная модели, описанной в работах 
[148, 149]. Предположим, что каскады разупорядочивают приповерх-
ностный слой выделения на глубину 1l  и частично выбрасывают примесь в 
матрицу, порождая в приповерхностном слое выделения неоднородность 
концентрации примеси с характерным пространственным масштабом l  
порядка или меньше размера каскада (рис. 4.1). Затем наступает стадия 
диффузионного расплывания этой неоднородности, что приводит к 
частичному восстановлению выделения, продолжающемуся до следующего 
попадания каскада.  
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Рис. 4.1. Модель каскадного источника 
 
 Если рассматривать этот процесс на временных интервалах, 
превышающих среднее время повторного попадания каскада в одну и ту же 
область поверхности выделения, то можно считать, что разрушение припо-
верхностного слоя выделения приводит к формированию квазиста-
ционарного слоя, обогащенного примесью. В этом приповерхностном слое 
толщиной l  действует источник примеси интенсивностью )(rg . Что 
касается повреждений, вызываемых каскадами внутри выделений 
упорядоченной фазы, предполагается, что они отжигаются достаточно 
быстро и не оказывают заметного влияния на эволюцию выделений (здесь 
не рассматривается образование разупорядоченных областей при закалке 
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термических пиков, которое может быть существенным при достаточно 
низких температурах облучения [150]). Очевидно, что 1l  и l  не превышают 
размер каскада. Описанная модель применима для выделений с 
размерами значительно больше размера каскада ( lR  ). Скорость 
изменения объема выделения имеет вид: 
 

KlR
CC
J

dt
dRR

RrA
P
A

A  1
24


24 ,      (4.6) 

 
где AJ  – полный поток примеси на выделение, RrAC   – концентрация 
примеси на границе выделения,   – эффективность разупорядочения 
(отношение количества разупорядоченных атомов на одну неравновесную 
пару Френкеля после окончания релаксации каскада).  
 Интеграл по объему, занимаемому источниками примеси, равен 
количеству атомов примеси, выносимому каскадами из выделения: 
  RrA

P
A

lR

R
CCKlRdrrrg 

   1
22 4)(4  .                   (4.7) 

 
 Для определения потока примеси AJ  решение уравнений сегре-
гационной модели (4.1)-(4.5), как и в предыдущем разделе, будем искать 
в области вокруг выделения, свободной от других макродефектов 
с граничными условиями для примеси (3.4) и (3.5).  
 Вид граничных условий для ТД на поверхности выделения зависит 
от структуры межфазной границы, поэтому дальнейшее рассмотрение 
проведем отдельно для когерентных и некогерентных выделений. 

4.1.1. Когерентные выделения 
 Идеальная  когерентная межфазная граница является прозрачной 
для ТД, потому что не содержит дефектных мест и не поглощает вакансии 
и МА. В приближении малой объемной доли стоков квазистационарное 
распределение примеси вокруг когерентного выделения описывается 
уравнениями: 

0 vi jj ,                                             (4.8) 
 

)(rj gdiv A                                              (4.9) 
 
с граничными условиями (3.4), (3.5). Из решения этой краевой задачи, 
которое аналогично решению, проведенному в разделе 3, находим полный 
поток примеси на когерентное выделение: 
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где величина irr

cohAD  совпадает с коэффициентом радиационно-
стимулированной диффузии (3.9) в случае бескаскадного облучения. 
 Подставляя (4.10) в (4.6), получаем скорость роста когерентного 
выделения: 
 

  


 



  lR

R
irr

cohA

R
AAR

A
P
A

irr
cohA drr

R
rrg

D
CC

CCR
D

dt
dR 2

)(1 .        (4.11) 

 
 Видно, что каскадное растворение приводит к появлению 
в выражении для скорости роста отрицательной добавки, вклад которой 
с понижением температуры растет. В отличие от бескаскадного облучения  
( 0)( rg ) при каскадообразующем облучении изменяется условие 
равновесия когерентного выделения. Средняя концентрация примесей 

irr
cohAC , при которой 0dtdR , является аналогом равновесной концент-

рации примеси в твердом растворе вблизи выделения радиуса R . 
В нулевом приближении по параметру Rl  (для крупных выделений) 
радиационно-модифицированная когерентная растворимость имеет вид 
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            (4.12) 

 
где KdKllD mixmix  15,0  – имеет смысл коэффициента диффузии 
вследствие радиационного перемешивания. Каскадные параметры 
объединены в один параметр mixd , который будем называть эффектив-
ностью каскадного перемешивания. 
 Хотя соотношение (4.12) является уравнением для определения 

irr
cohAC  ( irr

cohAD  зависит от irr
cohAC , см. (3.9)), оно, тем не менее, показывает, 

что каскадное растворение повышает предел растворимости примеси. Если 
пренебречь зависимостью irr

cohAD  от состава сплава, то (4.12) переходит 
в выражение, полученное ранее без учета двухкомпонентности сплава 
в явном виде [46, 148]. 

4.1.2. Некогерентные выделения 
Найдем скорость роста и условие устойчивости некогерентного 

выделения. Неупорядоченная граница некогерентного выделения является 
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стоком ТД и в диффузионно-лимитируемом случае на ней поддерживаются 
равновесные значения концентраций ТД, то есть выполняется граничное 
условие (3.15). Пренебрегая рекомбинацией ТД внутри области влияния 
(считая, что длина рекомбинации   RCaL vR  214 , a  – среднее 
межатомное расстояние)3 из (4.1)-(4.5) с учетом каскадного распыления 
получаем уравнения, которым удовлетворяют квазистационарные профили 
концентраций примеси и ТД в окрестности некогерентного выделения: 
 

vinKdiv n ,      , j ,                                  (4.13) 
 

)(rgdiv A j .                                          (4.14) 
 
Эта задача с граничными условиями (3.4), (3.5) и (3.15) решается 
аналогично задаче раздела 3.1.2. В предельном случае BvAv dd  , 1AC , 

1AC , можно получить аналитическое выражение для скорости роста 
выделения, которое имеет ясную физическую интерпретацию 
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Здесь множитель  описывает влияние сегрегационных процессов на рост 
выделения и имеет такой же вид, как и при бескаскадном облучении (3.20). 
 Из соотношения (4.15) следует, что )(RC irr

incA  является радиа-
ционно-модифицированной некогерентной растворимостью, выражение 
для которой в случае крупных выделений (в нулевом приближении по 
параметру Rl ) имеет следующий вид: 
 

                                                   
3 Рекомбинация будет учтена при нахождении средних концентраций ТД, от которых зави-
сит скорость роста и условие устойчивости выделения. 
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 При  > 1 примесь переносится к стоку (поверхности выделения). 
В этом случае  < 1, что согласно (4.18) соответствует уменьшению раство-
римости. Каскадное перемешивание описывается слагаемым   e

vAv
e
A

P
Amix CdCCD    и, напротив, приводит к увеличению растворимости. 

При  < 1 и сегрегация, и каскадное перемешивание увеличивают 
растворимость примеси, так что даже в пересыщенном растворе ( e

AA CC  ) 
некогерентное выделение может оказаться неустойчивым, если irr

incAA CC  . 
 Как показано в работах [64, 144-146], в общем случае радиационно-
модифицированная некогерентная растворимость удовлетворяет соотно-
шению  
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Отметим, что e

AA CC ~  и e
v

e
v CC ~  при 0mixD , то есть соотношение 

(4.19) переходит в соотношение (3.21), полученное для бескаскадного 
облучения. Таким образом, каскадное разупорядочение выделений 
формально эквивалентно перенормировке граничных концентраций 
(см. (4.20), (4.21)). В предельном случае  = 1, AC << 1, из (4.19) получаем 
соотношение (4.18). 
 Результаты этого раздела справедливы также для когерентных 
выделений, расположенных на стоках ТД. Отличие состоит в том, что 
вакансии и МА рекомбинируют не на границе выделения с матрицей, а на 
стоке ТД, который содержится в этом выделении. 
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4.2. Структурно-фазовые диаграммы  

при каскадообразующем облучении 

 Уравнения (4.12), (4.19) для irr
inccohAC ,  являются незамкнутыми, так 

как содержат среднюю концентрацию вакансий vC , которая, в свою 
очередь, зависит от радиационно-модифицированной растворимости. 
Средние концентрации ТД можно выразить через скорость создания 
смещений, параметры микроструктуры сплава и среднюю концентрацию 
примеси с помощью уравнений баланса, процедура получения которых 
описана в разделе 2.2, а сами уравнения построены в работах [64, 144]. 
Если irr

incAA CC  , то некогерентные выделения и выделения на стоках не 
образуются и не вносят вклад в полную мощность стоков, поэтому концент-
рация вакансий определена соотношением (2.48). 
 Представляет интерес получить зависимость радиационно-модифи-
цированных растворимостей irr

cohAC и irr
incAC  от температуры и мощности 

облучения, построить структурно-фазовые диаграммы и сравнить их 
с диаграммами для бескаскадного облучения (раздел 3.2). Для этого 
уравнения (4.12), (4.19) следует решить совместно с уравнением (2.48), 
заменяя в последних AC  на irr

cohAC и irr
incAC , соответственно. 

 Расчеты были проведены для двух типов сплавов – Ni-Si и Ni-Al, 
поведение которых под облучением качественно отличается. Значения 
диффузионных коэффициентов и энергетических параметров сплавов 
взяты такими же, как и для бескаскадного облучения (см. табл. 3.1). 
Параметр mixd  – эффективность каскадного перемешивания – выбран 
равным 2,5 нм2. 
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Рис. 4.2. Радиационно-модифицированные фазовые диаграммы  

при каскадообразующем облучении: а) сплав Ni-Si, H  = 0,14 эВ и H  = 0; 
б) сплав Ni-Al. H  = 0 и H  = 0,1 эВ. Скорость создания смещений K=10-6 сна/c, 

остальные параметры указаны в табл. 3.1.  
Пунктирной кривой показан предел растворимости без облучения 
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 На рис. 4.2 представлены результаты расчетов радиационно-
модифицированных фазовых диаграмм. В области высоких температур 
положение кривых не зависит от типа облучения и определяется 
сегрегационными процессами. С понижением температуры растворимость 
увеличивается за счет каскадного разупорядочения. Причем разупо-
рядочение сильнее влияет на некогерентную растворимость, чем на 
когерентную. Это объясняется тем, что в случае некогерентной 
растворимости вклад каскадного разупорядочения пропорционален e

vC1 , 
а в случае когерентной растворимости – vC1  (см. (4.18) и (4.12)). 

4.3. Сравнение  

с экспериментальными данными 

 Для случая бескаскадного облучения на примере бинарного сплава 
Al-Zn (раздел 3) было показано, что подбирая энергетические параметры 
ТД можно добиться удовлетворительного согласия расчетных диаграмм с 
экспериментальными данными. Это же удается сделать и для каскадо-
образующего облучения. На рис. 4.3 для сплава Ni-6ат%Si построена 
область устойчивости некогерентных выделений на стоках ТД. Горизон-
тальными отрезками показаны экспериментальные температурные 
интервалы, в которых наблюдалось выпадение неравновесных выделений   -фазы на дислокациях и свободных поверхностях при ионном облучении.  
 Для сравнения нанесены экспериментальные данные по электрон-
ному облучению [151]. Сначала, чтобы подобрать положение высокотемпе-
ратурной границы, изменялась энергия образования вакансий f

vH . Затем 
вариацией параметра mixd  выбиралось положение низкотемпературной 
границы. Заметим, что значение f

vH = 1,4 эВ, использованное для построе-
ния рис. 4.3, близко к значению f

vH = 1,5 эВ, которое хорошо согласуется 
с температурной зависимостью скорости роста слоя   -фазы на поверхности 
образца сплава Ni-Si [152, 153]. Значение параметра mixd  = 2,5 нм2 
соответствует экспериментально измеряемым значениям коэффициента 
диффузии компонентов сплава при низкотемпературном облучении 
(см. раздел 6). 
 Еще одним доказательством существования эффекта каскадного 
распыления является экспериментальное обнаружение низкотемпе-
ратурной границы устойчивости периодической двухфазной структуры 
в сплаве Cu-Ni-Fе при каскадообразующем облучении [156, 157]. В сплавах 
Fe-Ni-Cr с различным содержанием кремния при нейтронном облучении 
в реакторе EBR-II было обнаружено образование выделений   -фазы при 
температурах выше некоторой пороговой температуры [158].  
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Рис. 4.3. Условия облучения для радиационно-индуцированного распада  
твердого раствора Ni-6ат%Si. Границы области существования некогерентных 

выделений, показанной затенением, рассчитаны при 2k  = 1011 см-2,  
f

vH = 1,4 эВ, остальные параметры взяты из таблицы 3.1.   
1, 2 — температурный интервал радиационно-индуцированного распада  
сплавов Ni-1ат%Si и Ni-6ат%Si соответственно, облученных ионами Ni+  

с энергией 3,5МэВ [154]; 3 — температурный интервал  
радиационно-индуцированного распада сплава Ni-6ат%Si,  

облученного ионами Ni+ с энергией 500 кэВ [155]. Точки относятся  
к электронному облучению (1 МэВ, 0,1-1сна/c [151]), 

  —   -фаза образуется, o – выделения отсутствуют 
 
 В сплаве Ni-Si низкотемпературный порог образования выделений   -фазы на стоках ТД наблюдается при электронном (бескаскадном) 
облучении, причем низкотемпературная граница на диаграмме (Т, K) 
лежит примерно на 300 градусов левее границы для ионного облучения 
[155] (см. также [4]). Естественно предположить, что ее возникновение 
связано с тем, что за набираемую дозу облучения не было достигнуто 
стационарное состояние, при котором на стоках выпадает   -фаза. Чтобы 
убедиться в этом, необходимо найти время выхода на стационарную 
стадию. Очевидно, что время образования частиц новой фазы на стоках 
(в сплаве с 1 ) так же, как и времена формирования сегрегационных 
профилей вблизи стоков, порядка или больше времени релаксации малых 
возмущений состава сплава. Поэтому для оценки времени выхода на 
стационарную стадию воспользуемся выражением (2.61), в которое вместо 
локальных концентраций ТД подставим средние значения (средние 
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концентрации ТД определены соотношениями (2.44) и (2.48)). Причем из 
всех времен необходимо выбрать максимальное (  maxA L ), которое 
соответствует максимально допустимой длине волны возмущения maxL   
( 1 kLmax , здесь 2k  – полная мощность стоков). Для наблюдения распада 
твердого раствора, вызываемого радиационно-индуцированной сегре-
гацией, время облучения exp  должно быть больше времени релаксации,  maxAexp L  . Это означает, что при бескаскадном облучении на 
диаграмме (Т, K) низкотемпературную границу устойчивости сплава задан-
ного состава можно аппроксимировать изолинией   expLLA max

KT  , . На 

рис. 4.3 построены изолинии A = 104, 106 с при kLmax 1,0 . Положение 
изолиний удовлетворительно согласуется с экспериментальными данными 
и слабо зависит от времени облучения вследствие экспоненциальной 
зависимости времени релаксации от температуры. 
 Согласно представлениям, развитым в этом разделе, а также в 
разделе 3, условия устойчивости когерентных и некогерентных выделений 
в облучаемом бинарном сплаве существенно различаются. Этот вывод 
справедлив также в случае многокомпонентных сплавов. Для установления 
закономерностей поведения выделений вторых фаз в зависимости от типа 
межфазной границы в работах [159, 160] был проведен анализ результатов 
исследования эволюции фазового состава нержавеющих сталей типа 
Х16Н15М3Б, Х18Н10Т, легированных Sс; Х13Н13Т3 и Х10М6, облученных 
в ускорителе ЭСУВИ и в реакторе БОР-60. Оказывается, что выделения, 
имеющие некогерентные границы (например, фаза Лавеса, МХ, -фаза 
(Ni3Тi), фосфиды в аустените и фаза Лавеса в феррите), либо растворяются 
в процессе облучения, либо превращаются в выделения другого состава. 
Фазы, имеющие когерентную границу или границу с малой степенью 
некогерентности, медленно эволюционируют и являются наиболее 
устойчивыми под облучением (например, карбиды М23С6, М6Х,    и G-фаза 
в аустените,   - и  -фаза в феррите). Интересно проследить за эволюцией 
выделений, которые на начальном этапе имеют малую степень 
некогерентности (например, -фаза в стали Х13Н13Г3Т3 до доз 130 сна, 
МХ в стали Х16Н15М3Т). До тех пор, пока когерентность сохраняется, 
состав фаз не изменяется. При потере когерентности поток сегрегирующих 
элементов резко увеличивается, происходит их инфильтрация в выделение, 
что приводит к трансформации исходного выделения в выделение другого 
состава с решеткой, изоморфной матричной [159]. 

4.4. Выводы 

1. Рассмотрен рост выделений новой фазы в бинарном сплаве замещения 
с учетом двух факторов: радиационно-индуцированной сегрегации 
и каскадного разупорядочения приповерхностного слоя выделения. 
Показано, что условия устойчивости выделений зависит от типа 
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межфазной границы. Эти условия формулируются в терминах радиа-
ционно-модифицированных растворимостей примеси по отношению 
к когерентным и некогерентным выделениям.  

2. Результаты исследования фазовой стабильности представлены на 
радиационно-модифицированной фазовой диаграмме. Каскадное 
разупорядочение увеличивает предел растворимости независимо от 
типа межфазной границы между матрицей и выделением. С пониже-
нием температуры взаимная диффузия и сегрегация, устраняющие 
беспорядок, вносимый атермическим каскадным перемешиванием, 
замедляются. По этой причине на радиационно-модифицированной 
фазовой диаграмме существует низкотемпературная граница устой-
чивости крупных выделений. Граница устойчивости когерентных 
выделений расположена в области более низких температур по 
сравнению с границей устойчивости некогерентных выделений. 
Положение обеих границ зависит от скорости создания смещений.  

3. На диаграмме (Т, К) сплава типа Ni-Si ( 1 ) наряду с высоко-
температурной границей существует низкотемпературная граница 
устойчивости твердого раствора, положение которой зависит от вида 
облучения. При электронном облучении она возникает из-за того, что 
дозы облучения недостаточно, чтобы сегрегация привела к образованию 
выделений на стоках ТД. При ионном облучении причина возник-
новения низкотемпературной границы – каскадное растворение 
выделений.  

 Результаты данного раздела опубликованы в работах [64, 144-146, 
159-162]. 

5. ФАЗОВЫЕ ПРЕВРАЩЕНИЯ  

ПРИ НИЗКОТЕМПЕРАТУРНОМ  

КАСКАДООБРАЗУЮЩЕМ ОБЛУЧЕНИИ 

 В этом разделе рассмотрены фазовые превращения при 
низкотемпературном каскадообразующем облучении. В разделе 5.1 изучена 
эволюция функции распределения пластинчатых выделений при низко-
температурном ионном облучении, сформулирована аналитическая модель 
каскадного растворения выделений, а также проведено компьютерное 
моделирование по методу Монте-Карло. Проведено сравнение с экспери-
ментальными данными. 
 В разделе 5.2 сформулирована модель низкотемпературного пере-
носа атомов благодаря атомному перемешиванию в каскадах смещений. 
Предположения о свойствах отдельных каскадов основаны на результатах 
молекулярно-динамических расчетов. Для моделирования атомного 
перемешивания используется решеточный метод Монте-Карло. Показано, 
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что перенос атомов на большие расстояния происходит из-за повторяю-
щихся перекрытий каскадов. Найдена зависимость эффективности 
перемешивания от размера каскада и размера области термического пика. 
Рассмотрено несколько примеров растворения двухфазных структур.  

5.1. Эволюция функции распределения 

пластинчатых выделений  

 Сплавы на основе меди с высоким пределом текучести и высокой 
теплопроводностью имеют ряд потенциальных применений в термо-
ядерных установках. Высокая прочность этих сплавов достигается путем 
создания большой плотности мелких выделений. В сплаве Cu-Cr-Zr-Si 
такими выделениями являются когерентные выделения Cr в форме мелких 
дисков (пластин) с ГЦК решеткой [65]. Чтобы исследовать возможную 
техническую применимость, например как охлаждающих труб для пластин 
дивертора, в работе [66] изучалась стабильность этого сплава под 
облучением. Оказалось, что даже при комнатной температуре после малой 
дозы ионного облучения (~0,1 сна) деформационный контраст выделений 
хрома в просвечивающем электронном микроскопе полностью исчезал. При 
низких температурах облучения, когда термоактивированные диффу-
зионные процессы заморожены, исчезновение деформационного контраста 
должно быть связано с каскадным перемешиванием [163], то есть прямым 
разрушением выделений каскадами смещений. Попытки объяснить 
экспериментальные наблюдения в терминах средней эффективности 
ионного перемешивания [66] оказались неуспешными, поскольку оценен-
ная скорость растворения оказалась на порядок ниже, чем наблюдаемая. 
В данном разделе проведены модельные расчеты каскадного растворения 
выделений, используя минимум предположений о механизме растворения 
и структуре каскада. Одно из ключевых предположений: часть выделения, 
в которую попал каскад, растворяется и больше не вносит вклад в экспери-
ментально определяемый размер выделения. Очевидно, что процесс 
растворения особенно эффективен при пересечении сферической каскадной 
области и пластинчатого выделения.  
 В следующем разделе описаны экспериментальные результаты. 
Затем сформулирована модель каскадно-индуцированного уменьшения 
размеров пластинчатых выделений. Дано сравнение аналитических 
результатов с результатами моделирования по методу Монте-Карло 
и с экспериментальными данными.  

5.1.1. Экспериментальные результаты 
 В работе [66] исследовался сплав Cu-1,15ат%Cr-0,03ат%Zr-
0,14ат%Si. После старения отожженных образцов при 753 K в течение 
300 часов в них образовались обогащенные хромом пластинчатые коге-
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рентные выделения овальной формы с ГЦК структурой [65]. При 
двулучевой темнопольной электронной микроскопии эти выделения дают 
сильный деформационный контраст в форме двух лепестков, симмет-
ричных относительно линии без контраста (рис. 5.1). Длина этой линии 
эквивалентна длине большой оси пластинчатого выделения хрома [65]. 
Средний размер большой оси пластинчатых выделений 12 4 нм, и их 
плотность приблизительно 1022 м-3 [66]. Толщина выделений составляет 
несколько атомных слоев [65]. 
 

50 нм 
 

 
 

Рис. 5.1. Темнопольный электронно-микроскопический снимок сплава  
Cu-Cr-Zr-Si, состаренного при 753 К в течение 300 часов, который показывает 

когерентные ГЦК выделения Cr с сильным деформационным контрастом  
в форме пары лепестков, симметричных относительно линии без контраста 

 
Кроме этих выделений, также наблюдались некогерентные выделения 
Cr3Si с меньшей плотностью. Выделения Cr3Si не будут рассматриваться 
далее. Образцы облучались при комнатной температуре ионами Cu+ с 
энергией 300 кэВ со скоростью создания смещений 2,3x10-5 сна/с до дозы 
0,1 сна. Распределение выделений хрома по размерам после облучения при 
комнатной температуре приведено на рис. 5.2. После облучения при 80 K 
распределение имеет аналогичный вид [66]. Видно, что при увеличении 
дозы облучения средний размер выделений уменьшается, а распределение 
становится уже. В то же самое время количество выделений остается 
приблизительно постоянным. При дозах выше 0,1 сна контраст от 
выделений полностью исчезал.  
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Рис. 5.2. Зависимость функции распределения дискообразных (пластинчатых) 
выделений хрома от дозы после облучения при комнатной температуре.  

Гистограммы показывают экспериментальные распределения. Сплошная линия 
соответствует начальной функции распределения, использованной в расчетах. 
Другие линии показывают результат моделирования по методу Монте-Карло 

(500 прогонов; каскадная эффективность  = 35, см. ниже раздел 5.1.3) 

5.1.2. Аналитическая модель растворения выделений 
 Рассмотрим ансамбль пластинчатых выделений с заданной началь-
ной функцией распределения диаметров. Облучение тяжелыми ионами 
производит каскады смещения, которые происходят случайно 
в пространстве и во времени. Каскады, развивающиеся около выделения, 
приводят к растворению выделений из-за значительных перестановок 
атомов в каскадной области. Толщина пластинчатого выделения считается 
малой по сравнению с его диаметром d  и радиусом каскада r . Поэтому 
атомное перемешивание в каскадной области, которая пересекает выде-
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ление, приводит к частичному разрушению выделения. Здесь радиус 
каскада – это некоторая эффективная величина, поскольку рассмат-
ривается только центральная область каскада, где происходит большая 
часть замещающих столкновений. Это означает, что эффективное 
количество замещений в пределах такого каскадного объема равно 

 34 3rnr  , где   – атомный объем ( Cu = 1,2x10-2 нм3). Считается, что 
все каскады имеют одинаковый эффективный радиус. Восстановление 
выделения происходит посредством термически активированной диффузии 
свободно-мигрирующих ТД, которые остаются после спонтанной и коррели-
рованной рекомбинации в каскадной области. Однако в этом разделе 
рассматривается только низкотемпературный случай, когда отсутствует 
диффузия вакансий. Очевидно, что диффузия одних только МА не может 
приводить к восстановлению выделения после попадания в него каскада.  
 

 Каскады Плоскость A 

Выделение S 
d 

h 
2r 

 
 

Рис. 5.3. Схематическое изображение разрушения выделения каскадами 
 
 Так как выделения не взаимодействуют друг с другом – ни прямо, 
ни посредством диффузионных полей, – эволюция каждого выделения 
может быть рассмотрена отдельно. Рассмотрим площадку A , которая 
содержит пластинчатое выделение площадью S  ( SA  и 2rA  , 
рис. 5.3). Каждый каскад, появляющийся в объеме rA2 , в среднем 
разрушает площадь пластины  
 
 

A
SSS i ,                                             (5.1) 

 
где iS  – средняя площадь пересечения сферы радиуса r  с плоскостью  
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r
i    .     (5.2) 
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 Средний дозовый интервал   между последовательными пере-
сечениями каскадов с плоскостью  
 

rAG
KtK

2
 ,                                    (5.3) 

 
где скорость генерации каскадов в единицу объема G связана со скоростью 
создания смещений K и количеством смещений в каскаде dn   
 

dn
KG  .                                                (5.4) 

 
Следовательно, скорость уменьшения площади выделения имеет вид  
 

S
n
rSS

d



3
4)(

3
 .                                   (5.5) 

 
Из этого уравнения получаем дозную зависимость площади пластины.  
 

),exp()( 0   SS      
dn

r



3
4 3 ,      (5.6) 

 

где 42
00 dS   – начальная площадь выделения.  

 Заметим, что уравнение (5.6) содержит только один физический 
параметр , который будем называть каскадной эффективностью. По 
порядку величины этот параметр равен отношению количества замещаю-
щих столкновений к количеству смещенных атомов в каскаде.  
 При попадании каскадов выделение изменяет свою начальную 
дискообразную форму. Кроме того, возможна фрагментация выделения. 
Здесь эти процессы не учитываются, и выделениям приписывается 
эффективный диаметр  
 

)2exp())(4()( 0
21   dSd .         (5.7) 

 
 Рассмотрим эволюцию функции распределения выделений по 
размерам. Каждое выделение эволюционирует независимо и «движется» 
вдоль собственной кривой растворения )(d . Кривые растворения моно-
тонно убывают и не пересекаются. Это позволяет определить трубку тока на 
плоскости (доза, диаметр), которая ограничена двумя кривыми раство-
рения, начинающимися в точках 0d  и 00 d , где 0  – начальная ширина 
трубки, 00 d  (рис. 5.4).  
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Рис. 5.4. Кривые растворения. 0  – расстояние между кривыми,  

  – ширина трубки тока 
 
Число частиц (выделений), текущих по каждой трубке, сохраняется, 
поэтому функция распределения по размерам, F, при дозе   в точке )(d  
связана с начальной функцией распределения )0,( 0dF  соотношением  
 

000 =)0,()()),(( NdFdF   ,         (5.8) 
 
где )(  – ширина трубки тока при дозе   и 0N  – число частиц в трубке 
тока (рис. 5.4). Расстояние между двумя кривыми растворения вдоль 
горизонтальной оси не зависит от дозы, так как все выделения 
эволюционируют независимо друг от друга, поэтому каждая кривая 
растворения может быть получена из произвольно выбранной )(f  
сдвигом вдоль оси дозы. Следовательно, отношение )(0   заменяется 
отношением производных  
 

)(
)0(

)(
0  d

d



 .                                           (5.9) 

 
Из уравнений (5.8) и (5.9) следует, что эволюция функции распределения 
по размерам полностью определена дозной зависимостью диаметра 
выделения 

)(
)0()0,()),(( 0 

d
ddFdF 
 .                              (5.10) 

 
Заметим, что функция распределения выделений по их площади )(S  
подчиняется такому же уравнению после замены )()( SdF   и Sd  . 
Используя уравнение (5.7), находим функцию распределения в явной 
форме 
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)2(exp)0 ),2(exp(=) ,(  dFdF . (5.11) 
 
Средний диаметр выделений экспоненциально уменьшается с дозой 
 

)2(-exp=d),( 1= 0
0

   dddFd
N

d ,            (5.12) 

 

где 
0

d),( = ddFN   – общее количество выделений.  

 Дисперсия  2)()( dd  характеризует ширину функции 
распределения по размерам и описывается такой же дозной зависимостью 
 

)2exp()0()(   .                             (5.13) 
 
Чтобы проверить эту аналитическую модель, перейдем к компьютерному 
моделированию каскадно-индуцированного разрушения выделений. 

5.1.3. Моделирование Монте-Карло 
 В принципе, можно провести моделирование эволюции функции 
распределения по размерам прямо, то есть разместить выделения в кубе 
заданного размера, разыграть каскады в этом кубе и проследить за 
уменьшением размеров каждого выделения. Вместо этого мы используем 
одночастичный подход, который требует значительно меньше компью-
терного времени. Выделение наибольшего начального диаметра maxd0  
помещается в центре кубического объема 3l . Размер l  этого куба 
в значительной степени произволен, потому что среднее количество 
каскадов, пересекающих выделение в течение заданного времени, не 
зависит от l . Однако размер куба должен быть больше, чем rd max 20  , 
и может быть выбран равным 31

pN , где pN  – плотность выделений. 
Координаты центра каскада генерируются стандартным генератором 
случайных чисел с однородным распределением вероятности. Затем 
проверяется, попал ли каскад в выделение, то есть пересекает ли сфера 
радиуса r  диск. В противном случае генерируется новый каскад. В случае 
пересечения часть выделения, лежащая в сфере, удаляется и выделению 
снова придается дискообразная форма. Это приводит к некоторому 
завышению каскадно-индуцированного уменьшения размеров, потому что 
каскады, пересекающие центральную часть диска, не могут привести к 
уменьшению электронно-микроскопического размера выделения. Такой 
прием используется, чтобы упростить процедуру вычислений. Как будет 
показано ниже, это не влияет существенно на результаты. Генерация 
каскадов повторяется до полного растворения выделения. Дозовый 
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интервал   между последовательными каскадами – это пуассоновская 
случайная величина, распределенная с плотностью вероятности [121] 
 

)exp()()( 1  KKp   , (5.14) 
 
где   – средний временной интервал между каскадными событиями 
 

33 lnGlKK d  .                              (5.15) 
 
 В результате моделирования разрушения выделения получаем 
дозную зависимость его диаметра. Диаметр уменьшается ступенчато, 
причем высота и ширина ступенек являются случайными величинами. 
Чтобы получить гладкую кривую растворения )(f , дозная зависимость 
усреднена по множеству реализаций компьютерного счета для частиц 
одинакового начального диаметра. Поскольку каждое выделение 
эволюционирует независимо, кривая растворения для меньших начальных 
диаметров находится сдвигом функции )(f  вдоль оси дозы 
 

)()( 0  fd ,                                    (5.16) 
 

где доза 0  связана с начальным диаметром )( 00 fd  . 
 Очевидно, чтобы найти дозную зависимость функции распреде-
ления по размерам, можно использовать уравнение (5.10), так как 
рассуждения предыдущего раздела справедливы и здесь. Таким образом, 
задача решена, как только функция )(f  найдена. Кривая растворения 

)(d  очень нерегулярна, даже после усреднения по большому количеству 
вычислительных прогонов. Дифференцирование )(d  приводит 
к усилению этого шума и влияет на расчет функции распределения по 
размерам. Чтобы устранить эту трудность, используя метод регуляризации 
Тихонова [164], кривая растворения была аппроксимирована функцией, 
гладкой до второй производной. 
 По существу, как показало компьютерное моделирование, модель 
содержит только один подгоночный параметр , в соответствии 
с уравнениями (5.7), (5.11)-(5.13). Хорошее согласие с экспериментальными 
данными было получено при  = 35 (для сравнения, в меди 100  
[165, 166] ). Для этого значения при dn  = 300, эффективный радиус каскада 
3,1 нм. 
 Усредненные кривые растворения, показанные на рис. 5.5, слабо 
зависят от параметра dn . Для значений dn  в диапазоне 50-5000 кривые 
растворимости )(d , стартующие из одного и того же начального диаметра, 
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отличаются друг от друга не более чем на 2 нм. Это указывает на то, что 
растворение пластинчатых выделений слабо зависит от энергетического 
спектра ПВА, если каскадная эффективность  не зависит от размера 
субкаскадов. В то же время среднее количество каскадов, необходимых для 
растворения выделения, зависит от dn , то есть от размера каскада.  
 На рис. 5.2 дано сравнение расчетной функции распределения 
выделений с экспериментальными данными. Начальная функция распре-
деления была получена из начальной гистограммы путем сглаживания. 
Согласно модели, общее количество выделений сохраняется, в то время как 
средний диаметр уменьшается. Функция распределения сужается с дозой 
облучения, потому что в большое выделение каскад попадает с большей 
вероятностью. Рис. 5.6 показывает, что эволюция распределения выделений 
может быть с хорошей точностью описана уравнением (5.11). 
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Рис. 5.5. Дозная зависимость размера выделений с начальными диаметрами 4, 
12 и 25 нм. Гладкие кривые – результат усреднения по 500 прогонам  

Монте-Карло моделирования ( = 35). Ступенчатые кривые –  одна реализация 
Монте-Карло моделирования. Каждая ступенька соответствует соударению  

каскада с выделением. Треугольными маркерами показаны экспериментальные 
значения среднего диаметра при комнатной температуре 

 
 Дозные зависимости среднего диаметра и дисперсии показаны на 
рис. 5.7 и 5.8. Видно, что аналитические зависимости (5.12) и (5.13) очень 
близки к полученным с помощью моделирования по методу Монте-Карло. 
На рис. 5.7 и 5.8 также показаны результаты моделирования, полученные 
при предположении, что каскады, попадающие в центральную часть 
пластинчатого выделения, не влияют на видимый размер выделения. Как 
показывает рис. 5.7, это предположение приводит к уменьшению скорости 
растворения при малых дозах. По этой причине ширина функции распре-
деления (то есть дисперсия) уменьшает более медленно по сравнению со 
случаем, когда все каскады вносят вклад в уменьшение размеров 
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выделений (рис. 5.8). Однако хорошее соответствие c экспериментальными 
данными может быть получено при  = 45 вместо  = 35. Небольшое 
различие каскадной эффективности в обоих случаях объясняется тем, что 
каскады растворяют выделение главным образом на периферии, поскольку 
размер выделений по порядку величины равен размеру каскада.  
 

 

Диаметр, нм 

Ко
ли

че
ст

во
 в

ы
де

ле
ни

й 0,06 сна 

0,03сна 

0,01 сна 

0,0 сна 

Моделирование 
Теория 

 
 

Рис. 5.6. Эволюция функции распределения по размерам  
при низкотемпературном облучении. Сплошные линии соответствуют  

уравнению (5.11). Пунктирные линии – результат моделирования  
Монте-Карло. Каскадная эффективность  = 35 
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Рис. 5.7. Зависимость среднего диаметра пластинчатых выделений от дозы. 
Сравнение результатов моделирования с аналитическим приближением  

(уравнение (5.12), сплошная линия),  = 35. Штриховая линия – все соударения 
каскадов с выделением приводят к уменьшению диаметра,  = 35.  

Штрихпунктирная линия – уменьшение размеров происходит только  
на периферии выделения,  = 35. Пунктирная линия – уменьшение размеров 
происходит только на периферии выделения,  = 45. Треугольные маркеры – 

экспериментальные точки после облучения при комнатной температуре 



А. А. Туркин. Часть ІІ. Теория фазовых превращений в неупорядоченных сплавах...     127 
 

 

Доза, сна 

Д
ис

пе
рс

ия
, н

м 

10 

0,05 0,1 0 

1 

 
 

Рис. 5.8. Сравнение дисперсии функции распределения (уравнение (5.13),  = 35, сплошная линия) с дисперсией, полученной посредством моделирования 
Монте-Карло. Штриховая линия – все соударения каскадов с выделением  

приводят к уменьшению диаметра,  = 35. Штрихпунктирная линия –  
уменьшение размеров происходит только на периферии выделения,  = 35. 

Пунктирная линия – уменьшение размеров происходит только на периферии 
выделения,  = 45. Треугольные маркеры – экспериментальные точки  

при комнатной температуре 

5.2. Моделирование низкотемпературного 

радиационно-индуцированного  

атомного перемешивания  

в двухфазных системах 

 При облучении высокоэнергетичными частицами во много-
компонентных кристаллических материалах часто наблюдается значи-
тельное атомное перемешивание, которое приводит к изменению фазовой 
стабильности [163, 167-169]. Два механизма контролируют процессы 
переноса атомов: термически активизированная диффузия радиационно-
индуцированных ТД и прямое смещение атомов налетающей частицей или 
в каскаде, производимом этой частицей (см., например, [67, 68] и цити-
рованные там работы). Последний процесс доминирует при низких 
температурах, когда термически активированные перескоки атомов 
заморожены. Так как низкотемпературный перенос посредством атомных 
столкновений – вероятностный процесс, подобный диффузии, то он 
приводит к сглаживанию градиентов концентрации компонентов сплава. 
Этот эффект должен наблюдаться при любом виде облучения, но он 
особенно выражен при каскадообразующем облучении.  
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 Два механизма дают вклад в атомное перемешивание под 
облучением – баллистическое перемешивание и перемешивание в области 
термического пика [68, 69]. Баллистическое перемешивание происходит за 
счет первично-выбитых атомов (primary recoil mixing) и каскадного 
перемешивания. В первом случае перераспределение атомов происходит 
благодаря повторяющимся столкновениям между налетающим ионом и 
атомами мишени. ПВА может продолжить процесс выбивания атомов, 
производя каскад столкновений, замещений и смещений в пространственно 
ограниченной области. Атомы в области каскада столкновений подвер-
гаются многократным некоррелированным смещениям и перестановкам. 
Такое изотропное перемешивание называют каскадным перемешиванием. 
Самые низкие значения эффективности перемешивания KDmix  = 0,1 –
 0,2 нм2/сна (где mixD  – коэффициент диффузии меченых атомов, K  – 
скорость создания смещений), измеряемые в тугоплавких металлах, 
связаны с баллистическим перемешиванием [67].  
 МД расчеты показывают, что баллистическая фаза эволюции 
каскада длится несколько десятых пикосекунды [70, 71]. Однако 
коллективное движение атомов в каскаде продолжается значительно 
дольше, чем баллистическая фаза, – в течение нескольких десятков 
пикосекунд. На этой стадии эволюции каскад может проявлять 
жидкоподобные свойства. Температура в каскадной области, найденная 
путем оценки плотности энергии, может быть намного выше точки 
плавления материала. По этой причине эта фаза эволюции каскада 
называется фазой термического пика. Считается, что атомное перемеши-
вание благодаря жидкоподобной диффузии в течение фазы термического 
пика отвечает за эффективность перемешивания, превышающую 
баллистическое перемешивание. МД расчеты атомного перемешивания 
свидетельствуют в пользу концепции термического пика [72]. 
 Перенос атомов на большие расстояния при низкотемпературном 
облучении возникает из-за атомного перемешивания в каскадах и 
многократных наложений каскадов. Развитие соответствующей модели 
переноса наталкивается на серьезные трудности из-за неоднородного и 
многочастичного характера каскадов. В настоящее время только МД 
моделирование на ЭВМ может дать детальную картину динамики каскада 
смещений. Однако, в силу пространственно-временных ограничений, 
связанных с производительностью ЭВМ, МД моделирование не способно, 
даже в обозримом будущем [70], описать эволюцию каскадов и перекрытие 
каскадов в течение времен достаточно длительных для типичного 
диффузионного процесса. Несмотря на это, МД моделирование одиночных 
каскадных событий представляет собой хорошую отправную точку для 
дальнейших расчетов эволюции микроструктуры в сплавах под 
облучением. Результаты МД исследований могут использоваться как 
входные параметры для других методов моделирования на атомном уровне 
или в теории скоростей реакций. 



А. А. Туркин. Часть ІІ. Теория фазовых превращений в неупорядоченных сплавах...     129 
 
  В этом разделе используется решеточный метод Монте-Карло 
(РМК) для описания сглаживания неоднородностей концентрации 
и разрушения двухфазных структур благодаря атомному перемешиванию 
в каскадах смещений. РМК метод особенно эффективен при модели-
ровании диффузии на большие расстояния. В методе РМК считается, что 
все атомы занимают узлы решетки, то есть рассматриваются только 
события, которые приводят к перестановкам атомов по узлам решетки [73]. 
Другие процессы, которые не приводят к изменению структуры (типа 
атомных колебаний), игнорируются. Это значительно уменьшает число 
процессов, которые должны быть рассмотрены. 
 В разделе 5.2.1 сформулирована решеточная модель атомного 
перемешивания в каскаде. Свойства каскадов выбираются таким образом, 
чтобы они соответствовали МД расчетам. Исследуется чувствительность 
построенной модели по отношению к каскадным параметрам. Представ-
лены некоторые примеры растворения двухфазных структур. Также 
рассмотрено применение модели к описанию низкотемпературной 
эволюции выделений в облучаемых сплавах. Показано, что результаты 
модели находятся в соответствии с предположениями работы [74], в которой 
рассмотрено растворение пластинчатых выделений хрома в медном сплаве 
при низкотемпературном ионном облучении (см. раздел 5.1).  

5.2.1. Описание модели 
 Для моделирования радиационно-индуцированного переме-
шивания в бинарном сплаве замещения рассмотрим объем V , в котором 
матричные и меченные атомы размещены по узлам простой кубической 
решетки, zyx nml eeer  , где zyx eee  , ,  – единичные векторы вдоль 
осей декартовой системы координаты, nml ,,  – целые числа. В этом объеме 
с постоянной скоростью разыгрываются каскады столкновений. 
Предполагается, что все каскады имеют сферическую форму и одинаковый 
диаметр cd . Координаты центра каскада генерируются генератором 
случайных чисел с однородным распределением вероятностей. Доза 
облучения рассчитывается как сумма дозовых интервалов,  , между 
последовательными каскадами. Каждый интервал является пуассоновской 
случайной величиной, распределенной с плотностью вероятности (5.14)     KKp   exp)( 1 . Здесь  – средний временной интервал между 
каскадными событиями  
 

VnGVKK d  .                              (5.17) 
 
Скорость создания смещений K  связана со скоростью генерации каскадов 
в единице объема G  и средним числом смещений в каскаде dn  
соотношением (5.4).  
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 Так как временной интервал между перекрытием двух каскадов 
намного больше, чем время существования каскада, то можно считать, что 
атомные перестановки в пределах объема каскада происходят мгновенно. 
В дальнейшем мы пренебрегаем любыми термически активируемыми 
прыжками радиационно-индуцированных ТД. В соответствии с резуль-
татами МД моделирования каскадов в меди и никеле [72] предполагается, 
что перемешивание происходит неоднородно внутри каскадной области 
(рис. 5.9). Например, моделирование каскадов с энергией 5 кэВ [72] 
показало, что в меди среднеквадратичное смещение атомов составляет 
приблизительно 6,3 Å в центре каскада, в то время как на расстоянии 
приблизительно 25 Å падает до нуля. В рассматриваемой модели будем 
предполагать, что атомное перемешивание на периферии каскада 
происходит благодаря баллистическому перемешиванию. Чтобы не было 
больших скачков на периферии каскада, каскадный объем разделяется на 
ячейки. В каждой ячейке атомы перемешиваются отдельно путем 
случайной генерации новых положений меченых атомов. В сферическом 
ядре каскада диаметром ThSd  атомы перемешиваются равномерно, то есть 
они могут перемещаться на расстояния, сопоставимые с размером ядра. Вне 
ядра используется разбиение на кубические ячейки с длиной стороны SVl , 
которая меньше диаметра ядра, ThSSV dl  . С физической точки зрения, 
ядро модельного каскада соответствует области термического пика, 
в которой вследствие жидкоподобной диффузии атомы могут мигрировать 
на большие расстояния. 
 

 

d ThS
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Рис. 5.9. Схематическое изображение атомного перемешивания в каскаде.  
Пунктиром показаны допустимые перестановки меченых атомов 

 
Каскадная модель содержит следующие параметры:   диаметр каскада cd ;  

 диаметр термического пика ThSd ;  
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 размер стороны кубической ячейки, SVl ;  
 среднее количество смещенных атомов в каскаде dn .  

Ниже будут использоваться следующие численные значения cd  = 7,13 нм 
и  alSV 0,23 нм (a  – межатомное расстояние). Величина параметра  

dn  = 260 соответствует NRT-модели генерации дефектов [170] для каскада 
с энергией 20 кэВ (энергия ПВА приблизительно 27 кэВ [171]; пороговая 
энергия смещения в меди 30 эВ рекомендована Американским обществом 
по испытанию материалов (ASTM)). Параметры, выбранные в этом разделе, 
представляют типичные параметры каскадов в меди для энергий ПВА 
около порога формирования субкаскадов. 

5.2.2. Атомное перемешивание при больших дозах облучения 
 Рассмотрим расплывание плоского слоя меченых атомов, встав-
ленного в матрицу перпендикулярно оси z , при высокодозном облучении, 
и сравним результаты моделирования с аналитическим подходом, 
основанным на уравнении диффузии. Затем покажем чувствительность 
модели перемешивания к каскадным параметрам.  
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Рис. 5.10. Моделирование перемешивания слоя меченых атомов.  
Объем моделирования содержит 40x40x200 узлов решетки. Начальный  

профиль – 9 атомных плоскостей. Диаметр каскада cd  = 7,13 нм (31 межатомное 
расстояние), SVl  = 0,23 нм (1 межатомное расстояние), ThSd  = 2,76 нм  

(12 межатомных расстояний), dn  = 260 и   = 0,012 нм3. Концентрационный 
профиль получен усреднением распределения меченых атомов по поперечным 

сечениям объема моделирования: а) концентрационные профили  
и б) концентрационные профили в координатах  ),0(),(ln tCtzC  и 2z  

 
 На рис. 5.10 приведены результаты моделирования. Вследствие 
перекрытия каскадов начальный профиль меченых атомов сглаживается со 
временем (рис. 5.10а). Видно, что при достаточно больших дозах облучения 
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профиль концентрации, усредненный по поперечным координатам, хорошо 
апроксимируется распределением Гаусса  
 

   tDzexptDtzC mixmix 44),( 221   .          (5.18) 
 

Наклон 1)4( tDmix  зависимости Cln  от квадрата глубины проникновения 
(рис. 5.10б) дает значение коэффициента диффузии перемешивания 

mixD 1,8 нм2 K . 
 Коэффициент диффузии перемешивания может быть оценен 
аналитически. Меченый атом испытывает случайный скачок, если 
попадает в область каскада. Средний временной интервал между 
последовательными каскадами, которые «перемещают» заданный меченый 
атом, зависит от объема каскада CasV  
 

Cas

d

Cas
jump KV

n
GV

  1 .                                 (5.19) 

 

 Среднеквадратичная длина скачка атома в области термического 
пика – 22 3,0 ThSThS dL  , и на периферии  22

SVSVSV lalL  . Полная 
среднеквадратичная длина скачка в каскаде – это взвешенная сумма этих 
вкладов (весовыми множителями являются объемы соответствующих 
частей каскада) 
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Поэтому коэффициент диффузии за счет каскадного перемешивания имеет 
вид  
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 На рис. 5.11 приведено сравнение аналитической зависимости (5.21) 
с соответствующими результатами моделирования для различных 
диаметров зоны термического пика. Как и ожидалось, эффективность 
перемешивания KDmix  сильно увеличивается с ростом диаметра 
термического пика, если SVThS ld  . Рис. 5.12 показывает результаты 
моделирования случайных блужданий одного меченого атома, благодаря 
перекрытиям каскадов. «Диффузионный путь» одного атома очень 
нерегулярный (пунктирная линия). Однако квадрат смещения, усреднен-
ный по 200 реализациям (сплошная линия), линеен по дозе и соответствует 
броуновскому случайному блужданию: Dttr 6)(2  .  



А. А. Туркин. Часть ІІ. Теория фазовых превращений в неупорядоченных сплавах...     133 
 

10-1 100
10-1

100

101

102

 Уравнение (6.21)  
 Моделирование

Эф
фе

кт
ив

но
ст

ь 
пе

ре
ме

ш
ив

ан
ия

, н
м2 /с

на

dThS/dCas

dCas= 31 ат. расст. (7,13 нм)
nd = 260

dThS = 2,76 нм

 
 

Рис. 5.11. Зависимость эффективности перемешивания от диаметра  
термического пика. Параметры указаны в подписи к рис. 5.10. Сплошная линия 

соответствует уравнению (5.21), символами показан результат РМК  
моделирования. Стрелкой показано значение ThSd , использованное  
при получении результатов, представленных на рис. 5.10, 5.12-5.14 

 
 Оценка коэффициента диффузии перемешивания по результатам 
моделирования, представленного на рис. 5.12, дает величину 

KDmix   2 нм2/сна, которая немного больше, чем полученная из 
моделирования перемешивания слоя меченых атомов (рис. 5.10). Возмож-
ная причина различия состоит в том, что для одного меченого атома все 
соседние узлы решетки являются доступными, в отличие от моделирования 
сглаживания неоднородности с высокой концентрацией меченых атомов.  
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Рис. 5.12. Среднеквадратичное смещение меченого атома в зависимости от дозы 
облучения. Среднее количество скачков меченого атома равно 60. Пунктирная 
линия – одна реализация. Сплошная линия – усреднение по 200 реализациям. 

Параметры каскада такие же, как и для рис. 5.10 
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 Коэффициент диффузии вследствие баллистического перемеши-
вания может быть получен путем моделирования бинарных столкновений 
атомов (программы, подобные TRIM [172]). Такие расчеты обычно дают 
величину коэффициента перемешивания, которая значительно ниже, чем 
наблюдаемая в том же самом материале экспериментально [69]. Это 
означает, что расчеты бинарных столкновений не учитывают вклад 
термического пика в эволюции каскада. 
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Рис. 5.13. Перемешивание многослойного образца  
при каскадообразующем облучении 
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Рис. 5.14. Каскадно-индуцированное перемешивание на межфазной границе 
(растворение большого выделения). Пунктирные линии – решения уравнения 

диффузии с mixD  1,8 нм2K, которые описываются функцией ошибок 
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 Рис. 5.13 и 5.14 показывают применение модели к двум другим 
начальным концентрационным профилям.  
 Выше предполагалось, что свойства каскадов одинаковы в матрич-
ной фазе и в слое меченых атомов. Это предположение соответствует 
действительности в случае тонкого слоя меченых атомов (меньше, чем 
размер термического пика в матрице). Интересные эффекты наблюдались 
экспериментально во время процесса перемешивания на межфазной 
границе, разделяющей два различных материала (см. обзорную работу 
[68]). Эксперименты показали, что атомы разных типов не всегда 
мигрируют в противоположные слои с равной скоростью даже в темпе-
ратурно-независимом случае. Чтобы оценить влияние энергии когезии, 
в работе [173] исследовались двойные слои, составленные из элементов 
с разной энергией когезии. Было установлено, что, независимо от взаимного 
положения слоев (A-B или B-A) относительно налетающих частиц, атомы 
металла с более высокой энергией когезии предпочтительно смещаются 
в металл c более низкой энергией когезии. 
 Эти наблюдения не могут быть объяснены с помощью механизма 
баллистического перемешивания, согласно которому более легкие атомы 
должны смещаться вдоль направления облучения более эффективно. 
Поэтому в работе [173] был сделан вывод, что предпочтительная миграция 
атомов в материал с низкой энергией когезии объясняется перемеши-
ванием в области термического пика. Известно, что энергия когезии 
связана с температурой плавления, поэтому время жизни расплава 
в материале с большой энергией когезии будет меньше, чем время жизни 
расплава в материале с низкой энергией когезии. В области термических 
пиков, которые развиваются на межфазной границе между двумя 
материалами, материал с высокой температурой плавления будет 
затвердевать первым, но атомы этого материала будут продолжать быстро 
диффундировать в жидкоподобном объеме материала с низкой 
температурой плавления.  
 Моделирование перемешивания двухслойных систем, составленных 
из материалов с подобными (рис. 5.15а) и различающимися (рис. 5.15б) 
свойствами каскадов, воспроизводит экспериментально наблюдаемые 
тенденции. На рис. 5.15б, в материале слева от межфазной границы, 
перемешивание в области термического пика запрещено при атомных 
концентрациях компонента А в термическом пике выше, чем 30 ат%. 
Видно, что в этом случае концентрационный профиль асимметричен 
относительно начального положения межфазной границы, то есть 
перемешивание в термических пиках ускоряет перенос атомов. 
Концентрационные профили, представленные на рис. 5.15а, хорошо 
описываются решением уравнения диффузии и соответствуют функции 
ошибок с KDmix  3 нм2/сна. 
 В разделе 5.1 (см. также [74]) было рассмотрено уменьшение 
размеров ансамбля пластинчатых выделений хрома в сплаве меди при 
ионном облучении. Оказалось, что даже при очень малых дозах облучения 
(приблизительно 0,1 сна при комнатной температуре) электронно-
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микроскопический деформационный контраст выделений хрома исчезает 
полностью [66]. При низких температурах облучения, когда термоактиви-
рованные диффузионные процессы заморожены, это исчезновение 
деформационного контраста должно быть связано с каскадным перемеши-
ванием, то есть с прямым разрушением выделений каскадами смещений. 
Попытки объяснить экспериментальные наблюдения в терминах средней 
эффективности ионного перемешивания, используя уравнение диффузион-
ного растворения [66], оказались неуспешными, поскольку оцененная 
скорость растворения оказалась на порядок ниже, чем наблюдаемая. 
Причина состоит в том, что уравнение диффузии применимо только на 
временах больше, чем время одного атомного скачка, то есть при дозах 
облучения больше, чем jumpK . Для параметров, использованных в этом 
разделе, jumpK =1,8x10-2 сна. 
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Рис. 5.15. Каскадно-индуцированное перемешивание двухслойных систем.  
Кривые показывают концентрацию компонента A. Каскадные параметры:  
dn  = 260, cd  = 6,21 нм, SVl  = 0,23 нм. Концентрационные профили получены 
путем усреднения распределения меченых атомов по поперечным сечениям  

объема моделирования (100x100 узлов решетки). Эффективность  
баллистического перемешивания одинакова для обеих систем. а) Межфазная 
граница между двумя подобными материалами. Диаметр термического пика  
не зависит от точки моделируемого объема, ThSd  = 3,22 нм (14 межатомных  

расстояний). б) Межфазная граница между двумя различными материалами. 
Перемешивание в области термического пика не происходит ( ThSd  = 0)  

при концентрациях компонента А выше, чем 30 ат% 
 
 Модельные расчеты раздела 5.1 показали, что разумное согласие 
с экспериментальными данными [66] может быть получено, используя 
минимум предположений о механизме растворения и структуре каскада. 
В разделе 5.1 структура каскада не была задана. Модель была чисто 
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геометрической – в ней рассматривались только пересечения дискообраз-
ного выделения и сферы эффективного радиуса, которая представляла 
собой каскад. Ключевым предположением было то, что любая часть 
выделения, пересекаемая каскадом, растворяется и больше не вносит вклад 
в экспериментально определяемый размер выделения. Модель данного 
раздела дает наглядное представление о деталях каскадно-индуциро-
ванного растворения выделения (рис. 5.16). 
 

 
  а      б 
 
Рис. 5.16. Частичное разрушение выделений одним каскадом. Матричные атомы 

не показаны. Каскадная область и область термического пика окружены  
штриховой и пунктирной линиями, соответственно (каскадные параметры  

указаны на рис. 5.10). Диаметр выделения – 43 межатомных расстояния (10 нм). 
а) Пластинчатое выделение, толщиной 3 атомных слоя, лежащее  

перпендикулярно направлению [111]. Сечения взяты вдоль плотноупакованных 
плоскостей. б) Сферическое выделение. Сечение перпендикулярно  

направлению [111] 
 
 На рис. 5.16 дано сравнение распределения атомов выделения 
после прямого столкновения одного каскада с пластинчатым (рис. 5.16а) 
и сферическим выделениями (рис. 5.16б). Видно, что процесс растворения 
намного эффективнее в случае пластинчатого выделения, главным образом 
из-за перемешивания в области термического пика. 

5.3. Выводы 

1. Построена модель каскадного растворения пластинчатых выделений, 
которая качественно и количественно воспроизводит поведение 
выделений Cr в сплаве Cu-Cr-Zr-Si при облучении ионами Cu+ 
с энергией 300 кэВ при комнатной температуре. Процесс каскадного 
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растворения особенно эффективен в случае дискообразных выделений 
толщиной меньше, чем размер каскада. 

2. Каскадная эффективность 4535 dr nn  при использовании 
в моделировании Монте-Карло дает результаты, которые хорошо 
согласуются с экспериментальными данными. При фиксированной 
каскадной эффективности функция распределения выделений слабо 
зависит от количества смещенных атомов в каскаде. Это может 
указывать на то, что уменьшение размеров пластинчатых выделений 
слабо зависит от энергетического спектра ПВА.  

3. Сформулирована модель переноса атомов вследствие перемешивания в 
каскадах смещений, которая учитывает неоднородность пространст-
венной структуры каскада. Входными параметрами модели служат 
параметры каскада, полученные при помощи МД моделирования. 
Модель используется для нахождения эффективности атомного 
перемешивания при помощи метода Монте-Карло, а также для анали-
тической оценки коэффициента диффузии. Показано, что диффузия 
носит гауссов характер. На больших временах при каскадообразующем 
облучении меченые атомы испытывают броуновское движение 

ttr )(2 . 
4. Проведено моделирование эволюции различных начальных концент-

рационных профилей при низкотемпературном каскадообразующем 
облучении. Показано, что доминирующий вклад вносит атомное 
перемешивание в области термического пика. Свойства материала, 
такие как энергия когезии и температура плавления, влияют на пара-
метры каскада и, следовательно, на процесс атомного перемешивания.  

Результаты данного раздела опубликованы в работах [74, 174-176].  

6. ФОРМИРОВАНИЕ СТАЦИОНАРНОГО  

РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЫДЕЛЕНИЙ  

ВТОРЫХ ФАЗ В СПЛАВАХ  

ПРИ КАСКАДООБРАЗУЮЩЕМ ОБЛУЧЕНИИ 

 В данном разделе, на основании представлений, развитых в преды-
дущих разделах, рассмотрено влияние потери когерентности на 
формирование распределения по размерам выделений вторых фаз при 
каскадообразующем облучении. Зарождение когерентных выделений, их 
рост с последующей потерей когерентности, а также каскадное растворение 
больших некогерентных выделений могут происходить одновременно, что 
приводит к формированию квазистационарного распределения по 
размерам полукогерентных выделений. Для описания этого процесса 
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рассмотрена эволюция смешанного ансамбля когерентных, полукогерент-
ных и некогерентных выделений. Математически задача сформулирована 
в виде системы дискретных уравнений кинетики зарождения (Master 
equation approach), которая также используется для более поздних стадий 
эволюции. Для решения соответствующей большой системы уравнений 
(в типичном случае, больше чем 105 уравнений) развит эффективный 
численный метод. Результаты моделирования, полученные для параметров 
материалов и условий облучения, характерных для ядерных реакторов, 
показывают, что потеря когерентности в значительной степени воздейст-
вует на эволюцию совокупности выделения. При определенных условиях в 
течение длительного облучения, и в отожженных на твердый раствор 
сплавах и в состаренных сплавах, средний размер выделений и их 
плотность стремятся к стационарным значениям, а функция распре-
деления больших выделений сужается. Обнаружено, что асимптотическое 
квазистационарное состояние ансамбля выделений может зависеть от 
исходного состояния сплава. 

6.1. Введение 

 Современные многокомпонентные сплавы, используемые в ядерной 
энергетике, содержат выделения неравновесных фаз или фазы, пере-
сыщенные одним из компонентов. Во время работы в реакторных условиях 
состав сплава и его фазовая микроструктура эволюционируют, приводя к 
изменению механических свойств и размерной нестабильности материала. 
Несколько примеров, представленных ниже, показывают, что выпадение 
вторых фаз играет важную роль в поведении материалов под облучением.  
 Часто оказывается, что материалы, содержащие когерентные 
выделения, обладают повышенной радиационной стойкостью. Например, 
сопротивление распуханию нержавеющей стали PE16 [177] и других 
высоко-никелевых сплавов [178, 179] обычно связывают с наличием мелко-
дисперсных выделений γ -фазы, однородно распределенных в матрице.  
 Другой пример – формирование высокой плотности нанометровых 
выделений, обогащенных медью, в ферритных сталях, что является 
основной причиной упрочнения стали и охрупчивания корпусов реакторов 
[108, 180]. Большое количество исследований было посвящено изучению 
распада модельных бинарных сплавов Fe-Cu в условиях термического 
старения. Было установлено, что обогащенные медью мелкие выделения на 
начальных стадиях распада обладают когерентной ОЦК решеткой, в то 
время как большие выделения имеют ГЦК решетку. С увеличением 
времени старения структура выделения претерпевает сложную последова-
тельность превращений из когерентного состояния в некогерентное 

ГЦКОЦК  3R9R  [181, 182]. Размер, при котором происходит первое 
превращение 9RОЦК , зависит от температуры окружающей матрицы 
и составляет приблизительно 12 нм при 550 оС и 5 нм при комнатной 
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температуре [182]. Подобная последовательность распада наблюдалась в 
сплаве Fe-1,5ат%Cu, облученном при 295 оС электронами с энергией 
2,5 МэВ до дозы 3,1x1023 м-2. Максимальный размер 9R-выделений был 
приблизительно 8 нм, более крупные выделения (приблизительно до 20 нм) 
полностью или частично превратились в выделения со структурой 3R или 
ГЦК [183]. Это означает, что основным эффектом электронного облучения 
является увеличение скорости диффузии меди и, следовательно, ускорение 
кинетики распада. При нейтронном и ионном облучении эволюция 
выделений отличается. Присутствие мелких 9R-выделений было 
подтверждено в модельном сплаве Fe-1,3ат%Cu, облученном нейтронами до 
доз 8,61x10-3 сна и 6,3x10-2 сна при температуре приблизительно 270 оС 
[184]. Однако данные работы [184], более ранние данные по малоугловому 
рассеянию нейтронов (SANS), просвечивающая электронная микроскопия 
[185], а также последние данные атомной зондирующей томографии (atomic 
probe tomography) и SANS [186] указывают на то, что и в сталях, и в 
модельных сплавах размеры выделений меньше (приблизительно 2-4 нм), 
а их плотность больше после нейтронного облучения, чем для эквива-
лентного термически состаренного сплава. Уменьшение размера 
выделения меди в состаренном сплаве Fe-1,3ат%Cu наблюдалось в 
температурном интервале между комнатной температурой и 550 oC после 
облучения до 30 сна ионами Fe+ (300 кэВ) со скоростью создания смещений 
от 10-3 до 10-2 сна/с [187]. Выделения меди сохраняли свою форму, но 
уменьшались в размерах при всех условиях облучения. Согласно [184, 187], 
отсутствие коалесценции, наблюдаемое при облучении нейтронами и 
тяжелыми ионами, может быть связано с каскадно-индуцированным 
растворением выделений. 
 Известно, что сплавы Zr-Nb обычно изготовляются с двойной 
фазовой структурой  -Zr +  -Zr. Обе фазы метастабильны при рабочей 
температуре реакторов на тепловых нейтронах (приблизительно  
520 – 570 K). Гексагональная  -фаза пересыщена ниобием. Выпадение 
выделений  -Nb фазы в  -фазе коррелирует с улучшением под облуче-
нием коррозионной стойкости напорных труб, изготовленных из сплава  
Zr-2,5%Nb, (см., например, [188] и работы, цитируемые там). Радиационно-
ускоренное выпадение игольчатых и дискообразных выделений  -Nb фазы 
наблюдалось при всех типах облучения: электронном [189], протонном [190] 
и нейтронном [6, 188, 191-194] (см. раздел 5). В облучаемых образцах 
средний размер выделений  -Nb фазы обычно мал и составляет 5-40 нм в 
длину. Плотность выделений высока, и обычно они распределены 
равномерно в зернах фазы  -Zr. При облучении в реакторных условиях 
при температурах ниже 600 K не наблюдается образование больших 
некогерентных выделений  -Nb или выделений  -Nb на границах зерен 
в  -Zr фазе. Согласно расчетам [64], некогерентные выделения являются 
неустойчивыми под облучением и поэтому не могут образовываться. В то же 
самое время стабильность мелких пластинчатых или игольчатых 
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выделений под облучением может быть объяснена тем, что эти выделения 
находятся в более когерентном состоянии с матрицей  -Zr [64]. В действи-
тельности, частицы  -Nb не могут быть полностью когерентными  
с  -матрицей из-за различия кристаллических решеток. Однако большая 
часть межфазной границы игольчатых или пластинчатых выделений 
является когерентной, в то время как несоответствие решеток наблюдается 
на некогерентной части межфазной границы. Это означает, что в среднем 
мелкие выделения  -Nb могут считаться когерентными (или полукоге-
рентными). По-видимому, в сплавах при некоторых условиях облучения 
когерентные выделения не могут расти до больших размеров из-за потери 
когерентности.  
 В разделе 4 было описано совместное действие радиационно-
индуцированной сегрегации и каскадного перемешивания на стабильность 
когерентных и некогерентных выделений в неупорядоченных сплавах 
замещения. Результаты исследования фазовой стабильности были 
представлены в виде радиационно-модифицированных фазовых диаграмм. 
Эти диаграммы содержат низкотемпературную границу устойчивости 
выделений, расположение которой зависит от скорости создания смещений, 
эффективности радиационного перемешивания и типа межфазной 
границы. Низкотемпературная граница устойчивости некогерентных 
выделений расположена в области более высоких температур, чем 
соответствующая граница для когерентных выделений, inccoh TT   [64].  
 Существование двух порогов устойчивости выделений означает, что 
в облучаемых сплавах при температурах inccoh TTT   может формиро-
ваться квазистационарное распределение полукогерентных выделений 
[64]. Механизм этого явления связан с конкуренцией процессов: 
а) зарождения и роста когерентных выделений в пересыщенном твердом 
растворе и б) каскадно-индуцированного растворения больших выделений, 
которые теряют когерентность после достижения некоторого критического 
размера. Пересыщенность в сплаве может создаваться и поддерживаться 
вследствие каскадно-индуцированного растворения некогерентных 
выделений, существовавших в сплаве до облучения. Механизм образования 
стационарного распределения полукогерентных выделений схематически 
показан на рис. 6.1 (см. также рис. 6.2). 
 Цель данного раздела состоит в том, чтобы исследовать влияние 
потери когерентности на формирование и эволюцию распределения 
выделений по размерам при каскадообразующем облучении. В разделе 6.2 
построена скорость роста выделения как функция степени когерентности. 
Затем, для описания эволюции смешанной совокупности когерентных, 
полукогерентных и некогерентных выделений, формулируется система 
конечно-разностных уравнений (Master equation), то есть система 
кинетических уравнений для подвижных мономеров примеси, ТД и 
кластеров примеси всех размеров. Влияние потери когерентности на 
мощность стоков, концентрацию ТД и скорость роста выделений 
учитывается самосогласованно. Для решения системы кинетических 
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уравнений развит эффективный численный метод. Используя параметры, 
типичные для реакторных материалов, проведено моделирование 
и показано, что под облучением квазистационарное распределение 
выделений может формироваться как в отожженных на твердый раствор 
сплавах, так и в состаренных сплавах. 
 

 

Зарождение Рост

Потеря когерентности 
и растворение 

Пересыщенный  
твердый раствор 

Когерентные 
выделения 

Полукогерентные 
выделения 

Некогерентные 
выделения 

 
 

Рис. 6.1. Схематическая иллюстрация образования стационарного  
распределения полукогерентных выделений в пересыщенном твердом растворе 

6.2. Описание модели 

 Рассмотрим бинарный сплав замещения A-B с концентрациями 
компонентов AC  и BC  ( 1 BA CC , AB CC  , в дальнейшем компонент A 
будем называть примесью). Концентрации определены в атомных долях. 
Сплав может содержать когерентные и некогерентные выделения 
упорядоченной фазы, которые состоят из чистого компонента A. Для 
простоты и для того, чтобы продемонстрировать влияние потери коге-
рентности, рассматривается только каскадно-индуцированное растворение 
как механизм потери фазовой стабильности (радиационно-индуцированная 
сегрегация не рассматривается). Выделения считаются сферическими. 
Скорость роста выделения может быть представлена как сумма двух 
вкладов, а именно диффузионного роста и каскадно-индуцированного 
растворения вследствие атомного перемешивания в каскадных областях  
 

mixdif dt
dR

dt
dR

dt
dR 





 , (6.1) 

 
где R  – радиус выделения. Используя результаты [64, 146], можно 
показать, что в отсутствии сегрегационных эффектов диффузионно-контро-
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лируемая скорость роста когерентного и некогерентного выделения имеет 
вид 
  

,R
AA

A

dif
CC

R
D

dt
dR 


 ,       inccoh, ,             (6.2) 

 
где верхние индексы coh и inc относятся к когерентному и некогерентному 
выделению, соответственно; AC  – средняя концентрация подвижных 
мономеров примеси в матрице; ,R

AC  – термически равновесная концент-
рация мономеров примеси на границе выделения, задаваемая соотно-
шением Гиббса–Томсона 
 





TkR

CC
B

e
A

R
A

 2exp ,, , (6.3) 

 
,e

AC  – концентрация мономеров примеси в равновесии с объемной фазой A, 
  – энергия межфазной границы выделение-матрица. В общем случае 

,e
AC  и   зависят от типа межфазной границы. Обычно межфазная 

энергия когерентных границ значительно ниже энергии некогерентных 
границ, inccoh    [195]. Коэффициент радиационно-ускоренной 
взаимной диффузии 

AD  зависит от типа межфазной границы [54] 
  e

vvv
coh
A CCDD  2 ,    

)12ln(
)(2


 e
vv

e
vvvinc

A CC
CCDD ,            (6.4) 

 
где vD  – коэффициент диффузии вакансий, vC  – средняя концентрация 
вакансий и e

vC  – термически равновесная концентрация вакансий на 
некогерентной границе. Под облучением вакансионная пересыщенность 

1e
vv CC , поэтому, согласно уравнениям (6.2) и (6.4), скорость диффу-

зионного роста некогерентных выделений меньше, чем скорость диффу-
зионного роста когерентных выделений. Физическая причина состоит в том, 
что граница некогерентного выделения является стоком для ТД. Поэтому 
вблизи некогерентного выделения концентрации ТД меньше, чем вблизи 
когерентного выделения, следовательно, диффузия примеси замедленна.  
 Разумно предположить, что скорость атермического каскадного 
растворения является одинаковой для когерентных и некогерентных 
выделений  

R
D

dt
dR mix

mix

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 ,                                     (6.5) 
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где mixD  – коэффициент диффузии вследствие каскадного 
перемешивания, который пропорционален эффективности радиационного 
перемешивания mixd  и скорости генерации K  свободно-мигрирующих ТД 
[64, 174].  
 

KdD mixmix  .                                         (6.6) 
 
Найдем скорость роста полукогерентного выделения. Чтобы учесть потерю 
когерентности, введем понятие степени когерентности. Предположим, что 
превращение из когерентного в некогерентное состояние происходит 
постепенно в некотором интервале размеров. Степень когерентности 
выделения, содержащего n  атомов примеси, будем задавать ступенчатой 
функцией 
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где 3
3
4

lossloss Rn 
 – размер выделения, для которого p  = 0,5, n  – 

ширина области превращения и   – атомный объем. Малые выделения 
(кластеры примеси), содержащие меньше, чем *n  атомов ( lossnn * ), 
считаются когерентными.  
 Используя степень когерентности как весовой множитель, запишем 
скорость роста полукогерентного выделения в виде интерполяционной 
формулы 
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 Рассмотрим эволюцию функции распределения выделений ),( tnf , 
которая определена концентрациями кластеров примеси всех размеров n , 
от димеров примеси до больших некогерентных выделений. Используем 
уравнения скоростей реакций или систему дискретных кинетических 
уравнений 
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)()()1()1(1 nfnWnfnWJ , nn
  ,                  (6.11) 

 

где )(nW   – скорость поглощения атомов примеси кластерами и )(nW   – 
скорость испускания атомов вследствие термического испарения 
и каскадного разрушения. Все концентрации определены в атомных долях. 
Используя уравнение (6.8), сконструируем скорости поглощения и 
испускания мономеров примеси. Вероятности поглощения и испускания 
атомов примеси включают когерентные и некогерентные вклады; вероят-
ность испускания атома примеси содержит также член, ответственный за 
каскадное растворение: 
 

))(1)(()()()( npnWnpnWnW inccoh   ,                       (6.12) 
 

mixinccoh DnRnpnWnpnWnW 
 )(4))(1)(()()()(    ,       (6.13) 

 

где )(nW   и )(nW   – скорости поглощения и испускания для когерентного 
и некогерентного выделений  
 

AACDnRnW  
 )(4)(   ,                               (6.14) 

 

coh, incCDnRnW R
AA        )(4)(  , ,  

   .                  (6.15) 
 
Первое слагаемое в уравнении (6.9) для димеров учитывает, что относи-
тельная диффузионная подвижность пары мономеров вдвое больше, чем 
диффузионная подвижность одиночного мономера.  
 Здесь совокупность когерентных и некогерентных выделений не 
рассматривается отдельно. Вместо этого вводятся различные вероятности 
поглощения атомов примеси когерентными и некогерентными выде-
лениями. Преимущество такого подхода состоит в том, что в модель могут 
быть включены также и полукогерентные выделения (по крайней мере, 
качественно). Как показывают уравнения (6.12) и (6.13), )(np  имеет смысл 
вероятности когерентного сопряжения решеток выделения и матрицы.  
 Если не рассматривать облучение ионами A или B, то полное 
количество подвижных мономеров и атомов примеси во всех кластерах 
сохраняется  

 
2

),(
n

A QtnnfC  ,                                 (6.16) 

 
где Q  – объемная доля атомов примеси. Ниже этот закон сохранения будет 
использоваться в дифференциальной форме 
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Подвижность примеси зависит от концентрации вакансий, которая 
удовлетворяет квазистационарному уравнению 
   02  e

vvvviiR CCDkCCDK   ,  (6.18) 
 
где iD  – коэффициент диффузии МА, iC  – средняя концентрация 
междоузельных атомов МА, R  – константа скорости рекомбинации и 2k  – 
полная мощность стоков. В рассматриваемой задаче эффекты преференса 
не существенны, поэтому используем обычное соотношение 
  e

vvvii CCDCD   .                               (6.19) 
 
В этом случае вакансионная пересыщенность имеет вид 
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Полная мощность стоков содержит вклады от полукогерентных и 
некогерентных выделений, которые являются стоками для ТД 
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  ,         (6.21) 

 
где 2

0k  – «фоновая» мощность стоков всех других стоков, кроме выделений.  

6.3. Численный метод решения  

эволюционных уравнений для функции 

распределения выделений 

 Из-за нелинейности и сложности система кинетических уравнений, 
сформулированных выше, может быть решена только численно. Однако эту 
задачу невозможно решить прямо, даже численно, так как количество 
связанных уравнений равно количеству атомов примеси в наибольшем 
выделении, присутствующем в системе, что предъявляет невыполнимые 
требования к компьютерным ресурсам (для системы с размерами выде-
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лений R  10 нм количество уравнений больше, чем 105). Эта трудность 
является характерной для задач неравновесной эволюции распределения 
кластеров. Обзор ранних усилий [75-85] в описании зарождения кластеров 
ТД и их роста в металлах под облучением приведен в [86-89]. Общая 
стратегия решения иерархии уравнений скоростей реакций для всех 
размеров кластеров состоит в том, чтобы свести дискретную формулировку 
к непрерывному описанию и к численной схеме с контролируемым 
количеством уравнений.  
 Киритани [78] развил групповой метод для анализа процесса 
кластеризации избыточных вакансий в решетке. В групповом методе 
первые N  = 100 уравнений являются уравнениями скоростей реакций для 
одиночных размеров кластеров, в то время как кластеры большего размера 
группируются и им приписываются одинаковые константы скоростей 
реакций (ширина группы была меньше пяти процентов размера кластеров 
в этой группе). Так как величина N  = 100 достаточно большая, то, по-
видимому, группировка мало или вообще не влияет на стадию зарождения. 
Групповой метод оказался полезной приближенной схемой. В работе [80] 
групповой метод применялся для изучения зарождения и роста 
междоузельных петель под облучением; было показано, что при надле-
жащем выборе ширины групп разрывы функции распределения петель по 
размерам, найденные в [90], могут быть минимизированы. Дальнейшее 
развитие и усовершенствование группового метода описано в [91, 92].  
 Самый известный, традиционный метод борьбы с численными 
трудностями дискретного подхода – это аппроксимировать дискретное 
распределение по размерам непрерывным распределением. Дискретные 
уравнения скоростей реакций (6.9)-(6.11) преобразуются путем разложения 
в ряд Тейлора до членов второго порядка в дифференциальное уравнение в 
частных производных типа уравнения Фоккера–Планка для распре-
деления кластеров по непрерывной переменной. Вообще говоря, усечение 
ряда Тейлора до второй производной неправомерно для малых кластеров, 
то есть в области размеров, где константы скоростей реакций и функции 
распределения быстро изменяются. Поэтому в работе [87] был предложен 
гибридный метод. В этом методе, чтобы сохранить детали процесса 
кластеризации, в области малых размеров используются отдельные 
уравнения скоростей реакций для вакансионных и междоузельных 
кластеров вплоть до N  = 4; дефекты большего размера моделируются при 
помощи уравнения Фоккера–Планка. Чтобы решить численно уравнение 
Фоккера–Планка для высокодозного облучения (большие размеры 
кластеров), в работе [87] вводится новая переменная, которая связана 
с радиусом кластера r  логарифмическим преобразованием  bru 2ln  
(где b  – вектор Бюргерса); затем в непрерывной области вводится 
равномерная сетка, и преобразованное уравнение Фоккера–Планка 
приводится к дискретному виду. Эффективность вычислительной схемы 
может быть повышена далее, если использовать принцип сохранения 
количества атомов для динамического определения количества уравнений, 
которые необходимо решать одновременно [85].  
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 Гибридный метод, аналогичный описанному в [87], был применен 
в [93] для моделирования зарождения и созревания Оствальда в крем-
неземе, который кристаллизуется в различных полиморфных модифика-
циях. В этом методе область размеров кластеров разделена на две части: 
для малых кластеров ( 100~Nn  ) используются дискретные кинети-
ческие уравнения, в то время как для больших кластеров непрерывное 
кинетическое уравнение записывается относительно переменной )ln(n . 
Граничные условия между дискретными и непрерывными формулиров-
ками получены из условий непрерывности решения [93].  
 Дальнейшая модификация гибридного метода [87] упоминается в 
работе [94], однако подробности вычислительной схемы не приведены.  
 В методологии работ [95, 96] кинетика мелких кластеров не 
рассматривается; вместо этого используется классическая теория 
зарождения, чтобы записать выражение для скорости зарождения как 
функции концентрации примеси и времени. Для моделирования кинетики 
распада непрерывная временная эволюция разделена на дискретное 
количество малых шагов по времени. На каждом шаге новые частицы 
могут зарождаться, а существующие частицы растут либо растворяются. 
Начальный радиус только что зародившихся частиц выбирается немного 
большим, чем критический радиус, чтобы позволить этим частицам расти. 
Распределение частиц по размерам обновляется соответствующим образом 
и используется для вычисления объемной доли частиц и, следовательно, 
мгновенной средней концентрации примеси в матрице. Обновленная 
средняя концентрация примеси используется в вычислении скоростей 
зарождения и роста на следующем шаге по времени. Таким образом может 
быть смоделирован переход от зарождения к росту и коалесценции 
выделений [97].  
 Недавно, для описания зарождения и роста пор под облучением 
был предложен новый комбинированный метод [98], основанный на 
дискретных уравнениях для малых размеров и на континуальной 
Ланджевеновской схеме Монте-Карло, которая применяется, чтобы решить 
уравнение Фоккера–Планка в области больших размеров. Дискретные 
уравнения используются для малых пор до размера N  = 2000. Во время 
расчетов кластеры, которые подходят к этой верхней границе, удаляются. 
Потеря компенсируется путем создания новой Ланджевеновской частицы 
в точке Nn   с весом, равным плотности удаляемых кластеров. 
Случайные блуждания Ланджевеновских частиц с дрейфом аппроксими-
руют уравнение Фоккера–Планка. Кластеры в выбранной Ланджевенов-
ской частице имеют один и тот же размер во время эволюции, а вес самой 
частицы остается постоянным [98].  
 Чтобы значительно уменьшить количество уравнений, в данном 
разделе сформулирована новая реализация гибридного (или комбиниро-
ванного) подхода, которая методологически является довольно простой и 
прямой по сравнению с методами, упомянутыми выше. Подобно [87, 93] 
первоначальная конечно-разностная система уравнений сохраняется до 
некоторого количества атомов в кластерах 1N . Для больших размеров 
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система конечно-разностных уравнений преобразуется путем разложения в 
ряд Тейлора до членов второго порядка в дифференциальное уравнение в 
частных производных типа уравнения Фоккера–Планка для 
распределения с непрерывной переменной  
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где )(xA  – дрейфовая скорость, пропорциональная скорости роста 
выделений (6.8)  
 

mixDxRxAxWxWxA 
 )(4)()()()( 0    ,         (6.23) 

 
)(xB  описывает диффузию в пространстве размеров 

 

mixDxRxBxWxWxB 
 )(4)()()()( 0    ,         (6.24) 

 
где )(0 xA  и )(0 xB  соответствуют эволюции без каскадных эффектов, то 
есть при 0mixD . 
 Комбинированная система конечно-разностных уравнений и 
непрерывное уравнение Фоккера–Планка решаются численно с помощью 
метода линий (МЛ) [99, 100]. В методе линий пространственная и 
временная дискретизация уравнения в частных производных производятся 
и анализируются независимо. Сначала пространственные производные 
аппроксимируются алгебраическими выражениями на пространственной 
сетке, сохраняя непрерывные производные по времени. Затем возникаю-
щая система ОДУ интегрируется численно, используя подходящий 
численный пакет.  
 Как будет видно ниже, в рассматриваемой задаче желательно 
построить некую неравномерную сетку для того, чтобы понизить количество 
ОДУ и, в то же самое время, правильно описать быстрые изменения 
функции распределения в области малых размеров кластеров на 
движущемся фронте и в окрестности устойчивого размера. По-видимому, 
наиболее эффективным способом сделать это является адаптивная схема, 
которая автоматически подстраивает сетку в областях быстрого пространст-
венного изменения функции распределения (см., например, [196]). Однако 
вместо этого для целей данного раздела была выбрана более простая 
неадаптивная неравномерная сетка, шаг которой изменяется по заданному 
закону в области изменения пространственной переменной. Для создания 
неоднородной сетки используются следующие соотношения для точек сетки 

ix  и шагов сетки ix : 
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где M  достаточно велико, так что с хорошей точностью выполняется 
граничное условие 0)( Mxf . Изменение шага сетки контролируется 
параметром  , который должен быть мал 1 . Для положительного   
шаг между точками сетки увеличивается экспоненциально с ростом номера 
точки i , поэтому количество уравнений можно значительно уменьшить 
вследствие огрубления численной сетки. Увеличивающийся шаг сетки 
особенно полезен, например, в задаче коалесценции (созревание 
Оствальда), когда средний размер кластеров и ширина распределения по 
размерам растут со временем. Для постоянного и положительного 
параметра   из уравнения (6.25) легко найти явное соотношение между 
точкой сетки ix  и ее номером  
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Асимптотически, при Ni   и 1ix , из (6.26) получаем  
 

 ixi  ln1  .                                         (6.27) 
 
Это соотношение имеет ту же самую природу, как и логарифмическое 
преобразование )ln(~ xu , использованное в [87, 93]. Определение сетки 
(6.25) позволяет изменять шаг между точками сетки более сложным 
образом. Например, вводя немонотонную зависимость   от номера точки на 
сетке, можно подстраивать сетку к ожидаемому поведению решения после 
тестового прогона алгоритма (см. раздел 6.4). 
 Уравнение в частных производных (6.22) преобразуется в конечно-
разностные уравнения на неравномерной сетке, сохраняя консервативность 
исходного уравнения. Правая часть дифференциального уравнения, 
содержащая переменный размер кластера, приводится к дискретному виду, 
используя центральные конечные разности. В результате получаем систему 
ОДУ относительно производной по времени 
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Здесь и ниже нижний индекс i  относится к значениям функций в точках 
сетки, ),( txff ii   и т. д. Замечательным свойством уравнения (6.28) 
является то, что на сетке с равноотстоящими точками 1 ix  оно 
переходит в начальное конечно-разностное уравнение (6.10). Поэтому 
уравнение (6.28) можно использовать во всей области размеров кластеров 

3n , то есть переход от дискретных уравнений в области Nx i   
к конечно-разностным уравнениям в области Nx i   является гладким. 
Другими словами, в предлагаемом подходе, чтобы обеспечить сшивку 
уравнений скоростной теории и уравнения Фоккера–Планка, нет 
необходимости в специальной модификации первого конечно-разностного 
уравнения, либо в граничных условиях между дискретной и непрерывной 
формулировками, в отличие от численных методов работ [87] и [93], 
соответственно.  
 Суммирование в уравнениях (6.17) и (6.21) заменяется численным 
интегрированием, используя формулу трапеций 
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 Задача Коши для системы ОДУ (6.28) и (6.29) может быть решена 
с помощью стандартного численного пакета. Трудность, с которой 
приходится сталкиваться на практике, состоит в том, что система является 
жесткой. Это характерная черта такого типа уравнений эволюции. Дело 
в том, что совокупность мелких кластеров примеси и концентрация 
вакансий очень быстро подстраиваются к медленным изменениям 
параметров системы, которые контролируются большими кластерами и 
выделениями. В этом разделе используется пакет RADAU, который был 
создан для жестких и дифференциально-алгебраических задач [101]. Этот 
пакет основан на неявном методе Рунге–Кутта переменного порядка с 
адаптивным шагом по времени. Стабильность и высокий порядок делают 
этот метод пригодным для больших систем жестких ОДУ.  
 Необходимо сделать несколько замечаний о выборе размера N  
кластеров, для которых используются исходные кинетические уравнения 
(6.9)-(6.11). Как будет видно из результатов моделирования, представлен-
ных ниже, в области малых размеров быстро формируется квазистацио-
нарное распределение кластеров примеси. Это распределение, как 
функция размера кластера, резко уменьшается от значения концентрации 
димеров до величин на несколько порядков меньше. Существует щель 
в распределении кластеров примеси, которая отделяет распределение 
мелких кластеров и распределение больших выделений. Следуя Френкелю 
[110, 197], будем называть распределение мелкодисперсных кластеров, 
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которые непрерывно зарождаются и распадаются, гетерофазными 
флуктуациями (ГФ) [64, 161]. Ширина размера области ГФ зависит от 
параметров материала и температуры. В частности, она увеличивается 
с уменьшением энергии поверхности раздела фаз [161]; и этот эффект 
особенно явно выражен в случае когерентных выделений, которые 
обладают низкой энергией поверхности раздела фаз. Это означает, что ГФ 
могут вносить значительный вклад в полный баланс атомов примеси и 
влиять на кинетику больших выделений. Очевидно, для корректного 
описания стадии зарождения и кинетики ГФ значение N  должно быть 
выбрано вне области ГФ. Именно в области ГФ разложение функции 
распределения в ряд Тейлора по размеру кластера не справедливо; 
следовательно, в этой области будем использовать дискретные уравнения 
(6.9)-(6.11) или уравнение (6.28) на равномерной сетке с шагом 1 ix . Так 
как кинетика ГФ является быстрой, оптимальное количество N  равно-
отстоящих точек сетки ( 1 ix , Ni  ) может быть оценено при помощи 
быстрого моделирования низкодозного облучения, используя завышенное 
прикидочное значение N .  

6.4. Результаты моделирования  

 При моделировании условия облучения и содержание примеси 
были выбраны таким образом, что когерентные выделения являются 
устойчивыми, а некогерентные – неустойчивыми (см. рис. 6.2). Поэтому 
ожидается, что в этой области фазовой диаграммы после длительного 
облучения сформируется распределение полукогерентных выделений. 
 Параметры материала, использованные для моделирования, 
перечислены в табл. 6.1. Для простоты энергия некогерентной межфазной 
границы считается такой же, как и для когерентной межфазной границы. 
Этот набор параметров уже использовался для модельных расчетов 
радиационно-модифицированной фазовой диаграммы Zr-Nb сплава [64].  
 На рис. 6.3 показана скорость роста выделения (6.8) в зависимости 
от радиуса выделения. Видно, что малое выделение не может вырасти до 
размеров бóльших, чем устойчивый размер, в то время как большое 
некогерентное выделение должно раствориться до размера устойчивого 
выделения. 

Таблица 6.1 
Параметры материала, использованные в расчетах  

эволюции функции распределения выделений 
Параметр Величина 

Температура, K 600 
Скорость генерации свободно-мигрирующих 
ТД K, сна/с 

10-7 

Эффективность каскадного перемешивания 
mixd , нм2 

4 
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Параметр Величина 
Атомный объем  , м-3 2,4x10-29 
Константа скорости рекомбинации R , м-2 3x1020 
Начальная мощность стоков 2

0k , м-2 5x1014 
Равновесная концентрация вакансий e

vC , ат. 
доли 

0,54exp(-1,8эВ/kBT)  

Коэффициент диффузии вакансий vD , м2/с 1,67x10-4exp(-1,37эВ/kBT) 
Равновесная концентрация мономеров  

R
AC , ат% 

0,5 

Полное содержание примеси Q , ат% 2,5 
Межфазная энергия  , Дж/м2  0,1 
Параметр потери когерентности (см. (6.7)) *n  75 
Радиус потери когерентности lossR , нм  7 
Ширина области потери когерентности n  104 
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Рис. 6.2. Радиационно-модифицированная фазовая диаграмма  
модельного сплава, рассчитанная для случая каскадообразующего облучения без 

сегрегационных эффектов [64] (параметры материала указаны в табл. 6.1).  
Равновесная фазовая диаграмма реального Zr-Nb сплава показана пунктиром. 

Начальное состояние сплава, указанное на диаграмме, соответствует  
устойчивому когерентному выделению и неустойчивому некогерентному  

выделению. Равновесная концентрация подвижных мономеров  
и радиационно-модифицированные растворимости (когерентная  
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Рис. 6.3. Зависимость от радиуса скорости роста (сплошная линия)  
и степени когерентности (6.7) (пунктирная линия). Скорость роста  

некогерентного выделения является отрицательной. Концентрация  
мономеров примеси AC  = 0,8ат %. crR и stR  – критический  

и устойчивый радиусы, соответственно 

6.4.1. Сплав, отожженный на твердый раствор 
 Рассмотрим гомогенное зарождение выделений и эволюцию их 
распределения по размерам в отожженном на твердый раствор сплаве при 
каскадообразующем облучении. В исходном состоянии матрица содержит 
только мономеры примеси с концентрацией QC A   = 2,5ат%. Задача Коши 
для системы ОДУ (6.28) была решена в области размеров от димеров до 
выделений, содержащих 8,5x104 атомов примеси (радиус ~ 7,8 нм). Сетка 
(6.25) с увеличивающимся шагом (N = 50 и   = 5x10-3) использовалась 
вплоть до радиуса кластера lossR7,0 , при котором x = 105,11. Для 
размеров кластеров lossRR 7,0  использовался уменьшающийся шаг сетки 
с 310 , потому что в этой области размеров ожидалось формирование 
узкой функции распределения. Выбранная сетка позволила уменьшить 
общее количество ОДУ, решаемых одновременно, до 1923.  
 На рис. 6.4 показана функция распределения кластеров и выде-
лений примеси, которая определена через радиус кластера: 
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 Видно, что стадия зарождения заканчивается очень быстро и после 
короткого переходного периода формируется квазистационарное распре-
деление малых кластеров (R  < 1 нм). Передний фронт распределения 
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движется со временем, но он не может оказаться в области некогерентных 
выделений, где дрейфовая скорость )(xA  отрицательна. В результате 
образуется узкое распределение полукогерентных выделений в окрестности 
радиуса 6 нм.  
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Рис. 6.4. Функция распределения кластеров и выделений примеси,  
которые формируются в твердом растворе при облучении до 100 сна.  

Доза определена как Kt  
 
 Для анализа результатов моделирования вся совокупность выде-
лений была разделена на две группы: а) малые кластеры (ГФ), которые 
содержат меньше чем *n = 75 атомов ( *RR   = 0,75 нм); и б) большие 
выделения.  
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Рис. 6.5. Дозная зависимость средних параметров кластеров примеси  
в твердом растворе под облучением: а) плотность выделений (сплошная линия)  

и ГФ (пунктирная линия); б) средний радиус выделений и стандартное  
(среднеквадратичное) отклонение распределения выделений 
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 На рис. 6.5а показана дозная зависимость плотности ГФ hfN  и 
плотность выделений pN .  
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где 2R  – радиус димера. 
 Плотность ГФ слабо зависит от дозы, в то время как совокупность 
больших выделений участвует в процессе, похожем на созревание 
Оствальда, то есть плотность выделений уменьшается (рис. 6.5а).  
 Приблизительно при 40 сна сплав достигает медленно-эволюцио-
нирующего состояния: плотность выделений и их средний радиус стремятся 
к стационарным значениям (рис. 6.5). Средний радиус выделения 
определен как 
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Рис. 6.5б показывает также дозную зависимость среднеквадратичного 
отклонения   
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которая связана с шириной распределения выделений. Видно, что 
распределение сужается без признаков насыщения при 100 сна. 
 Объемные доли выделений, ГФ и мономеров примеси после 10 сна 
фактически не изменяются (рис. 6.6). Для параметров материала, 
использованных здесь, после окончания стадии зарождения объемная доля 
ГФ мала и составляет 0,04 ат%. В конечном состоянии твердый раствор 
остается пересыщенным, то есть концентрация мономеров примеси AC =1,4

e
AC = 0,7 ат%.  

 Было обнаружено, что с уменьшением межфазной энергии 
кластеров объемная доля ГФ увеличивается, в то время как скорость 
распада твердого раствора уменьшается. Причина состоит в том, что при  
T  = 600 K в рассматриваемом модельном материале главная движущая 
сила перераспределения примеси между когерентными кластерами – это 
тепловое испусканием атомов примеси, которое контролируется межфазной 
энергией (см. уравнение (6.3)). При меньших величинах межфазной 
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энергии малые кластеры более устойчивы термически, и их объемная доля 
выше. Полная мощность стоков увеличивается с дозой из-за роста 
полукогерентных выделений, которые являются стоками для ТД (рис. 6.7).  
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Рис. 6.6. Дозные зависимости объемных долей выделений, ГФ  
(малые кластеры, 75n ) и мономеров примеси 
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Рис. 6.7. Дозная зависимость полной мощности стоков  
в облучаемом твердом растворе 

6.4.2. Состаренный сплав 
 В этом  разделе приводятся  результаты моделирования каскадно-
индуцированного уменьшения размеров термически устойчивых некоге-
рентных выделений, существующих в сплаве без облучения.  
 Пусть в исходном состоянии сплав пересыщен e

AA CC 25,1 , 
содержит некогерентные выделения среднего радиуса 0R  = 11 нм 
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и плотностью 0N = 3x1021 м-3. Полное содержание примеси в сплаве –  
Q =2,5 %. Начальное распределение по размерам было выбрано в форме 
распределения Лифшица–Слёзова [113, 114], которое обычно наблюдается 
в термически состаренных сплавах  
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 Рис. 6.8 показывает функцию распределения вместе с сеткой, 
использованной в расчетах. Из-за каскадно-индуцированного растворения 
некогерентных выделений распределение по размерам сдвигается 
в область меньших размеров. В то же время концентрация мономеров 
увеличивается намного выше равновесной концентрации мономеров 
(см. рис. 6.9), что вызывает зарождение и рост когерентных выделений. 
В результате образуется бимодальная функция распределения. В конечном 
итоге ансамбль выделений эволюционирует к очень узкому распределению 
полукогерентных выделений (рис. 6.8).  
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Рис. 6.8. Эволюция функции распределения выделений и кластеров примеси  
в состаренном сплаве при облучении до 30 сна. В верхней части рисунка показа-

на сетка, использованная в расчетах. Увеличивающийся шаг сетки (  = 10-2) 
использовался для радиусов кластеров lossRR 6,0  и lossRR 1,1 .  

Мелкая сетка с равноотстоящими точками использовалась в окрестности  
устойчивого радиуса, чтобы правильно смоделировать пик распределения  

по размерам, который показан на вставке 



А. А. Туркин. Часть ІІ. Теория фазовых превращений в неупорядоченных сплавах...     159 
 

0 10 20 30
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

 Выделения
 Малые кластеры (n<75)
 МономерыО

бъ
ем

на
я 

до
ля

, %
 

Доза, сна  
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Рис. 6.10. Эволюция средних параметров кластеров примеси  

в состаренном сплаве под облучением: а) плотность выделений  
(сплошная линия) и полная мощность стоков (пунктирная линия);  

б) средний радиус выделений (сплошная линия) и среднеквадратичное  
отклонение (пунктирная линия). Среднеквадратичное отклонение  

увеличивается, когда зарождаются новые кластеры 
 

 Дозные зависимости плотности выделений и их среднего радиуса 
показаны на рис. 6.10. Приблизительно при 6 сна плотность выделений 
быстро увеличивается из-за зарождения мелких когерентных выделений. 
Интересно, что вторая, более гладкая, волна зарождения новых коге-
рентных частиц наблюдается приблизительно при 15 сна. Причина состоит 
в том, что гомогенное зарождение является лавинообразным процессом, 
который начинается, когда в материале создается достаточно высокая 
пересыщенность примеси вследствие каскадного растворения неустойчивых 
выделений. Дозные зависимости мощности стоков и среднеквадратичного 
отклонения являются немонотонными из-за растворения больших 
выделений и зарождения мелких выделений (кластеров) (рис. 6.10). Начало 
зарождения и увеличение объемной доли выделений коррелирует 
с поведением концентрации мономеров примеси (рис. 6.10). В конечном 
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состоянии объемная доля подвижных мономеров примеси выше, чем 
объемная доля выделений.  
 Здесь для моделирования было выбрано начальное распределение 
в форме Лифшица–Слёзова. Было проверено, что для сходных значений 
начального среднего радиуса и плотности выделений конечные параметры 
распределения выделений нечувствительны к изменениям формы 
начального распределения выделений. 

6.4.3. Влияние исходного состояния  
на асимптотическое поведение облучаемого сплава 

 Численные результаты, представленные выше, показывают, что и 
в отожженном на твердый раствор сплаве, и в состаренном сплаве под 
облучением формируются узкие медленно-эволюционирующие распреде-
ления полукогерентных выделений. Однако квазистационарные состояния 
в этих двух сплавах отличаются, то есть отличаются значения среднего 
радиуса выделений и их плотности. На первый взгляд, конечное асимпто-
тическое состояние не должно зависеть от исходного состояния сплава. 
Чтобы объяснить эту зависимость, рассмотрим рис. 6.11. Видно, что все 
выделения накопились в точке устойчивого размера, где скорость роста 
выделения обращается в ноль. В случае твердого раствора критический 
и устойчивый радиус расположены близко друг к другу; в случае 
состаренного сплава эти два радиуса значительно отличаются.  
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Рис. 6.11. Зависимость скорости роста выделения (толстая сплошная линия)  
от размера и функции распределения выделений (тонкие сплошные линии)  

в отожженном на твердый раствор сплаве (а) и в состаренном сплаве (б).  
Функции распределения нормированы на произвольные значения 
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 Критический и устойчивый радиусы crR  и stR  приближаются друг 
к другу, если концентрация мономеров примеси уменьшается вследствие 
зарождения и роста кластеров примеси. В случае состаренного сплава 
вначале каскады растворяют большие выделения, что приводит 
к увеличению пересыщенности примеси. Приблизительно после 7 сна, при 
достаточно высокой пересыщенности, начинается процесс зарождения, 
который длится 2 сна, после чего скорость зарождения значительно падает 
(рис. 6.10a), несмотря на то, что раствор остается пересыщенным (рис. 6.9). 
В то же время, вновь зародившиеся растущие кластеры ( stcr RRR  ) 
поглощают только малую долю мономеров примеси. Это означает, что 
пересыщенность не уменьшается существенно в течение эволюции, то есть 

crR  и stR  остаются разделенными даже после второй волны зарождения, 
которая наблюдается после 15 сна (рис. 6.10a).  
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Рис. 6.12. Эволюция ансамбля выделений для различных исходных состояний 

сплава, межфазная энергия   = 5x10-2 Дж/м2. Эволюция функций  
распределения выделений и кластеров примеси в твердом растворе (a)  

и в состаренном сплаве (б). Высокодозные значения плотности выделений (в)  
и среднего радиуса (г) не зависят от исходного состояния сплава 
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 Таким образом, из-за сильной зависимости скорости зарождения от 
пересыщенности примеси асимптотическое поведение облучаемого сплава 
зависит от исходного состояния сплава: начинается ли моделирование 
с состояния твердого раствора или с состояния состаренного сплава.  

Другими словами, в зависимости от степени конкуренции между 
зарождением, ростом выделений и каскадным растворением, система 
оказывается кинетически арестованной в различных квазистационарных 
асимптотических состояниях. С практической точки зрения, готовя 
определенное исходное состояние сплава, можно выбрать нужное квази-
стационарное асимптотическое состояние и время достижения этого 
состояния.  
 Для проверки этого объяснения было проведено моделирование 
эволюции сплава при более высокой скорости зарождения, то есть для 
меньшей величины межфазной энергии,  = 5x10-2 Дж/м2. Рис. 6.12 
показывает, что в этом случае асимптотическое состояние сплава не зависит 
от исходного состояния сплава. 

6.5. Зависимость ширины  

стационарной функции распределения 

от параметров каскадов 

 Так как в устойчивой точке, где накапливаются все выделения, 
дрейфовая скорость )(xA  обращается в ноль (см. уравнение (6.22)), на 
поздней стадии эволюции диффузия в пространстве размеров определяет 
ширину распределения по размерам и время достижения квазистацио-
нарного состояния. Выше использовалась упрощенная модель каскадного 
растворения. Предполагалось, что вследствие каскадов соударений атомы 
примеси испускаются из выделения поодиночке, подобного термическому 
испарению. В действительности, каскад может удалить одновременно 
несколько атомов примеси из выделения или даже может полностью 
растворить малое выделение/кластер [198]. То есть количество атомов, 
удаляемых каскадами из выделения, подвержено большим флуктуациям. 
Обсудим схематически влияние этого эффекта на эволюцию распределения 
выделений по размерам. Чтобы учесть стохастическую природу каскадно-
индуцированного растворения, уравнения (6.10) и (6.11) для больших 
выделений должны быть переписаны в виде  
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где 0

,1 nnJ   – поток кластера в пространстве размеров без каскадных 
эффектов (см. уравнения (6.11)-(6.13), в которых mixD  нужно положить 
равным нулю). Другие слагаемые соответствуют каскадному растворению: 
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),( nkWC  пропорционально вероятности того, что один каскад удаляет k  
атомов примеси из выделения, содержащего n  атомов примеси; mk  – 
максимальное число атомов примеси, которые могут быть удалены из 
выделения одним каскадом. Для большого выделения ( mkn  ) уравнение 
(6.37) преобразуется путем разложения в ряд Тейлора в уравнение 
Фоккера–Планка, сходное с (6.22), но с другой дрейфовой скоростью 
и коэффициентом диффузии в пространстве размеров 
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Чтобы правильно описать растворение больших выделений, дрейфовая 
скорость (6.38) должна быть приблизительно такой же, как и скорость, 
определенная уравнением (6.23), то есть 
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Что касается вклада каскадов в коэффициент диффузии в пространстве 
размеров, то его можно оценить следующим образом: 
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является средним числом атомов примеси, удаляемых одним каскадом из 
выделения. Согласно уравнению (6.41), каскадный вклад в коэффициент 
диффузии )(xB  по крайней мере в k  раз больше, чем в модели, которая 
была описана выше. Это означает, что ширина распределения выделений 
в конечном состоянии должна быть больше. Действительно, в квазистацио-
нарном состоянии все выделения накапливаются в окрестности устойчивого 
размера stx , где дрейфовая скорость имеет вид  
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Стационарное решение уравнения Фоккера–Планка в окрестности 
устойчивой точки имеет вид 
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Отсюда находим среднеквадратичное отклонение распределения, которое 
приблизительно соответствует полуширине на половине максимума 
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Так как в устойчивой точке e
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где   e

A
e
AA CCC   – пересыщенность. Согласно уравнению (6.46), 

ширина распределения выделений по размерам увеличивается при учете 
больших флуктуаций во время каскадного растворения. Соответствующий 
коэффициент увеличения имеет вид 
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Предположив, что k =100, для состаренного сплава (см. раздел 6.4.2) 
находим, что распределение остается достаточно узким nm 3.16.5 1100   .  

6.6. Выводы 

 В данном разделе показаны важные следствия потери когерент-
ности и продемонстрирован новый численный метод для решения 
кинетических уравнений эволюции распределения кластеров, начиная с 
ранней стадии зарождения до поздней асимптотической или квазиста-
ционарной стадии.  
 
Получены следующие результаты: 
1. Сформулирована модель эволюции смешанной совокупности коге-

рентных, полукогерентных и некогерентных выделений.  
2. Предложена новая численная реализация гибридного подхода для 

моделирования кинетики зарождения и роста кластеров и выделений 
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новой фазы. В развитом методе гибридный подход используется 
в комбинации с гибкой сеточной схемой, которая имеет следующие 
преимущества:   расстояние между точками сетки можно выбирать в зависимости от 

особенностей поведения решения;   в зависимости от задачи, переход от дискретного к непрерывному 
описанию может быть выбран при произвольном размере кластера;   дискретное уравнение Фоккера–Планка может быть использовано 
для размеров кластеров 3n , то есть сшивка дискретной и непре-
рывной частей решения достигается автоматически. 

3. Потеря когерентности значительно влияет на характер эволюции 
ансамбля выделений при каскадообразующем облучении. В пере-
сыщенном сплаве превращение выделений в менее когерентное 
состояние уменьшает скорость диффузионного восстановления, то есть 
каскадно-индуцированное растворение полукогерентных и некоге-
рентных выделений более эффективно. При температурах, которые 
могут быть определены из радиационно-модифицированной фазовой 
диаграммы, конкуренция между зарождением и ростом когерентных 
выделений, потерей когерентности и каскадно-индуцированным 
растворением некогерентных выделений приводит к формированию 
узкого медленно-эволюционирующего распределения полукогерентных 
выделений.  

4. Квазистационарное состояние ансамбля выделений, которое форми-
руется в сплаве после длительного облучения, может зависеть от 
исходного состояния сплава.  

5. Модель этого раздела объясняет следующие экспериментальные наблю-
дения:  
- отсутствие коалесценции и уменьшение размеров выделений меди 

в сплавах Fe-Cu, облучаемых нейтронами и ионами при низких 
температурах; 

- отсутствие больших некогерентных выделений в Zr-Nb сплавах при 
реакторном облучении.  

 Проведенный анализ показывает, что, управляя процессами 
образования и эволюции ансамбля выделений вторых фаз, можно добиться 
стабилизации микроструктуры сплава, а следовательно, и его свойств. 
Такой материал должен обладать повышенной радиационной стойкостью 
и представляет собой пример материала, обладающего самовозобнов-
ляющейся структурой. 
 Результаты раздела опубликованы в работах [102, 199-204]. 
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7. КИНЕТИКА ФАЗОВЫХ ПРЕВРАЩЕНИЙ  

В СИСТЕМАХ С СИЛЬНЫМИ  

ГЕТЕРОФАЗНЫМИ ФЛУКТУАЦИЯМИ 

 Традиционно при рассмотрении кинетики распада пересыщенных 
метастабильных твердых растворов выделяют три стадии: а) зарождение 
устойчивых кластеров новой фазы, б) независимый диффузионный рост 
этих кластеров, в) коалесценция (созревание Оствальда) – рост больших 
выделений за счет растворения мелких выделений – процесс, который 
приводит к понижению полной энергии межфазных границ. Существует 
важная группа сплавов, в которых энергия межфазной границы выде-
ление-матрица является низкой. Обычно такие выделения являются 
когерентными и достаточно устойчивыми по отношению к коалесценции. 
Такими сплавами являются суперсплавы на основе никеля [103]; 
высокопрочные низколегированные стали с добавками меди (HSLA) 
[104, 105]; сплавы алюминия, легированные скандием [106, 107], и т. д. 
Вследствие выпадения высокой плотности когерентных, нанометровых 
частиц эти сплавы обладают высокой прочностью. В зависимости от 
применения сплава, эффект упрочнения может быть полезным или 
вредным. Например, выпадение в ферритных сталях корпусов атомных 
реакторов частиц, обогащенных медью, приводит к упрочнению 
и охрупчиванию стали [108, 109].  
 Межфазная энергия выделений влияет на скорость зарождения, 
рост и коалесценцию выделений. В системе когерентных выделений с 
низкой межфазной энергией процессы зарождения, роста и коалесценции 
могут происходить одновременно, что затрудняет интерпретацию поведе-
ния сплава. Существующие модели поздней стадии распада рассматривают 
только крупные выделения и мономеры примеси, в то время как сово-
купность докритических кластеров игнорируется. Однако даже в недо-
сыщенных твердых растворах, вследствие непрерывного зарождения и 
распада неустойчивых кластеров, образуется стационарное распределение 
мелких кластеров. В 1939 г. Френкель назвал это распределение гетеро-
фазными флуктуациями [110, 111]. В разделе 7.1 рассмотрено влияние ГФ 
на кинетику диффузионно-лимитируемого распада пересыщенных твердых 
растворов в отсутствии облучения. При низкой межфазной энергии и/или 
высоких температурах ГФ могут вносить значительный вклад в полный 
баланс атомов примеси и влиять и на процессы зарождения, и коа-
лесценции.  
 Основным назначением фазовых диаграмм является предсказание 
фазовых изменений, которые происходят в сплаве во время эксплуатации 
при заданных значениях внешних параметров (температуры и мощности 
облучения). В разделе 7.2 на основании результатов, полученных 
в предыдущих разделах, рассмотрены пути эволюции фазового состава 
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облучаемого сплава в различных температурных областях. Показано, что 
в облучаемом сплаве существует два типа выделений упорядоченной фазы: 
мелкие недавно зародившиеся выделения (меньше или сравнимые 
с размерами каскада), которые разрушаются после нескольких попаданий 
каскадообразующей частицы, и крупные выделения (по сравнению 
с размером каскада), существующие в сплаве длительное время.  
 Каждый тип выделений характеризуется своими законами 
эволюции. Мелкие выделения являются аналогом равновесных ГФ 
и эффективно увеличивают растворимость примеси, тем самым сужая 
область устойчивости крупных выделений. Кинетика ГФ в облучаемом 
сплаве рассмотрена в разделе 7.2.3. Радиационно-ускоренная коалесценция 
крупных выделений рассмотрена в разделе 7.2.4.  

7.1. Моделирование кинетики  

диффузионного распада в системах  

с сильными гетерофазными  

флуктуациями (без облучения) 

 В этом разделе, на основе работы [205], рассмотрено влияние ГФ на 
кинетику диффузионно-лимитируемого распада пересыщенных твердых 
растворов в отсутствии облучения. Иерархия уравнений скоростей реакций 
Беккера–Деринга и численный метод, описанный в разделе 6.3, исполь-
зуются для изучения зарождения и перехода к конечному режиму 
созревания Оствальда. Согласно результатам моделирования, в пересы-
щенном твердом растворе в области малых размеров кластеров быстро 
формируется квазистационарное распределение кластеров. В конце стадии 
зарождения в распределении кластеров примеси появляется щель, которая 
отделяет совокупность малых кластеров (ГФ) от распределения крупных 
выделений. Объемная доля ГФ зависит от параметров материала и темпе-
ратуры. Показано, что ГФ влияют на кинетику зарождения крупных 
выделений. Однако на поздней стадии распада распределение по размерам 
демонстрирует скейлинговое поведение, как предсказывает теория коалес-
ценции Лифшица–Слёзова. Рассмотрены некоторые следствия модели, 
важные для интерпретации экспериментальных данных и оценки 
параметров сплава.  

7.1.1. Описание модели 
 Пусть бинарный сплав пересыщен по одному из компонентов, 
который будем называть примесью. Атомы другого типа будем называть 
матричными. Примесь может образовывать выделения новой фазы, 
которые будем считать однокомпонентными и сферическими. Рассмотрим 
гомогенное зарождение выделений новой фазы в рамках модели Беккера–
Деринга [112]. Согласно этой модели кинетические уравнения для концент-
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раций кластеров ),( tnf  ( 2n ) полностью определены скоростями погло-
щения атомов примеси кластерами и их испусканием вследствие термичес-
кого испарения. Предполагается, что подвижны только мономеры примеси. 
Прямые столкновения кластеров не рассматриваются. Функции распре-
деления кластеров новой фазы удовлетворяет уравнению 
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где 1),1( Ctf   – концентрация подвижных мономеров. В диффузионно-
лимитируемом случае скорости поглощения мономеров )(nW   и )(nW   
имеют вид 
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где   – атомный объем, )(nR  – радиус n -атомного кластера, D  – 
коэффициент диффузии атомов примеси. Скорость испускания мономеров 

)(nW   запишем в капиллярном приближении 
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где RC1  – термически равновесная концентрация мономеров примеси на 
границе выделения 
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где eC1  – концентрация мономеров примеси в равновесии с объемной фазой 
примеси,   – энергия межфазной границы выделение-матрица.  
Общее количество атомов примеси сохраняется  
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где Q  – атомная доля атомов примеси. 



А. А. Туркин. Часть ІІ. Теория фазовых превращений в неупорядоченных сплавах...     169 
 
 Твердый раствор пересыщен, если eCC 11  . Избыточное количество 
атомов примеси образует кластеры новой фазы. Из уравнений (7.1) и (7.2) 
для стационарной скорости зарождения устойчивых кластеров можно 
получить известное выражение 
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функция распределения, соответствующая вынужденному равновесию 
0 ,1  nnJ . Функция )(nfe  имеет минимум в точке критического размера 

crnn  , который удовлетворяет соотношению  
 

)()( crcr nWnW   .                                   (7.10) 
 

Все кластеры, меньшие, чем критический кластер, играют важную роль 
в зарождении устойчивых растущих выделений. Как известно, в класси-
ческой теории гомогенного зарождения [195, 206] скорость зарождения 
зависит, в основном, от значения функции )( cre nf  в критической точке. 
В свою очередь, это значение зависит от скоростей образования и распада 
всех докритических кластеров (см. (7.8)). Это означает, что мелкие кластеры 
служат «дорогой» для зарождения крупных выделений.  
 Согласно (7.9), даже устойчивый по отношению к распаду насыщен-
ный раствор ( crn ) содержит некоторое равновесное распределение 
кластеров, которое называют гетерофазными флуктуациями [110, 111]. Это 
означает, что полное количество растворенной примеси больше, чем 
растворимость мономеров. Следовательно, справедливо следующее опре-
деление: растворимость примеси – это полное равновесное содержание 
атомов примеси в насыщенном растворе, включая атомы примеси 
в докритических кластерах, которые образуются и распадаются вследствие 
флуктуаций. Именно такое количество примеси переходит в матрицу при 
контакте с массивной фазой примеси при достижении термодинамического 
равновесия. Очевидно, сформулированное определение растворимости 
соответствует линии растворимости на экспериментально построенных 
фазовых диаграммах сплавов. В капиллярном приближении, которое 
используется здесь, растворимость примеси имеет вид 
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где  TkR B)1(
2  – безразмерная межфазная энергия.  
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 Рис. 7.1 показывает относительные вклады мономеров и ГФ (второе 
слагаемое в уравнении (7.11)) в растворимость примеси. Видно, что при 
малых величинах параметра   концентрация мономеров низка. В сплавах 
с малыми величинами параметра   большая часть атомов примеси при-
надлежит неподвижным кластерам и непосредственно не участвует 
в диффузионном распаде. Это означает, что стандартные модели 
зарождения и коалесценции справедливы для систем с 1 ; их приме-
нение к системам с малыми величинами   может привести к ошибочной 
интерпретации экспериментальных данных.  
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Рис. 7.1. Зависимость относительных вкладов мономеров и ГФ  
в растворимости примеси от безразмерной межфазной энергии 

 
 Чтобы исследовать влияние ГФ на гомогенное зарождение выде-
лений и коалесценцию, рассмотрим эволюцию функции распределения 
частиц новой фазы на всех временах фазового превращения с помощью 
численного метода, описанного в [200] (раздел 6.3). Для уменьшения коли-
чества уравнений, решаемых одновременно, исходная конечно-разностная 
система уравнений (7.1) и (7.2) используется до 200 атомов в кластерах; для 
больших размеров уравнения (7.1) и (7.2) преобразуются к дифферен-
циальному уравнению в частных производных типа Фоккера–Планка, так 
же, как это было сделано в разделе 6.3. Комбинированная система – 
дискретные уравнения и непрерывное уравнение – решаются численно 
с помощью МЛ [100] на пространственной сетке с нарастающим шагом.  

7.1.2. Результаты моделирования 
 При моделировании удобно использовать безразмерное время 

tDR 1)1(4   .                                   (7.12) 
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При такой замене уравнения (7.1), (7.2) сохраняют свой вид, а скорости 
поглощения и испарения мономеров приобретают вид 

1
31)( CnnW   ,       31

1
31 exp)(   nCnnW e   .        (7.13) 

Полная растворимость примеси была зафиксирована eC = 0,2 ат%, затем, 
используя уравнение (7.11), рассчитывалась равновесная концентрация 
мономеров eC1  примеси как функция параметра  . В исходном состоянии 
матрица содержит только мономеры примеси с концентрацией Q  = 2 ат%. 
Рис. 7.2 показывает формирование функции распределения по размерам 
в пересыщенном твердом растворе в процессе старения. Для удобства 
функция распределения определена через радиус частиц новой фазы.  
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где   = 1,2x10-29 м-3.  
 Для анализа результатов моделирования совокупность частиц раз-
делена на две группы: а) малые кластеры (ГФ, *RR   = 1 нм); б) большие 
выделения. Плотность ГФ hfN , плотность выделений pN  и средний 
радиус pR  выделений определены соотношениями 
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где 2R  – радиус димера. 
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Рис. 7.2. Эволюция функции распределения при   = 0,5 в зависимости  
от времени старения. Результаты численного моделирования показаны  

линиями. □ – квазистационарное распределение ГФ (см. уравнения (7.9), (7.14)) 
при   = 1010; о – распределение Лифшица–Слёзова (7.16)  при   = 1010 
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 Видно, что в области малых размеров формируется квазистацио-
нарное распределение кластеров примеси (рис. 7.2). В конце стадии 
зарождения образуется щель в распределении частиц примеси, которая 
отделяет совокупность малых кластеров (ГФ) от распределения больших 
растущих выделений. Ширина области ГФ зависит от межфазной энергии 
и температуры; она увеличивается с уменьшением параметра  .  
 Функция распределения малых кластеров, полученная с помощью 
численного моделирования, хорошо согласуется с уравнениями (7.9) 
и (7.14). Передний фронт распределения движется в область больших 
размеров, большие выделения участвуют в коалесценции. На поздней 
стадии старения форма функции распределения выделений близка 
к асимптотическому решению Лифшица–Слёзова в теории коалесценции 
[113] 
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 На рис. 7.3 показаны временные зависимости среднего радиуса и 
плотности выделений, рассчитанные для нескольких значений параметра  , который пропорционален межфазной энергии. Видно, что изменение 
параметра   сильно влияет на начальную стадию диффузионного распада 
(зарождение) и переход к более поздней стадии коалесценции.  
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Рис. 7.3. Временная зависимость среднего радиуса выделений (а)  
и плотности выделений (б). Стрелками показано направление  

увеличения межфазной энергии 
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Рис. 7.4. Зависимость инкубационного периода зарождения  
от межфазной энергии. Инкубационный период определен как момент времени, 

когда плотность выделений достигает значения ~1020м-3 и идет интенсивное  
зарождение выделений (cм. рис. 7.3) 

 
 Интенсивное зарождение выделений начинается после некоторого 
инкубационного периода. Инкубационный период зарождения немоно-
тонно зависит от межфазной энергии (рис. 7.4). При   > 6 инкубационный 
период резко возрастает, что соответствует представлениям классической 
теории зарождения [195, 206], согласно которой критический размер для 
зарождения линейно растет с ростом межфазной энергии, а инкуба-
ционный период растет как 3 .  
 Важным результатом моделирования является то, что при   < 5 
инкубационный период для зарождения увеличивается с уменьшением 
межфазной энергии; другими словами, несмотря на низкие значения 
критического размера, система эволюционирует очень медленно. Класси-
ческая теория гомогенного зарождения предсказывает полностью противо-
положное поведение, и ее использование может привести к ошибочным 
заключениям. Чтобы понять, в чем здесь дело, в качестве примера обсудим 
некоторые результаты работы [97]. В этой работе численная модель распада 
Кампманна и Вагнера [95] (КВН-модель) использовалась для исследования 
влияния межфазной энергии, пересыщенности примеси и диффузионной 
подвижности на кинетику распада в бинарных сплавах. В КВН-модели 
кинетика ГФ не рассматривается. Вместо этого, чтобы найти скорость 
зарождения как функцию времени и концентрации примеси, используется 
классическая теория зарождения. Для моделирования кинетики распада 
непрерывная эволюция во времени рассматривается на множестве малых 
шагов по времени. На каждом шаге новые устойчивые кластеры зарож-
даются в соответствии с классической скоростью зарождения; для сущест-
вующих выделений используется детерминистическое описание. Радиус 
недавно зародившейся группы выделений полагается немного большим, 
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чем критический радиус, чтобы позволить этим выделениям расти. Затем 
текущее распределение по размерам используется для вычисления 
объемной доли выделений и мгновенной средней концентрации мономеров 
примеси. На следующем шаге обновленная концентрация мономеров 
используется для вычисления скорости зарождения и детерминированных 
скоростей роста групп выделений. Следует подчеркнуть, что и модель этого 
раздела, и КВН-модель основана на одних и тех же физических предпо-
ложениях. Однако, в отличие от результатов, изображенных на рис. 7.3 и 
7.4, в работе [97] в рамках КВН-модели было получено, что инкубационный 
период распада значительно уменьшается, когда параметр   уменьшается 
от 5 до 0,8. Причина несоответствия с результатами численного 
моделирования этого раздела состоит в том, что КВН-модель физически не 
оправдана для систем, в которых 1~ , то есть для систем с большой 
объемной долей ГФ. Одно из главных допущений КВН-модели было 
сформулировано самими авторами этой модели: те флуктуации, что 
сформировались на стадии зарождения и которые не растут больше 
критического размера, не влияют существенно на кинетику распада; то есть 
количество флуктуаций с докритическими размерами и, следовательно, 
доля атомов примеси, содержавшихся в них, – пренебрежимо малая 
величина [95].  
 Согласно рис. 7.3, независимо от межфазной энергии на больших 
временах асимптотическое поведение функции распределения по размерам 
согласуется с теорией коалесценции Лифшица–Слёзова [113], то есть 

31pR и 1 pN . 
 В случае сильных ГФ (  = 0,5) атомная доля ГФ остается постоян-
ной длительное время – на временах от 102 до времен 107 и падает на 
временах порядка 108, когда стадия зарождения заканчивается (при этом 
объемная доля выделений близка к максимальной, рис. 7.5б). В системе 
с малым вкладом ГФ (  = 6) стадия зарождения заканчивается значи-
тельно раньше – на временах порядка 106 (рис. 7.5а). Причина состоит 
в том, что при низкой межфазной энергии движущая сила для эволюции 
системы является низкой, так как большое количество мелких выделений 
с большой суммарной межфазной поверхностью не сильно увеличивает 
общую энергию системы.  
 Заметим, что в конечном состоянии при  = 1010 в системе с силь-
ными ГФ концентрация подвижных мономеров меньше, чем объемная доля 
ГФ (рис. 7.5б). Это следует учитывать при использовании формул теории 
Лифшица–Слёзова для экспериментальной оценки параметров материала, 
например межфазной энергии. На больших временах средний радиус 
выделения удовлетворяет асимптотическому соотношению [113] 

tDCTkR e

B
p 1
3

9
8 

    ,  (7.18) 

которое хорошо согласуется с результатами моделирования этого раздела. 
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Следует иметь в виду, что соотношение (7.18) содержит равновесную 
концентрацию мономеров, но не полную растворимость примеси, которые 
могут значительно отличаться в системах с сильными ГФ. Автору не 
удалось найти в литературе обсуждение этого вопроса.  
 Закон сохранения вещества (7.7) можно переписать в виде  
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где 3**
3
4 Rn 
  выбирается в области, которая разделяет ГФ и большие 

выделения. Второе слагаемое в правой части описывает вклад ГФ и не 
учитывается в теории коалесценции Лифшица–Слёзова. На асимптоти-
ческой стадии  
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а функция распределения с хорошей точностью описывается уравнением 
непрерывности    0),(),( 


 tRFR

Rt
tRF  , (7.21) 
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 Было проведено также моделирование кинетики распада в системе 
с межфазной энергией, которая зависит от размера частицы новой фазы. 
Известно, что по мере роста частиц новой фазы межфазная энергия обычно 
увеличивается. Межфазная энергия увеличивается также, когда выде-
ление теряет когерентность в процессе роста [207]. Это означает, что 
в реальных системах малые кластеры могут иметь низкую межфазную 
энергию, от которой зависит доля ГФ, инкубационный период и скорость 
зарождения, в то время как большие наблюдаемые выделения имеют бóль-
шее значение межфазной энергии, которое контролирует коалесценцию.  
 На рис. 7.6 показана зависимость межфазной энергии, использован-
ная для моделирования кинетики распада. На рис. 7.7 показаны зависи-
мости среднего радиуса и плотности выделений от времени, рассчитанные 
для нескольких значений параметра HF  при фиксированном значении 
межфазной энергии крупных выделений p . Межфазная энергия ГФ 
контролирует процесс зарождения, поэтому в области значений межфазной 
энергии  <4 зависимость инкубационного периода от HF  такая же, как и 
зависимость, изображенная на рис. 7.4.  
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 На больших временах поведение среднего радиуса и плотности 
выделений согласуется с теорией коалесценции Лифшица–Слёзова. 
Однако на переходной стадии к асимптотическому поведению при низких 
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значениях межфазной энергии ГФ (сплошная кривая на рис. 7.7) плотность 
выделений стремится к асимптоте 1  сверху, то есть коалесценция выде-
лений происходит быстрее, чем 1 . На этой стадии функция распределе-
ния, построенная в переменных pRRu   шире, чем функция распреде-
ления Лифшица–Слёзова (7.17) (см. рис. 7.8а).  
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Рис. 7.7. Временная зависимость среднего радиуса выделений (а)  
и плотности выделений (б) в сплаве, в котором межфазная энергия зависит  

от размера выделения. Стрелками показано направление увеличения  
межфазной энергии ГФ HF  
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 Здесь интересно заметить, что вопрос о ширине функции распре-
деления на стадии коалесценции широко обсуждался в литературе. Среди 
различных причин уширения функции распределения по сравнению со 
среднеполевым асимптотическим решением Лифшица–Слёзова указыва-
лись различные факторы, такие как: влияние объемной доли выделений; 
корреляционные эффекты, вызванные диффузионным взаимодействием и 
экранировкой; столкновение растущих выделений [208]. Результаты 
моделирования этого раздела указывают на еще одну причину, найденную 
нами впервые, – это влияние ГФ, которые замедляют процесс перехода к 
настоящему асимптотическому поведению. При этом временная зави-
симость средних характеристик качественно соответствует развитому 
коалесцентному режиму (рис. 7.7) и, экспериментально, при наличии 
ошибок измерений, может неверно трактоваться как асимптотический 
режим коалесценции. Рис. 7.8 показывает, что на переходной стадии 
функция распределения, полученная при моделировании (рис. 7.8а), 
близка по форме к экспериментально наблюдаемому распределению 
(рис. 7.8б).  

7.2. Эволюция ансамбля выделений  

в бинарных сплавах  

при каскадообразующем облучении 

 Рассмотрим вопрос о влиянии ГФ на фазовую стабильность под 
облучением. В разделе 4 был рассмотрен рост больших (по сравнению с 
размерами каскадов, lR  ) когерентных и некогерентных выделений в 
бинарном сплаве при каскадообразующем облучении. Предполагалось, что 
все атомы примеси находятся в твердом растворе в виде подвижных 
мономеров и в крупных выделениях. Концентрацию подвижных мономеров 
будем обозначать 1AC . Схематически скорость роста выделения имеет вид 
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где P

AC  – концентрация компонента A в выделении, R
AC 1  – термически 

равновесная концентрация мономеров на границе выделения, 1AC  – 
средняя концентрация мономеров примеси в матрице, irr

AD  – коэффициент 
радиационно-стимулированной взаимной диффузии с учетом сегрегации 
компонентов сплава в окрестности выделения, различный для когерентных 
и некогерентных выделений [54, 124]. Значения средней концентрации, 
равные inccoh

irr
AC ,1 , при которых скорости роста когерентных или некоге-

рентных выделений, соответственно, обращаются в ноль, разделяют на 
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фазовой диаграмме области, в которых эти выделения растут или 
растворяются. По аналогии с термически равновесной концентрацией 
мономеров e

AC 1  в сплаве без облучения, концентрации coh
irr
AC 1  и inc

irr
AC 1  

были названы кинетически равновесными когерентными и некогерент-
ными концентрациями. Величины e

AC 1 , coh
irr
AC 1  и inc

irr
AC 1 , вообще говоря, не 

совпадают с пределами растворимости примеси. Как было показано в [205] 
(см. раздел 7.1), равновесной растворимостью компонента А является 
полное содержание атомов А в растворе, включая атомы А в кластерах 
новой фазы докритического размера, которые образуются флуктуационным 
образом, при этом критический радиус стремится к бесконечности. 
В работах [53, 54, 124, 139, 145, 146] не учитывались ГФ, что формально 
справедливо при больших энергиях   межфазной границы (см. раздел 7.1). 
В этом случае радиационно-модифицированными растворимостями 
являются следующие величины: 
 

][ )(lim ,1,1 RCC inccoh
irr
ARinccoh

irr
A   .     (7.24) 

 
 На рис. 7.9 показаны радиационно-модифицированные фазовые 
диаграммы, которые были построены в разделе 4.2  для двух типов сплавов. 
Пользуясь этими диаграммами, можно качественно описать эволюцию 
фазового состава сплава в различных температурных интервалах.  
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Рис. 7.9. Радиационно-модифицированные диаграммы двух типов сплавов,  
различающихся направлением сегрегации примеси: а) примесь накапливается 
вблизи стоков ТД; б) диаграмма сплава, в котором вблизи стоков ТД образуются 

обедненные зоны. Скорость создания смещений K = 10-6 сна/с, остальные  
параметры указаны в табл. 3.1. Пунктирной кривой показан  

предел растворимости без облучения 
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 В области 1 при высоких температурах радиационные ТД быстро 
уходят на стоки; средняя концентрация ТД близка к тепловой концент-
рации и кинетически равновесная концентрация мало отличается от 
термически равновесной e

AC 1 . То есть облучение практически не влияет на 
состояние сплава, поэтому должна наблюдаться обычная коалесценция 
выделений второй фазы, описываемая теорией Лифшица–Слёзова [113]. 
При этом средняя концентрация примеси в матрице стремится к терми-
чески равновесной. 
 В области 2 концентрация неравновесных ТД заметно выше терми-
чески равновесной, и на некогерентные выделения и выделения на стоках 
влияет радиационно-индуцированная сегрегация. В сплавах, в которых 
диффузионные параметры удовлетворяют соотношению 

1 AvBiBvAi dddd , вблизи стоков накапливаются матричные атомы, 
а примесь уходит от стоков (типичным примером такого сплава является 
сплав Ni-Аl [4, 38]). Это приводит к растворению некогерентных выделений 
и выделений на стоках ТД и повышению средней концентрации примеси 
в матрице. Наоборот, в сплавах с 1 AvBiBvAi dddd  (типичный 
представитель этого семейства сплавов – сплав Ni-Si) примесь сегрегирует к 
стокам [4, 38], поэтому некогерентные выделения растут, а матрица 
обедняется примесью. Каскадное разупорядочение при этих температурах 
слабо влияет на рост выделений. В области 2б, при начальной концент-
рации примеси в матрице, превышающей кинетически равновесную, 
устойчивы как некогерентные, так и когерентные выделения. Однако для 
когерентных выделений эффективная пересыщенность выше, чем для 
некогерентных. Когерентные выделения зарождаются и растут быстрее, 
чем некогерентные выделения. Это приводит к понижению концентрации 
примеси в матрице до термически равновесной и растворению некогерент-
ных выделений. На конечной стадии происходит коалесценция когерент-
ных выделений.  
 В случае сплава типа Ni-Si в области 2а, наоборот, эффективная 
пересыщенность выше для некогерентных выделений. В сплавах этого типа 
примесь переносится потоками ТД к поверхности стоков ТД (порам, 
дислокациям и границам зерен), что приводит к образованию на поверх-
ности стоков выделений или пленок упорядоченной фазы, которые ведут 
себя подобно некогерентными выделениями. Из-за того, что некогерентные 
выделения растут, концентрация примеси в матрице падает ниже 
кинетически равновесной когерентной растворимости, и существовавшие в 
растворе когерентные выделения начинают растворяться. После их полного 
растворения начинается конкуренция некогерентных выделений и выде-
лений на стоках ТД между собой.  
 При температурах порядка 500-800 K, то есть в области 3, неко-
герентные выделения растворяются, а система когерентных выделений 
радиационно-ускоренно коалесцирует. Причем для сплавов типа Ni-Si 
растворение крупных некогерентных выделений должно сопровождаться 
образованием «гало» из вновь зародившихся мелких когерентных выде-
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лений, поскольку сегрегация в этом случае повышает концентрацию 
примеси в окрестности выделения, увеличивая вероятность зарождения 
новых выделений. Для сплавов типа Ni-Аl зарождение, наоборот, более 
вероятно вдали от стоков ТД. При достижении выделением определенного 
радиуса может происходить потеря когерентности (например, в сплаве Ni-
Al радиус потери когерентности с матрицей для выделения упорядоченной 
фазы Ni3Al порядка 25 нм [115]). В этом случае может происходить 
образование стационарной функции распределения (см. раздел 6).  
 При дальнейшем понижении температуры система оказывается в 
областях 4-5. Обсудим эволюцию функции распределения при темпера-
турах, соответствующих этим областям фазовой диаграммы, более подробно. 
Некогерентные выделения полностью растворяются, и сегрегация в рас-
сматриваемой модели перестает играть существенную роль. Качественное 
различие между сплавами типа Ni-Si и Ni-Al пропадает.  
 Используя выражение для скорости роста когерентного выделения 
(4.11), запишем радиационно-модифицированную когерентную раствори-
мость (последние два слагаемых в скобках выражения (4.11)) с точностью до 
членов второго порядка малости по отношению Rl  [139, 146]: 
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Здесь было использовано соотношение Гиббса–Томпсона [207] 
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В уравнении (7.27) n  – это численный параметр, величина и знак которого 
зависят от формы каскадного источника )(rg  (например, для прямоуголь-
ного источника, n 1/3 [198]). Второе слагаемое в выражении для радиа-
ционно-модифицированной растворимости мономеров (7.26) описывает 
конкуренцию процессов атермического каскадного перемешивания и 
взаимной диффузии. 
 Соотношения (7.23)-(7.27) справедливы только для крупных выде-
лений ( lR  ), существующих в растворе достаточно длительное время, так 
как при их получении предполагалось, что в окрестности выделения 



182                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 
действует квазистационарный каскадный источник примеси )(rg , а это 
имеет смысл, как уже отмечалось, при характерных временах изменения 
размера выделения, превышающих время повторного попадания каскада в 
одну и ту же область поверхности выделения. При *  > 0 соотношения 
(7.23) и (7.25) с точностью до обозначений совпадают с соотношениями, 
описывающими рост выделений без облучения, поэтому в рассматриваемой 
температурной области крупные когерентные выделения должны 
радиационно-ускоренно коалесцировать. 
 Что касается мелких выделений, то они эволюционируют по другим 
законам. Там, где кинетически равновесная концентрация отличается от 
термически равновесной растворимости, сплав сильно пересыщен относи-
тельно зарождения когерентных выделений, термически устойчивых 
в отсутствие облучения: e

Acoh
irr
A CC 1 . Следовательно, в рассматриваемой 

области температур при концентрации примеси в матрице, близкой 
к кинетически равновесной или выше, идет интенсивное термическое 
зарождение мелких выделений, которые растут до тех пор, пока не будут 
разрушены каскадом. Понятно, что в области малых размеров формируется 
функция распределения, эволюция которой существенно отличается от 
эволюции функции распределения крупных выделений. Образование 
ансамбля мелких выделений (кластеров) уменьшает концентрацию 
подвижных мономеров в матрице и, следовательно, влияет на устойчивость 
крупных выделений. Однако полная растворимость по отношению 
к крупным когерентным выделениям при этом увеличивается  
 

irr
A

irr
cohA

irr
cohA QCC  1  , (7.29) 

 
где irr

AQ  – содержание атомов А в мелких выделениях в расчете на один 
узел решетки, которое зависит от термодинамических характеристик 
выделений, температуры и интенсивности облучения. Зависимость irr

cohAC  
от температуры ограничивает на фазовой диаграмме область существо-
вания крупных выделений, то есть является аналогом термической 
растворимости. Сами же мелкие выделения аналогичны термодина-
мически равновесным гетерофазным флуктуациям [161]. 

7.2.1. Кинетика ГФ при каскадообразующем облучении 
Найдем радиационно-модифицированную когерентную раствори-

мость с учетом вклада ГФ. Разобьем все выделения и кластеры новой фазы, 
находящиеся в сплаве, на два типа. Первый тип – это мелкие выделения, 
появляющиеся в твердом растворе флуктуационным образом и в которые 
еще не попал ни один каскад. Выделения второго типа – это достаточно 
крупные выделения, окруженные примесной шубой, которая образуется 
при попадании в выделение каскадообразующих частиц. Зарождение 
мелких когерентных выделений будем описывать в рамках гомогенной 
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теории зарождения, считая, что подвижны только мономеры. Чтобы не 
усложнять рассмотрение, здесь не учитываются другие механизмы 
зарождения, такие как зарождение в каскадной области [218] или 
зарождение новых частиц на месте выделения, разрушенного каскадом. 
Итак, функция распределения выделений первого типа подчиняется 
уравнению 

)(1,,1 xfWJJ
t
f

sdxxxx
s  

  ,    (7.30) 

)()()1()1(,1 xfxWxfxWJ ssxx
   , 

 

где x  – количество атомов A в выделении, )(xW   и )(xW   – вероятности 
присоединения и отрыва одиночного атома к выделению, содержащему x  
атомов А, соответственно, dW  – вероятность попадания каскадообразующей 
частицы в кластер размера x . Последнее слагаемое описывает убыль 
выделений первого типа вследствие их разрушения каскадами или 
превращения в выделения второго типа.  
 Функция распределения sf  удовлетворяет следующим граничным 
условиям 

1)1( As Cf  ,                  0)( sf  . (7.31) 
 
 Вероятности присоединения и отрыва атомов A от кластера радиуса 
R  имеют вид (см. раздел 6.2)  
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Вероятность попадания каскада в выделение, меньшее, чем размер 
каскада, определяется соотношением 
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где G  – скорость создания каскадов в единице объема (см. (6.0)),   – 
эффективность разупорядочения определена в разделе 4. Если радиус 
выделения больше размера каскада, то учитываются только попадания в 
его приповерхностный слой  
  33 )()(

3
4 lRlRGWd    .   (7.34) 
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 Каскадобразующее облучение, растворяя когерентные выделения, 
эффективно увеличивает растворимость мономеров. То есть крупные коге-
рентные выделения устойчивы при концентрации мономеров, превышаю-
щих их термическую растворимость. Но это означает, что в системе должны 
зарождаться когерентные выделения. В твердом растворе мономеров, 
недосыщенном относительно крупных выделений, irr

cohAA
e
A CCC 111  , 

вновь зарождающиеся когерентные выделения неустойчивы, поскольку они 
растворяются после попадания в них каскадов смещений. Таким образом, 
формируется стационарная функция распределения мелких когерентных 
выделений, максимальный размер которых порядка размера каскада.  
 Радиационно-модифицированная когерентная растворимость, опре-
деляющая границу устойчивости крупных выделений, является суммой 
кинетически равновесной концентрации мономеров и содержания вещества 
в радиационно-индуцированных ГФ 
 

)(
2

1 nnfCC
n

s
irr

cohA
irr

cohA   . (7.35) 

 
Здесь )(nf s  – стационарное решение уравнения (7.30). Это соотношение 
аналогично выражению (7.11) для равновесной растворимости примеси, 
поэтому следует ожидать, что ГФ будут давать вклад в растворимость при  
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Параметр   имеет такой же смысл, что и параметр, определенный в 
разделе 7.1.1, отличие состоит в том, что в разделе 7.1.1 рассматривались 
однокомпонентные выделения 1p

AC . В качестве примера, значение меж-
фазной энергии когерентных выделений Ni3Al в сплаве Ni-Al по 
измерениям работы [219] составляет 14 мДж/м2, то есть параметр   
оценивается как T400 . 
 В аналитическом виде вклад флуктуаций в растворимость найти не 
удается. На рис. 7.10 приведены расчеты радиационно-модифицированной 
растворимости. Для расчетов использовались параметры, указанные 
в табл. 3.1. Равновесная растворимость мономеров e

AC 1  была рассчитана 
с помощью соотношения (7.11), используя полную растворимость, указан-
ную в табл. 3.1. Вклад ГФ irr

AQ  сильно зависит от энергии межфазной 
границы. Для типичных значений энергии межфазной границы   -фазы 
в бинарных сплавах (порядка десятков мДж/м2 [115]) учет ГФ приводит 
к заметному смещению низкотемпературной границы устойчивости коге-
рентных выделений. 
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Рис. 7.10. Фазовая диаграмма сплава Ni-Al, построенная с учетом ГФ.  
Штриховкой показана область устойчивости крупных когерентных выделений. 

Пунктирная линия соответствует радиационно-модифицированной  
растворимости, рассчитанной без учета ГФ в пределе большой межфазной  
энергии. e

AQ  – вклад равновесных ГФ в равновесную растворимость (7.11).  
Параметр T/786  

7.2.2. Эволюция крупных выделений  
(радиационно-ускоренная коалесценция) 

 Рассмотрим эволюцию фазового состава при температурах в окрест-
ности низкотемпературного порога устойчивости когерентных выделений 
(состояние 1 на рис. 7.10). Так как исходное содержание атомов А в сплаве 
превышает радиационно-модифицированный предел растворимости 

irr
cohACQ 10  , то избыток атомов A должен выпасть в виде выделений 

второго типа (окруженных каскадным источником атомов A). На начальной 
стадии облучения идут следующие переходные процессы. Из-за раство-
рения каскадами смещений существующих крупных выделений и пере-
стройки системы ГФ в сплаве устанавливается средняя концентрация 
мономеров, близкая к кинетически равновесной irr

cohAC 1 , одновременно 
происходит формирование функции распределения мелких выделений 
первого типа. Затем начинается более медленная стадия эволюции 
крупных выделений, которая описывается следующей системой уравнений: 
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01 QQQC L
irr
AA   ,                                   (7.39) 

 

где 
l

L
p
AL dRtRFRCQ ),(

3
4 3  – объемная доля крупных выделений, 0Q  – 

полное содержание атомов A в сплаве. Функция распределения по разме-
рам LF  нормирована на количество выделений в единице объема.  
 Уравнения (7.37)-(7.39) аналогичны уравнениям теории Лифшица–
Слёзова [113], описывающей тепловую коалесценцию выделений вторых 
фаз. Но уравнение сохранения вещества (7.39) учитывает содержание 
примеси в ГФ. Кроме того, в отличие от тепловой коалесценции, параметр 

*  может быть отрицательным в зависимости от величины и знака пара-
метра n  (см. (7.27)), который определяется формой каскадного источника. 
Здесь мы не рассматриваем задачу о формировании каскадного источника. 
Вероятнее всего, что функция )(rg  является убывающей функцией r , для 
которой 0n . 
 В случае нормальной коалесценции при 0*   (особенности эволю-
ции фазового состава в случае «обратной коалесценции» рассмотрены 
в [220]) с течением времени средняя концентрация мономеров 1AC  вместе 
с долей вещества, сосредоточенного в ГФ, стремится к кинетически равно-
весному значению, которое обозначено как состояние 2 на рис. 7.10. 
Поэтому для описания асимптотического поведения первых моментов 
функции распределения выделений по размерам (среднего радиуса pR  
и плотности выделений pN ) можно воспользоваться результатами, полу-
ченными для тепловой коалесценции: 
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где параметр th  содержит только термодинамические характеристики 
выделения 
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 Как показывают соотношения (7.40) и (7.41), два механизма 
определяют скорость эволюции ансамбля крупных выделений. Первый – 
это термическое испарение атомов примеси совместно с радиационно-уско-
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ренной взаимной диффузией (слагаемое irr

AthD  в скобках выражения 
(7.40)); второй механизм имеет чисто каскадное происхождение и описы-
вается слагаемым mixnlD . Из-за того, что оба механизма входят в соотно-
шения (7.40) и (7.41) аддитивно, полученные выражения являются 
удобными для экспериментальной проверки развитых представлений, так 
как по измерениям температурной зависимости константы скорости 
коалесценции легко выделить температурно-зависимую и каскадную части. 
 На рис. 7.11 приведена температурная зависимость функции 
распределения когерентных выделений упорядоченной фазы, соответст-
вующая фазовой диаграмме, приведенной на рис. 7.10. Расчет проводился 
при одинаковом исходном состоянии (твердый раствор) и различных 
температурах. Видно, что при уменьшении температуры происходит 
перераспределение вещества между крупными и мелкими выделениями. 
При температуре около 650 К крупные выделения оказываются на границе 
устойчивости и не могут образовываться, в сплаве присутствуют только ГФ 
(мелкие выделения). При дальнейшем понижении температуры диффу-
зионные процессы замедляются, и поэтому мелкие выделения также не 
могут образовываться, поскольку каскадное растворение доминирует. При 
этом подавляющая часть атомов A находится в твердом растворе в виде 
мономеров. 
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Рис. 7.11. Температурная зависимость функции распределения крупных  
выделений 2F  и гетерофазных флуктуаций 1F . Параметры соответствуют 

структурно-фазовой диаграмме, приведенной на рис. 7.10.  
Объемная доля атомов примеси 14 aт%. Доза облучения 50 cна при скорости  

создания смещений 2,7х10-3сна/с. Вдоль оси абсцисс отложено отношение  
радиуса выделения к радиусу каскада 
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7.3. Выводы 

1. Растворимость примеси – это полное равновесное содержание атомов 
примеси в насыщенном растворе, включая атомы примеси в докрити-
ческих кластерах (ГФ), которые образуются и распадаются вследствие 
флуктуаций. 

2. Проведено моделирование кинетики распада в сплавах с сильными ГФ  

( ~
2

1
  TkR B

1). В таких сплавах большая часть атомов примеси 

принадлежит неподвижным кластерам и непосредственно не участвует 
в диффузионном распаде. Это означает, что стандартные модели 
зарождения и коалесценции не применимы для систем с ~ 1. 

3. Гетерофазные флуктуации замедляют гомогенное зарождение даже в 
сильно пересыщенных твердых растворах. ГФ влияют на форму 
функции распределения выделений на стадии перехода к асимпто-
тическому режиму. На больших временах распределение выделений по 
размерам стремится к устойчивому распределению, близкому к 
автомодельному решению Лифшица–Слёзова [113, 114, 208].  

4. Рассмотрена эволюция фазового состава бинарного сплава при каскадо-
образующем облучении. Крупные (по сравнению с размером каскада 
смещений) и мелкие выделения вторых фаз эволюционируют по 
разным законам.  

5. При каскадообразующем облучении в окрестности низкотемпературного 
порога устойчивости когерентных выделений сплав находится в состоя-
нии пересыщенного твердого раствора в динамическом равновесии с 
мелкодисперсными выделениями, которые непрерывно зарождаются и 
растут до тех пор, пока не будут разрушены каскадом смещений. Хотя 
эти выделения и разрушаются каскадами, их объемная доля может 
быть достаточно велика. Такие образования неподвижны, и, следова-
тельно, часть примеси исключается из процесса диффузии, что при-
водит к дополнительному увеличению растворимости устойчивых 
выделений упорядоченной фазы. Вклад мелких выделений в радиа-
ционно-модифицированную растворимость растет с уменьшением 
межфазной энергии. Мелкие выделения являются прямым аналогом 
ГФ в твердом растворе без облучения и играют важную роль в балансе 
вещества и кинетике роста крупных (по сравнению с размерами 
каскада) выделений. 

6. Выше низкотемпературного порога когерентные выделения коалесци-
руют с радиационно-ускоренной скоростью. 

 Развитые представления находят качественное, а в ряде случаев 
и количественное подтверждение при сравнении с экспериментальными 
данными, которое было детально проведено в работах [53, 54, 145, 146, 198, 
220]. Результаты данного раздела опубликованы в работах [161, 198, 205, 
220-223].  
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8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 На основе работ авторов построена теория фазовых превращений в 
неупорядоченных бинарных сплавах замещения под облучением. 
 Сформулирована модель радиационно-индуцированной сегрегации 
в концентрированных бинарных сплавах. Проведен анализ устойчивости 
стационарного распределения компонентов в облучаемом сплаве относи-
тельно пространственных флуктуаций состава сплава и показано, что 
стационарное состояние асимптотически устойчиво. Для нахождения 
средних концентраций радиационных точечных дефектов (ТД) построена 
модель эффективной среды для сплавов. 
 Исследован рост выделений новой фазы в концентрированных 
сплавах замещения с учетом основных механизмов потери фазовой 
стабильности: радиационно-индуцированной сегрегации и каскадного 
разупорядочения. Показано, что условия устойчивости выделений зависят 
от типа межфазной границы. Радиационно-индуцированная сегрегация 
значительно влияет на рост некогерентных выделений и выделений, распо-
ложенных на стоках ТД. Условия стабильности фаз сформулированы в 
терминах радиационно-модифицированных растворимостей примеси по 
отношению к когерентным и некогерентным выделениям. Разработан 
метод построения радиационно-модифицированных фазовых диаграмм. 
В зависимости от направления радиационно-индуцированной сегрегации 
примеси (к стокам ТД или от них) и типа облучения (бескаскадное или 
каскадообразующее) существует четыре типа диаграмм с разной тополо-
гией. Каскадное разупорядочение увеличивает предел растворимости 
независимо от типа межфазной границы. С понижением температуры 
взаимная диффузия и сегрегация, устраняющие беспорядок, вносимый 
атермическим каскадным перемешиванием, замедляются. По этой причине 
на радиационно-модифицированной фазовой диаграмме существует 
низкотемпературная граница устойчивости крупных выделений. Граница 
устойчивости когерентных выделений расположена в области более низких 
температур по сравнению с границей устойчивости некогерентных выделе-
ний. Построены радиационно-модифицированные фазовые диаграммы 
модельных сплавов Ni-Si, Ni-Al, Al-Zn.  
 Построена модель низкотемпературного растворения пластинчатых 
выделений каскадами атомных соударений, которая согласуется с экспери-
ментальными данными. Показано, что процесс каскадного растворения 
особенно эффективен в случае дискообразных выделений с толщиной 
меньше, чем размер каскада. Сформулирована модель низкотемпера-
турного переноса атомов вследствие перемешивания в каскадах смещений, 
которая учитывает неоднородность пространственной структуры каскада. 
Показано, что доминирующий вклад вносит атомное перемешивание 
в области термического пика. С помощью моделирования по методу Монте-
Карло установлено, что диффузия носит гауссов характер.  
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 Исследовано влияние потери когерентности на характер эволюции 
выделений при каскадообразующем облучении. Сформулирована модель 
эволюции смешанного ансамбля когерентных, полукогерентных и некоге-
рентных выделений. Показано, что зарождение когерентных выделений, их 
рост, с последующей потерей когерентности, а также каскадное растворение 
больших некогерентных выделений могут происходить одновременно, что 
приводит к формированию узкого квазистационарного распределения по 
размерам полукогерентных выделений.  
 Предложен новый численный метод для моделирования кинетики 
зарождения, роста и поздней стадии эволюции выделений новой фазы. 
В развитом методе гибридный подход (конечно-разностная система уравне-
ний в области малых размеров и континуальное описание в области 
больших размеров) используется в комбинации с методом линий по времен-
ной переменной и неравномерной сеткой по пространственной переменной.  
 Проведено моделирование кинетики распада в сплавах с сильными 
гетерофазными флуктуациями, в которых стандартные модели зарождения 
и коалесценции не применимы. Показано, что гетерофазные флуктуации 
замедляют гомогенное зарождение даже в сильно пересыщенных твердых 
растворах. Гетерофазные флуктуации влияют на форму функции распреде-
ления выделений на стадии перехода к асимптотическому режиму коалес-
ценции. В сплавах без облучения на больших временах распределение 
выделений по размерам стремится к устойчивому распределению, близкому 
к автомодельному решению Лифшица–Слёзова.  
 Описанные результаты и представления могут быть использованы, 
в первую очередь, для решения актуальных задач реакторного материало-
ведения – прогнозирования стабильности материалов в условиях 
облучения и разработки рекомендаций по оптимизации состава конструк-
ционных материалов для использования в ядерных энергетических 
установках. На практике для изучения радиационной стойкости и свойств 
материалов реальное облучение в ядерном реакторе часто моделируется с 
помощью ускорителей заряженных частиц (электронов и ионов). Поскольку 
условия облучения в ускорителях всегда существенно отличаются от 
реакторных условий нейтронного облучения, правильная интерпретация 
результатов имитационных экспериментов и их использование для 
предсказания поведения материалов в реальных ядерных установках при 
высокодозном облучении нуждается в соответствующих теоретических 
моделях. Описанные выше результаты могут служить основой для более 
детального описания эволюции материалов и предсказания поведения 
промышленных сплавов в реакторных условиях. 
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 данном обзоре обсуждаются некоторые наиболее акту-
альные проблемы современной космологии, включая во-
просы происхождения и эволюции нашей Вселенной и 
природы гравитации. Не привлекая такие широко рас-

пространённые и популярные в настоящее время понятия и методы, 
как супергравитация и теория струн в многомерных антидеситтеров-
ских пространствах, авторы старались показать, что большинство про-
блем гравитации и космологии могут быть решены в рамках обычной 
квантовой теории поля. Показано, что с помощью методов и представ-
лений, хорошо развитых в физике конденсированного состояния для 
описания таких макроскопических квантовых явлений, как сверхпро-
водимость, сверхтекучесть и фазовые переходы со спонтанным нару-
шением различных скрытых симметрий, можно понять наиболее фун-
даментальные явления природы при сверхвысоких энергиях, сравни-
мых с энергией Планка. Это свидетельствует о единстве законов при-
роды в чрезвычайно широком диапазоне энергий и температур, кото-
рый охватывает 32 порядка, начиная с явлений сверхпроводимости 
и сверхтекучести квантовых ферми-  и бозе-  жидкостей при темпера-
турах порядка 1–100 K вплоть до планковских температур порядка 

В 



Э. А. Пашицкий, В. И. Пентегов. Часть ІІІ. Фазовые переходы...           201 
 

1032 K в теории фундаментальных нелинейных бозонных полей, кото-
рая лежит в основе представлений о физическом вакууме. В работе 
рассматриваются механизмы возникновения нелинейных скалярных 
полей и обсуждаются вопросы формирования пространственно неод-
нородной крупномасштабной структуры современной Вселенной, 
а также происхождение «тёмной энергии» и «тёмной материи». 

 
 
 

ВВЕДЕНИЕ:  

Краткий исторический экскурс 
 

Созданная более ста лет тому назад Альбертом Эйнштейном общая 
теория относительности (ОТО) [1, 2] заложила основы современной кос-
мологии –  науки о происхождении и эволюции нашей Вселенной. Одной 
из главных космологических проблем на первом этапе применения ОТО 
была проблема устойчивости бесконечной и стационарной Вселенной. 
Согласно закону всемирного тяготения Ньютона, между массивными 
телами существует сила взаимного притяжения, которая пропорцио-
нальна гравитационной постоянной Ньютона NG  и обратно пропорцио-
нальна квадрату расстояния между гравитирующими массами. Под дей-
ствием такого всеобщего дальнодействующего притяжения возникает 
неустойчивость достаточно больших систем по отношению к сжатию – 
так называемая гравитационная неустойчивость Джинса [3], в результа-
те которой образовались звезды, планеты и галактики. 

Для устранения глобальной неустойчивости всей Вселенной Эйн-
штейн ввёл в уравнения ОТО космологическую постоянную [4], которая 
должна была скомпенсировать всеобщее гравитационное сжатие Все-
ленной и фактически играла роль «антигравитации». Однако получен-
ное де Ситтером [5] точное решение уравнений ОТО в отсутствие веще-
ства показало, что под действием космологической постоянной пустая 
Вселенная становится неустойчивой и экспоненциально быстро расши-
ряется. Такой процесс ускоренного расширения Вселенной, когда рано 
или поздно достигается так называемый горизонт событий при скорости 
расширения, равной скорости света 103 10с    см/сек, в дальнейшем был 
назван инфляцией. 

В 1922 году Александр Фридман [6] получил точные нестационар-
ные решения уравнений ОТО для изотропной и однородной Вселенной, 
заполненной веществом в отсутствие космологической постоянной. Ре-
шения Фридмана указывали на возможность самопроизвольного расши-
рения Вселенной из начальной точки, которое затем замедлялось за счёт 
тяготения материи и при достаточно большой плотности вещества могло 
смениться сжатием. При этом возникла проблема сингулярностей в 
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начальной и конечной точках эволюции Вселенной, в которых плотность 
вещества формально стремилась к бесконечности. 

Первоначально Эйнштейн [7] подверг критике работу Фридмана 
[6], считая её ошибочной. Однако позже, ознакомившись более детально 
с этой работой, Эйнштейн признал правильными результаты Фридмана 
о существовании нестационарных динамических решений уравнений 
ОТО [8].  

В 1929 году Эдвин Хаббл [9] сообщил о полученных им сенсацион-
ных наблюдательных астрономических данных, которые свидетельство-
вали о «красном смещении» оптических спектров далёких галактик. Та-
кое смещение спектральных линий в длинноволновую область могло 
быть связано только с эффектом Доплера и указывало на разбегание га-
лактик со скоростями, которые нарастали пропорционально расстоянию 
до этих галактик. Таким образом, стало ясно, что наша Вселенная рас-
ширяется. 

Следует подчеркнуть, что Жорж Леметр [10] ещё до опубликования 
астрономических данных Хаббла на основе уравнений Фридмана пред-
сказал возможность разбегания галактик. Кстати, именно эффект «крас-
ного смещения» позволил объяснить ещё один старый парадокс космоло-
гии – существование тёмного ночного неба в бесконечной стационарной 
Вселенной, заполненной бесконечным числом неподвижных звёзд и га-
лактик. Действительно, в быстро расширяющейся Вселенной благодаря 
доплеровскому смещению спектров далёких галактик, удаляющихся от 
нас со скоростями, близкими к скорости света, их излучение становится 
невидимым, поскольку спектр смещается из оптического диапазона в ин-
фракрасный, а затем в радиодиапазон электромагнитных волн.  

В результате анализа наблюдательных данных Хаббла и теорети-
ческих результатов Фридмана Эйнштейн вынужден был признать, что 
введение космологической постоянной было его «самой большой ошиб-
кой». Но в дальнейшем оказалось, что это была отнюдь не ошибка гения, 
а гениальное предвидение существования физического вакуума, т. е. то-
го самого неуловимого «мирового эфира», от которого Эйнштейн вынуж-
ден был отказаться при построении специальной теории относительно-
сти (СТО). Формулируя свой релятивистский принцип относительности 
[11], основанный на отрицательных результатах экспериментов Май-
кельсона–Морли [12] по обнаружению «эфирного ветра» при движении 
Земли вокруг Солнца, Эйнштейн исключил возможность существования 
эфира. Однако позже выяснилось, что все обстоит не так просто.  

Как известно, в нелинейных тензорных уравнениях ОТО газообраз-
ная материя с определёнными уравнениями состояния вещества Р   
(где P  и   – давление и плотность энергии вещества, а   – безразмерный 
коэффициент) описываются полученным в рамках СТО релятивистским  
4-мерным (4D) тензором энергии – импульса  T P g P U U          , 
где g  – метрический тензор 4D пространства – времени, а U   и U  – 
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компоненты 4D вектора скорости в релятивистской гидродинамике. Тензор 
Т  входит в уравнения ОТО в виде произведения Т  на гравитационную 
константу Эйнштейна 48 /NG c  , имеющую размерность длины, делён-
ной на энергию    /l E  .  

Космологическая постоянная   с размерностью обратного квадра-
та длины   21 l      была введена Эйнштейном в уравнения ОТО в ви-
де дополнительного отрицательного члена g  , который не наруша-
ет ковариантность этих уравнений (см. [4]). Поэтому величина     
может трактоваться как плотность энергии физического вакуума ac  с 
отрицательным давлением ac acP   . В связи с этим в тензоре энергии-
импульса вакуума vacT  отсутствует соответствующее кинематическое 
слагаемое,   0ас асР U U       (см. [13]), и поэтому вакуум нельзя об-
наружить при движении тел с постоянной скоростью, что согласуется с 
отрицательными результатами экспериментов Майкельсона–Морли.  

Однако при этом возникает новый парадокс, который заключается 
в том, что любая физическая система с отрицательным давлением 0P   
и положительной плотностью 0   является неустойчивой, поскольку 
её сжимаемость отрицательна, а скорость распространения в ней коле-
баний плотности, т. е. скорость адиабатического звука 

s Aс P    яв-
ляется мнимой (здесь A  – показатель адиабаты). Тем не менее, физиче-
ский вакуум существует и реагирует на ускорение (или замедление) 
движения тел либо на их движение по искривлённой траектории, что 
проявляется как инерция, мерой которой является инерционная масса 
тела.  

Согласно господствовавшему ранее принципу Маха [14], причиной 
инерции считалось совместное дальнодействующее гравитационное воз-
действие бесконечного числа звёзд в бесконечной, вечной и однородной 
Вселенной на движущиеся или покоящиеся тела. Сегодня мы знаем, что 
наша Вселенная не вечна, не бесконечна и не однородна. Поэтому про-
блема инерции требует более глубокого изучения природы физического 
вакуума, который остаётся инертным по отношению к прямолинейному 
движению с постоянной скоростью, но реагирует на любое ускорение или 
искривление траектории движения. 

Существует также проблема эквивалентности (точного равенства) 
инерционной и гравитационной масс. Этот принцип эквивалентности 
позволил Эйнштейну построить ОТО на основе чисто геометрических 
представлений о гравитации как об искривлении 4-мерного простран-
ства-времени. Решение этой проблемы, по-видимому, также сводится к 
изучению физики вакуума и природы гравитации.  
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В современной квантовой космологии в основе большинства инфля-
ционных моделей эволюции нашей Вселенной лежит представление о су-
ществовании одного или нескольких нелинейных скалярных полей, плот-
ность потенциальной энергии которых определяет положительную плот-
ность энергии физического вакуума и космологическую постоянную. Одна-
ко вопрос о происхождении скалярных полей, как правило, не обсуждается, 
поскольку изначально эти поля предполагаются фундаментальными. 

В данном обзоре предпринята попытка сформулировать основные 
проблемы современной квантовой космологии на основе стандартных 
теоретико-полевых методов, не прибегая к теории супергравитации и к 
представлениям о суперструнах в многомерных антидеситтеровских про-
странствах. Рассматривается происхождение нелинейных бозонных по-
лей, их связь с квантовой природой гравитации и процессами рождения 
и эволюции ранней холодной Вселенной. Рассмотрены различные сце-
нарии эволюции нашей Вселенной, процессы её нагрева и формирова-
ния в ней крупномасштабной неоднородной структуры. Обсуждается 
также вопрос о происхождении «тёмной энергии» и «тёмной материи» 
в современной Вселенной. 

1. СКАЛЯРНЫЕ ПОЛЯ И ИНФЛЯЦИЯ РАННЕЙ 

ВСЕЛЕННОЙ ПРИ РАЗНЫХ УРАВНЕНИЯХ 

СОСТОЯНИЯ ВЕЩЕСТВА 

В ранних работах Глинера Э. Б. [15, 16] и Старобинского А. А. 
[17, 18] впервые была рассмотрена самая ранняя стадия эволюции хо-
лодной Вселенной до «Большого взрыва», информация о которой может 
быть получена только с помощью регистрации реликтового гравитаци-
онного излучения. В связи последними достижениями в обнаружении 
гравитационных волн [19, 20], которые свидетельствуют о рождении гра-
витационно-волновой астрономии, возможность наблюдения такого ре-
ликтового гравитационного излучения становится вполне реальной. 

В работах Киржница Д. А. и Линде А. Д. [21–24], А. Х. Гута [25] и 
других (см., например, [26–28]) рассматривались различные инфля-
ционные сценарии эволюции исходно горячей Вселенной, в процессе 
расширения и остывания которой происходят фазовые переходы первого 
и второго рода по температуре с восстановлением спонтанно нарушен-
ных скрытых симметрий различных взаимодействий. В целом ряде ра-
бот рассматривались также фазовые переходы первого рода, возникаю-
щие при изменении плотности вещества [29–33] или под действием 
внешних гравитационных полей [34–36].  

Для сценариев эволюции горячей Вселенной после «Большого 
взрыва» характерным является существование критических флуктуаций 
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при фазовых переходах второго рода либо образование доменов («пу-
зырьков») новой фазы и доменных стенок в случае фазовых переходов 
первого рода, что должно было бы привести к сильной анизотропии ре-
ликтового излучения, что противоречит наблюдаемым данным. 

В работах Линде (см. [37–40]) для объяснения отсутствия домен-
ных стенок и монополей т’Хофта [41] – Полякова [42] в современной Все-
ленной был предложен сценарий «хаотической инфляции» ранней Все-
ленной, плотность энергии вакуума в которой определяется плотностью 
потенциальной энергии нелинейного скалярного поля  U  . При этом 
было показано, что для потенциалов  U  , зависящих степенным обра-
зом от , при достаточно малых константах связи и больших начальных 
значениях амплитуды скалярного поля (0)  происходит расширение 
(«раздувание») квантовых флуктуаций с начальными размерами поряд-
ка планковской длины 3310Pl

  см до гигантских масштабов, которые 
могут на колоссальное число порядков ( 11010 !) превышать наблюдаемые 
размеры современной Вселенной 2810L  см. Это позволило объяснить 
плоскую геометрию Вселенной и высокую степень изотропии реликтово-
го излучения в пределах горизонта событий. 

В то же время астрономические данные, полученные в последние 
годы, указывают на весьма сильную неоднородность в распределении 
галактик и их скоплений в нашей Вселенной. 

В сценариях «хаотической инфляции» разогрев изначально холод-
ной Вселенной до высоких температур согласно [43] происходит благо-
даря затуханию колебаний амплитуды скалярного поля вблизи мини-
мума потенциала и аннигиляции первичного вещества и антивещества, 
рождающегося за счёт уменьшения потенциальной энергии скалярного 
поля по мере «скатывания» Вселенной в минимум потенциала.  

В дальнейшем в [44] был предложен сценарий «гибридной инфля-
ции», согласно которому в ранней Вселенной существовало два разных 
типа скалярных полей с сильно различающимися равновесными ампли-
тудами и скоростями «скатывания», что позволило согласовать теорию 
инфляции с теорией супергравитации [37]. 

При этом следует иметь в виду, что в процессах зарождения и эво-
люции ранней Вселенной на малых масштабах в условиях большой кри-
визны 4-мерного пространства-времени весьма важную роль должно иг-
рать взаимодействие фундаментального скалярного поля с гравита-
ционным полем, что не учитывалось явно в работах [37–40, 43, 44].  

1.1.  Взаимодействие скалярного  

и гравитационного полей 

Как было показано в [45], лагранжиан нелинейного скалярного 
поля   при условии сохранения конформной инвариантности теории в 
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пределе нулевой массы бозона 0   должен содержать квадратичное 
по   слагаемое вида 2 6R  . В результате этого происходит перенор-
мировка параметра нелинейности (самодействия) скалярного поля и 
гравитационной постоянной Эйнштейна 8 NG   в уравнениях ОТО на 
безразмерную величину 2 3  , которая для поля Хиггса [46, 47] с ва-

куумным средним 247H    ГэВ аномально мала, порядка 333 10 . 
Здесь и далее используется естественная система единиц, в которой по-
стоянная Планка   и скорость света c  равны единице ( 1c  ).  

В более общем случае при 0   взаимодействие скалярного и гра-
витационного полей описывается дополнительным слагаемым 2R   
(см. [48–50]), где безразмерная величина  может рассматриваться как 
константа взаимодействия. Как отмечалось выше, для поля Хиггса такое 
взаимодействие может привести к заметной перенормировке гравита-
ционной константы Эйнштейна   и константы нелинейности скалярно-
го поля g только при аномально большой величине константы связи 

3210  . 
В работе [51] для некоторого модифицированного экспоненциально 

плоского потенциала нелинейного скалярного поля в режиме «медленного 
скатывания» системы в основное состояние было получено следующее со-
отношение для определения константы 44 10 2Hm    , где Hm  – мас-
са бозона Хиггса. Учитывая экспериментальное значение 125Hm   ГэВ 
[52, 53], получаем все ещё достаточно большую величину 41,44 10    для 
константы связи поля Хиггса с гравитационным полем.  

В случае произвольного нелинейного комплексного скалярного 
поля, взаимодействующего с гравитационным полем, лагранжиан имеет 
следующий вид 

 

   2 2
2 4 2

2 4
gL g R  

           .           (1.1.) 

 
При ненулевой скалярной кривизне 4-мерного пространства такое взаи-
модействие приводит к перенормировке параметра  2 2 R   вакуумно-

го среднего    2
0 2R R g     и массы скалярного бозона 

   22Bm R R   .  
В работе [54] предполагалось, что лагранжиан скалярного поля 

(1.1) может содержать дополнительное линейное по  слагаемое 
R   , которое обеспечивает фазовый переход первого рода в ранней 
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холодной Вселенной. Здесь   – некоторая безразмерная константа, в 
общем случае не равная  , а множитель 1   выбирался из соображе-
ний размерности. Однако введение дополнительной константы    
представляется излишним. 

В связи с этим в наших работах [55, 56] рассматривался модифи-
цированный лагранжиан, в котором взаимодействие нелинейного ска-
лярного поля с гравитационным полем задавалось в виде   2

0R    , 
что предполагает отсутствие взаимодействия между скалярным и грави-
тационным полями в основном состоянии при 0  .  

В результате этого лагранжиан комплексного скалярного поля 
принимает следующий вид 

       2 42 2 2
0 0

1 1 12 .
2 2 4

L g R g R R                      
  

(1.2) 

 
Если представить амплитуду скалярного поля  в виде 

      , где  R  – вещественная (классическая) часть амплитуды, 
а   – её комплексная (квантованная) часть, то с помощью вариации 
лагранжиана (1.2) по величине   при условии     в линейном 
приближении получаем уравнение Клейна–Гордона для бозонного поля   с зависящей от R  массой скалярного бозона 

 
   2 2 23 2Bm R g R     ,                             (1.3) 

 
аналогичного бозону Хиггса. 

В нулевом приближении по   из (1.2) следует выражение для 
плотности потенциальной энергии вещественной части скалярного поля 

 

   2 4 2 2
0 0 0

1 1, 2 2 2 ,
4 2

U R g R R U                    (1.4) 

 
где 0U  – некоторая произвольная константа, которая должна обеспечи-
вать нулевое минимальное значение потенциала (1.4). 

Условие существования экстремумов потенциала (1.4) сводится 
к кубическому уравнению относительно амплитуды   

 

  2 3 2
02 2 0.U g R R                             (1.5) 
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Как будет видно из дальнейшего, уравнение (1.5) в определённой 
области параметров имеет три вещественных корня, так что при изме-
нении скалярной кривизны возможен фазовый переход первого рода 
(см. [57]).  

1.2.  Фазовый переход первого рода  

в ранней холодной Вселенной 

Для дальнейшего анализа уравнений (1.4) и (1.5) удобно перейти 
к безразмерным переменным 0x    и 2 2

0V U    
 

    4 2

0, 1
4 2 2
x x hV x h h hx V      ;                     (1.6) 

 

  3 1 0V x h x h
x

      ,                             (1.7) 

 
где 22h R   – безразмерный параметр «внешнего поля», 
а 2 2

0 0 0V U   .  
На рис. 1 показаны зависимости потенциала (1.6) от x  для разных 

значений параметра h  при 0 7V  . Как видим, в области 0, 25h   по-
тенциал (1.6) имеет только один минимум min 6, 75V   в точке 1x  , в 
котором по предположению изначально находилась система – только что 
родившаяся в результате достаточно большой квантовой флуктуации 
ранняя Вселенная.  

Глубина и положение этого минимума остаются постоянными при 
любых значениях параметра ,h  изменяющегося в области 2 .h     
В области 0, 25h   у потенциала (1.6) появляется второй минимум, от-
делённый от первого максимумом (потенциальным барьером).  

При 0h   оба минимума имеют одинаковую глубину 
   1 2

min min 6, 75V V   и располагаются симметрично в точках 1x   , а мак-
симальное значение потенциала в точке 0x   равно max 7.V   В области 

0h   глубина левого минимума увеличивается с уменьшением пара-
метра .h  Наконец, при 2h    правый минимум и максимум потенциа-
ла (1.6) исчезают, превращаясь в точку перегиба при 1x  , в которой 

2 2 0V x V x      . При этом левый минимум достигает нулевого 
значения в точке 2.x     

 



Э. А. Пашицкий, В. И. Пентегов. Часть ІІІ. Фазовые переходы...           209 
 

 
 

Рис. 1. Зависимости безразмерного потенциала нелинейного скалярного поля  ,V x h  от безразмерной амплитуды 0x   для разных значений параметра 
«внешнего поля» h. Сплошными линиями показаны зависимости  ,V x h   

для порогового значения 0, 25,h   ниже которого у потенциала появляется  
второй минимум, а также для критического значения 2ch h   , когда  

потенциал  , 2V x   имеет две точки перегиба при 1x    и только  
один минимум при 2x  , равный нулю при выборе константы 0 7V   

 
На рис. 2а показаны зависимости от параметра h  трёх веществен-

ных корней  ix h  кубического уравнения (1.7) в области 2 0, 25h   . 
При этом в области 2h    существует независящий от h  положитель-
ный корень 1x  , соответствующий значению амплитуды скалярного 
поля 

0 g     (ветвь ABC). Этот положительный корень определя-
ет постоянное положение правого минимума потенциала (1.6), а отрица-
тельный корень (ветвь DEF) определяет положение левого минимума, 
тогда как знакопеременный корень (ветвь AOF) соответствует положе-
нию максимума потенциала, т. е. является абсолютно неустойчивым. 
Отрезки AB и EF на положительной и отрицательной ветвях соответ-
ствуют метастабильным состояниям.  

Заметим, что при 0   согласно (1.3) масса бозона равна 

    22 2Bm R R h                                (1.8) 

и при 2h    обращается в нуль.  
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Рис. 2. Зависимости от h трёх вещественных корней  ix h   
кубического уравнения (1.7) в области 2 0, 25h    (а) и соответствующих  
этим корням двух минимальных  (1,2)

minV h  и одного максимального  maxV h   
значений потенциала     extr ,iV h V x h h  в той же области (б) 

 
На рис. 2б показаны три экстремальных значения потенциала 

(1.6), которые соответствуют зависимостям от h  трёх корней кубического 
уравнения (1.7) на рис. 2а и определяют положения двух минимумов    1

minV h  и    2
minV h  потенциала (1.6) и одного максимума  maxV h .  

В отсутствие центров образования зародышей новой фазы (доме-
нов) в области 2 0, 25h    система по мере расширения Вселенной 
и уменьшения скалярной кривизны R  движется по горизонтальной 
прямолинейной фазовой траектории ABC с постоянным значением по-
тенциала  1

min 6, 75V   (при 0 7V  ) из стабильного состояния в некоторой 

(а) 

(б) 
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начальной точке при 0, 25h   в критическую точку при 2.h    После 
этого система скачком переходит из точки A в точку D, что соответствует 
фазовому переходу первого рода с уменьшением потенциала скалярного 
поля (1.6) на величину 6, 75V  . 

1.3. Эволюция ранней Вселенной,  

заполненной веществом  

с уравнением состояния 3P  :  

сценарий «гиперинфляции» 

Предположим, что в некоторый (начальный) момент времени в од-
нородном пространстве, заполненном нелинейным скалярным полем  
в основном состоянии с равновесной амплитудой 0  и с минимальной 
плотностью потенциальной энергии    1 2 2

min 0 06,75U     при нулевой 
температуре 0T   возникает достаточно большая квантовая флуктуа-
ция скалярного поля с  0 0     , в результате которой из ваку-
ума спонтанно рождается нейтральное по всем зарядам холодное веще-
ство с уравнением состояния P  , где P  и   – давление и плотность 
энергии вещества, а   – безразмерный коэффициент, удовлетворяющий 
условию 1 3  .  

Предположим также, что в силу изотропности пространства форма 
квантовой флуктуации близка к сферической, а её начальный радиус 0a  
значительно превышает планковскую длину 1P Pl M , так что можно 
пренебречь квантовыми эффектами, в частности туннелированием заро-
дыша между минимумами потенциала через потенциальный барьер.  

В связи с этим для описания дальнейшей эволюции такой большой 
(по сути, квазиклассической) флуктуации будем использовать классиче-
ские уравнения ОТО, соответствующие модели однородной и изотропной 
замкнутой Вселенной с космологической постоянной Эйнштейна   
[4] 

 2 21
3

a a    
 ;      3 2

6
a P a     
 ,             (1.9) 

 
где a  – масштабный фактор (радиус) Вселенной, a  и a  – его первая и 
вторая производные по собственному времени, а  2

01 2     – 
гравитационная константа Эйнштейна, перенормированная за счёт вза-
имодействия скалярного и гравитационного полей (см. [45]). Параметр 
определяет плотность энергии физического вакуума (см. ниже). 
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Из уравнений (1.9) с учётом возможной зависимости   от времени 
следует закон сохранения энергии 

 

 3 0a
a P

 

 

 ,                                       (1.10) 

 
а также выражение для скалярной кривизны 4D пространства-времени 

 

   2
2

6 1 3 1 4R aa a
a

             .               (1.11) 

 
Как видим, в отсутствие вещества, когда 0,   либо для ультраре-

лятивистского вещества и равновесного электромагнитного излучения с 
уравнением состояния 3P   скалярная кривизна равна 

4 4R       . Однако при условии 1 3   и  3 1 4     скалярная 
кривизна является положительной. 

В отличие от сценария «хаотической инфляции» [38, 39], в рамках 
которого плотность энергии вакуума определяется как   2 2U     , 
в данной работе благодаря сохранению постоянных значений как ампли-
туды скалярного поля 0  , так и минимальной плотности потенциаль-

ной энергии      1
min 0U U   на фазовой траектории ABC  при измене-

нии параметра «внешнего поля» 22h R   во всей области 2h    будем 
предполагать, что величина   определяется соотношением 

 
    1 2 2

0 min 0 06,75 .U const                            (1.12) 
 

В качестве вещества, заполняющего раннюю холодную замкнутую 
Вселенную, рассмотрим вначале нерелятивистский вырожденный  
ферми-газ с уравнением состояния 2 3P  , состоящий из фермионов 
с массами Fm . Заметим, что в силу закона сохранения нулевого момента 
импульса в вакууме количество родившихся фермионов с противопо-
ложными направлениями спина 1 2S   должно быть одинаковым, так 
что полное число фермионов 0N  должно быть чётным.  

Таким образом, полагая 0 ,const    согласно (1.10), при 2 3   
получаем     5

0 0t a a t      .                               (1.13) 
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Здесь 0  и 0a  – начальные значения плотности энергии вещества и ра-
диуса зародыша Вселенной, которые удовлетворяют следующим усло-
виям 0 ? Pa l  и 0 P  , где 4

P PM   – предельная планковская плот-
ность энергии. При этом из (1.11) следует 

 

    4R t t      .                                  (1.14) 
 

Будем предполагать, что в начальный момент времени 0t   ска-
лярная кривизна положительна и удовлетворяет условию   22 0 (0) 0, 25R h    , так что потенциал скалярного поля  U   имеет 
единственный минимум в точке 0   (см. рис. 1), в котором произошло 
рождение Вселенной. 

В процессе расширения Вселенной скалярная кривизна (1.14) 
уменьшается во времени по мере уменьшения  t  согласно степенному 
закону (1.13). В рамках рассматриваемой модели нелинейного скалярно-
го поля это соответствует уменьшению безразмерного параметра «внеш-
него поля»     22 .h t R t   

Благодаря этому происходит движение системы справа налево 
вдоль горизонтальной фазовой траектории ABC (см. рис. 2). При этом 
вплоть до точки 2h    сохраняются постоянными значение амплитуды 
скалярного поля 0 g     и минимальное значение потенциала 

   1 2 2
min 0 06, 75U    .  

Для дальнейшего рассмотрения удобно ввести безразмерные пе-
ременные     Pa a t l   и Pt t   (где 1P Pt M  – планковское вре-
мя). В этом случае скалярная кривизна (1.14) и безразмерный параметр 
«внешнего поля» h  с учётом закона сохранения энергии (1.13) опреде-
ляются следующими выражениями   

 

    
5

0 0

0

4
aR

a
  

            



;                              (1.15) 

 

       
5

0 0
2

2
4

1
R ah

a
      

              
  

 
,                  (1.16) 

где 0 0 Pa a l , 2
02  , 2 2

0 0 0     и 2 2
0 0 6, 75      – безраз-

мерные параметры данной модели. 
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Для описания динамики Вселенной воспользуемся уравнением 
(1.9) для скорости её расширения совместно с законом сохранения энер-
гии 

   
1/25

20 01 1ada b a
d a

   
                

 



.                    (1.17) 

 
Величина 2

0 3Pb l   в силу перенормировки гравитационной констан-
ты Эйнштейна является функцией безразмерного параметра 2

02 
 

 

  1
3 1

P

P

b   
 


,                                      (1.18) 

 
где 2 25.1327...P P Pl    – универсальная константа, которая при 

1c   выражается только через гравитационную постоянную NG , 
а 2 2

0P P     – дополнительный безразмерный параметр модели, 
зависящий от параметров скалярного поля   и 0 g  .  

Требование вещественности скорости расширения ранней Вселен-
ной эквивалентно условию положительности минимума подкоренного 
выражения в (1.17), которое с учётом (1.18) выполняется при следующих 
условиях 

 

   
   

2
0 0 min 02

0

2
52 2

0 0 min 0 0

1 5, если 1;
9

2 5 5, если 1.
3 3 9

P

P

P

P

a
b a

b a a

      
        



             

  
 

    


      (1.19) 

 
В рамках данного сценария расширение ранней Вселенной может 

продолжаться только до того момента времени c , когда параметр  h   
достигает своего критического значения   2c ch h     в точке A  на 
фазовой траектории ABC  (см. рис. 2), а безразмерный радиус равен 
своему предельному значению  c ca a   .  

Из выражения (1.16) при 2h    получаем следующее соотноше-
ние для определения зависимости отношения 0ca a   от параметров мо-
дели ,  0  и   
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 
1 5

0
0 2 2 1 1
ca

a
  

        





.                               (1.20)  

 
Необходимое условие расширения зародыша Вселенной 0ca a   

приводит к следующим ограничениям на параметры 0  и   
 

  
0

2 1 1
2

  
  




;    1 2 1   .                     (1.21) 

 
Согласно (1.20) при стремлении параметра   к своему предельно 

допустимому минимальному значению  * 1 2 1    радиус ранней 
Вселенной в точке фазового перехода стремится к бесконечности 

ca    по степенному закону   1 5*    . 
С другой стороны, следует учитывать, что начальная плотность 

энергии вещества 0 , которое родилось в результате квантовой флуктуа-
ции вакуума, в силу соотношения неопределённости не может превы-
шать планковскую плотность энергии P . Поэтому полная начальная 
энергия вещества 3

0 0 0E a  должна быть ограничена сверху энергией 
Планка 3

P Pl , откуда следует неравенство 
 

 3
0 0P a    .                                        (1.22) 

 
Условия (1.19), (1.20) и (1.22), совместно с неравенством 0 1a  , 

представляют собой полный набор ограничений, налагаемых на пара-
метры рассматриваемой модели. Как следует из соотношения (1.12)  па-
раметр 6, 75,   так что условия (1.21) принимают вид 

 
*

0 25  
  




;     * 0, 08.                             (1.23) 

 
С другой стороны, полная потенциальная энергия скалярного по-

ля, которая выделяется при фазовом переходе первого рода и определя-
ется уменьшением потенциала скалярного поля на величину 

2 2
06, 75U    , равна 

2 32c cE a U  .                                    (1.24) 
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В этом случае соотношение (1.20) и отношение конечного cE  и 
начального 0E  значений полной энергии можно представить в виде 

 
1 5

0*
0

0.04ca
a

  
    




 
;   

3 53

2 3 *
0 0 0 0

6.75 0.04c cE a
E a

 
   

           


  
.      (1.25) 

 
Таким образом, если параметр * 0, 08,     то в точке фазового 

перехода первого рода как максимальный радиус ранней холодной Все-
ленной ca , так и выделяющаяся полная энергия cE  стремятся к беско-
нечности при любых начальных значениях 0a  и 0E .  

Заметим, что значению * 0,08   при 6, 75   соответствует неко-
торое минимальное значение исходной константы взаимодействия ска-
лярного и гравитационного полей * * 2 2

0 02 0, 04     , которое за-
висит от величины вакуумного среднего 0 . Например, для поля Хиггса 
с вакуумным средним 247H H Hg    ГэВ с хорошей точностью полу-
чаем 2 3210H  , откуда следует нереально большое значение 

30
min 4 10    (ср. с [49–51]). Это свидетельствует о невозможности непо-

средственного объединения стандартной модели элементарных частиц 
с теорией гравитации.  

Однако если предположить, что вакуумное среднее для фундамен-
тального скалярного поля в ранней Вселенной удовлетворяло условию 

2
0 1  , что соответствует отношению 16

0 10H   , то получим следу-
ющую оценку для константы min 0, 04.   

 
Рис. 3. Двумерная область существования эволюционных решений  

уравнения(1.17) в пространстве безразмерных параметров 0 0 Pa a l  и 0 0 P    
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Отсюда следует в частности, что при *  полученные в [45] пе-
ренормировки константы самодействия нелинейного скалярного поля  2 2 2

01g g     и гравитационной константы Эйнштейна  2
01 2     оказываются порядка 4 % и 8 %, соответственно. 

На рис. 3 показана область существования эволюционных решений 
уравнения (1.17) на плоскости параметров 0  и 0a  при 0,0801   и 

2 2
0 4660P P     , полученная с учётом ограничений (1.19), (1.21) и 

(1.22). В данном случае верхняя граница области определяется условием 
(1.22), а нижняя соответствует условию  0 0min      в (1.19).  

 

 
 

Рис. 4. Зависимость безразмерного радиуса Вселенной в момент фазового  
перехода ca  (см. (1.25)) от параметров   и 0 при 0 5a  , 6.75   и 4660.P   

На плоскости   — 0  выделена область допустимых значений параметров, 
определяемая условиями (1.19), (1.21) и (1.22) 

 
Как видим, для данных параметров решения существуют только 

при достаточно больших начальных значениях радиуса зародыша Все-
ленной 0 5 Pa l , т. е. для достаточно большой квантовой флуктуации. 
В связи с этим можно говорить о том, что проблема сингулярности в 
начальной точке устраняется наложением естественных ограничений на 
область существования решений ОТО. 

На рис. 4 показана величина безразмерного радиуса Вселенной 
в момент фазового перехода ca  в зависимости от параметров   и 0  при 
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0 5,a   6, 75   и 4660.P   Как видим, ca   при 0, 08  , в соот-
ветствии с (1.25). При этом достаточно большое расширение зародыша 
Вселенной, когда 0?ca a  , возможно только в очень узкой области значе-

ний параметра  , когда разность  * 1    . 
На рис. 5 представлены временные зависимости безразмерного ра-

диуса Вселенной  a  до момента фазового перехода, которые опреде-
ляются уравнением (1.17) для разных значений параметра 0  вблизи 

его минимального значения  0min  , в соответствии с соотношениями 
(1.19).  

 
 

Рис. 5. Зависимости безразмерного радиуса  a   расширяющейся ранней  
холодной Вселенной от безразмерного времени Pt t   вплоть до момента c   

в точке фазового перехода ch h . Решения уравнения (1.17) приведены  
для разных значений параметра 0  вблизи минимального значения 0min ,  

определяемого неравенствами (1.19), при 0 5a  , 0,0801  , 6, 75   и 4660P   
 

Как видим, в данном случае максимальный радиус Вселенной, 
ограниченный точкой фазового перехода в момент времени ct t , прак-
тически не зависит от 0  и равен 20 ,c Pa l  тогда как время эволюции ct  
может изменяться в достаточно широком интервале 25 120P Pt t t   за 
счёт увеличения ширины «плато».  

Однако во всех случаях на заключительной стадии, когда начиная 
с некоторого момента времени t t , выполняется условие  0 t  , 
расширение Вселенной происходит по экспоненциальному закону, ха-
рактерному для инфляционных решений де Ситтера 



Э. А. Пашицкий, В. И. Пентегов. Часть ІІІ. Фазовые переходы...           219 
 

     expa t a t t     ;   0 3Pl    ,   (1.26) 
 

где  a a t  , а 0 0   . Следует подчеркнуть, что в данном случае 
инфляция происходит под действием постоянной во времени плотности 
энергии вакуума 0 const  , в отличие от сценария «хаотической инф-
ляции» [38–40], когда расширение Вселенной происходит на фоне убы-
вающей плотности энергии скалярного поля.  

В связи с экспоненциальным законом расширения (1.26) время до-
стижения точки фазового перехода первого рода при *    стремится 
к бесконечности по логарифмическому закону  *lnct   ฀ . Неогра-

ниченный рост времени c   происходит также при 0 0 min    бла-
годаря тому, что минимальное значение скорости расширения a , а так-
же ускорение a  и все высшие производные a  по времени стремятся 
к нулю. Это приводит к тому, что плато на зависимости  a   (см. рис. 5) 

по мере приближения 0  к  0min   на нижней границе заштрихован-
ной области на рис. 3 формально может затягиваться до бесконечности. 

В заключение этого раздела рассмотрим случай, когда материя, 
заполняющая Вселенную, описывается предложенным в [58] уравнени-
ем состояния предельно сжатого вещества P  . Тогда закон сохранения 
энергии в расширяющейся Вселенной согласно уравнениям ОТО при 

const   принимает следующий вид  
 

3 0
2

a
a


  .                                         (1.27) 

 
Отсюда следует, что уменьшение плотности энергии вещества 

в процессе расширения ранней холодной Вселенной происходит по сте-
пенному закону 

    6 6
0 0t a a t   .                                     (1.28) 

 
В связи с этим безразмерный параметр «внешнего поля», пропор-

циональный скалярной кривизне, принимает вид 
 

   
6
0

0 0 64 2
1

ah t
a t

  
       


 


,                          (1.29) 



220                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 
где 2 2

0 0 0 6,75      и 2 2
0 0 0    . В точке фазового перехода перво-

го рода, когда параметр  h t  достигает критического значения 2ch   , 
радиус Вселенной, согласно (1.29) равен 

 
1 6

0 0
02 1 1сa a   

        



 

.                              (1.30) 

 
Отсюда следует, что критический радиус ранней Вселенной в точ-

ке фазового перехода при * 0, 08     расходится по закону   1 6*
ca      .  

Таким образом, сценарий «гиперинфляции» ранней Вселенной  
реализуется для любого уравнения состояния вещества P   с const  , 
если выполняются условия 1 3  . 

1.4. Инфляция Вселенной, заполненной  

неидеальным релятивистским  

ферми-газом с короткодействующим  

отталкиванием между частицами 

Ниже рассматривается сценарий эволюции ранней холодной  
Вселенной, заполненной неидеальным релятивистским вырожденным 
ферми-газом с короткодействующим отталкиванием между фермионами. 
В этом случае, как будет показано ниже, отношение давления 
к плотности энергии  FP n  зависит от концентрации фермионов 
и растёт от нуля при 0Fn   до предельного максимального значения 

( ) 1Fn   при .Fn     
Использование такого уравнения состояния с учётом уменьшения 

коэффициента  Fn  при уменьшении концентрации фермионов 

   3 3
0 0F Fn t n a a t   в процессе расширения ранней Вселенной приво-

дит к устранению расходимостей критического радиуса ca  и времени до-
стижения точки перехода ct  при    , характерных для «жёсткого» 
уравнения состояния вещества при  const  и 1 / 3  . 

Итак, предположим, что в некоторый начальный момент времени 
0t   в результате достаточно большой сферически симметричной кван-
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товой флуктуации вакуума с характерным размером 0 Pa l  рождается 
чётное число FN  массивных фермионов.  

Начальная концентрация фермионов 0 0F Fn N  , заполняющих 
объем 2 3

0 02 а   замкнутого криволинейного 3-мерного пространства с 
положительной гауссовой кривизной, должна быть ограничена условием 

2 3
0 1 3F P Pn n l  , которое является следствием ограничения импульса 

Ферми  1/32
0 03 .F F Pp n M   В результате этого возникает ограничение 

на полное число частиц 3 3
02 3F PN a l  в родившейся Вселенной. 

В дальнейшем будем предполагать, в соответствии с моделью Зель-
довича [58], что между фермионами существует короткодействующее оттал-
кивание в виде потенциала типа Юкава 

    12 12 12expV r q r r  .                           (1.31) 
 

Здесь   – обратный эффективный радиус взаимодействия, 
а 12 1 2r r r    – расстояние между двумя частицами, так что полная по-
тенциальна энергия взаимодействия частиц определяется выражением 

 

  2
int

exp1
2

ij

i j ij

r
E q

r




        ,                            (1.32) 

 
где суммирование ведётся по всем i  и j  частицам. При условии, что 
среднее расстояние между частицами 1/3

Fr n  меньше «радиуса экра-
нирования» 1sr  , суммирование в (1.32) с хорошей точностью можно 
заменить двукратным интегрированием по объёму V  системы взаимо-
действующих частиц (см. [58]) 

 

   2 2
122 2

int 1 2 2
12

exp 21
2

F
F

VV

r q n VE q n dV dV
r
 


    .             (1.33) 

 

В этом случае парциальные вклады в давление и плотность энер-
гии вещества за счёт потенциальной энергии короткодействующего от-
талкивания между фермионами (1.31) равны друг другу и зависят квад-
ратично от концентрации частиц 

 2 2
int int 2 FP q n     .                              (1.34) 
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В то же время давление и плотность энергии вырожденного идеаль-
ного ферми-газа при любых значениях Fn  во всем диапазоне от нереляти-
вистского приближения, когда энергия Ферми равна 2 2F F F FE p m m  , 
до ультрарелятивистского предела, когда F F FE p m   согласно [57], 
определяются следующими выражениями 

 

2 2 2 2 4
2

1 2 Arsh
4 3

F
F F F F F F F

F

pP p p m p m m
m

                ; (1.35) 

 

2 2 2 2 4
2

1 (2 ) Arsh
4

F
F F F F F F F

F

pp p m p m m
m

 
            . (1.36) 

 
 

 
 
Рис. 6. Зависимости отношения полного давления неидеального релятивистского 

ферми-газа intFP P P   к его полной плотности энергии intF      
от безразмерного ферми-импульса F F Fp p m  для разных значений  

безразмерного параметра 2 2 2 2
m F Pq m M  . Штриховая кривая  

при 0q  соответствует отношению 1 3F FP     
для идеального релятивистского ферми-газа 

 
На рис. 6 показано отношение суммарного давления неидеального 

вырожденного ферми-газа intFP P P   к полной плотности его энергии 

intF     с учётом выражений (1.34) – (1.36) в зависимости от безраз-
мерной величины F Fp m  для разных значений безразмерного пара-
метра 2 2 2 2

F F Pq m M  . Как видим, при условии 1F   в широкой об-
ласти фермионных концентраций Fn  безразмерная величина 
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       1F F Fn P n n   , т. е. уравнение состояния неидеального фер-
ми-газа почти совпадает с уравнением состояния предельно сжатого  
вещества. 

Однако при понижении концентрации параметр  Fn  уменьша-
ется от единицы до нуля. В то же время, для идеального релятивистско-
го ферми-газа, согласно (1.35) и (1.36), отношение 1 3F FP    при любых 
конечных значениях Fn  (см. штриховую кривую на рис. 6). 

Рассмотрим процесс расширения ранней холодной Вселенной с 
учётом точного уравнения состояния      F F FP n n n    неидеально-
го вырожденного релятивистского ферми-газа с короткодействующим 
отталкиванием между частицами. Для этой цели удобно перейти к без-
размерным переменным 2 2

0P P    и 2 2
0    .  

Используя приведённую в [57] форму записи давления и плотно-
сти энергии релятивистского ферми-газа через переменную  4 arsh F Fp m  , представим парциальные составляющие давления 
и плотности энергии в следующем виде 

 
6

int int int sh
4

P      ,                                  (1.37) 

 
1 8sh sh
3 3 2F FP          ,                           (1.38) 

  shFF      .                                       (1.39) 
Здесь 

4
232 F

P
F m 

 
 ;     6

int 3

2
9

p
Fm

  


;     4arsh F

F

p
m

     



,          (1.40) 

 
где 2 2

0P P    , F F Pp p M  и F F Pm m M , 4
P PM   –

планковская плотность энергии, а 2 2q   –  безразмерная констан-
та короткодействующего отталкивания между фермионами.  

Если в явном виде выразить ферми-импульс  1 32 13F Fp N a    
через масштабный фактор a  и полное число фермионов 2 32F FN a n   
и ввести безразмерные переменные Pa a l  и Pt t  , то первое урав-
нение ОТО и безразмерная скалярная кривизна, которая играет роль 
эффективного «внешнего поля», с учётом соотношений (1.37) – (1.39) 
принимают следующий вид  
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       2
6 2

0 intsh sh
4

1
1

P

P
F

a
a ada a

d 
     

                     
  


 


   

(1.41) 

 

       6
0 int4 8sh 4

2
2 s

1 4
hF

a a
a ah

                          





 
  ,  (1.42) 

 
где 2 3P P Pl   – безразмерная константа, а зависящая от a  величина 
 a   определена в (1.40) и может быть записана как 

   1 34 arsh 3 2F Fma N a      .  

Таким образом, поведение холодной ранней Вселенной в рамках 
данного сценария эволюции определяется следующими безразмерными 
параметрами 0a , Fm , FN ,  , P  и   при заданном значении величины 

0 6, 75.  
При этом необходимо учитывать условие ограничения полного 

числа фермионов 3
max 02 3F FN N a   , которое следует из ограничения 

сверху величины безразмерного ферми-импульса 1Fp  , а также усло-
вие положительности правой части уравнения (1.41) и условие  0 0h a  . В точке фазового перехода первого рода выполняется равен-
ство   2c ch a h   , которое определяет конечное максимальное зна-
чение критического радиуса ранней Вселенной са .  

Вместе с тем требование разрешимости уравнений в действитель-
ных переменных эффективно ограничивает снизу возможные значения 

min   . Можно показать, что для величины m in  всегда выполняется 
условие min 1 / (2 1) 0. 08    0,08. Однако как следует из численных расчё-
тов, зависимость m in  от параметров является весьма слабой, а её вели-
чина близка к полученному ранее предельному значению *  0,08.  

С другой стороны, зависимость величины са  от  , как правило, 
имеет резкий максимум вблизи значения m in (см. рис. 7). В рамках 
данной модели это соответствует обсуждавшемуся выше сценарию «ги-
перинфляции» в моделях с «жёстким» уравнением состояния вещества 
P   при const   и 1 / 3  , когда реализуется неограниченный рост 

ca    при *   .  
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Рис. 7. Зависимость критического радиуса ca  от   и FN  при 0 5a  , 0  6,75. 
Для безразмерных параметров F F Pm m M  и 2 2q   выбраны значения 

Fm  0,01 и 510   (такая величина константы короткодействующего  
отталкивания   получается, если предположить, что масса бозона,  
переносящего взаимодействие (1.31), также равна 0. 01Bm   0,01,  

а константа взаимодействия 2 10q  ). Кроме того, принято значение 54 10P    

 
 

Рис. 8. Область существования инфляционных самосогласованных решений  
нелинейных уравнений (1.41) в пространстве трёх параметров Fm , FN  и   
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На рис. 8 показана область существования инфляционных самосо-
гласованных решений нелинейного уравнения (1.41) с учётом всех огра-
ничений в пространстве трёх параметров Fm , FN  и   при 0 5a  ,  

  0,08, 0  6,75 и 54 10P   .  
На рис. 9 показаны временные зависимости радиуса расширяющейся 

ранней Вселенной и соответствующие зависимости параметра P   для 
разных значений полного числа фермионов FN . Как видим, происходит 
достаточно быстрое нарастание радиуса Вселенной, приближающееся к 
инфляционному (деситтеровскому) режиму эволюции, вплоть до конечного 
максимального радиуса са  в точке фазового перехода первого рода.  

 
 

 
Рис. 9. Зависимости от времени радиуса  a   расширяющейся Вселенной (а)  

и параметра P   (б) для разных значений FN  и   0,08.  
Для остальных параметров Fm  0,01, 0 5a  , 0  6,75, 510  , 54 10P     

выбраны те же значения, что и на рис. 7 

(а) 

(б) 
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1.5. Процесс «скатывания» Вселенной  

в минимум потенциала скалярного поля  

и проблема нагрева Вселенной 

Потенциал скалярного поля в безразмерных переменных (1.6) в 
точке фазового перехода первого рода при 2ch h    принимает вид 

 

  4 23 2 6
4 2
x xV x x    .                                (1.43) 

 
Для дальнейшего рассмотрения удобно перейти к новой переменной 

2y x   
 

       2 2
22

2

9 2 ; 3 ; 3 3 1
2 4

y V VV y y y y y y y
y y

                 
 

 .    (1.44) 

 
Как следует из (1.44), потенциал  V y  имеет нулевой минимум в точке 

0y   и две точки перегиба при 1y   и при 3y  . При этом в точке 
3y   выполняется условие 

 

    2 2

3 3
0

y y
V y V y        ,                      (1.45) 

 
которое, как было отмечено в [56], соответствует «абсолютно плоскому» 
потенциалу с горизонтальной асимптотой, в отличие от почти плоского 
потенциала в сценарии «гибридной» инфляции [44] или в модели «экс-
поненциально плоского» потенциала [51].  

Динамические уравнения, описывающие самосогласованную эво-
люцию ранней Вселенной и нелинейного скалярного поля в системе 
единиц 1с   имеют вид [40] 

 

 2
2

2

1 13 ;
3 2

V yy H y H V y
y a

            
   


, (1.46) 

 
где H a a    – параметр Хаббла, а точка означает дифференцирование 
по безразмерному времени  .  
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При условии достаточно медленного «скатывания», когда выпол-
няются сильные неравенства  2 2 23 ; 1 ; 2y Hy a H y V y        , сис-
тема уравнений (1.46) существенно упрощается и приводится к виду 

 

   2
2 2 23 3 ; 18 8

12
yH y y y H y y         .          (1.47) 

 
Отсюда следует нелинейное дифференциальное уравнение первого по-
рядка  2

2

32 0
3 18 8

yy
y y

     ,                            (1.48) 

 
решение которого сводится к вычислению следующего интеграла для 
определения времени «скатывания» системы из точки перегиба при 

3y   в точку минимума потенциала при 0y    
 

 
3 2

2
0

18 83
2 3

roll
y y

dy
y

      .                            (1.49) 

 
Как легко видеть, интеграл (1.49) расходится на верхнем пределе 

как   13 y  , что обусловлено абсолютно плоской формой потенциала 
в точке перегиба при 3y  . Это означает, что даже в том случае, когда 
ранняя Вселенная за конечное время достигает точки фазового перехода 
первого рода 2

cR R     , время её нахождения в точке перегиба при 
3y   с нулевым наклоном в классическом приближении оказывается 

бесконечно большим.  
Однако следует учитывать, что между фермионным и скалярным 

полями может существовать взаимодействие с некоторой константой g . 
В результате этого возникает слабая неоднородность амплитуды ска-
лярного поля в области локализации вещества.  

Предположим для простоты, что такая неоднородность имеет вид 
гауссиана 

      2 2, 1 exp cy y a            ,                   (1.50) 
 
где Pr l  , а   – безразмерный параметр, пропорциональный констан-
те g . В этом случае в уравнении Клейна–Гордона для амплитуды скаляр-
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ного поля (1.46) следует учесть отличный от нуля за счёт радиальной неод-
нородности  ,y    сферически симметричный оператор Лапласа 

 

  2
2

2

23 3y y yH y y   
            

  
  .                   (1.51) 

 
Подставляя выражение (1.50) в уравнение (1.51), при условии 1  
с точностью до главных членов получаем 

 

  2 22 3 ; 6
3 c

dy y a
d

           .                  (1.52) 

 
В результате интегрирования уравнения (1.52) вблизи точки 3y   по-
лучаем выражение для оценки конечного времени «выкатывания» си-
стемы из плоской точки перегиба потенциала 

 

  
3

2 2
0

3 3arctg
23

roll
dy
y

       .                      (1.53) 

 
Безразмерное время roll , которое при слабой неоднородности  

( 1 ) характеризует наиболее медленную фазу «выкатывания» Все-
ленной из точки 3y  , фактически определяет по порядку величины 
полное время «скатывания» системы в нулевой минимум потенциала, 
т. е. время фазового перехода первого рода.  

Действительно, безразмерное время «скатывания» системы на па-
раболическом участке потенциала 2( ) 9 2V y y  с безразмерной «эф-
фективной массой» скалярного поля 3m  , которое сопровождается 
уменьшением плотности потенциальной энергии скалярного поля от 
максимального значения maxV 6,75 при 0 2y   до нуля в точке 0y   
определяется как 0 0 6 0,5y   , так что за это время Вселенная прак-
тически не успевает заметно расшириться, в отличие от рассмотренного 
в [40] случая «хаотической» инфляции при 0 1y   и 1m  .  

Основной процесс расширения ранней Вселенной в данном случае 
после прохождения точки фазового перехода первого рода при cR R , 
т. е. при 2h   , происходит за время roll , когда потенциал (1.44) остаёт-
ся практически постоянным и равным 0V  6,75. Тем самым потен-
циал вблизи точки 3y   обеспечивает режим медленного скатывания 
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(«slowroll»), необходимый для достаточно быстрого расширения Вселен-
ной. Это означает, что за время roll  безразмерный радиус Вселенной 
достигает своего максимального значения 

    max 0exp ; 3roll c rolla a a          .              (1.54) 
 

Однако следует подчеркнуть, что для полного описания эволюции 
ранней Вселенной после фазового перехода первого рода необходимо 
получить решение следующей системы нелинейных уравнений [43] 

 

 
 

       2
2

2

3 ;

1 1
3 2

Vy H y y
y

yH V y
a

          
      


  

 





.                  (1.55) 

 
При этом затухание амплитуды колебаний скалярного поля определяет-
ся положительным параметром Хаббла H a a  , который характеризует 
скорость расширения Вселенной, но не обеспечивает реальную диссипа-
цию энергии, а также декрементом , который определяет скорость дис-
сипации энергии скалярного поля за счёт множественного рождения пар 
массивных частиц и античастиц разного сорта.  

Кроме того, поскольку энергия, выделяющаяся в результате анни-
гиляции первичного вещества и антивещества, расходуется на нагрев 
Вселенной, уравнения (1.55) должны быть дополнены уравнением, опи-
сывающим рост энтропии Вселенной.  

Одновременно с этим следует учитывать температурную зависи-
мость параметра «мнимой массы»    0 1 cT T T    , где cT  – кри-
тическая температура, при которой происходит фазовый переход второго 
рода, сопровождающийся исчезновением скалярного поля [21].  

Таким образом, механизм нагрева ранней Вселенной требует более 
детального рассмотрения. 

 
 

2. О КВАНТОВОЙ ПРИРОДЕ  

ГРАВИТАЦИИ 

В этом разделе будет показано, что скалярные нелинейные поля 
могут играть решающую роль не только в процессах эволюции ранней 
Вселенной, но и в механизме возникновения гравитационного взаимо-
действия.  
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Как известно, одно из основных препятствий на пути построения 
перенормируемой квантово–полевой теории гравитации связано с тем, 
что соответствующая константа взаимодействия – гравитационная по-
стоянная Ньютона NG  является размерной величиной и в системе еди-
ниц СИ равна 116.67384 10NG    м3 кг-1 сек-2.  

Тем не менее аналогичная трудность с размерной константой 
Ферми для слабого взаимодействия 621. 43583 10FG    м5 кг сек-2 была 
успешно преодолена при построении строгой квантово–полевой теории 
единого электрослабого взаимодействия Глэшоу – Салама – Вайнберга 
[59–61].  

Соотношение между этими константами имеет вид  2
F NG c G   , 

где   – безразмерный коэффициент, равный 331.73867 10   . Отсюда 
следует, что в естественной системе единиц при 1c   размерности кон-
стант NG и FG  совпадают     2 2

N FG G e m     , а их отношение равно 
345.75 10N FG G   .  

В связи с этим в работе [56] было высказано предположение о том, 
что несмотря на колоссальную разницу констант NG  и FG  по величине 
между гравитационным и слабым взаимодействиями существует опре-
делённое подобие («скейлинг») в структуре их квантово-полевой приро-
ды. Заметим, что ранее в [62, 63] также рассматривалась возможность 
некоторого подобия между гравитационным и слабым взаимодействия-
ми, однако конкретный механизм для обоснования такого подобия в этих 
работах не рассматривался.  

Как известно [64], слабое взаимодействие обусловлено обменом про-
межуточными массивными векторными бозонами W  и 0Z  со спином 

1S  . Массы этих бозонов возникают в результате спонтанного наруше-
ния калибровочной симметрии электромагнитного поля благодаря его 
взаимодействию с нелинейным скалярным полем Хиггса [46, 47] (см. так-
же [65, 66]). При этом сохраняются безмассовые фотоны, ответственные за 
дальнодействующее электромагнитное взаимодействие между зарядами, 
которое в статическом пределе сводится к закону Кулона.  

В данном разделе будет показано, что гравитационное взаимодей-
ствие на малых расстояниях, сравнимых с планковскими масштабами, 
также может быть связано с обменом виртуальными «сверхмассивными» 
тензорными бозонами со спином 2S  . Генерация массы таких бозонов 
обусловлена спонтанным нарушением калибровочной симметрии линей-
ного тензорного поля гравитонов за счёт их взаимодействия с фундамен-
тальным нелинейным скалярным полем. При этом сохраняются безмассо-
вые гравитоны – кванты гравитационных волн, существование которых 
было предсказано Эйнштейном [4] и недавно подтверждено в эксперимен-
тах LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory).  
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Безмассовые гравитоны переносят дальнодействующее гравитацион-
ное взаимодействие, которое в статическом пределе в приближении слабого 
поля сводится к закону всемирного тяготения Ньютона. Следует иметь в 
виду, что локальная калибровочная симметрия линейного гравитационного 
поля существует только в плоском 4-мерном (4D) пространстве-времени [67]. 
Однако согласно общим принципам ОТО само присутствие скалярного поля 
с конечной плотностью потенциальной энергии, которая определяет плот-
ность энергии вакуума 0  и космологическую постоянную 0 0  , должно 
создавать отрицательную скалярную кривизну 0 04R    , тогда как в ис-
кривлённом 4D пространстве-времени калибровочная симметрия гравита-
ционного поля изначально нарушена. Ниже будет показано, как можно 
устранить такое противоречие при построении квантово-полевой теории 
гравитации, не используя теорию струн в многомерных антидеситтеровских 
пространствах [68–70].  

Ранее предпринимались попытки (см., например, [71]) построения 
теоретико-полевых моделей квантовой гравитации в криволинейном 4D 
пространстве путём объединение нелинейных уравнений Янга–Миллса 
[72] в квантовой хромодинамике (КХД) с нелинейными уравнениями ОТО 
[73] или с её модифицированным вариантом, который характеризуется 
квадратичной зависимостью лагранжиана от скалярной кривизны [74].  

В данном разделе предлагается иной подход, основанный на мето-
де эффективного исключения гравитации и кривизны 4D пространства-
времени в рамках возможного варианта теории гравитационного взаи-
модействия, интенсивность которого определяется двойной свёрткой за-
паздывающей функции Грина массивных тензорных бозонов с метриче-
ским тензором g  пространства-времени. Такая свёртка имеет вид 

   2 2 21N N TG p G k M     


 , где   и k


 – энергия и 3D импульс, 

а TM  – масса тензорного бозона. Функция  NG p  сводится к гравита-
ционной постоянной Ньютона NG только в статическом длинноволновом 

пределе, когда 0   и 0k 
, либо для безмассовых калибровочных 

полей с энергией квантов  k k  
.  

Однако для вакуума, заполненного нелинейным массивным ска-
лярным полем с массой бозонов ВМ , спектр квантовых флуктуаций при 
абсолютном нуле температуры имеет  -образный пик на частоте, кото-
рая соответствует энергии скалярных бозонов   2 2

В Bk M k  
. При 

условии равенства масс скалярных ВМ  и тензорных ТМ  бозонов двой-

ная свёртка функции Грина  NG p  равна нулю, так что в данном слу-
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чае гравитация выключается. В результате этого 4D пространство-время, 
усреднённое по квантовым флуктуациям вакуума, является эффективно 
плоским. При этом восстанавливается калибровочная симметрия грави-
тационного поля, что приводит к возможности механизма генерации ко-
нечной массы тензорных бозонов за счёт спонтанного нарушения калиб-
ровочной симметрии безмассовых гравитонов при их взаимодействии 
с ненулевым вакуумным средним нелинейного скалярного поля.  

2.1. Спонтанное нарушение  

калибровочной симметрии гравитонов  

и механизм генерации  

массы тензорных бозонов 

Рассмотрим вопрос о спонтанном нарушении локальной калибро-
вочной симметрии безмассовых гравитонов со спином 2S   за счёт их 
взаимодействия с фундаментальным нелинейным скалярным полем  , 
лагранжиан которого имеет следующий вид  

 

 
2 2

2 4

2 2 4
g gL


 


           ,                      (2.1) 

 
где im   – параметр «мнимой массы», а g  – параметр нелинейности 
скалярного поля. В основном состоянии скалярное поле характеризуется 
ненулевым вакуумным средним значением амплитуды 0 g   и плот-
ностью потенциальной энергии 2 2

0 0 4U   , которая определяет плот-
ность энергии физического вакуума 0 0U  , а возбуждениями такого 
поля являются скалярные бозоны с массой 2BM  .  

Если предположить, что для такого фундаментального скалярного 
поля масса бозонов равна планковской массе, 1B P NM M G  , а 
плотность энергии равна предельной планковской величине 

4 2 4
0 4 PU g M  , то для константы нелинейности и вакуумного средне-

го получим следующие значения 1 4g   и 0 2 2РМ  . 
Согласно ОТО, слабое гравитационное поле в линейном прибли-

жении по малым возмущениям h  метрического тензора g  описыва-
ется следующим тензорным уравнением (см. [67])  

 
2 2 2

2 0W h h h h
x x x x x x
                     .               (2.2) 
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Это уравнение описывает свободное тензорное поле безмассовых грави-
тонов со спином 2S   в отсутствие тяготеющих масс.  

При инфинитезимальном преобразовании координат 4D простран-
ства-времени  x x x    , где малость смещения  x  определя-

ется условием : 1x h     , амплитуда поля (2.2) принимает вид 
 

h h g g
x x

    
 
       .                               (2.3) 

 
Для плоского 4D пространства с метрическим тензором Минковского 
в силу соотношения g    имеем 

 

h h x x             .                           (2.4) 
 

Путём подстановки (2.4) в (2.2), легко убедиться, что h  так же, 
как и h  является решением уравнения (2.2). Это является следствием 
точной локальной калибровочной симметрии слабого гравитационного 
поля в плоском 4D пространстве-времени. 

Воспользуемся приведённым в [64] методом описания спонтанного 
нарушения калибровочной симметрии «цветных» векторных полей  A x , где   и   – цветовой и координатный индексы, когда взаимо-
действие полей A  с семейством скалярных полей n  описывается ла-
гранжианом 

 
2

,

1
2A n nm m

n m
L i t A  

          .                        (2.5) 

 
Введём аналогичный эффективный лагранжиан взаимодействия 

скалярных полей с тензорным линейным полем гравитонов в плоском 
4D пространстве-времени 

 
2

,

1
2h n nm m

n m
L i t h  

           ,                    (2.6) 

 
где матрицы nmt  играют роль констант взаимодействия скалярных по-
лей с гравитонами, а   так же, как и  , является координатным индек-
сом 4D пространства-времени.  
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Полагая n n n    , где n  – вакуумные средние скалярных по-

лей, при условии  n n   в первом порядке по n  и h  получим 
 

2

,

1
2h n nm m

n m
i t hL   

         .                         (2.7) 

 

Исключая перекрёстные члены ( )h  в (2.7), приведём лагран-
жиан hL  к следующему виду  

 

 2

,

1 1
2 2h n n

n
L M h h     

         ,                  (2.8) 

 

где  
2

, ,
nm nl m l

n m l
M t t     .                                 (2.9) 

 
Поскольку генераторы nmt  являются чисто мнимыми и антисиммет-

ричными (см. [64]), то массовая матрица 2M   действительна, симметрич-
на 2 2M M   и положительна 2 0.M    В общем случае симметричный 
тензор (2.9) имеет 10 независимых вещественных компонент.  

Если предположить, что матрицы nmt   и nlt образуют пары взаимно 
ортогональных 4D векторов, то в этом случае отлично от нуля только их 
скалярное произведение, а тензор (2.9) является диагональным 

2 2
TM M   . При этом величина 2

, ,
T nm nl m l

n m l
M t t     

 
определяет 

квадрат массы тензорного бозона со спином 2S  , а остальные 6 недиа-
гональных компонент тензора (2.9) равны нулю.  

Это означает, что в данном случае наряду с генерацией конечной 
массы TM  тензорных бозонов сохраняется калибровочное безмассовое поле 
гравитонов, которые имеют 5 спиновых состояний  2, 1, 0, 1, 2    , соот-
ветствующих компонентам 12M , 13M , 23M , 24M , 34M . Оставшееся одно 
состояние связано с компонентой 14 0M   и соответствует голдстоуновской 
моде с нулевыми значениями массы и спина, которая возникает в резуль-
тате спонтанного нарушения калибровочной симметрии гравитонов. 

В частном случае фундаментальное нелинейное вещественное ска-
лярное поле   с двумя минимумами потенциальной энергии при ненуле-
вых вакуумных средних 0  можно рассматривать как два поля с одним 
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мнимым генератором массы 0t it  . По аналогии с механизмом Хиггса 
получаем значение массы 0T TM g  , где 2

0Tg t  – константа взаимо-
действия гравитонов со скалярным полем. Если положить массу тензорного 
бозона TM  равной массе Планка PM , то с учётом приведённого выше зна-
чения вакуумного среднего нелинейного скалярного поля 0 2 2PM   для 
безразмерной константы взаимодействия этого поля с линейным тензор-
ным полем безмассовых гравитонов получаем значение 1 / 2 2Tg  .  

Таким образом, наряду с короткодействующим обменным взаимо-
действием, которое переносится массивными тензорными бозонами 
с массой TM , в данном случае сохраняется дальнодействующее гравита-
ционное взаимодействие, которое переносится безмассовыми гравитона-
ми и в статическом пределе в случае слабых полей описывается законом 
всемирного тяготения Ньютона. В этом состоит ещё одна аналогия меж-
ду предлагаемым вариантом квантовой теории гравитации и теорией 
единого электрослабого взаимодействия (см. ниже).  

2.2.  Подобие между слабыми  

и гравитационными силами  

и происхождение гравитационной  

постоянной Ньютона 

В теории единого электрослабого взаимодействия [64] заряженные 
W  и нейтральный 0Z  промежуточные бозоны, несмотря на разницу их 
масс, представляют собой три компоненты массивного векторного калиб-
ровочного поля со спином 1S  . 

Массы таких бозонов возникают в результате спонтанного нару-
шения калибровочной симметрии электромагнитного поля за счёт его 
взаимодействия с ненулевым вакуумным средним нелинейного скаляр-
ного поля Хиггса. Однако при этом сохраняется безмассовое поле фото-
нов, которое в классическом приближении при большом числе фотонов 
описывается уравнениями Максвелла и определяет дальнодействующий 
характер электромагнитного взаимодействия, сводящегося в статическом 
пределе к закону Кулона.  

Для массивного векторного поля Фурье-представление функции 
Грина в сигнатуре метрического тензора g  с мнимым временем имеет 
вид (см., например, [75]) 

  2 2 2

1 p p
D p g

p m m
 

 
      .                           (2.10) 
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Здесь p  – компоненты 4D вектора энергии–импульса,  2 2 2p g p p k      

, i   – мнимая энергия, а m  –  масса вектор-

ного бозона. В данном случае m  равна массе Zm 92,5 ГэВ нейтрального 
промежуточного 0Z –бозона. Сравнительно небольшое уменьшение массы 
заряженных W – бозонов Wm  82,5 ГэВ обусловлено их дополнительным 
взаимодействием с электромагнитным полем.  

Заметим, что числитель функции Грина (2.10) определяет структуру 
приведённого в [76] матричного элемента вакуум-вакуумного перехода 
для массивных частиц со спином 1S   и с векторными (токовыми) источ-
никами  J p   

   *
20 0 exp

2
J

p

p pi d J p g J p
m
   

          ,       (2.11) 

 

где pd  – элемент фазового объёма 4D пространства энергии-импульса.  
Для перехода от микроскопического теоретико-полевого описания 

запаздывающего слабого взаимодействия, обусловленного обменом вир-
туальными промежуточными бозонами, к феноменологической теории 
Ферми [77] используем свёртку функции Грина (2.10) с метрическим 
тензором g , которая с учётом условия нормировки 4g g    равна 

 
24VD g D m   .                                  (2.12) 

 

В соответствии с размерностью константы Ферми   2 2
FG e m     

введём некоторый эффективный «заряд» слабого взаимодействия we  
и представим эту константу в следующем виде 

 
2 2 2

F w V w ZG e D e m    2W We e .                     (2.13) 
 

С учётом эмпирических значений константы 51.1664 10FG    ГэВ 2  
и массы 0Z -бозона получаем оценку для безразмерной константы слабой 
связи 2 110we  , которая более чем на порядок превышает электромагнит-

ную константу 2 1/137e   и определяется в терминах теории электросла-
бого взаимодействия следующим соотношением 2 2 2 24 2w Z We g m m , где 
g  – одна из констант слабого взаимодействия, имеющая размерность элек-
трического заряда (вторая константа равна tg Wg g    , где W  – угол 
Вайнберга).  
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Заметим, что в соответствии с асимптотическим ренормализа-
ционно-групповым соотношением для констант связи на плавающем 
масштабе энергий (см. [64]), отношение констант слабого 2

we  и электро-

магнитного 2е  взаимодействий приближённо удовлетворяет следующе-
му условию  2 2 lnw Z eе e m m , где em  – масса электрона.  

Таким образом, согласно соотношению (2.13) малость феноменоло-
гической константы Ферми FG  обусловлена большой массой промежу-
точных бозонов, обмен которыми экранирует взаимодействие и делает 
его слабым на расстояниях, превышающих длину волны де Бройля  
Z-бозона 1Z Zm  . 

Отмеченное в работе [56] подобие между гравитационным и сла-
бым взаимодействиями заключается в том, что по аналогии со слабыми 
силами, которые обусловлены обменом виртуальными массивными про-
межуточными векторными бозонами, существуют «сверхслабые» корот-
кодействующие гравитационные силы, обусловленные обменом «сверх-
массивными» тензорными бозонами с массой TM , которая на 17 поряд-
ков превышает массу Zm . Наряду с этим должно существовать безмассо-
вое тензорное калибровочное поле гравитонов, переносящих дальнодей-
ствующее гравитационное взаимодействие, которое в классическом ста-
тическом пределе для слабых полей описывается законом всемирного 
тяготения Ньютона.  

Здесь, однако, следует учитывать существенную разницу между 
этими взаимодействиями. Поскольку фотоны не взаимодействуют друг 
с другом, то в классическом пределе при большом числе фотонов они 
описываются линейными уравнениями электродинамики Максвелла. 
В отличие от этого гравитоны взаимодействуют друг с другом. Именно 
поэтому в классическом пределе при большом числе гравитонов, в част-
ности вблизи больших тяготеющих масс, гравитационное поле описыва-
ется нелинейными уравнениями Эйнштейна в рамках ОТО. 

Рассмотрим более детально теоретико-полевую модель гравитаци-
онных сил. С этой целью будем исходить из приведённого в [75] выраже-
ния для вакуум-вакуумного матричного элемента массивного поля тен-
зорных бозонов со спином 2S  , который определяется симметричными 
тензорными источниками    Т p Т p   и имеет вид 

 

       *0 0 exp
2

T
p

i d T p g p g p T p   
       , (2.14) 

где 

       1
3

T p T p g g p T p         ;          (2.15) 
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  2

p p
g p g

m
 

   .                                   (2.16) 

 
Отсюда следует, что по аналогии с (2.10) и (2.11) Фурье-компонента 

функции Грина тензорных бозонов с массой Tm M  имеет следующий 
вид 

     
, 2 2

T

T

g p g p
D p

p M
 

 
  .                              (2.17) 

 
Для упрощённого феноменологического описания запаздывающего 

гравитационного взаимодействия, обусловленного обменом виртуаль-
ными массивными тензорными бозонами со спином 2S  , рассмотрим 
двойную свёртку функции Грина (2.17) с метрическими тензорами g  и 
g в пределе 0p   

 , 2

160T
T

T

D g g D
M

     .                            (2.18) 

 
По аналогии с (2.13) определим гравитационную постоянную NG и 

эффективный «гравитационный заряд» ge  как 
 

2 2 2
N g T g TG e D e M    4g ge e .                      (2.19) 

 
Предположим, что константы связи 2

ge  и 2
we  при условии 

T ZM m  связаны между собой асимптотическим логарифмическим 
ренормализационным соотношением [64] 

  2 2 lng w T Ze e M m  .                                (2.20) 
 
В результате с учётом соотношений (2.13), (2.19) и (2.20) получаем сле-
дующее трансцендентное уравнение для определения отношения масс 
тензорных TM  и промежуточных Zm  бозонов 

 

2

lnT F T

Z N Z

M G M
m G m

           .                                (2.21) 

 
Уравнение (2.21) имеет два корня, меньший из которых с точно-

стью порядка 346 10N FG G    равен единице и соответствует области 
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энергий порядка 100 ГэВ, характерных для стандартной модели (СМ) 
в теории элементарных частиц.  

Второй корень уравнения (2.21) равен 172, 6 10T ZM m    и соответ-
ствует массе тензорных бозонов 192, 4 10TM    ГэВ, что вдвое превыша-
ет планковскую массу 191 1,2 10Р NМ G    ГэВ.  

Поскольку асимптотическое соотношение (2.20) является точным 
только в пределе T zM m  , в дальнейшем будем полагать T PM M . 
В этом случае из соотношения (2.19)  с учётом тождества 21N PG M  сле-
дует, что безразмерная константа гравитационного взаимодействия равна 

2 1ge  , т. е. более чем на два порядка превышает электромагнитную кон-
станту 2 1 / 137e  .  

Если предположить, что плотность потенциальной энергии ска-
лярного поля равна предельной планковской плотности 4

min PU M , то 
для вакуумного среднего и константы нелинейности поля получаем зна-
чения 0 2 2PM   и 1 4g  .  

С другой стороны, из соотношений (2.18) и (2.19) следует, что ин-
тенсивность гравитационного взаимодействия в реальных частотах опре-
деляется зависящей от энергии   и импульса k


 функцией  

 

  2 2

2, 1N N
Т

kG k G
M

      



 .                                (2.22) 

 

В статическом длинноволновом пределе, когда 0   и 0k 
, 

а также для любых безмассовых полей со спектром возбуждений ( )k k  
, 

функция (2.22) сводится к гравитационной постоянной Ньютона NG . Од-
нако для массивных полей на малых пространственно-временных мас-
штабах, сравнимых с планковскими масштабами длины и времени 

1P P Pl t M  , величина NG  может существенно отличаться от NG .  
В частности для массивного тензорного поля со спектром 
   22

Т Тk M k   
                                    (2.23) 

 
функция (2.22) тождественно обращается в нуль, т. е. гравитационное 
взаимодействие выключается. Это означает, что для массивных тензор-
ных бозонов, которые переносят короткодействующую часть гравита-
ционного взаимодействия, 4D пространство-время является плоским. 
Именно в таком пространстве, как было показано выше, возможен меха-
низм спонтанного нарушения калибровочной симметрии безмассовых 
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гравитонов за счёт их взаимодействия с вакуумным средним нелинейно-
го скалярного поля и генерация массы тензорных бозонов.  

Как отмечалось выше, спектр квантовых флуктуаций вакуума, за-
полненного фундаментальным скалярным полем с массой скалярного бо-
зона ВМ , при абсолютном нуле температуры характеризуется  -образ-
ным пиком на частоте 

   22
B Bk M k   

.                                    (2.24) 
 

Для таких возбуждений при В ТМ М  функция (2.22) равна  2 21N N B TG G M M   , причём во избежание неустойчивости вакуума 

при 0NG   необходимо, чтобы выполнялось неравенство В ТМ М .  
При условии равенства масс скалярных и тензорных бозонов 

В Т PМ М M   функция (2.22) тождественно равна нулю на любых мас-
штабах, так что в этом случае гравитационное взаимодействие полно-
стью исчезает. При этом 4D пространство-время становится плоским, что 
обеспечивает возможность генерации массы тензорных бозонов за счёт 
рассмотренного выше механизма спонтанного нарушения калибровоч-
ной симметрии безмассового поля гравитонов.  

Отсюда следует, что тензорные нелинейные уравнения ОТО, осно-
ванные на принципе эквивалентности инерционной и гравитационной 
масс, представляют собой феноменологический способ описания грави-
тации в классическом приближении с размерной гравитационной кон-
стантой Ньютона NG  на основе геометрических представлений об ис-
кривлении 4D пространства на больших масштабах, которые существен-
но превышают планковские масштабы длины и времени. Квантовые по-
правки к гравитационной постоянной и к уравнениям Эйнштейна ста-
новятся существенными только на планковских масштабах длины и 
времени 1P P Pt Ml   .  

Таким образом, согласно предложенной выше квантово-полевой 
модели гравитационного взаимодействия аномальная малость гравита-
ционной константы Ньютона 2 2

N g TG e M  по сравнению с константой 
слабого взаимодействия Ферми 2 2 331, 67 10F w Z NG e m G    обусловлена 
аномально большой величиной массы промежуточных тензорных бозо-
нов 1910TM   ГэВ, по сравнению с массой промежуточных векторных 
бозонов 100Zm   ГэВ. 

В то же время дальнодействующие гравитационные силы перено-
сятся квантами безмассового тензорного поля – гравитонами со спином 

2S   аналогично тому, как дальнодействующее электромагнитное  
взаимодействие переносится безмассовыми фотонами со спином 1S  .  
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При этом масса промежуточных тензорных бозонов генерируется 
за счёт спонтанного нарушения калибровочной симметрии поля грави-
тонов в результате его взаимодействия с фундаментальным нелинейным 
скалярным полем со спином 0S  , масса бозонов которого на 17 поряд-
ков превышает массу бозона Хиггса.  

2.3. Фундаментальное скалярное поле как 

результат неустойчивости  

нейтрального фермионного вакуума,  

заполненного безмассовыми  

фермионами с разными знаками зарядов 

В данном разделе обсуждается проблема происхождения фунда-
ментального нелинейного скалярного поля  , играющего ключевую 
роль как в процессах эволюции нашей Вселенной, так и в квантовой 
природе гравитации.  

 

 
 

Рис. 10. Исходный дираковский спектр безмассовых фермионов  
и антифермионов (а) и перестроенный спектр с энергетической щелью 02 ,  

когда заполнены все состояния с отрицательной массой 0FM    (б) 
 
С этой целью рассматривается модель исходного фермионного  

вакуума, область отрицательных энергий которого в силу принципа  
Паули заполнена безмассовыми «правыми» и «левыми» фермионами 

(а) (б) 
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с противоположными знаками зарядов q  (рис. 10а). При этом предпо-
лагается, что заряд q  значительно больше электрического заряда по аб-
солютной величине (например, равен приведённому выше гравита-
ционному заряду 10ge e ).  

Из условия нейтральности такого вакуума следует равенство кон-
центраций фермионов с зарядами разных знаков, в отличие от Дираков-
ского вакуума, для которого предполагается, что отрицательный элект-
рический заряд электронов, заполняющих состояния с отрицательной 
энергией, компенсируется некоторыми неподвижными (бесконечно тя-
жёлыми) положительными зарядами по аналогии с ионной кристалли-
ческой решёткой в металлах.  

Предположим также, что в вакууме существует безмассовое калиб-
ровочное векторное поле ( 1,2,3,4)iA i   со спином 1S  , которое обеспе-
чивает исходное взаимодействие между зарядами типа закона Кулона 

2q r . Однако в нейтральной квантовой плазме, состоящей из равного 
числа заряженных фермионов с зарядами разного знака, происходит 
спонтанное нарушение калибровочной инвариантности векторного поля 
и связанное с этим экранирование взаимодействия между зарядами.  

Как будет показано ниже, такой вакуум неустойчив по отношению 
к фазовому переходу второго рода, который обусловлен коллективным 
спариванием безмассовых заряженных фермионов с противоположными 
знаками их зарядов, спинов и спиральностей. В результате такого спа-
ривания происходит спонтанное нарушение киральной симметрии фер-
мионов за счёт образования в их спектре энергетической щели, которая 
определяет конечную массу фермионных возбуждений. При этом 
нейтральный когерентный квантовый конденсат связанных фермион-
ных пар играет роль нелинейного скалярного поля  с отличным от ну-
ля вакуумным средним значением амплитуды 0 g   и с плотностью 
потенциальной энергии 2 2

0 0 4U    в основном состоянии.  
Как отмечалось выше, в рамках современных представлений ве-

личина 0U  определяет положительную плотность энергии вакуума 

0ac U   и его отрицательное давление 0acP U   , что должно приво-
дить к термодинамической неустойчивости вакуума. Ниже будет пока-
зано, что эта неустойчивость устраняется благодаря структуре перест-
роенного фермионного вакуума.  

Для описания фазового перехода второго рода с перестройкой ис-
ходного фермионного вакуума удобно воспользоваться хорошо разрабо-
танными методами квантовой теории поля, которые применяются при 
изучении макроскопических квантовых состояний в таких конденсиро-
ванных системах, как квантовые жидкости [78].  

В связи с этим наряду с усреднёнными по перестроенному вакууму 
нормальными функцииям Грина массивных фермионов разных знаков 
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      G p p p p      , где   – волновые функции Дирака 

(биспиноры), а   – 4D матрицы Дирака, введём аномальные функции 

Грина ( ) ( ) ( )F p p p p      . Здесь учтена идентичность исходных 

безмассовых спектров для фермионов разного знака ( ) ( )E k E k k    
. 

По аналогии с переходом металла в сверхпроводящее состояние 
[78, 79] или полуметалла в состояние экситонного диэлектрика [80], 
нормальные и аномальные функции Грина частиц с разными знаками 
зарядов описываются следующей системой уравнений  

                0 0 1 0 2G p G p G p p G p G p p F p     ; (2.25) 
              0 1 0 2F p G p p F p G p p G p      . (2.26) 

 
Здесь   1

0 [ 0]G p k i   
 – функции Грина невзаимодействующих 

частиц,   – передаваемая энергия, р  – 4D вектор энергии-импульса, 
а  1 p  и  2 p  – нормальная и аномальная собственно-энергетические 
части, которые определяются следующими интегральными соотношениями 

 

       
       

4

1 4

4

2 4

, ;
(2 )

, .
(2 )

d pp i V p p G p р р

d pp i V p p F p р р








       
       








            (2.27) 

 
Здесь  V p p   – Фурье-компоненты экранированного потенциала ку-
лоновского взаимодействия между частицами 

 

     
2

2

4 qV p p
k k p p




     
                             (2.28) 

 
где    2 21 8p q p k     – диэлектрическая проницаемость перест-
роенного вакуума с поляризуемостью частиц 

             4

42 ,
2
d pp G p G p p F p F p p p p

               (2.29) 
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а  ,p p  – вершинная часть (трёхполюсник), которая описывает мно-
гочастичные кулоновские корреляции и определяется бесконечным ря-
дом неприводимых диаграмм Фейнмана (см. [78]).  

При этом следует иметь в виду, что обобщённая восприимчивость 
системы заряженных частиц в (2.28) удовлетворяет следующему диспер-
сионному соотношению Крамерса–Кронига 

 

     2 2
2 2

0

1 2 1 11 Im
, ,

zdz i z
zk k z

     
                  .     (2.30) 

 
Из уравнений (2.25) и (2.26) следует, что перенормированные нор-

мальные и аномальные функции Грина имеют следующий вид 
 

          
        
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;
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




        
      











               (2.31) 

 
Можно показать, что реальная часть нормальной собственной 

энергии может быть представлена в виде      1 2 ,p p p      так 
что величина  2 0  определяет сдвиг уровня Ферми относительно ди-
раковской точки неперестроенного спектра безмассовых фермионов при 

0,k 
 в которой плотность фермионных состояний равна нулю, тогда как 

 1 p  и  p  определяют энергию связи пар частиц с разными знака-
ми зарядов.  

Таким образом, в перестроенном фермионном спектре при 0k 
 

и 0   в результате спонтанного нарушения киральной симметрии 
безмассовых частиц при фазовом переходе второго рода возникает энер-
гетическая щель  02        (см. рис. 10б), причём величина 0  
определяет конечную массу фермионов FM  

    2 2
0 1[ 0 ] [ 0 ]FM       .                           (2.32) 

 
При абсолютном нуле температуры массивные фермионы, соглас-

но принципу Паули, заполняют все состояния с отрицательной энергией 

0E    и характеризуются спектром   2 2
FE k M k    с отрица-



246                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 
тельной эффективной массой 0FM  . Это соответствует отрицательной 
плотности фермионов с разными знаками заряда 2F F FМ n  .  

С другой стороны, как отмечалось выше, для скалярного поля дав-
ление и плотность энергии связаны соотношением s sP      , где 

0U   – минимальная плотность энергии скалярного поля в основном 
состоянии. В результате давление и плотность энергии вакуума равны 

   0;ac F ac FP            .                   (2.33) 
 

При условии, что полная плотность вакуума отрицательна 0ас   
скорость продольного акустического возбуждения («адиабатического зву-
ка») в перестроенном физическом вакууме вещественна 

 

   F
s ac ac ac ac

F

c P   
   

       ,                      (2.34) 

 

где ac –  показатель адиабаты физического вакуума. Полагая 
3 4, , 2F P F P F F FM M n M M      и 4

PM  , согласно (2.34) получа-
ем, что скорость звука sc  совпадает со скоростью света при 1 3ac  . 
Поскольку физический вакуум в рамках данной модели представляет 
собой макроскопический (бесконечный) когерентный квантовый конден-
сат связанных нейтральных пар частиц с разными знаками зарядов, он 
может рассматриваться как сверхтекучая нейтральная квантовая бозе–
жидкость, в которой возможно бездиссипативное прямолинейное и рав-
номерное движение любых объектов со скоростями, не превышающими 
скорость звука.  

3. АННИГИЛЯЦИОННЫЙ НАГРЕВ  

И ФОРМИРОВАНИЕ НЕОДНОРОДНОЙ 

СТРУКТУРЫ СОВРЕМЕННОЙ ВСЕЛЕННОЙ 

В данном разделе будет показано, что по мере «скатывания» рас-
ширяющейся Вселенной в нулевой минимум потенциала скалярного 
поля (см. раздел 1) происходят процессы рождения и аннигиляции пер-
вичного вещества и антивещества, что приводит к сильному разогреву 
Вселенной (так называемому «рехитингу»), который играет роль «Боль-
шого взрыва». При этом однородный фон тепловых флуктуаций плотно-
сти энергии фундаментального скалярного поля может составлять зна-
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чительную часть средней плотности энергии вакуума  , которая убыва-
ет по мере расширения и остывания Вселенной.  

С другой стороны, предполагается, что пространственно неодно-
родное распределение тепловых флуктуаций скалярного поля благодаря 
малой теплопроводности вещества оказывается «замороженным» в про-
цессе быстрого адиабатического расширения Вселенной и определяет 
наблюдаемую крупномасштабную неоднородную структуру современной 
Вселенной в виде скоплений и сверхскоплений галактик, чередующихся 
с космическими пустотами. При этом из областей с повышенной плотно-
стью потенциальной энергии скалярного поля  , которая играет роль 
«антигравитации», вещество выметается в области с пониженной плот-
ностью  , где и происходит образование галактик, а сами эти области на 
среднем однородном фоне   имитируют существование гравитирующей 
«темной материи» вокруг галактик.  

3.1. «Большой взрыв» и нагрев Вселенной  

за счёт аннигиляции вещества  

и антивещества 

В Разделе 1 был рассмотрен процесс «скатывания» Вселенной 
в минимум потенциала скалярного поля, сопровождающийся разогревом 
Вселенной. Механизм такого разогрева обеспечивается процессами рож-
дения и аннигиляция вещества и антивещества. В рамках данной моде-
ли предполагается, что именно аннигиляция первичного вещества и ан-
тивещества играет роль «Большого взрыва» и приводит к возникновению 
горячей радиационной эры нашей Вселенной. 

Для рассмотрения процесса нагрева ранней Вселенной за счёт ан-
нигиляции массивных фермионов и антифермионов дифференциальные 
уравнения (1.55), описывающие динамику ранней холодной Вселенной 
и эволюцию скалярного поля, следует дополнить термодинамическими 
соотношениями и уравнением для скорости изменения числа частиц 
и античастиц. 

При изменении потенциальной энергии фундаментального поля  U  (1.4) и расширении Вселенной скорость выделения тепла опреде-
ляется уравнением 

 

 ( )U U U
U

dQ d UV dV dV dUP U P V
dt dt dt dt dt

       ,          (3.1) 

где 2 32UV a  – объём замкнутой Вселенной с масштабным фактором 
(радиусом) ,a  а P  – давление, связанное уравнением состояния с плот-
ностью энергии вещества и фундаментального поля. 
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При этом скорость изменения температуры определяется выраже-
нием 

dT dQC
dt dt

 ,                                               (3.2) 

 
где C  – теплоёмкость, зависящая от числа частиц и античастиц пер-
вичной материи. Например, если предположить, что вещество в ранней 
холодной Вселенной состоит из вырожденного нерелятивистского ферми-
газа частиц и античастиц и равновесного электромагнитного излучения, 
теплоёмкость равна 

 

F phC C C  ,                                          (3.3) 
где 

2 3
1 3 2 3

22
3

F
F F U

MC N TV     
,   

2
3

3 3

4
60ph UC V T

c



.          (3.4) 

 
Здесь FM  – масса фермионов, а FN  – число фермион-антифермионных 
пар. 

В безразмерных переменных уравнение (3.2) с учётом (3.3) и (3.4) 
можно переписать в виде 

 

    2 3 2
1 3 2 3 3 2 32 8 6 , 2 ,

3 15P F
dM N a T a T T V x h P a a a V x h
d

 
           

           ,    (3.5) 

 
где безразмерное давление P  нормировано на 2 2

0  , а температура T  и 
масса FM  – на энергию PE  и массу Планка PM . 

Изменение числа фермионов и антифермионов в расширяющейся 
Вселенной можно описать уравнением 

 

   2 2
2 2 3

2 3 2
2 2
ann

F F
F

d N N a
dt a M

           ,                  (3.6) 

 
где первое слагаемое в правой части описывает процесс аннигиляции 
частиц и античастиц с сечением ann , а второе – рождение пар фермио-
нов и антифермионов за счёт распада фундаментального поля с декре-
ментом , введённым в уравнении (1.55). Сечение аннигиляции ann  
определяется зависящим от скорости F F Fp M    выражением [75] 
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      2 2

2 2 2
1 3 1ln 2 2

4 1ann F F

u u ur u r f u
u u u

           ,       (3.7) 

 

где ,u c  а классический радиус заряженных частиц и античастиц 
2

F Fr q M  в плотной электронейтральной плазме следует заменить 

радиусом экранирования 1 1s s plr    , где 28pl F Fq n M   – 
частота коллективных плазменных колебаний, если выполняется усло-
вие s Fr r . Поскольку концентрация фермионов      Fn t N t V t  
быстро убывает в процессе аннигиляции и по мере быстрого расширения 
ранней Вселенной, это условие может нарушаться. 

В безразмерных переменных выражение (3.6) можно переписать 
как 

 2 2
2 3 2

32 2
F

F P

rN uf u N a x
a M

      
 

,                     (3.8) 

 

где 
2

F
F

P F

r er
l M

  


 , F
F

P

ee
q

  ( Pq c   – планковский заряд) и Pt   . 

Следует помнить, что скорость частиц u  изменяется по мере изменения 
концентрации и нагрева, а в ультрарелятивистском пределе сечение 
рассеяния стремится к нулю. 

При высоких температурах необходимо учитывать температурную 
зависимость параметра «мнимой массы»    0 1 cT T T    , где cT  – 
критическая температура, при которой происходит фазовый переход 
второго рода, сопровождающийся исчезновением скалярного поля [21]. 
В рамках теории Гинзбурга–Ландау, аналогом которой является модель 
нелинейного скалярного поля с биквадратной нелинейностью типа 

2 4 4g   (модель Хиггса), возникает температурная зависимость щели  T  в спектре фермионов и их массы  FM T , которая вблизи крити-
ческой температуры cT  имеет вид  

    ( ) 3,06F с сT M T Т Т Т     .                       (3.9) 

При этом, согласно модели Бардина – Купера – Шриффера (БКШ) в тео-
рии сверхпроводимости (см. [81]), критическая температура cT  связана с 
величиной щели при нулевой температуре 0 (0)    соотношением 

00, 57cT   . В дальнейшем для простоты будем предполагать, что тем-
пературная зависимость щели имеет вид (3.9) при всех температурах.  
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При этом плотность потенциальной энергии скалярного поля в ос-
новном состоянии как функция температуры имеет следующий вид  

 

      4 4
2

0 2 2 2

(0)
4 4 c

c

T
U T T T

g g T
     .                      (3.10) 

 
Таким образом, при сТ Т  в результате фазового перехода вто-

рого рода масса фермионов    FM T T  , а также вакуумное среднее 

   0 T T g   и плотность потенциальной энергии 0( )U T  нелиней-
ного скалярного поля, обращаются в нуль.  

3.2. Формирование крупномасштабной  

неоднородной структуры современной 

Вселенной: сценарий  

«стохастической инфляции» 

Предположим, что максимальная температура maxT  разогрева  
замкнутой Вселенной в результате аннигиляции вещества и антиве-
щества гораздо ниже той критической температуры фазового перехода 
второго рода 0,57c PT M , при которой происходит распаривание ферми-
онов и антифермионов и подавление скалярного поля.  

При 0Т   возникают неоднородные в пространстве и переменные 
во времени тепловые флуктуации амплитуды  ,r t   и потенциальной 
энергии  ,U r t   скалярного поля. В частности, согласно выражению 
(3.10) среднее значение флуктуаций плотности потенциальной энергии 
равно  

     4
2

0 2 2

0
4 c

U T T
g T
                                 (3.11) 

 
и выражается через среднеквадратичную флуктуацию температуры 
 2T , которая согласно [57] определяется выражением 

   2 2T T C T  ,                                  (3.12) 

где  C T – полная теплоёмкость системы при постоянном объёме, свя-
занная с теплоёмкостью при постоянном давлении соотношением 

pC C N  . В качестве теплоёмкости  pC T расширяющейся горячей 
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Вселенной в соотношение (3.12) следует подставить суммарную теплоём-
кость ферми-газа и равновесного излучения    [ ]F RC T C T  согласно 
соотношениям (3.4).  

В рамках рассматриваемой модели эволюции ранней Вселенной, 
которая в процессе своего расширения и нагрева скатывается в минимум 
потенциала фундаментального скалярного поля, в соответствии с урав-
нениями (1.55), (3.5) и (3.8) при достижении нулевого потенциала имен-
но величина  0U T  начинает играть роль зависящей от температуры 

эффективной средней плотности энергии вакуума  T  и в современ-
ной Вселенной определяет плотность «тёмной энергии» (см. ниже).  

В процессе быстрого неравновесного (адиабатического) охлажде-
ния расширяющейся Вселенной пространственно неоднородные тепло-
вые флуктуации скалярного поля не успевают релаксировать за счёт 
низкой теплопроводности разреженного вещества. Это может быть при-
чиной сохранения «замороженной» (или «закалённой») пространственно 
неоднородной случайной (стохастической) структуры распределения 
плотности энергии скалярного поля в холодной Вселенной.  

В предположении о малой амплитуде этих статических неоднород-
ностей плотности энергии скалярного поля, т. е. плотности энергии ва-
куума  по сравнению с его средним значением  , пространственное 
распределение слабых статических возмущений гравитационного поля 
может быть описано неоднородным линеаризованным уравнением для 
малых возмущений метрического тензора h  (см. [67])  

 
22 2

2 16 N

hh hW h G S
x x x x x x

           
          .           (3.13) 

 

Здесь  2S T g T       , а роль тензора энергии–импульса T  
в данном случае играет малое пространственно-неоднородное статиче-
ское возмущение плотности энергии скалярного поля 

  T r g     ,                                   (3.14) 
 

где g  – тензор Минковского. Учитывая, что в данном случае 

 4T r    , и полагая    h r g h r    , получаем следующее 
уравнение для неоднородного распределения слабых статических воз-
мущений гравитационного поля     2 16 Nh r G r     .                             (3.15) 
 

В силу неоднородности поля «замороженных» флуктуаций плотно-
сти энергии вакуума должен происходить процесс «стохастической» ин-
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фляции, когда из областей с большей плотностью «тёмной энергии» про-
исходит более быстрое «выметание» вещества в те области пространства, 
где плотность «тёмной энергии» понижена. Этот процесс может быть 
описан с помощью обобщённого уравнения ОТО для неоднородной  
замкнутой Вселенной 

 

 2 3 2 2
6

a a P r a            
                   (3.16) 

 
Пренебрегая для простоты плотностью энергии и давлением вещества и 
реликтового излучения, в первом порядке по малым возмущениям 

a a  и    получаем 
 

   2

3
a a a r a t           
 .                   (3.17) 

 
Уравнение (3.17) описывает процесс «стохастической инфляции» 

неоднородной Вселенной, в результате которой в областях с минимумом 
«тёмной энергии», т. е. минимумом «антигравитации», за счёт преобла-
дающей гравитации вещества под действием неустойчивости Джинса 
происходило формирование галактик и их скоплений, а между этими 
сгустками видимой светящейся материи в областях с максимальной 
плотностью «тёмной энергии» образовались космические пустоты.  

При этом области «пониженной антигравитации» на фоне средней 
однородной плотности «тёмной энергии» выглядят как области «повы-
шенной гравитации» и могут имитировать присутствие невидимой и, 
возможно, вообще реально не существующей «тёмной материи» вокруг 
галактик и их скоплений. Однако эта проблема требует более детального 
рассмотрения, которое выходит за рамки тематики данного обзора.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Данный обзор отражает точку зрения авторов на ряд проблем со-
временной космологии и теории гравитации, которые важны для пони-
мания механизмов происхождения и эволюции нашей Вселенной. Сле-
дует учесть, что авторы являются «неофитами» в вопросах этой фунда-
ментальной области науки и не претендуют на всестороннее и полное 
рассмотрение затронутых в этом обзоре проблем.  

Тем не менее, являясь специалистами в области физики конденси-
рованного состояния и фазовых переходов, авторы взяли на себя сме-
лость применить представления и методы этих хорошо разработанных 
областей теоретической физики к описанию нашей Вселенной. Мы исхо-
дили из глубокого убеждения в том, что природа на всех масштабах 
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энергии построена на основе единых принципов подобия, базирующихся 
на существовании в структуре материи различных скрытых симметрий 
и их спонтанных нарушениях в результате фазовых переходов.  

В качестве самого яркого примера такого подобия можно привести 
уравнение для скалярного нелинейного поля Хиггса [46, 47], на основе 
которого был предсказан бозон Хиггса, открытый в ЦЕРНе на Большом 
адронном коллайдере в 2012 году при энергии 125 ГэВ, что эквивалент-
но температуре порядка 1510  К.  

Уравнение для нелинейного поля Хиггса является фактически ре-
лятивистским аналогом хорошо известного в теории сверхпроводимости 
уравнения Гинзбурга–Ландау, сформулированного в 1950 году для фе-
номенологического описания фазового перехода второго рода в сверх-
проводниках вблизи критической температуры cT , которая не превыша-
ет  1 100  К, т. е. на 13–15 порядков ниже температуры, эквивалент-
ной энергиям 100 ГэВ. Тем не менее, несмотря на такое огромное разли-
чие в масштабах энергий и температур имеет место формальное подобие 
между теориями Гинзбурга–Ландау и Хиггса.  

В свете этого не должна казаться такой уж нереальной рассмот-
ренная в разделе 2 данного обзора аналогия между квантовой теорией 
слабого взаимодействия [64], которое переносится массивными вектор-
ными бозонами с массами порядка 100 ГэВ, и предложенной нами моде-
лью короткодействующего обменного гравитационного взаимодействия, 
которое переносится «сверхмассивными» тензорными бозонами с масса-
ми на 17 порядков больше, т. е. порядка массы Планка 1910PM   ГэВ, 
и существует только на малых масштабах порядка планковских длины 
и времени 1P P Pl t M  .  

В то же время на больших масштабах Pl l  и Pt t сохраняется 
обычное дальнодействующее сверхслабое гравитационное взаимодей-
ствие, которое переносится безмассовыми гравитонами и в статическом 
пределе сводится к закону Ньютона аналогично тому, как в единой теории 
электрослабого взаимодействия Глэшоу – Салама – Вайнберга [59–61]  
сохраняется дальнодействующее электромагнитное взаимодействие, кото-
рое переносится безмассовыми фотонами и в статическом пределе сводит-
ся к закону Кулона.  

Все это может указывать на единство законов природы на всём ги-
гантском масштабе известных нам энергий протяжённостью более, чем 
в 32 порядка, начиная от физики сверхнизких температур для сверхте-
кучих квантовых ферми- и бозе-жидкостей вплоть до фундаментальных 
основ физики элементарных частиц и квантовой гравитации.  

В рамках такого подхода нам удалось получить ряд принципиаль-
но новых результатов в области космологии, таких, например, как воз-
можность фазового перехода первого рода в расширяющейся ранней  
холодной Вселенной за счёт изменения знака её скалярной кривизны, 
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играющей роль «внешнего поля». При учёте взаимодействия гравитаци-
онного и скалярного полей для разных уравнений состояния вещества 
с помощью самосогласованной модели взаимодействия скалярного и 
тензорного полей с массами бозонов, равными массе Планка, удалось 
также понять структуру гравитационного взаимодействия на малых  
расстояниях и происхождение гравитационной постоянной Ньютона.  

Наконец, с помощью представления о тепловых флуктуациях плот-
ности энергии скалярного поля в эпоху горячей Вселенной и о процессе 
«закалки» этих флуктуаций при быстром расширении и остывании Все-
ленной в период инфляции удалось объяснить неоднородную структуру 
пространственного распределения вещества, а также возможную приро-
ду «тёмной энергии» и «тёмной материи» в современной холодной Все-
ленной.  

 
В заключение мы выражаем искреннюю благодарность В. П. Гу-

сынину, А. И. Жуку, Г. М. Зиновьеву, И. В. Криве, В. А. Рубакову, 
С. М. Рябченко и Ю. А. Ситенко за полезные обсуждения отдельных  
вопросов, затронутых в настоящем обзоре. 
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бзор посвящен предельно достижимым значениям физиче-
ских величин в нашей Вселенной. По сути, это означает пе-
реход в область физики, которая может быть названа физи-
кой планковских масштабов. В момент появления планков-

ских масштабов эти естественные масштабы природы выглядели удруча-
юще нелепыми. Трудно было представить физику, стоящую за этими мас-
штабами. Как обнаружилось довольно скоро такая физика еще не была 
создана. Сразу после появления планковских масштабов была создана 
специальная теория относительности, квантовая физика и чуть позже об-
щая теория относительности. Однако для того, чтобы даже правильно 
сформулировать вопросы, потребовалось значительное время на развитие 
этих наук. Развитие квантовой теории полей и общей теории относитель-
ности привело к пониманию необходимости их синтеза. Прежде всего, был 
осознан грубый механизм возникновения нестационарной Вселенной. 
Были открыты новые объекты Вселенной – черные дыры, нейтронные 
звезды. Построена стандартная теория элементарных частиц. Успех сле-

О 
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довал за успехом, создавая огромное поле идей и экспериментов. На фоне 
огромных достижений камнем преткновения послужила честолюбивая 
идея создания квантовой гравитации. Эта идея не только столкнулась 
с большими и пока непреодолимыми проблемами, но даже сама возмож-
ность существования такой теории не является очевидной. Это послужило 
причиной, по которой физики испытывают непреодолимое желание  
заглянуть за «занавесь» и понять явления, сопутствующие квантовой гра-
витации еще до создания такой теории. С этим связан ряд попыток усо-
вершенствовать, изменить или радикально перестроить даже такие при-
знанные теории, как ОТО, специальная теория относительности, кванто-
вая механика и другие. В последнее время элементы таких изменений 
широко обсуждаются и некоторые из них затронуты в этом обзоре. 

  

1. ВВЕДЕНИЕ 
 

В центре нашего внимания будет физика планковсго масштаба. 
Охарактеризуем более подробно объект исследования.  

Три фундаментальные мировые константы постоянная Планка  , 
скорость света c  и гравитационная постоянная G  позволяют построить 
так называемые планковские единицы массы, длины и времени  
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В своём докладе в Прусской Академии наук в Берлине (1899 г.), 

представляя новые универсальные постоянные, Планк отметил, что «эти 
единицы сохраняют свое естественное значение до тех пор, пока спра-
ведливы законы тяготения и оба начала термодинамики (помимо  , c , 
G  Планк включил в число универсальных констант и постоянную 
Больцмана), и пока остается неизменной скорость распространения све-
та в вакууме. Поэтому измеренные самыми разными интеллектами по-
средством самых разных методов, они будут иметь всегда одно и то же 
значение» [1].  

Введение планковской системы единиц ещё до создания квантовой 
механики, специальной и общей теории относительности стало значи-
тельным событием в физике. Система «естественных единиц измерения» 
(так назвал систему М. Планк) поднимала вопросы, значительно опере-
жающие состояние физики в момент её создания. Для ответа на эти  
вопросы требовался значительный прогресс в развитии физики. Спустя 
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более века мы только нащупываем подходы к поставленным проблемам, 
а окончательное понимание придет, возможно, только после создания 
квантовой теории гравитации. Системы единиц, базирующиеся на раз-
личных фундаментальных константах, не только отражают историю 
развития физики, но позволяют судить о перспективах её развития. 
В этом смысле значение планковских единиц как своеобразная возмож-
ность заглянуть в будущее сохраняется и сейчас. 

Ясно, что планковское время настолько короткое, и длина Планка 
столь незначительная, а энергия Планка ( 191,22 10PlE GeV  ) настолько 
высока, что, на первый взгляд, кажется крайне сомнительным даже 
в отдалённом будущем обнаружить физику такого масштаба. «Таким 
числам нет места в физике. Они смехотворно противоестественны» – 
утверждал П. Бриджмен (нобелевский лауреат 1946 года). В подтвер-
ждение этой точки зрения заметим, что характерный  размер человека  1 m  на много порядков ближе к размеру Вселенной  2610 m , чем к 
планковской длине. Поэтому ещё совсем недавно требовалась опреде-
ленная степень безрассудства, чтобы даже упомянуть о возможности 
экспериментального изучения физики масштаба Планка (ФМП). 

Однако вопреки «общественному мнению» ФМП оказалась в цент-
ре внимания как теоретиков, так и экспериментаторов [2–12]. Причина 
такого внимания в том, что на планковском масштабе гравитация (самое 
слабое из четырёх известных взаимодействий) становится конкурентно-
способной. Это обстоятельство немедленно порождает задачу синтеза 
квантовой механики с общей теорией относительности. 

Принято считать, что конечной целью такого синтеза является со-
здание теории, получившей название квантовой гравитации. Однако да-
же сама необходимость построения такой теории вызывает сомнения. Ар-
гументы, отрицающие квантовую гравитацию, в наиболее резкой форме 
сформулировал Ф. Дайсон [13]: «Квантовая гравитация физически бес-
смысленна. Любая теория квантовой гравитации предполагает частицу 
«гравитон» – квант гравитации, точно так же, как фотон – квант света. 
Наличие фотонов легко обнаружить по электронам, выбитым 
с поверхности металла под действием света. Но гравитационное взаимо-
действие неимоверно слабее электромагнитного, поэтому характерные 
времена таких эффектов превосходят возраст Вселенной. Если отдельные 
гравитоны невозможно наблюдать в эксперименте, значит, они не имеют 
никакой физической реальности». Давайте придадим этому утверждению 
количественный смысл. Время жизни атома водорода в 3d по отношению 
к распаду в 1s состояние за счет механизма гравитационного излучения – 

1 382 10 sec     , время жизни Вселенной 1710 secUniverseT  . Для оптических 
переходов среднее время жизни  7 810 10 sec   . Отличие гравитонов от 
фотонов разительно! Такая ситуация допускает следующую прозрачную 
трактовку. В силу соотношения неопределённости / 2E t     любой 
квантовый уровень системы обладает естественной шириной / 2E t   . 
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Если суммарная ширина двух соседних уровней больше расстояния меж-
ду ними, то мы можем рассматривать спектр как сплошной, а систему как 
классическую. В гравитационных квантовых системах за счёт экстре-
мальной слабости взаимодействия даже при относительно больших вре-
менах наблюдения мы будем сталкиваться именно с такой ситуацией. 

В более общей формулировке трудность объединения квантовой ме-
ханики и ОТО связана с дискретностью первой и непрерывностью про-
странства-времени второй. Физики не первый раз сталкиваются с такой 
проблемой, поэтому полезно обратиться к историческому опыту [14]. 

Как известно, спектр энергии любой квантовой системы, совершаю-
щей финитное движение, является всегда дискретным. Это следует из 
фундаментальных принципов квантовой механики – дискретной природы 
фазового пространства или, более формально, некоммутативности кванто-
вого фазового пространства. Действительно, согласно принципу неопреде-
ленности отдельное квантовое состояние не может занимать фазовый  
объем 1

NV   , где N – размерность конфигурационного пространства. 
Таким образом, движение, ограниченное областью V  будет содержать 

1/V V  собственных состояний. Согласно существующей эргодической тео-
рии такое движение считается регулярным в отличие от хаотического 
движения со сплошным спектром и экспоненциальной неустойчивостью. 

Этот результат можно лаконично сформулировать в духе Боровской 
дополнительности: классическая эволюция детерминирована, но случайна, 
квантовая – недетерминирована и неслучайна. Другими словами, пробле-
ма состоит в том, что дискретная природа спектра никогда не допустит хао-
са в любой квантовой системе с финитным движением. Между тем принцип 
соответствия требует наличия хаоса в квазиклассическом пределе. 

Если стать на ту точку зрения, что хаос невозможен в квантовой 
механике, то логично будет просто отказаться от дальнейшего изучения 
этого вопроса. Но это будет означать, что мы уклоняемся от вызова, бро-
шенного нам Природой в пределе малых   и больших ,t  что эквива-
лентно игнорированию других сингулярных феноменов, таких как тур-
булентность или фазовые переходы. Альтернативная точка зрения со-
стоит в том, что не дожидаясь окончательного решения этой проблемы 
(или скорее ее корректной формулировки), мы можем изучить ее огра-
ниченный вариант: исследование специальных свойств квантовых си-
стем, чьи классические аналоги являются хаотическими [15].  

Аналогичная тактика была применена в последнее время к проб-
леме объединения квантовой механики и ОТО. Вместо попыток построе-
ния теории квантовой гравитации центр тяжести исследований сместил-
ся в сторону поисков квантовых проявлений классической гравитации. 
Это направление часто называют феноменологией ФПМ. 

Вопреки широко распространённому мнению проблема не в том, 
что гравитация не может быть проквантована, а в том, что существует 
слишком много способов квантования, и ни один из них не является  
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удовлетворительным. Расширяя базу феноменологии мы можем облег-
чить выбор адекватной квантовой модели. 

Основная трудность ФПМ – экстремальные параметры объекта ис-
следования, на много порядков отстающие от достигнутых в настоящее 
время рекордов. Так для протонов, ускоренных на LHC, 4~ 10E GeV  
и следовательно 

 
4

15
19

10 10 .
10Pl

E
E

                                   (1.2) 

 
Линейный ускоритель, на котором могут быть достигнуты план-

ковские энергии, должен по размеру превосходить галактику. Столь же 
далеки мы и в точности измерения длин от планковской длины. Интер-
ферометры, сконструированные для регистрации  гравитационных волн, 
обладают рекордной точностью 16~10 cm . Поэтому 
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Однако эти цифры не должны вызывать пессимизма. Первые шаги 

делаются в целом ряде направлений экспериментальных исследований: 
1. Ранняя Вселенная [16]; 
2. Катастрофы космологических масштабов [17]; 
3. Квантовая оптика [18]; 
4. Аналоговые системы [19]. 
Заметим, что аналоговая гравитация – это исследовательская про-

грамма, которая исследует аналоги ОТО в других физических системах 
(как правило, но не исключительно в конденсированных телах) с целью 
получения нового понимания квантовых проявлений классической гра-
витации. В последней главе мы кратко обсудим ниже первые получен-
ные результаты и планируемые эксперименты в перечисленных выше 
направлениях исследований. 

Легко заметить, что функциональная роль констант  , c  и G , ис-
пользованных для построения планковских единиц, различна. Если 
первые две представляют собой предельные величины (минимальный 
квант действия и максимальную скорость распространения взаимодей-
ствия) и лежат в основе квантовой механики ( )  и СТО ( )c , то ньюто-
новская константа G  «всего лишь» фиксирует силу, действующую между 
единичными точечными массами на расстоянии единичной длины. Дру-
гими словами, в них ньютоновская константа G  не выполняет никаких 
ограничительных функций. Поэтому кажется естественным сделать 
набор фундаментальных констант более однородным и более эффектив-
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ным для последующего анализа физики на планковских масштабах, ес-
ли заменить гравитационную постоянную G  на некоторую новую пре-
дельную величину, связанную с ОТО. В этом случае планковские едини-
цы будут выражаться только через предельные величины, лежащие 
в основе квантовой механики ( ) , СТО( )c и ОТО (эту величину мы 
должны определить). 

Предельные величины играют центральную роль как в феномено-
логии, так и в аксиоматических (микроскопических) теориях. Утвержде-
ние о существовании предельных величин может быть использовано в 
качестве основ физической аксиоматики. Хорошо известно, что кванто-
вая механика может быть построена исходя из существования мини-
мального кванта действия  , специальная теория относительности – 
максимальной скорости c . Относительно недавно стало понятно, что 
аналогичный подход может быть реализован и в ОТО, которая может 
быть построена, постулируя существование максимальной силы [20–33]. 

Пределы действительны для всех физических систем, независимо 
от их природы и для любого наблюдателя. Не столь важно значение 
предельной величины, важен сам факт её существования. Уточним, что 
понятие предельного значения отличается от понятия рекорда: рекорд 
может быть улучшен, предельное значение нет. Будем различать два 
класса предельных величин: «фундаментальные» и все остальные. Под 
фундаментальными будем понимать предельные величины, значения 
которых не могут быть выведены из существующих теорий, а их суще-
ствование может быть положено в основу аксиоматики будущих теорий. 
Статус фундаментальной предельной величины может быть достигнут 
в процессе физической эволюции. Классический пример – фундамен-
тальная константа c : формальный параметр (Максвелл), скорость элек-
тромагнитных волн (Герц), предельная скорость передачи взаимодей-
ствия (Эйнштейн). Цель настоящей работы продемонстрировать эффек-
тивность предельных величин как инструмента описания ФПМ. Более 
того, в силу своей универсальности предельные величины позволяют 
установить связи между, на первый взгляд, далёкими друг от друга об-
ластями физики.  

2. КВАНТОВЫЕ ПРОЯВЛЕНИЯ  

КЛАССИЧЕСКОЙ ГРАВИТАЦИИ 

В этом разделе мы рассмотрим простейшие следствия включения 
в квантовую реальность гравитационных эффектов. Не имея к настоя-
щему времени натурных экспериментов, мы будем опираться на аргу-
менты, полученные в результате анализа мысленных экспериментов 
(Gedankenexperiment). Важнейшим следствием учёта гравитационных 
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эффектов является неизбежность перехода от классической  концепции 
континуума к дискретному пространству-времени. Ниже будут подробно 
проанализированы физические механизмы возникновения минималь-
ной длины. 

2.1. Обобщённый принцип  

неопределенности 

Основой феноменологии ФПМ является так называемый обобщён-
ный принцип неопределённости (GUP). Необходимость обобщения  
исходного принципа неопределённости Гейзенберга (HUP) [23] связана 
со следующей очевидной причиной. Принцип неопределённости Гейзен-
берга несовместим с ОТО. Дело в том, что любой процесс измерения со-
провождается передачей энергии. Эта энергия искажает фоновое про-
странство-время, вводя дополнительную неопределённость в положение 
измеряемого объекта. Обобщённый принцип неопределённости устра-
няет эту несогласованность. 

Первоначально обобщённый принцип неопределённости был по-
лучен в теории струн и ряде обобщений этой теории [24–27]. Эти работы 
породили следующий вопрос: может ли этот принцип в силу своей про-
стоты и общности быть получен вне рамок конкретной квантовой тео-
рии? Утвердительный ответ на этот вопрос был найден очень скоро. Рас-
смотрим простейший вывод обобщённого принципа неопределённости 
[28, 29]. Более строгие выводы не изменяют окончательный результат. 

При рассеянии фотона с длиной волны   мы можем локализовать 
его положение с точностью 

 

.ex                                                   (2.1) 
 

Так как / p   , где p  – импульс фотона, а p p  , то 
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Гравитационное взаимодействие между фотоном и электроном 

в этом выражении не учитывалось. 
Оценим теперь гравитационное взаимодействие фотона с электроном 

в грубом ньютоновском приближении, предполагая, что фотон ведет себя 
как классическая частица с эффективной массой 2/E c . Предположим, что 
взаимодействие происходит в области характерного размера L . Ускорение 
электрона, вызванное гравитационным взаимодействием с фотоном 
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где x  – расстояние между электроном и фотоном. За характерное время 
взаимодействия /L c  электрон сместится на расстояние 
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Для x L  и E pc  найдём 
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Учитывая, что неопределенность электронного импульса должна 

быть порядка импульса фотона, и вводя планковскую длину 
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получим 
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Суммируя вклады электромагнитного гравитационного взаимо-

действий, окончательно найдём 
 

2 .Pl
px l

p
  




                                    (2.7) 

 
Принцип неопределённости Гейзенберга можно рассматривать как 

предельный случай обобщённого принципа неопределённости 
 

   , 0 .GUP p HUP                             (2.8) 
 

Воспроизведём результат (2.6), используя полевые уравнения 
 

4

1 8 .
2

GR g R T
c  
                               (2.9) 
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Левая часть (2.9) имеет порядок 
2

g
L
 , а правая – 

4 3 3 3
8 GE Gp
c L c L
  – 

здесь L  – характерный линейный размер задачи. Следовательно 
 

3 .Gpg
c L

                                            (2.10) 

 
Неопределённость в измерении расстояний приводит к флуктуа-

циям метрики 

.xg
L

                                           (2.11) 

 
Сравнивая (2.10) и (2.11), мы вернёмся к результату (2.6). 

Модификация соотношения неопределенности Гейзенберга, учи-
тывающая эффекты  гравитации, может быть представлена в форме 

 

 2
0[1 / ] .

2 Plx p p m c                                 (2.12) 

 
Здесь 0 – свободный параметр. Напомним, что принцип неопре-

деленности Гейзенберга – это следствие некоммутативности соответ-
ствующих операторов или наблюдаемых величин. 

Поэтому мы можем считать, что эта модификация является след-
ствием деформации коммутационных соотношений 

 

 
  0 2

1 , ,
2

, 1 .
Pl

x p x p

px p i
m c


  

        

                                (2.13) 

 
Достигнутая в настоящее время точность измерения даёт 33

0 10  . 
Это исключает существование промежуточного масштаба основной дли-
ны вплоть до 1910 m . Модификация на масштабе Планка соответствует 

0 1  . 
Драматическим следствием учёта гравитации в процессе измере-

ния является появление такого фундаментального понятия как мини-
мальная длина. Физика его появления крайне проста. При малых им-
пульсах фотона (большие длины волн) локализация измеряемого объек-
та будет плохой. Для больших импульсов фотона его гравитационное 
взаимодействие с измеряемым объектом вновь скажется негативно на 
процессе измерения. Между этими двумя крайностями можно выбрать 
импульс фотона, оптимизирующий процесс измерения. На рис. 1 пред-
ставлены границы областей, допустимых в процессе измерения положе-
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ния частицы с учётом обобщённого принципа неопределённости и без 
учёта гравитации – принцип неопределённости Гейзенберга 

 

 
 

Рис. 1. Границы областей, допустимых в процессе измерения положения частицы 
с учётом обобщённого принципа неопределённости  

и без учёта гравитации – принцип неопределённости Гейзенберга 
 

2.2. Минимальная длина 

 
Вероятно, наиболее важным следствием перехода от принципа не-

определенности Гейзенберга к обобщённому принципу неопределённо-
сти является возникновение минимальной пространственной длины. 
Действительно, минимизируя соотношение (2.7), найдём 

 

min 32 2 .Pl
Gx l
c

                                     (2.14) 

 
Минимум реализуется для 
 

3

max .Pl
cp m c
G

                                     (2.15) 

 
Каков физический механизм генерации минимальной длины? Как 

он связан с гравитацией? 
Появление в теории сингулярностей принято считать первым сиг-

налом того, что теория вышла за пределы своей применимости и нужда-
ется в модернизации. Последняя состоит в учёте выпавших из рассмот-
рения эффектов, что позволит сделать теорию свободной от расходи-
мостей. Существует и альтернативная точка зрения, сформулированная 
Р. Пенроузом [30] в форме «принципа космической цензуры»: «Природа 
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питает отвращение к голой сингулярности». Сингулярности простран-
ства-времени появляются в таких местах, которые подобно внутренним 
областям черных дыр скрыты от наблюдателей. Естественный вопрос: 
можно ли обобщить принцип космической цензуры до уровня «принципа 
физической цензуры», сделав его универсальным физическим принци-
пом? Существование минимальной длины позволяет дать утвердитель-
ный ответ на этот вопрос, а механизмом генерации минимальной длины 
служит образование горизонта событий. В простейшем случае решения 
Шварцшильда, горизонт событий – гипотетическая сфера вокруг точки 
гравитационной сингулярности, разделяющая пространство на две при-
чинно не связанные области. Гравитационный радиус gr  – радиус этой 
сферы для тела массы m   

 

2

2 .g
mGr
c

                                             (2.16) 

 
Рассмотрим теперь как этот механизм работает на планковском 

масштабе. Предварительно покажем, что для частицы с массой порядка 
планковской гравитационный радиус совпадает с комптоновской длиной 
волны. В самом деле  

 

2
2 ,

, .
2

c g

Pl

mGr
mc c

c cm m
G G

   
 



 
                               (2.17) 

 
Как мы видели выше (см. соотношения (2.9)–(2.11)) 
 

2 4 3 .g GE
L c L
                                               (2.18) 

 
Локализация энергии не должна противоречить квантовой меха-

нике  

.L
c E
                                                 (2.19) 

Подставляя cL
E

   в соотношение (2.18), найдём 

2

5 .GEg
c

 


                                            (2.20) 
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Гравитационное возмущение существенно, если 1g   и, следова-
тельно, 2

PlE m c . Но как мы видели выше (2.17) именно такое возму-
щение пространства-времени приведёт к образованию горизонта собы-
тий. 

Дискретное пространство-время очень старая идея, никак не свя-
занная с гравитацией. Сейчас становится понятным, что М. Бронштейн 
был первым, кто нашёл связь между этими понятиями. Уже в 1936 году 
он утверждал [31], что гравитация отличается от других фундаменталь-
ных взаимодействий, так как не допускает сколь угодно большой кон-
центрации энергии в конечной области пространства. Бронштейн пер-
вым обратил внимание на то, что так как гравитационный радиус дол-
жен быть меньше линейных размеров тела, то возможности измерений 
в экстремально малых областях ограничены. Поэтому без изменения 
квантовомеханических коммутационных соотношений вряд ли возможно 
объединить квантовую теорию и гравитацию. Таким образом, более 
80 лет назад Бронштейн сформулировал практически современную кон-
цепцию роли гравитации в процессе прецизионных измерений. 
 

2.3. Принцип максимальной силы 

Роль горизонта событий как границы наблюдаемой физической 
реальности становится более понятной, если обратиться к так называе-
мому принципу максимальной силы. Принцип максимальной силы был 
впервые сформулирован G. Gibbons [33]: I suggest that classical General 
Relativity in four spacetime dimensions incorporates a Principal of Maximal 
Tension and give arguments to show that the value of the maximal tension 
is  

4
43

max 3,25 10 .
4
cF N
G

                               (2.21) 

 

Предел не зависит от природы сил и выполняется для гравита-
ционных, электромагнитных, ядерных и любых других сил. Абсолютно 
эквивалентно этому утверждение о существовании максимальной мощ-
ности 

5
51

max 9,07 10 .
4
cP W
G

                               (2.22) 

Обе эти величины являются компонентами 4-вектора dpF
dt

  . 

Предельная сила и предельная мощность являются инварианта-
ми: это следует из инвариантности величин c  и .G  Зависимость от вре-
мени, вообще говоря, не исключается. Силовой предел имеет место как 
для каждой компоненты 3-силы, так и для её абсолютной величины.  
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Предельная мощность допускает тривиальную физическую интер-
претацию. Рассмотрим мощность, выделяемую при «аннигиляции» чер-
ной дыры массы m. Минимальное время реализации такого процесса 
есть время прохождения светом её «гравитационного диаметра» 

3
42 / ,g

mGt r c
c

   

2 5

3 ,
4 / 4

mc cP
mG c G

                                         (2.23) 

 
что в точности совпадает с введенной выше предельной мощностью. 

Предельная мощность – долгожитель ОТО. Гравитационная све-
тимость (полная мощность, теряемая на гравитационное излучение) 

 
5

max
5 .

5
ij

GR ij GR
G cL Q Q L
c G

                           (2.24) 

 

Здесь Q  – массовый квадрупольный момент системы. Верхний пре-
дел светимости в природе, так называемая естественная светимость, вве-
денная Эйнштейном, с точностью до численного множителя совпадает с 
предельной мощностью. 

Остановимся теперь на принципиально важном вопросе – меха-
низме возникновения максимальной силы [33]. Рассмотрим два тела 
с массами 1m  и 2m , находящиеся на расстоянии R . Согласно ньютонов-
ской теории силы, действующие между ними 

 
4

1 2 1 2
2 2 2 .m m Gm Gm cF G

R c R c R G
                                 (2.25) 

 

Так как 2
1 2 1 2

1 ( )
4

m m m m  , то 

  2 4
1 2

2 .
4

m m G cF
c R G
    

                                   (2.26) 

Сближение тел ограничено условием 2
2

g g
mGR r r
c

     , предот-

вращающим образование черной дыры с массой 1 2m m . Следовательно 
 

4

.
4
cF
G

                                             (2.27) 

 
Поверхности, на которых реализуется максимальная сила (макси-

мальный поток импульса) или максимальная мощность (максимальный 
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поток энергии) представляют собой горизонты событий. При любой по-
пытке превзойти силовой предел возникает горизонт, который препят-
ствует дальнейшему увеличению силы. 

Заметим вначале, что максимальная сила не может быть реализо-
вана в объёме. Если бы это было возможным, то можно было преобразо-
ванием Лоренца перейти к большему значению силы. Таким образом, 
максимальная сила может быть реализована только на поверхности, но 
не в объёме. Кроме того, эти поверхности должны быть недостижимы 
в рамках ОТО. Такие поверхности представляют собой горизонты. Мак-
симальная сила и максимальная мощность достигаются только на гори-
зонтах. 

Связь между понятиями горизонта и предельной силы играет  
центральную роль при получении уравнений ОТО. Также как в спе-
циальной теории относительности преобразования Лоренца являются 
следствием существования предельной скорости, наличие предельной 
силы приводит к полевым уравнениям ОТО [20, 21].  

В виду принципиальной важности этого результата приведем ещё 
один пример, проясняющий механизм связи предельной силы и мини-
мальной длины. В ньютоновской механике /F dp dt , и следовательно  

 

 
2

max

min

( ) .max
Pl Pl

p mc mcF
t t l

                               (2.28) 

 
На первый взгляд, кажется, что неограниченно увеличивая массу, 

мы можем получить произвольно большую силу. Однако это не так, 
и ограничение связано с возникновением горизонта при увеличении 
массы на фиксированном масштабе длины  Pll . В самом деле, опуская 
численные множители (1) , найдем массу, для которой гравитацион-
ный радиус равен планковской длине 

 
2 2

3 .Pl
Pl

l c G c cm m
G c G G

                          (2.29) 

 
Следовательно, максимальная масса, которую мы можем исполь-

зовать в (2.28), предотвращая возникновение горизонта, есть планков-
ская масса, и поэтому 

2 4

max .Pl

Pl

m c cF
l G

                                    (2.30) 

 
Очевидно, что результат (2.30) может быть получен из размерных 

соображений 
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5 4

2 3 .Pl
Pl Pl

Pl

l c G c cF m
t G c G G

   


                        (2.31) 

 
Заметим, что все наши утверждения относятся только 

к 3 1 4D    .  
Рассмотрим ещё один важный мыслимый эксперимент, позволяю-

щий понять роль квантовых эффектов при образовании горизонта собы-
тий [28]. Этот эксперимент позволяет обнаружить новый механизм 
нарушения меры локализации частицы по сравнению с предсказывае-
мым HUP. Эксперимент заключается в максимально возможном сжатии 
объёма, содержащего массу .m  Сжатие предполагается изотропным. Под 
максимально возможным мы понимаем сжатие до сферы Шварцшильда 
с радиусом 22 /gr mG c . При дальнейшем сжатии образуется чёрная 
дыра. Формально гравитационный радиус не имеет нижнего предела 
при 0m  . 

Из принципа неопределенности Гейзенберга следует, что неопре-
деленность в импульсе массы m  в объеме с характерным размером ,l  по 
крайней мере, порядка /p l   . Поскольку энергия в объеме задается 
соотношением 2 2 4 2 2E m c p c  , неопределенность в энергии 

/E c p c l     . При сжатии объёма мы можем достичь столь малых 
значений ,l  что эта неопределенность энергии возрастает до величины 

22mc , после чего станет возможным рождение пар частица – антича-
стица, как показано на рис. 2. При этом локализация разрушается, и 
дальнейшее сокращение объёма не имеет смысла.  

 

 
 

Рис. 2. Сокращение объема, содержащего массу ,m   
ограничено гравитационным коллапсом в чёрную дыру  

(верхняя часть рисунка) и созданием пар (нижняя часть рисунка) 
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Этот предельный объём имеет энергию и размер 
 

2 , / .mc E l mc     
 

Здесь величина / mc  – комптоновская длина волны массы .m  
Она представляет предел локализации частицы в квантовой механике. 
Следовательно, мы имеем два характерных размера, описывающих про-
цесс сжатия объёма, содержащего массу. Как мы видели выше для 

Plm m  эти величины совпадают и Pll l .  
Таким образом, мы ещё раз убедились, что сочетание гравитации и 

квантовых эффектов создает непреодолимое препятствие для дальней-
шего сжатия на линейных размерах тела  minPll l l  . 
 

2.4. Модифицированные планковские  

единицы 
 

Как отмечалось ранее, введение планковской системы единиц ещё 
до создания квантовой механики, специальной и общей теории относи-
тельности было удивительным предвосхищением в физике. Даже по 
прошествии более века остается множество вопросов, ответы на которые 
остаются не найденными. Глубина этих вопросов возможно станет по-
нятной уже после создания квантовой теории гравитации. Систему 
планковских единиц сейчас можно рассматривать как своеобразную ла-
бораторию, позволяющую заглянуть в будущее. Именно с этой точки 
зрения она представляет огромный интерес.  

Следует отметить, что выбор в качестве исходных констант, необхо-
димых для построения фундаментальных масштабов – , ,c G  не является 
единственным. В качестве исходного материала могут использоваться 
разнообразные комбинации этих констант. Можно привести много приме-
ров, когда использование именно той или иной комбинации фундамен-
тальных констант существенно упрощает теорию. Классический пример – 
постоянная тонкой структуры 2 / .e c    Трудно представить квантовую 
электродинамику без использования этой комбинации. 

Обсуждению разнообразных вопросов, связанных с планковскими 
системами единиц посвящено огромное число публикаций (см. например 
[34]), затрагивающих как физику элементарных частиц, так и космоло-
гию. Среди таких работ следует отметить попытки построить альтерна-
тивные наборы фундаментальных масштабов, отличающиеся как выбо-
ром констант, так и их числом [35, 36]. 

Кажется естественным модифицировать систему планковских та-
ким образом, чтобы в неё входили только предельные величины [37, 38]. 
Для этого из исходного набора  , ,c G  следует исключить гравитацион-
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ную постоянную G  (она не является предельной величиной), выразив её 

через предельную мощность 
5

maх
cP
G

    или min Pll l  (мы опускаем 

множители порядка единицы). В первом случае, выполнив переход   , , , ,c G c   , получим модифицированную систему планковских 
единиц 

4

2

,

,

/ ,

Pl

Pl

Pl

m
c

cl

t
















                                            (2.32) 

 
а во втором варианте перехода    min, , , , Plc G c l l     
 

,

,

.

Pl
Pl

Pl

Pl
Pl

m
l c

l
lt
c







                                                (2.33) 

 

Разумеется, предельные величины   и Pll  связаны соотношением  
 

5 2

2 2 .
Pl Pl

c c
G t l

                                            (2.34) 

 
Еще раз подчеркнем, что необходимым условием существование 

горизонта (событий) является конечность реализуемой мощности и ко-
нечное значение скорости света. При этом, как мы уже отмечали, не 
столь важно значение предельной величины, как сам факт её существо-
вания. Легко видеть, что  

 

max

2

3

max

2lim lim 0 ,

2lim lim 0 .

gc c

gP c

mGr
c

mcr
P

 

 

 
 

                               (2.35) 
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Другими словами, при     или c  понятие гравитационно-
го радиуса и, следовательно, горизонта теряет смысл.  

Выбор в качестве новой фундаментальной постоянной максималь-
ной мощности или минимальной длины приводит к планковским мас-
штабам, сохраняющим прежние численные значения. Однако этот пере-
ход открывает интересные возможности как для интерпретации оценок, 
сделанных с помощью модифицированных планковских единиц, так 
и для получения новых результатов. 
 

2.5. Пространственно-временная пена 

 
Пространство-время в ОТО воспринимается как безусловно клас-

сический объект. Попытка изучить его свойства на малых масштабах 
неизбежно приводит к необходимости привлечения квантовой теории. 
Качественно возникающее изменение можно проиллюстрировать на пе-
реходах квантовой частицы. Вычисление в фейнмановском подходе пе-
рехода такой частицы из одной точки в другую требует учета не одной 
классической траектории перехода, а суммирования вкладов всех воз-
можных траекторий. В случае пространства-времени аналогично нужно 
учесть вклады от всех возможных метрик. По-видимому, первым это осо-
знал Дж. А. Уилер [39] и после этого образ флуктуирующего, пенистого 
пространства-времени вошел в качестве фундаментального элемента 
физической картины. Согласно Уилеру на планковских масштабах 
флуктуируют кривизна, размерность пространства и даже его топология. 

Наличие таких квантовых флуктуаций приводит к ряду глубоких 
следствий, некоторые из которых обсудим в этом разделе. Прежде всего, 
с ними связаны неопределенности при различного типа измерениях и, 
в частности, измерении пространственных и временных расстояний. 

 

 
 

Рис. 3. Схема мысленного эксперимента Вигнера 
 

Используя простые соображения, Вигнер [40] рассмотрел задачу 
о величине неопределенности в измерении расстояния между двумя 
точками. Для этого он предположил мысленный эксперимент 
(см. рис. 3). Пусть в одной точке помещаются часы, а в другой зеркало. 
В качестве часов можно использовать два зеркала на расстоянии ,d  
между которыми движется фотон. Масса каждого зеркала / 2m . Посылая 
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фотон к удаленной точке и наблюдая его возвращение после отражения, 
по времени возврата можно определить расстояние между точками. 
Пусть существует неопределенность l  в положении часов, связанная с 
присутствием квантовых флуктуаций. Тогда неточность в вычисленном 
расстоянии состоит из двух вкладов 

 

.p ll l
m c
   

 
 

Здесь l  – полная неопределенность в расстоянии, p  – измене-
ние импульса часов при приеме сигнала, l  – расстояние между точками, 
m – масса часов. Оценку изменения импульса часов легко провести, учи-
тывая неопределенность в измерении длины волны 

 

.p
l

 


 
 

После подстановки получим 
 

.ll l
l mc

    


 

 
Остается только вычислить значение l , при котором l  мини-

мально. Тогда 

min .ll
mc

  

 
 

Откуда следует неравенство 
 

2 .ll
mc

  
                                                (2.36) 

 
Здесь мы используем для удобства вместо l  обозначение ,l  

пренебрегая числовым множителем. На первый взгляд, кажется, что не-
определенность в измерении расстояния можно уменьшить, увеличивая 
массу часов. Так, при m    согласно соотношению (2.36) неточность 
измерения расстояния из-за квантовых флуктуаций 0l  .  

Однако часы не являются абстрактным объектом, а подчиняются 
вполне определенным физическим законам. К таким законам относятся 
законы квантовой физики и ОТО. 
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Это автоматически означает, что часы должны удовлетворять 
и дополнительным ограничениям. Так, размер часов d  должен превы-
шать их гравитационный радиус  

 

2 ,Gml d
c

                                          (2.37) 

 
в противном случае часы превратятся в черную дыру и их показания 
станут нам недоступны. Кроме этого, по условию мысленного экспери-
мента ,l d   которое соответствует условию на «тиканье» часов. Ясно, 
что они должны тикать чаще, чем время прохождения фотоном l , т. е. 

/ / .d c l c  Тогда, используя неравенства (2.36) и (2.37), получим [41] 
 

  1/3 `/2
1/32

3, .Pl Pl Pl
Pl

l Gl ll l l
l c

           
               (2.38) 

 
Полученное неравенство определяет фундаментальное ограниче-

ние на точность измерения расстояния независимо от используемого ме-
тода измерений. Меняя приборы и методы измерения, нельзя выйти за 
это ограничение. 

Точно так же, как минимальная неопределенность при измерении 
длины связана с длиной измеряемого пространственного интервала, 
можно связать минимальную неопределенность при измерении времени 
с измеряемым временным интервалом. Разумеется, и в этом случае речь 
идет не о точности конкретной конструкции часов, а об универсальных 
ограничениях на точность измерения времени. Такие ограничения ба-
зируются на фундаментальных физических законах. 

Для установления неопределенности времени снова обратимся 
к мысленному эксперименту. Соотношения (2.36) и (2.37) можно запи-
сать в терминах неопределенности /t l c   при измерении времени 

/t l c   
2

2 3, .t Gmt t
mc c

  
                              (2.39) 

 
Объединяя эти неравенства, получим 
  1/32 .Plt tt 

 
                                      (2.40) 

 
Соотношение (2.40) устанавливает минимальную неопределен-

ность при измерении произвольного временного интервала t . Для того, 
чтобы представить масштабы величин такой неопределенности, можно 
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попытаться измерить возраст Вселенной. Тогда временной интервал t  
порядка времени жизни Вселенной и 2310t   секунды. Это очень ма-
лая величина. Следует отметить, что абсолютная величина неопреде-
ленности растет 1/3t t , в то время как относительная 2 / 3/t t t   убы-
вает. Неравенству (2.40) можно придать и другой смысл. Для этого раз-
решим его относительно измеряемого временного интервала t   

 
2

.
Pl

tt t
t
                                                 (2.41) 

 
Это неравенство можно понять как ограничение на временной ин-

тервал ,t  который может быть измерен часами с заданной точностью t . 
Однако по смыслу этот интервал соответствует времени правильного 
функционирования часов или, другими словами, времени их «жизни» 
[4]. Поэтому мы приходим к удивительному выводу, что чем точнее часы, 
тем меньшее время они функционируют с заданной точностью. На что 
мы можем рассчитывать, покупая часы, скажем, фемтосекундной точно-
сти? Используя 1510t   секунды из неравенства (2.41), найдём 

 
    3410t y .    (2.42) 

 
 Таким образом, если бы нам удалось их купить в момент рождения 

вселенной (и как-то сохранить их), то они продолжали бы функциониро-
вать не только сейчас ( 1010 y ), но даже дожили бы до эпохи распада. Эпо-
ха распада – это период 15 3910 10 ,y  на котором обычные звезды исчеза-
ют. Вся вселенная на этом этапе эволюции наполнена белыми карликами, 
нейтронными звездами и черными дырами. Неравенство (2.41) приводит 
к еще одному интересному и важному следствию. Давайте в качестве ча-
сов используем черную дыру. Тогда в качестве точности t  работы такого 
«устройства» естественно выбрать / .gt r c   Теперь, используя неравен-
ство (2.40), определим время жизни такого «будильника» [42] 

 
3 2

4

m Gt
c




.                                            (2.43) 

 
Полученное время жизни черной дыры таким необычным способом 

совпадает со временем испарения черной дыры, которое вычислил Хо-
кинг. Отличие только в численном множителе. Поэтому используя огра-
ничения на измерение времени, можно получить замечательный ре-
зультат Хокинга об испарении черных дыр.  
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Неравенство (2.40) важно не только для покупки часов, но и оцен-
ки возможностей таких важных инструментов, как компьютеры. К их 
обсуждению вернемся чуть позже. 

Разумеется, неопределенность в измерении длин и времен автома-
тически приводит к неопределенностям метрического тензора, который 
и определяет локально соответствующие величины. Поэтому легко полу-
чить 

2/3 2/3

,Pl Pll tg
l t               

.                                (2.44) 

 
Часы, фигурирующие в предыдущих рассуждениях, тесно связаны 

со специальной теорией относительности и использовались в ней для 
проведения мысленных экспериментов. Интересно выяснить, какие осо-
бенности в измерении пространственно-временных интервалов возник-
нут с использованием элементов квантовой физики. Для этого в мыс-
ленном эксперименте используем другой тип часов. 

Рассмотренный формализм позволяет, в частности, ответить на  
вопрос, почему нельзя построить идеальные квантовые часы? [43, 44] 

В качестве конкретной реализации часов рассмотрим квантовые 
часы, основанные на наблюдении радиоактивного распада, который 
описывается уравнением  

 
dN N
dt

  ,                                           (2.45) 

 
где N(t) – текущее число радиоактивных частиц в образце. Среднее чис-
ло распавшихся частиц (ядер) за время 1t    есть N N t   , что 
позволяет измерять временные интервалы путем подсчета числа рас-
павшихся частиц 

Nt
N

  .                                               (2.46) 

 
Относительная ошибка такого способа измерения времени   1/2 1 / 1.N t N        Казалось бы, увеличивая число распадов ,N  

можно с помощью такого процесса неограниченно улучшать точность изме-
рения временных интервалов. Увеличение числа распадов неизбежно свя-
зано с увеличением массы (размеров) часов. Однако такой процесс ограни-
чен условием: увеличение массы не должно привести к трансформации ча-
сов в чёрную дыру (т. е. к образованию горизонта). Проанализируем, 
к каким количественным ограничениям приведет это условие. 

Используя принцип неопределенности / 2E t    , мы можем 
трансформировать соотношение (2.46) в неравенство 
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2 2

1
2

t
c M   ,                                         (2.47) 

 
где pM Nm  – масса часов ( pm  – масса одной частицы). Если радиус 

часов R  (будем предполагать, что они имеют сферическую форму) ста-
нет меньше гравитационного радиуса gr , мы утратим возможность ис-
пользовать часы для измерения времени. Условие gR r  трансформи-
руется в условие 

2

1 2G
M c R

 .                                             (2.48) 

 
Подставляя соотношение (2.48) в (2.47), получим 
 

2 4

1 GtR
c   .                                         (2.49) 

 
Понимая под R  неопределённость r  в положении физического 

объекта, на основе которого построен процесс измерения времени и учи-
тывая, что 1  , окончательно найдем 

 

4

Gt r
c

    .                                         (2.50) 

 
Полученное неравенство ограничивает возможность определения 

временной и пространственной координаты события с произвольной 
точностью. 

Давайте проанализируем выражение (2.50), используя понятие 
предельной силы (2.21). Для этого представим (2.50) в виде 

 

max

1t r
F

    .                                      (2.51) 

 
При фиксированной постоянной Планка  , только предельная 

сила maxF  определяет ограничение, накладываемое на размер кванто-
вых часов. Если в теории отсутствует предельная сила, т. е. maxF  , то 

0gr   и ограничение на размер квантовых часов отсутствует. Основной 
причиной ограничения размера квантовых часов является требование
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gR R , эквивалентное условию предотвращения образования горизон-
та. Поэтому появление в соотношении (2.5) силы maxF , которая может 
быть достигнута только на горизонте, кажется абсолютно естественным. 

Структура соотношения (2.50), в которой отсутствует какая-либо 
информация о процессе, на основе которого сконструированы часы, 
наводит на мысль, что это соотношение может быть получено из доста-
точно общих соображений. В самом деле, используем для этого соотно-
шение неопределенности 

 

min max .
2

x p                                              (2.52) 

 

Учитывая, что max
max

min

pF
t

   мы немедленно получим, что мини-

мальный размер часов m inx , необходимых для измерения временных 
интервалов mint , подчиняется ограничению 

 

min min
max

cx t
F      ,                               (2.53) 

 
в полном соответствии с (2.51). Собственно, это соотношение и определя-
ет структуру пространственно-временной пены! Другими словами, ячеи-
стая структура конфигурационного пространства-времени определяется 
соотношением вполне аналогично делению квазиклассического фазового 
пространства на ячейки при учете соотношения неопределенности Гей-
зенберга. Отличие состоит в величине минимального объема, который 
для пространства-времени определяется тремя предельными величина-
ми. Простота соотношения (2.53) подчеркивает фундаментальный ха-
рактер всех трёх предельных величин  , c, .  

Разумеется, полученные ранее ограничения на пределы измери-
мости расстояний и времени (2.38) и (2.40) согласованны с соотношения-
ми (2.53). Действительно, перемножая эти неопределенности, получим 

 

 1/3 1/3 2/3
1/3 .l t cl t c l t

c
    

                  
                  (2.54) 

 
Предположим, что мы измеряем минимальные масштабы длины 

и времени т. е. l l  и t t . В этом случае (2.54) воспроизводит полу-
ченное выше соотношение (2.53). 
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3. НОВАЯ ФИЗИКА, ПОРОЖДАЕМАЯ  

СИНТЕЗОМ КВАНТОВОЙ МЕХАНИКИ  

И ГРАВИТАЦИИ 

Существование минимальной длины и, как следствие, дискретная 
структура пространства являются, с одной стороны, практически неогра-
ниченным источником новых эффектов, отсутствующих в простран-
ственном континууме, а с другой стороны, позволяет обнаружить ранее 
неизвестные связи между уже изученными явлениями. Кроме того, лю-
бая теория с минимальной длиной неизбежно противоречит ряду тради-
ционных формулировок как квантовой механики, так и ОТО. Ряд вопро-
сов этого круга будет рассмотрен в настоящем разделе. 
 

3.1. Связь больших и малых масштабов  

(IR-UV соответствие) 

 
До сих пор (на феноменологическом уровне) различные предель-

ные величины рассматривались как независимые. Ситуация карди-
нально меняется, если мы учтем, что даже макро объекты обладают 
квантовыми свойствами. Классический пример такого симбиоза – излу-
чение черных дыр. Эта связь облегчает решение некоторых фундамен-
тальных проблем, в частности, проблему космологической константы. 
Поясним суть этой проблемы.  

Для описания наблюдаемой динамики Вселенной мы вынуждены 
предположить, что темная энергия, обеспечивающая ускоренное расши-
рение Вселенной, представляет её доминирующую компоненту Вселен-
ной. Поэтому мы можем, используя первое уравнение Фридмана, оце-
нить ее плотность  

 
2 2

47 40 10 .
8

PlH m GeV    
 
                         

 
(3.1) 

 
Согласно наиболее популярной версии темная энергия в форме 

космологической константы   представляет нулевые колебания кван-
тованных полей и, следовательно, в рамках такой интерпретации  

 

 
3

2 2 2 2 2
3 2

0 0

1 1
2 42

vac
d k k m dkk k m 

      .            (3.2) 
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Интеграл расходится (ультрафиолетовая расходимость) и 4
vac k  . 

Предполагая, что в квантовой теории поля существует некоторый масштаб 
обрезания maxk , сделаем интеграл (3.2) конечным 

 
4
max

2 .
16vac
k 

 
                                             (3.3) 

 

Естественным выбором кажется 19
max 1,22 10Plk m GeV    

( 1)c  , поскольку с этой величиной принято отождествлять границу 
применимости ОТО. Результатом такого выбора будет плотность ваку-
умной энергии  

74 410 .vac GeV                                        (3.4) 
 

Полученное значение плотности энергии более чем на 120 поряд-
ков (!) превосходит наблюдаемое значение  

 

  48 4:10obs
vac GeV .                                     (3.5) 

 
Это противоречие представляет так называемую проблему космо-

логической константы [45–47]. Физика еще никогда не сталкивалась 
с таким гигантским численным противоречием.  

До открытия ускоренного расширения Вселенной (1998 год) усилия 
были в основном сосредоточены на поисках универсальной симметрии, 
приводящей к 0  . Однако  несмотря на десятилетия поисков не удалось 
найти механизм, требующий равенства нулю космологической константы и 
не вступающий в конфликт с известными физическими законами. Вызыва-
ет удивление, как может ускользнуть столь сильный механизм, сокращаю-
щий гигантское число значащих цифр? После открытия ускоренного рас-
ширения отношение к космологической константе резко изменилось. Бу-
дучи наиболее простым механизмом, генерирующим «антигравитацию», 
она привлекала всеобщее внимание. Теперь основные усилия были 
направлены не на ее «зануление», а на поиск причин, делающих ее значи-
тельно  меньше значения, ожидаемого по размерным соображениям. 

К решению проблемы космологической константы привлекались 
и так называемые антропные соображения, опирающиеся на необходи-
мость существования наблюдателя. Как известно [48], галактики могут 
образовываться только в узком диапазоне min max     плотности 
космологической константы. Это, по-видимому, необходимое условие су-
ществования наблюдателя, и поэтому мы не должны удивляться, что об-
наруживаем себя именно в этой области. Почему   имеет отношение к 
образованию структур? Чтобы образовались галактики, исходные малые 
возмущения плотности должны расти под действием собственной грави-
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тации, пока они не войдут в нелинейный режим и «отвяжутся» от космо-
логического расширения. Этот рост является логарифмическим в период 
доминирования излучения и линейным в период доминирования мате-
рии. Плотность вакуумной энергии не убывает со временем, поэтому 
наверняка наступит период ее доминирования. Вскоре после того как это 
случится, возмущения плотности перестанут расти, и останутся только те 
гравитационно связанные образования, которые уже успели войти в не-
линейный режим. Это означает, что во Вселенной не будет структур, ес-
ли космологическая константа станет достаточно большой перед тем, как 
образуются первые галактики. Это приведет к верхней границе для 
плотности космологической константы. Нижняя граница предотвращает 
реколлапс до образования галактик.  

Открытие суперсимметрии привело к надежде, что, так как бозоны 
и фермионы (с одинаковыми массами в пределе точной суперсимметрии) 
дают одинаковые вклады в вакуумное среднее, но с противоположными 
знаками, то проблема космологической константы может быть решена с 
помощью разумного баланса фермионов и бозонов в природе. Однако 
суперсимметрия (если она существует) очевидно нарушена при низких 
температурах, господствующих сегодня во Вселенной. По этой причине 
можно ожидать, что космологическая константа равнялась нулю в ран-
ней Вселенной, но возродилась в последнее время, когда температура 
опустилась ниже некоторой температуры SUSYT . Однако это нежелатель-
ный сценарий, почти противоположный тому, который мы ищем, так как 
большие значения  в ранней Вселенной привлекательны с точки зре-
ния инфляции, в то время как очень маленькие текущие значения   
согласуются с наблюдениями. 

«Игра» с фундаментальными константами допускает переход к но-
вому набору планковских переменных. Коль скоро космологическая кон-
станта играет такую фундаментальную роль в динамике Вселенной, то 
давайте рассмотрим переход от первоначального набора планковских 
единиц Plm , Pll , Plt    построенному на фундаментальных константах  ,

c, G   к новому набору m , l , t  построенному на константах  ,c, .G  
Новые «планковские» единицы [49] 

 

 
1/2 3

56
1/2

1/21/2 2
28

3

1/2 1/2
18

5

5,90 10 ,
8

8 4,38 10 ,

8 1,46 10 ,

c cm GeV
G G

G cl cm
c

Gt s
c












       
           

            







           (3.6) 
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(нужно проверить) прекрасно воспроизводят массу, размер и время жиз-
ни наблюдаемой Вселенной, но решая проблему космологической кон-
станты, порождают проблему постоянной Планка 
 

122 887,35 10 7,75 10 .J s                            (3.7) 
 

Все те же 120 порядков! Просто трудность «зарыта» в другом месте, 
и, видимо, для решения проблемы космологической константы следует 
искать принципиально новые подходы.  

Хорошо известно, что «на свете нет ничего опаснее, чем пытаться пре-
одолеть пропасть в два прыжка». Концепция предельных величин даёт нам 
шанс, по крайней мере в принципе, одним прыжком преодолеть пропасть 
в 120 порядков. Для того, чтобы подготовиться к этому прыжку кратко изло-
жим гипотезу [5], получившую название IR-UV (ультрафиолетового – ин-
фракрасного) соответствия. Гипотеза базируется на следующих аргументах.  

В любой эффективной квантовой теории поля, определенной 
в пространственной области с характерным размером L  и использующей 
ультрафиолетовое обрезание  , энтропия 3 3S L . Например, фермионы, 
размещённые в узлах пространственной решётки характерного размера L  
периода 1 , находятся в одном из 

3( )2 L состояний. Следовательно, эн-
тропия такой системы 3 3S L . Согласно голографическому принципу [4] 
(см. раздел 3.3) величина обрезания должна удовлетворять неравенству 

 
3 3 2 2

2 .
4BH Pl

Pl

AL S L m
l

                                (3.8) 

 
Здесь BHS – энтропия черной дыры с гравитационным радиусом L . 

Мы получили важный результат [3] в рамках голографической динамики 
величина инфракрасного обрезания (IR-cutoff) L  жестко связана с вели-
чиной ультрафиолетового обрезания (UV-cutoff)  . Другими словами, 
физика на UV-масштабах зависит от параметров физики на IR-
масштабах. В частности, в случае насыщения неравенства (3.8) 

 
3 2

PlL m .                                             (3.9) 
 

С точки зрения физики предельных величин связь малых и боль-
ших масштабов может быть получена из достаточно естественного усло-
вия: полная энергия, заключенная в области размера L , не должна пре-
вышать массы черной дыры того же размера, т. е. 
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3 2 .BH PlL M Lm                                     (3.10) 
 
Здесь  – плотность энергии в объёме 3L . В случае нарушения этого 
неравенства образуется черная дыра с горизонтом событий, предотвра-
щающим дальнейший рост плотности энергии. 

Рассмотрим ещё одну возможность получения такой связи. Соот-
ношение (2.39) 2/3 1/3

Pll l l   мы можем рассматривать как соотношение 
между инфракрасным и ультрафиолетовым масштабами в эффективной 
квантовой теории поля, в которой выполняются термодинамические за-
коны чёрных дыр. В частности, это означает, что энтропия S  любого  
объекта линейного размера l  в такой теории должна быть меньше энт-
ропии чёрной дыры BHS  такого же размера 

 
2

.BH
Pl

lS S
l
                                          (3.11) 

 
Рассмотрим теперь ящик размера l  (IR-масштаб), заполненный 

субстанцией с UV-масштабом обрезания  . Тогда энтропия такой си-
стемы 3 3S l ฀  и согласно (3.11) 

 
2

3 3 .
Pl

ll
l

                                             (3.12) 

 
Естественно отождествить обратный UV-масштаб с минимальной 

неопределённостью измерения длины 1l   . В этом случае соотноше-
ние (3.12) немедленно трансформируется в 2/3 1/3

Pll l l  . 
С точки зрения физики предельных величин связь малых и боль-

ших масштабов может быть получена из достаточно естественного усло-
вия: полная энергия, заключенная в области размера L, не должна пре-
вышать массы черной дыры того же размера, т. е. 

 

3 2 .BH PlL M Lm                                (3.13) 

 
Здесь  – плотность энергии в объёме 3L . В случае нарушения 

этого неравенства образуется черная дыра с горизонтом событий, 
предотвращающим дальнейший рост плотности энергии. 
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Возвращаясь к проблеме космологической константы, применим 
неравенство (3.14) к Вселенной в целом. В этом случае естественно отож-
дествить IR-масштаб с хаббловским радиусом 1H  , а под   понимать 
плотность доминирующей компоненты, заполняющей Вселенную, т. е. 
тёмной энергии в форме космологической константы. Тогда для верхней 
границы плотности энергии найдем 

 
2 2 2 2 .Pl PlL m H m                                    (3.14) 

 
Учитывая, что 

19

42
0

1,2 10 ,

1,6 10 ,
Plm GeV

H GeV



 

  

найдем 
46 410 GeV                                             (3.15) 

 
Это знамение близко (отличие всего в два порядка, а не в 120) 

к наблюдаемой плотности темной энергии   48 410obs
vac GeV   (3.5). Ре-

зультат кажется крайне интересным, однако его значение не следует 
преувеличивать: он является не решением проблемы космологической 
константы, а лишь указанием на направление, в котором это решение 
следует искать. 
 

3.2. Информационные пределы 

В течение нескольких последних десятилетий мы стали свидете-
лями  гигантского роста скорости обработки информации и объёмов её 
сохранения. Перспектива практической реализации квантовых вычис-
лений открывает новые возможности. Возникает естественный вопрос, 
как долго будет продолжаться этот рост, существует ли предельная ско-
рость обработки информации? 

Как мы видели выше, квантовые флуктуации, приводящие к дис-
кретности пространства и определяющие ФПМ, играют важную роль 
и далеко за пределами планковского масштаба величин. Универсаль-
ность гравитации приводит к фундаментальным ограничениям, накла-
дываемым на характеристики любого процесса. Механизм возникнове-
ния этих ограничений проще всего понять в терминах предельных вели-
чин. Ниже мы увидим, что предельные величины  ,c,  контролируют 
(ограничивают) скорости любых физических процессов и, в частности, 
скорость передачи информации. Значение этой величины выходит дале-
ко за рамки чисто технологических приложений. Уровень развития че-
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ловеческого общества в значительной мере определяется скоростью пе-
редачи и обработки информации. 

В основу рассмотрения положены следующие аргументы: 
1. Информация материальна, т. е. информация всегда нуждается 

в материальном носителе. Вне материи информация не существует;  
2. Концентрация информации в некотором объёме неизбежно свя-

зана с концентрацией материальных носителей в этом же объёме;  
3. Имеющиеся физические ограничения на концентрацию энергии 

ведут к прямому запрету на процессы чрезмерной концентрации инфор-
мации. 

Информация, необходимая для ответа на поставленные выше во-
просы отчасти содержится в фундаментальном неравенстве (2.41). Для 
дальнейшего нам будет удобно несколько изменить обозначения: 

,t t t T   . В этих обозначениях неравенство (2.41) 
 

2

.
Pl

tT t
t

                                                (3.16) 

 
Применим это неравенство для оценки эффективности работы 

компьютера. Величину 1t   можно трактовать как операционную час-
тоту, а /I T t  – как максимальное количество этапов обработки ин-
формации. Тогда неравенство (3.16) трансформируется в 

 
5

2 2 2 86 210Pl
cIt I t s
G

     


.                     (3.17) 

 
Заметим, что это универсальное ограничение включает все три фун-

даментальные константы  ,c,G  так как базируется на ограничениях как 
квантовой механики, так и ОТО. Для современных компьютеров  

 
2 30 210It s                                           (3.18) 

 
Неравенство (3.17) насыщается для чёрных дыр. Поэтому интерес-

но, используя соотношение /I T t  в качестве меры максимального 
количества этапов обработки информации, оценить эту величину для 
чёрной дыры, рассматривая её как идеальный компьютер. Предположим 
[51], что мы формируем черную дыру массы ,m  начальные условия ко-
торой кодируют определенную информацию, подлежащую обработке. 

Выбирая в качестве T  время жизни чёрной дыры 
3 2

4BH
m GT

c



, а в ка-
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честве временного разрешения 3/ /BH gt r c mG c  , найдём для  
объёма памяти чёрной дыры 

 
2

BH

BH Pl

T m
t m

     .                                       (3.19) 

 
Это дает количество бит I  в области пространства, ограниченной  

горизонтом событий чёрной дыры. Легко видеть, что эта величина равна 
площади поверхности чёрной дыры в планковских единицах  

 
2 2

gBH

BH Pl Pl

rT mI
t m l

             ,                        (3.20) 

 
в полном соответствии с голографическим принципом, который будет 
рассмотрен в следующем разделе. 

Принципиальный интерес представляет и непосредственная оценка 
максимальной операционной частоты .  Одну из первых попыток опреде-
ления предельной скорости обработки информации, пользуясь размерными 
соображениями, представляет так называемый Bremermann's limit [52]  2 50/ m/ 10mc kg    бит в секунду (m – масса процессора). Для 

1m kg  время выполнения одной операции 5010Bt
   секунды, много 

меньше планковского времени, что вызывает сомнение в адекватности сде-
ланной оценки. Позднее это ограничение было заменено более строгим 
утверждением, теоремой Марголиса – Левитина [53], согласно которой ско-
рость вычислений любого компьютера не может превзойти величину 
2 /E  , где E  – доступная энергия. В более странной формулировке тео-
рема утверждает, что полное число элементарных логических операций, 
которые система может выполнить за единицу времени ограничена сред-
ним превышением энергии над основным состоянием. 

Подчеркнем, однако, что теорема Марголиса–Левитина получена 
в рамках только квантовой механики. Слабое место любых оценок, сде-
ланных на её основе – игнорирование ограничений, накладываемых 
специальной и общей теориями относительности. 

Если учесть [54], принцип неопределенности E t     и конечную 
скорость сигнала /t L c  , то 2max / m , /t c L c     . Следовательно, 

при выполнении условия / mL c   мы воспроизведем Bremermann's 
limit 2/ mBt c   . Однако очевидно, что и в этом случае учет гравитации 
делает невозможным независимый выбор размера L  и массы процессо-
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ра .m  Размеры процессора ограничены условием 
2

2
g

mGL r
c

  , предот-

вращающим образование черной дыры (горизонта). С учётом этого ограни-
чения минимальное время выполнения одной операции 

  1/25 43
min / 10 sec ,t G c                              (3.21) 

 
есть планковское время, а предельная скорость обработки информации 
любым вычислительного устройства   

  1/21 5 43/ 10 / sec.Plt c G bit                     (3.22) 

 
Этот же результат в терминах предельной мощности maxP 

(см. соотношение (2.22)) 

  1/2
1/21 5 / ,Plt c G         


                       (3.23) 

 
имеет простую интерпретацию. Так как информация материальна, она 
всегда нуждается в материальном носителе. Концентрация информации 
в некотором объёме неизбежно связана с концентрацией материальных 
носителей в этом же объёме. Имеющиеся физические ограничения на 
концентрацию энергии, препятствующие образованию чёрных дыр, ве-
дут к прямому запрету на процессы чрезмерной концентрации инфор-
мации. Предельная мощность   есть количественная мера этого огра-
ничения. При    (горизонт событий отсутствует при любой концен-
трации энергии) вычислительное устройство могло бы работать с произ-
вольно высокой скоростью. 

Предельные соотношения, обсужденные выше, применимы к лю-
бой физической системе. Все системы в ходе эволюции регистрируют 
и обрабатывают информацию. Давайте рассмотрим два примера приме-
нения полученных ограничений к конкретным физическим системам 
различного масштаба. 
 

3.3. Дискретная структура  

пространства и голография 

Традиционная точка зрения предполагала, что доминирующую 
часть степеней свободы нашего мира составляют поля, заполняющие 
пространство. Однако постепенно стало понятно, что такое представле-
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ние затрудняет построение квантовой теории поля. Для придания смыс-
ла последней требуется обрезание всех входящих в теорию интегралов 
на малых расстояниях. Формально избежать этой трудности можно, пе-
рейдя к описанию нашего мира на дискретной пространственной решёт-
ке. Период такой решётки остается свободным параметром теории, кото-
рый должен быть определён в будущих микроскопических теориях. 

 В последнее время часть физиков придерживается ещё более ра-
дикальной точки зрения: вместо трёхмерной решётки полное описание 
природы требует только двумерной решётки, расположенной на про-
странственной границе исследуемой области [56, 57]. Такой подход бази-
руется на так называемом «голографическом принципе». Название 
принципа связано с оптической голограммой, представляющей двумер-
ную запись трёхмерного объекта.  

В основе голографического принципа лежит связь между энтро-
пией и информацией. Количество информации I , связанное с материей 
и ее положением (в любой микроскопической теории), измеряется в тер-
минах энтропии S  

.S I                                             (3.24) 
 

Изменение энтропии при смещении материи приводит к так назы-
ваемой энтропийной силе [58]. Следовательно, ее происхождение осно-
вано на универсальной тенденции любой микроскопической системы 
максимизировать энтропию. Фундаментальные поля, связанные с энтро-
пийными силами, отсутствуют, и динамические уравнения непосред-
ственно выражаются в терминах изменения энтропии.  

Простейшая формулировка голографического принципа содержит 
два утверждения: 

1. Вся информация, содержащаяся в некой области пространства, 
может быть «записана» (представлена) на границе этой области, (голо-
графическом экране);  

2. Теория на границах исследуемой области пространства должна 
содержать не более одной степени свободы на планковскую площадь 
или, другими словами, полное число степеней свободы N  подчиняется 
неравенству 

3

2 .
Pl

A AcN
l G

 


                                     (3.25) 

 
Это означает, что плотность информации на голографическом 

экране ограничено величиной 69 210 /bit m . 
Голографический принцип как строгое утверждение справедлив 

только для чёрных дыр. В остальных случаях он является всего лишь 
гипотезой. Поэтому представляет интерес ответ на вопрос: справедлив 
ли голографический принцип в теории, объединяющей квантовую меха-
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нику и гравитацию? С одной стороны, такая теория генерирует мини-
мальную длину и обеспечивает естественный переход на трёхмерную 
пространственную решётку. Но с другой стороны, для справедливости 
голографического принципа требуется, чтобы вся объемная информация 
такой трехмерной решетки могла быть записана на двумерной решетке. 
Другими словами, такая решетка должна быть, по крайней мере, эффек-
тивно двумерной. 

Давайте убедимся, что включение гравитационных эффектов обес-
печивает эффективную двухмерность [59]. Для этого рассмотрим некото-
рый трёхмерный объём с характерным линейным размером .l  В теории с 
минимальной длиной min Pll l  естественно предположить, что объём 

разделён на ячейки величины  3
Pll . Однако как показано выше, 

(см. раздел 2.3) такой вывод ошибочен. В силу фундаментального огра-
ничения  1/32

Pll ll  (см. соотношение (2.38)) минимальное ребро ячей-

ки, на которые можно разбить куб с ребром l  есть  1/32
Plll  (см. рис. 4). 

Другими словами, пространственно-временная пена приводит к образо-
ванию динамической решётки с периодом, зависящим от длины решёт-
ки. Следовательно, максимальное число ячеек в такой рещетке 

 

 
3

2

1/3 22
.

PlPl

l lN
lll

     
                               (3.26) 

 
Если мы свяжем с каждой ячейкой одну степень свободы системы, 

то полученное соотношение воспроизведет голографический принцип 
в форме (3.25). 

 
 

Рис. 4. Показано деление объема на элементарные ячейки 
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Легко заметить, что хотя исходная формулировка голографическо-
го принципа была сделана в терминах информации, его доказательство 
(3.26) носит чисто динамический характер. Подобная ситуация типична 
для физики в целом.  

Действительно, есть два способа описания реальности: в терминах 
динамики (динамических переменных) и в терминах статистической фи-
зики, где ключевую роль играет энтропия, непосредственно связанная 
с информацией. Способы описания не исключают, а дополняют друг дру-
га. Для илюстрации этого приведем простой пример.  

Рассмотрим гипотетический случай превращения Солнца в чёрную 
дыру. (Массы Солнца недостаточно для реализации такого процесса, поэто-
му в реальности под Солнцем можно понимать звезду с большей массой). 
В динамических терминах этот процесс протекает следующим образом.  

Гравитация вначале превзойдет давление излучения, потом дав-
ление вырожденного электронного газа, а затем и давление вырожден-
ного нейтронного газа, переходя в конечное состояние – чёрную дыру.  

Давайте сравним энтропию Солнца в естественном состоянии  
и после превращения его за счет сжатия в черную дыру. Если считать, 
что Солнце – идеальный газ, состоящий из нуклонов, тогда 

 
3/2

2

5ln .
2 2

B
е B

mk T VS k N
N

             
 

 
Здесь 5710N  , 33 31,4 10V см  , 710T К , так что 
 

58 351,4 10 2 10 .B
JS k
К

     

С другой стороны, для черной дыры с массой Солнца 
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Следовательно, отношение энтропии черной дыры к энтропии Солнца 
достигает значения 
 

, 190,7 10 .BHS
S

 
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Мы видим, что процесс коллапса сопровождается гигантским ро-

стом энтропии, т. е. потерей информации, так как изменения этих вели-
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чин связаны соотношением S I   . В этих терминах результат ка-
жется абсолютно естественным, если сравнить гигантское количество 
информации, необходимое даже для упрощённого описания Солнца, 
и всего один параметр – массу, необходимый для описания незаряжен-
ной, невращающейся чёрной дыры.  

Соответственно, если у нас имеется два способа описания реальности, 
то всегда возникает вопрос об «эквивалентности» принципов, лежащих в их 
основе. Другими словами, должен существовать словарь перевода с одного 
языка на другой. Это означает наличие некоторого соответствия между 
терминами того и другого подхода. Под термином эквивалентность будем 
понимать следующее утверждение: все результаты одного подхода могут 
быть получены в рамках другого. Конечно, это очень длинный путь. И все-
гда остаётся возможность, что какое-то новое наблюдение окажется камнем 
преткновения для одного из подходов, и тогда мы найдем «главный». Вто-
рой подход: прямое доказательство тождественности принципов, которое 
состоит в получении одного из другого и наоборот.  

Доказательство эквивалентности фундаментальных принципов 
или попытка найти «главный» принцип диктуется желанием застрахо-
вать себя на тот случай, если между принципами возникнут противоре-
чия. А такие противоречия уже случались и приводили к кризисам. До-
статочно вспомнить проблему с многовековой историей: обратимость ме-
ханики и стрелу времени в термодинамике.  

Для того чтобы избежать потенциальных противоречий давайте 
рассмотрим под таким углом зрения принцип максимальной силы, ба-
зирующийся на динамическом подходе, и голографический принцип 
информационной природы [60].  

Априори принцип максимальной силы и голографический прин-
цип роднит то, что каждый из этих принципов представляет собой 
утверждение о существовании некоторого предельного значения: пре-
дельной силы (или мощности) в первом случае, и предельной плотности 
информации во втором случае. Кроме того, при сравнительном анализе 
этих принципов обращает на себя внимание общий источник их проис-
хождения – горизонт событий. Дополнительный интерес представляет то 
обстоятельство, что принципы могут быть реализованы в существенно 
различных масштабах, и доказательство их эквивалентности может по-
служить ещё одним подтверждением IR-UV соответствия. 

Пройдём вначале намеченный путь в одном направлении, полу-
чим принцип максимальной силы из голографического принципа или, 
другими словами, попытаемся получить значение предельной мощности 

5 / 4c G , используя фундаментальные ограничения теории информа-
ции. (Мы по-прежнему будем опускать численные коэффициенты по-
рядка единицы). 

Как мы видели выше, полное число элементарных логических 
операций, которые система может выполнить за единицу времени, огра-
ничена средним превышением энергии над основным состоянием 
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/sec
2

ops
EN 


, а полное число битов, с которыми система может работать, 

ограничено её энтропией / ln 2bits BN S k . 
Принцип максимальной силы и голографический принцип роднит 

то, что каждый из этих принципов представляет собой утверждение 
о существовании некоторого предельного значения: предельной силы 
(или мощности) в первом случае, и предельной плотности информации 
во втором случае. Более того, при сравнительном анализе этих принци-
пов обращает на себя внимание общий источник их происхождения – 
горизонт событий.  

Для количественного перевода информации в энергию используем  
принцип Ландауэра [62], согласно которому  в любой вычислительной 
системе, независимо от её физической реализации, при создании одного 
бита информации необходима энергия  

 

ln 2bit SNL BE E k T  .                              (3.27) 
 

Здесь SNLE  – так называемая Shannon-von Neumann-Landauer 
энергия. Для 300T K  энергия 0,017 .SNLE eV  Соотношение (3.27) эк-
вивалентно утверждению, что температуру можно рассматривать как 
среднюю энергию одного бита информации на голографическом экране. 
Рассматривая создание одного бита информации как элементарную ло-
гическую операцию, мы можем написать для предельной мощности, зат-
рачиваемой при запасе энергии E  и температуре голографического 
экрана T  

/secops SNL B
EN E k T   


.                           (3.28) 

 

Как мы видели выше, предельные величины достигаются только 
на горизонте событий. Используя в качестве температуры горизонта 

температуру Хокинга 
3

8H
B

cT
k GM   и 2E Mc , получим 

5

,c
G

                                              (3.29) 

 
что в точности соответствует значению предельной мощности. Продела-
ем теперь обратный путь, т. е. покажем, что предельная мощность 

5
5210c W

G
    не позволяет добиться плотности информации, превосхо-

дящей 2 69 210 /Pll bit m  . 
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Как показано в [21], прямым следствием принципа максимальной 
силы является так называемое уравнение горизонта 

 
2

8
cE a A

G
  ,                                     (3.30) 

 
где a – поверхностная гравитация, связанная с температурой горизонта 
T  соотношением  

2 Bka T
c




.                                           (3.31) 

 
Для потока энергии E , пересекающая элемент площади горизон-

та A  (с поверхностной гравитацией a) подчиняется уравнению баланса 
[20] 

ES
T
  .                                          (3.32) 

 
Подставляя соотношение (3.31) и соотношение (3.32) в (3.30), вос-

произведём голографический принцип в дифференциальной форме 
 

3

2 .
4 4B

Pl

c AS A k
G l

  


                               (3.33) 

 
Отсюда после подстановки / ln 2bits BN S k  следует ограничение 

2 69 2/ 10 /bits PlN A l bit m   в полном соответствии с плотностью записи на 
голографическом экране. Эти рассуждения заканчивают объяснение эк-
вивалентности этих принципов. 

3.4. Предельное ускорение 

Условие существования традиционного пространства-времени при 
наличии процессов поляризация вакуума (виртуальные процессы рож-
дения и аннигиляции пар, обусловленные квантовыми флуктуациями) 
приводит к ограничению собственного ускорения относительно вакуума 
или, другими словами, к появлению максимального ускорения [63–65].  

Собственным ускорением частицы a  в искривлённом простран-
стве-времени является скалярная величина, которая определяется соот-
ношением 

2 4 Dv Dva c g
ds ds

 
   ,                                   (3.34) 
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где g  –  метрический тензор, /v dx ds   – безразмерная 4-скорость 
частицы и /D ds – ковариантная производная по линейному элементу ми-
ровой линии частицы 
 

Dv dv v v
ds ds

       .                               (3.35) 

 
Здесь  – аффинные связности (символы Кристоффеля) пространства-
времени с метрикой g  и 2ds g dx dx  – линейный элемент этого 
пространства-времени. 

Под действием только гравитационного поля частица движется по 
геодезической с нулевым собственным ускорением. При включении не-
гравитационных сил ускорение отлично от нуля. Используя простые фи-
зические аргументы покажем, что величина этого ускорения фундамен-
тальное свойство пространства-времени. 

Приведем эти аргументы, следуя [66]. Из принципа неопределён-
ности энергия-время следует, что время жизни виртуальной пары ча-
стица – античастица (с массой частицы m ), возникающей за счёт ваку-
умных флуктуаций 2/ 2mc  , а проходимое за это время расстояние 

/ 2mc   (комптоновская длина волны частицы). Если частице сооб-
щить энергию, равную её массе покоя, виртуальная частица трансфор-
мируется в реальную. Переходя в систему покоя частицы, которая вооб-
ще говоря является неинерциальной, найдем, что на частицу действует 
сила инерции inF ma , где a  – ускорение частицы. Выполняемая силой 

инерции за время жизни частицы работа 
2

A ma
mc

   . Если 2A mc , то 

32 .mca 


                                           (3.36) 

 
При таком ускорении частицы массы  будут в изобилии рож-

даться из вакуума. Рост ускорения приведет к увеличению массы рож-
дающихся частиц. К каким критическим последствиям может привести 
неограниченный рост ускорения? Для достаточно большого ускорения 
образующиеся частицы могут трансформироваться в чёрные дыры. Это 
произойдёт тогда, когда комптоновская длина частицы / mc  станет 
меньше её гравитационного радиуса 22 /Gm c   

 

2

2/ .Gmmc
c

                                         (3.37) 

m
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Отсюда следует, что порогом образования черных дыр служит мас-
са порядка планковской  1/2/c G . Подставляя Plm m  в соотношение 
(3.36), найдем 

1/27

0 .ca
G

    
                                         (3.38) 

 
Мы по-прежнему опускаем множители порядка единицы. При таком 

ускорении рождение черных дыр с планковской массой за счёт поляриза-
ции вакуума приведет к разрушению традиционного представления 
о структуре пространства-времени, и сама концепция ускорения утратит 
привычный смысл. По этой причине величину 0a  следует рассматривать 
как максимальное собственное ускорение частицы относительно вакуума. 
Рассмотрим теперь механизм появления максимального ускорения на мик-
роскопическом уровне. Как показал Швингер [67], вероятность P  рождения 
из вакуума под действием внешнего электрического поля E  электрон-
позитронной пары за единицу времени в единице объёма равна 

4 2 2

2 2 2
1

.
cEn

E

n

d P e E e
dtdV c n




    

                            (3.39) 

 
Здесь m  – масса электрона и cE  – характерное электрическое поле, 
представляющее порог эффективного рождения пар 
 

3
2 .c

cE m
e




                                          (3.40) 

 

Как оценить критическое поле cE ? Используя принцип неопреде-
ленности энергия-время, найдем, что виртуальная электрон-позитрон-
ная пара живет в вакууме 

 

22
t

E mc
  

                                           (3.41) 

 

Флуктуация распространяется на расстояние 
 

/ 2 ,x c t mc                                     (3.42) 
 
т. е. на расстояние порядка комптоновской длины электрона. Если в те-
чение времени t  внешнее поле E , действующее с силой eE  на каж-
дую из виртуальных частиц, выполнит (на расстоянии x ) работу 
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   2/ 2 ,eE mc mc                                 (3.43) 
 
то виртуальная частица трансформируется в реальную. Из соотношения 
(3.43) найдём 

2 3 2 32 .c
m c m cE
e e


 

                                 (3.44) 

 

Разумеется, если вместо электрической силы  eE  использовать 
силу инерции  ma , то мы воспроизведём результат (3.38). 

Хорошо известно [69], что наблюдатель в равномерно ускоренной 
системе с ускорением a зафиксирует генерируемое вакуумом излучение 
с температурой T  (температуру Унру) 

 

,
2 B

aT
k c                                           (3.45) 

 
Подставляя соотношение (3.38) в (3.45), мы найдем максимально 

возможную температуру Унру (температуру Сахарова [71, 72]) 
 

1/25

max .U
B

c
G

T
k

   


                                     (3.46) 

 
Следовательно, наблюдатель в системе с максимальным ускорени-

ем  2 52 2
0 / 10 / secpl pla l t m   будет окружен тепловым излучением 

с температурой порядка планковской 32
max 10U PlT T K  . Результату 

(3.46) можно придать более изящную форму, вспомнив определение пре-
дельной мощности 5 /c G   

 

 1/25
1/2

maxB U
ck T
G

      .                       (3.47) 

 

Мы видим, что существование предельной мощности предопреде-
ляет температуру Сахарова. Как первое, так и второе ограничение име-
ют общий источник – горизонт событий. 

Заметим, что первым привлек внимание к проблеме максимально-
го ускорения E. Caianiello [73]. Значение максимального ускорения, по-
лученное им 2

max /a c  , где   – линейный размер частицы. Подстав-
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ляя  1/23/Pll G c    , мы немедленно получим (3.38). Результат 
привлек внимание, поскольку наличие конечного максимального уско-
рения устраняло целый ряд нежелательных бесконечностей, однако спо-
соб его получения вызывал определенные сомнения. Несколько позднее 
[74] Caianiello воспроизвел первоначальный результат, используя прин-
цип неопределенности энергия-время в форме 

 

( )
2

dfE f t
dt

     .                                    (3.48) 

 
Где ( )f t  – произвольная дифференцируемая функция. Так как нас ин-
тересует максимальное ускорение, то естественно рассмотреть первона-
чально покоящуюся частицу и выбрать ( ) ( )f t v t . Тогда при условии, 
что E E  , v v c     получим 
 

2

2
a E v mc c     .                         (3.49) 

 
Откуда мы немедленно найдем (3.37), а при подстановке Plm m  

воспроизведем фундаментальный результат (3.38). 
Наличие максимального собственного ускорения 0a  автоматически 

приводит к существованию минимального радиуса кривизны minR  вдоль 
мировой линии частицы. Радиус кривизны мировой линии 2 /R c a  
(вспомним, что центростремительное ускорение при движении по 
окружности радиуса R  равно 2 /a v R ). Следовательно, минимальный 
радиус кривизны 

 
1/21/22

min 3
0

c GR c
a c 

          
  .                      (3.50) 

 
Мы еще раз убеждаемся в ключевой роли горизонта, порождающе-

го предельную мощность и, как следствие, максимальное собственное 
ускорение и минимальный радиус кривизны мировой линии.  

3.5. Нарушение лоренц-инвариантности 

Как мы убедились, попытка синтеза квантовой механики и ОТО   
неизбежно приводит к дискретизации пространства или, другими слова-
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ми, к появлению минимальной длины. С другой стороны, введение мини-
мальной длины заведомо противоречит традиционным формулировкам 
как квантовой механики, так и специальной и общей относительности и 
требует их модификации. Остановимся кратко на этом вопросе. 

Включить в теорию факт существования минимальной длины 
можно двумя способами. Первый способ состоит в построении аксиома-
тики, изначально базирующейся на дискретном пространстве с мини-
мальной длиной. К настоящему времени такая теория не построена, и 
мы вынуждены обратиться ко второму способу – модификации канони-
ческих теорий (квантовой механики и теории относительности как спе-
циальной, так и общей). При этом на первом этапе приходится ограни-
чиваться раздельной модификацией этих теорий, оставив на будущее 
поиск взаимосвязанных подходов. 

Начнём с модификации квантовой механики, вызванной  учётом 
гравитации в процессе измерения координаты частицы. Наиболее прямо-
линейная модификация квантовой механики, учитывающая переход от 
принципа неопределенности Гейзенберга к обобщенному принципу не-
определенности, состоит в изменении коммутационных соотношений 
(2.13). В феноменологической теории мы можем прийти к таким коммута-
ционным соотношениям для 0 1  , не ссылаясь на процесс измерения, 
если переопределить (в импульсном приближении) оператор координаты  

  2 2ˆ 1 Plx i l p
p
   .                                   (3.51) 

 
Такое переопределение приводит к тому, что при переходе в га-

мильтониане от классических переменных к операторам модифицирует-
ся и уравнение Шредингера. Так, для одномерного гармонического ос-
циллятора с гамильтонианом 

 
2

2 21
2 2
pH m x
m

  ,                                  (3.52) 

 
уравнение Шредингера в импульсном представлении 
 

 
2 2 2 2

22 2 2

2 / / ( )( ) ( ) ( ) 0
1 1

Pl

Pl Pl

l E m p mp p p
p l p l

          
.    (3.53) 

 
При 0Pll   мы возвращаемся к каноническому уравнению Шре-

дингера. 
Следует отметить, что среди решений уравнения (3.53) возможны 

хорошо локализованные решения с длиной локализации меньше мини-
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мальной длины. Однако как показано в [75], такие столь резко  локали-
зованные функции обладают бесконечной энергией и, следовательно, 
являются нефизическими. 

Аналогичная процедура может быть применена к другим типам 
потенциалов в уравнении Шредингера. В частности, были найдены по-
правки, связанные с введением минимальной длины, для n -мерного 
гармонического осциллятора [76, 77], для атома водорода [78–80] и цело-
го ряда других задач.  

Как и следовало ожидать, поправки оказались крайне малыми, 
если в качестве минимальной длины выбрать планковскую длину. Аль-
тернативная возможность состоит в рассмотрении минимальной длины в 
качестве свободного параметра, который может быть определён из срав-
нения модельных данных, учитывающих гравитационные поправки 
с экспериментом. Ниже мы вернёмся к этому вопросу. 

Остановимся теперь кратко на проблемах, связанных с введением 
минимальной длины в теорию относительности. Трудности возникают 
уже в рамках специальной теории относительности. Приведём хорошо 
известный пример трудности такого типа. Очевидно, что любая теория 
с минимальной длиной ограничивает степень пространственной локали-
зации любого объекта. Рассмотрим объект, локализованный в некоторой 
инерциальной системе отсчёта со степенью локализации  , близкой 
к предельной ~ Pll . Мы всегда можем найти другую инерциальную 
систему с субпланковской локализацией за счёт сокращения Лоренца.  

Один из возможных путей разрешения проблем такого типа состо-
ит в переходе к двухпараметрическому классу пространства-времени, 
структура которого определяется минимальной длиной и масштабом 
скорости, зависящими от энергии. Это направление получило название 
“doubly-special relativistic” (“DSR”) [81]. Такая структура пространства-
времени обеспечивает соблюдение в любой инерциальной системе отсчё-
та неравенства 

 

(min).Pll l                                            (3.54) 
 

В такой теории ожидаемый масштаб поправок ~ / PlE E . В частно-
сти, закон дисперсии фотонов в вакууме с учётом этих поправок 

  2 2 2 1 / ,Plc p E f E E                             (3.55) 
 
где f – модельно зависимая функция отношения / PlE E . Такое измене-
ние закона дисперсии приведет к зависимости от энергии скорости без-
массовых частиц. Для PlE E   
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  2 2 2 1 / , 1,Plc p E E E                         (3.56) 
 
и зависящая от энергии скорость безмассовой частицы 
 

 1 / .Pl
Ev c E E
p

                              (3.57) 

 
Сделаем несколько замечаний по поводу включения в рассмотре-

ние поправок порядка ~ / PlE E . 
Поскольку мы ожидаем, что квантовые проявления классической 

гравитации будут обнаружены при очень высоких (возможно, планков-
ских) масштабах, естественно считать, что параметры, описывающие эти 
эффекты, будут включать предельные величины типа PlE , Pll . Но 
с другой стороны, следы эти параметров должны сохранится при низких 
энергиях, т. е. в ОТО. Однако каноническая формулировка не содержит 
свободных параметров. Объяснение этого кажущегося парадокса триви-
ально: при низких энергиях роль квантовых эффектов настолько мала, 
что ими можно пренебречь. 

Заметим в заключение этого раздела, что введение в теорию ми-
нимальной длины, другими словами, переход к описанию дискретной 
реальности, вообще говоря, требует соответствующего изменения мате-
матического аппарата теории. Теория не должна оперировать с беско-
нечно малыми пространственно-временными величинами. Если в тео-
рию включена минимальная длина, любая ненулевая измеримая вели-
чина размерности длины должны быть кратной minl . 

Очевидно, что ФПМ лучше чувствует дискретность пространства, 
т. е. минимальную длину minl . Однако формально минимальная длина 
должна присутствовать на всех «энергетических уровнях» теории, вклю-
чая низкие энергии. Например, это присутствие может проявляться виде 
поправок  / /Pl PlE E l l .  

В настоящее время математический аппарат как специальной, так 
и общей теории относительности приспособлен к концепции простран-
ственно-временой непрерывности. Переход на планковский масштаб 
должен сопровождаться параллельной перестройкой как физического, 
так и математического аппарата теории. 

3.6. Космологические аспекты физики 

предельных величин 

Выше мы использовали предельные величины для описания 
ФПМ. Теперь давайте попробуем решить обратную задачу. Анализируя 
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конкретные физические процессы, убедимся в естественной  необходимо-
сти возникновения предельных величин как полезной комбинации фун-
даментальных констант. 

В центре нашего внимания будут два объекта: ранняя Вселенная 
и чёрные дыры. В ранней Вселенной с её экстремальными параметрами 
совместное рассмотрение квантовых и гравитационных эффектов неизбеж-
но [82]. Чёрные дыры изначально являлись чисто классическим порожде-
нием ОТО [83], однако позднее стало понятно, что их эволюция сопровож-
дается квантовыми эффектами [84, 85]. На планковском (предельно кван-
товом) масштабе классическое понятие горизонта событий порождает ми-
нимальную длину и принципиально изменяет структуру пространства–
времени. 

Стоящая перед нами задача может быть сформулирована следую-
щим образом: как выйти на планковский масштаб, используя физиче-
ские, а не размерные соображения? Начнём с планковской массы. Опре-
делим её как массу, для которой гравитационный радиус 2/mG c  по по-
рядку величины совпадает с комптоновской длиной волны /C mc    
(мы опускаем численные множители порядка единицы). Как мы видели 
выше, это условие выполняется для /Plm m c G    . 

Выразим теперь чисто классическую характеристику чёрной дыры, 
её гравитационный радиус в квантовых терминах. Как известно [83] 
сферическая статическая черная дыра массы m  генерирует планков-
ский спектр с температурой HT  

 
3

8h
B

cT
Gk m  .                                       (3.58) 

 
Длина волны, соответствующая максимуму спектрального распре-

деления излучения, max  всего на порядок отличается от гравитацион-
ного радиуса  

2

max 2

8 2 16 .
4,965 g

mG r
c

                            (3.59) 

 
Этот результат означает, что большая часть теплового излучения 

приходится на длинах волн, сравнимых или больше размера горизонта 
событий чёрной дыры, делая нечётким её гипотетическое изображение 
в космическом тепловизоре. 

Насколько хорошо связь (3.59) согласуется с данным выше опреде-
лением планковской массы? Длине волны max  соответствует фотон 
с энергией 
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3

max 16 32g

hc hc hcE
r mG    .                             (3.60) 

 
Предполагая, что вся энергия чёрной дыры передаётся N  фото-

нам такой энергии, для массы дыры  2N   найдём 
 

2 0,6 ,
16 Pl

g

NE hcm m
c r

                            (3.61) 

 

в хорошем согласии с определением планковской массы. Перейдём теперь 
от чёрных дыр к сценарию рождения Вселенной, известному под названием 
«Вселенная из ничего» [86, 87]. Несмотря на эстетическую красоту назва-
ния, физическая формулировка «Вселенная из ничего» принципиально не-
верна. Рождение Вселенной рассматривается как квантовый процесс. Все-
ленная рождается из вакуума точно так, как рождается виртуальная ча-
стица. И первым, и вторым процессом управляет принцип неопределённо-
сти энергия-время 
 

    / 2E t    .   (3.62) 
 
Интерпретация требует осторожности, так как не существует опера-

тора, представляющего время. Мы будем понимать под E  неопределен-
ность энергии микрообъекта в некотором процессе длительностью t . 

Вселенная, родившаяся как квантовая флуктуация, в дальнейшем 
эволюционирует согласно законам квантовой механики и ОТО. Адекват-
ность такой модели рождения Вселенной предопределяется ответами на 
два простых вопроса. Каково время жизни флуктуации? Можно ли ис-
пользовать параметры флуктуации в качестве начальных условий для 
Стандартной космологической модели? 

На первый вопрос ответить легко. Время жизни квантовой флук-
туации, сравнимое со временем жизни Вселенной UT , может быть до-
стигнуто при выполнении условия / / UE t T     . Малость E  
обеспечивается взаимной компенсацией положительной энергии покоя 
флуктуации и отрицательной энергии гравитационного взаимодействия.  

Для ответа на второй вопрос проследим временную эволюцию 
флуктуации. Предполагая эту эволюцию сферически симметричной 
(изотропная Вселенная), представим энергию флуктуации в виде 

 
34

3
E R   .                                      (3.63) 
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Здесь  – плотность энергии флуктуации, а R  – её радиус. Оценим радиус 
«хаббловского пузыря» как 1R cH  , а время жизни рождающейся Все-
ленной 1t H   . Используя эти оценки из соотношения (3.62), получим 

 
3

14/ 2
3 2

cE t H
H

        


   .                  (3.64) 

 
Отсюда для массовой плотности найдём 
 

5

2 2
3 3

8 8 Pl
c

c G
  


.                                 (3.65) 

 
Родившаяся в рамках рассматриваемого сценария Вселенная обла-

дает плотностью близкой к планковской, а её дальнейшая эволюция мо-
жет быть рассмотрена в рамках Стандартной космологической модели. 

Кратко остановимся на роли предельных величин в описании 
наблюдаемой Вселенной. 

С. Вайнберг [88] высказал предположение, что такие важные ха-
рактеристики, как, например, массы элементарных частиц, определяют-
ся как микроскопикой, так и влиянием Вселенной в целом. Он сконстру-
ировал массу гипотетической частицы, используя фундаментальные 
константы  , c, G   и параметр Хаббла H   

  1/32 /m H Gc  .                                    (3.66) 
 

Как оказалось эта масса не сильно отличается от массы «типичной» 
элементарной частицы 100m MeV . Заметим, что при наличии четы-
рёх исходных констант  , c, G , H  процедура конструирования массы 
не является однозначной. 

Собственная гравитационная энергия такой частицы 
  2 3/ / /gE Gm mc Gm c   .                       (3.67) 

 
Используя в качестве массы выражение (3.66), найдём 
 

    gE H  .    (3.68) 
 

Так как 1/H T , где T – время жизни Вселенной, то величину gE  
можно трактовать как минимальный квант гравитационной энергии.  
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Для нашей Вселенной 
 

0 52 1 17
0 0

0
0 66

2

10 , 4,55 10 sec,

10 .

g

g
g

E H J H

E
M g

c

 



 



  
          (3.69) 

 
Индексом «0» обозначены текущие значения величин. 

Учитывая, что согласно Стандартной космологической модели 
в энергетическом бюджете Вселенной в настоящее время доминирует 
тёмная энергия в форме космологической константы    
( 56 2 30 310 , 6 10 /cm g cm      ), сконструируем из величин  , c, 
G  и   величины размерности массы. В результате получим две суще-
ственно различные массы 

 
65

1

2
56

2

2 10 ,

1 10 .

m g
c
cm g
G

  
 






                         (3.70) 

 
Для Вселенной с доминированием космологической константы 

H c  . Следовательно, 1m H  и мы можем интерпретировать 
массу 1m  как массу кванта гравитационной энергии – гравитона. Массу 

3
2 1 /m H     можно интерпретировать как массу наблюдаемой 

части Вселенной (массу внутри хаббловской сферы). В самом деле, пред-
ставим эту массу в виде 

 
2 4

23

1 1 1
g

c cM
G G c

   .                         (3.71) 

 
Первый множитель представляет плотность энергии  , генери-

руемую космологической константой  , в то время как второй множи-
тель представляет объём хаббловской сферы. Представив g g gM N m , 

где 1gm m
c

    для полного числа гравитонов в наблюдаемой Все-

ленной gN  найдем 
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3

g
cN

G
  .                                          (3.72) 

 
Любопытно, что gN  с точностью до численного множителя совпа-

дает с отношением планковской плотности Pl  к плотности космологиче-
ской константы   [89] 

 
7 3

120
2 4 10Pl

g
c G c N
G c G




     
.              (3.73) 

 
Этот результат намекает на простое решение проблемы космоло-

гической константы: отношение Pl


 так велико в силу гигантского чис-

ла массивных гравитонов в наблюдаемой Вселенной.  
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Исторический опыт учит, что наиболее интересные открытия в фи-
зике происходят при переходе к новым характерным масштабам вели-
чин, описывающим изучаемую проблему. Граница области, в которой 
действует определённая парадигма, определяется фундаментальными  
константами. Так, например, переход от классической механики к реля-
тивисткой контролируется скоростью света c, а переход от классической 
механики к квантовой – постоянной Планка  . Переход на планковский 
масштаб многократно сложнее как количественно (эта область отделена 
от достигнутых в настоящее время параметров на десятки порядков), так 
и качественно (совместима ли концепция непрерывного пространства-
времени с квантовой механикой). Перечисленные трудности заставляют 
искать обходные пути решения проблемы. В частности, в качестве пред-
варительного этапа может быть рассмотрена феноменология ФПМ. Фе-
номенология как способ учёта квантовых проявлений классической гра-
витации позволила получить два фундаментальных результата: мини-
мальную длину и пространственно-временную пену. 

В рамках изучения феноменологии ФПМ мы получили следующие 
новые результаты: 

1. Используя предельную мощность для перехода от набора фун-
даментальных констант  , ,c G  к набору  , ,c  , была построена 
система модифицированных планковских единиц. При таком переходе 
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численные значения планковских единиц сохраняются, однако откры-
ваются новые интересные возможности для интерпретации полученных 
результатов. 

2. В терминах модифицированных планковских единиц поучены 
ограничения на параметры произвольных квантовых часов.  

3. Доказана точная эквивалентность голографического принципа 
и принципа максимальной силы. 

В заключение мы кратко остановимся на  ближайших перспекти-
вах исследований в области феноменологии ФПМ. Эти исследования 
можно разделить на две группы, преследующие различные цели. Пер-
вая группа ставит во главу угла экспериментальный поиск квантовых 
проявлений классической гравитации, в то время как вторая сосредото-
чивает внимание на более принципиальном вопросе: существует ли во-
обще такой объект исследования как квантовая гравитация. 

Обсудим вначале планируемые эксперименты по поиску кванто-
вых проявлений классической гравитации. Эти эксперименты ещё со-
всем недавно считались невозможными и относились к классу мысли-
тельных экспериментов. Наиболее близки к реализации астрофизиче-
ские эксперименты. Астрофизика представляет ряд возможностей сде-
лать слабые гравитационные эффекты наблюдаемыми (по крайней мере, 
в недалёком будущем). В частности можно: 

1) использовать коммулятивные эффекты и тогда слабые эффекты 
накопятся за длительное время воздействия;  

2) наблюдать частицы сверхвысоких энергий, для которых новые 
эффекты могут быть намного сильнее. 

Вселенная предоставляет нам обе эти возможности. 
Особый интерес представляют планируемее эксперименты по 

определению статуса квантовой гравитации. Недавно были опубликова-
ны два проекта таких экспериментов [90, 91], близких по постановке, но 
отличающихся по реализации. Предполагается, что эксперименты дадут 
возможность определить, могут ли два объекта (два микроалмаза), меж-
ду которыми существует только гравитационное взаимодействие, нахо-
диться в запутанном состоянии, т. е. в состоянии квантовой суперпози-
ции. Если запутанное состояние будет реализовано, то, по мнению авто-
ров, это будет означать, что единственная сила, действующая между ни-
ми (гравитация), представляет квантовое взаимодействие. Однако про-
блема определения статуса квантовой гравитации настолько сложна, что 
даже положительный результат экспериментов не приведёт к оконча-
тельному решению проблемы. Ф. Дайсон, наиболее авторитетный про-
тивник квантовой гравитации, так прокомментировал планируемые 
эксперименты: «Предлагаемые эксперименты безусловно представляют 
большой интерес, однако мне непонятно, смогут ли они разрешить во-
прос существования квантовой гравитации. Вопрос, который я задавал – 
наблюдаем ли отдельный гравитон – это другой вопрос, и он может 
иметь другой ответ». 

Работа была поддержана ДФФД проект № 32367.  
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обзоре обсуждаются различные случаи развития модуля-
ционной неустойчивости интенсивных периодических 
структур в волновых и в неволновых средах. Особенностью 
модуляционной неустойчивости является возникновение 

практически симметричного относительно волнового вектора волны 
большой амплитуды спектра часто несобственных для данной среды 
возмущений. В случае большого уровня диссипации вблизи и выше 
порога неустойчивость представляет собой каскад процессов с увели-
чивающимся временем развития и все большим характерным мас-
штабом. Спектр возмущений в развитом режиме оказывается практи-
чески линейчатым. Формируя при этом самоподобную структуру 
большой пространственной четкости. При незначительном уровне дис-
сипации вдали от порога волновое движение формирует волны и оги-
бающие аномальной амплитуды, в максимуме превышающие сред-
нюю амплитуду волнения в три раза. Форма огибающей или волново-
го пакета подобна форме бризера, причем динамика во времени также 
подобна. Бризеры являются автоволнами в консервативных волновых 
системах, здесь же формирование подобного бризеру волнового пакета 
происходит за счет вынуждаемой накачкой интерференции возника-
ющих в этой окрестности стоячих волн разной длины, скорость кото-
рых оказывается больше или меньше скорости основного волнового 
движения. Показано формирование самоподобных пространственных 
структур в развитой конвекции тонкого слоя жидкости или газа вслед-
ствие развития модуляционной неустойчивости. При этом тороидаль-
ные вихри конвекции генерируют полоидальные вихри большого 

В 
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масштаба – эффект гидродинамического динамо. Представлены экс-
периментальные результаты исследования возникающих самоподоб-
ных структур на поверхности графита. Обсуждаются особенности раз-
вития параметрических неустойчивостей. Характер самосогласован-
ных параметрических неустойчивостей подобен процессам модуляци-
онной неустойчивости. 

 
 
Введение 
Раздел 1. Самоподобные структуры и модуляционная неустойчивость 
Раздел 2. Возникновение волн аномальной амплитуды 
Раздел 3. Волны-убийцы в океане 
                  Механизм образования волн аномальной амплитуды 
Раздел 4.  Модуляционная неустойчивость слоя конвекции и эффект гидро-
динамического динамо  
Раздел 5. Структуры на поверхности и в объеме кристаллов 
Раздел 6. Параметрическая и/или модуляционная неустойчивости.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Обычно модуляционная неустойчивость проявляет себя в форме 
крупномасштабной модуляции однородного волнового движения с опре-
деленной частотой и волновым вектором. Причем модуляция часто пред-
ставляет собой набор стоячих волн с некоторым разбросом скоростей, 
движущихся относительно основной волны, амплитуда которой даже 
в развитой фазе неустойчивости остается значительной. Спектр модуля-
ционной неустойчивости чаще всего симметричный относительно спек-
тральной линии интенсивного волнового движения. Можно рассматри-
вать случай распада периодического во времени волнения с очень боль-
шим пространственным периодом, который обычно относят к парамет-
рическому воздействию. Понятно, что можно ожидать развития модуля-
ционной неустойчивости и для периодического возмущения значитель-
ной амплитуды в случае, когда его частота равна нулю. Это модуля-
ционная неустойчивость в неволновой среде. 

Модуляционная неустойчивость в волновых средах была обнаруже-
на авторами работ [1–4]. Оказалось, что периодические волны конечной 
амплитуды в средах с наиболее распространенным видом локальной ку-
бической нелинейности являются неустойчивыми с возбуждением двух 
боковых спектров вынужденных возмущений, соответственно с большей и 
меньшей длиной волны. Развитие такой неустойчивости приводит к ам-
плитудной и фазовой модуляции начальной волны. Это впоследствии 
определило название этого типа неустойчивостей – модуляционные [5]. 
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В неодномерных случаях кроме модуляционных неустойчивостей, конеч-
но, возможны и процессы самофокусировки [6].  

Замечательным свойством модуляционной неустойчивости вблизи 
порога оказалась ее способность создавать распределенные самоподоб-
ные структуры [7]. Действительно, в условиях баланса механизмов гене-
рации основной интенсивной волны и механизмов поглощения волновой 
энергии развитие модуляционной неустойчивости приводит к формиро-
ванию стационарных самоподобных структур, пространственные мас-
штабы и интенсивность которых обусловлена нелинейным резонансным 
взаимодействием между основной волной и возбуждаемыми боковыми 
сателлитами.  

Взаимодействие возникающих в результате неустойчивости свя-
занных резонансными условиями пар возмущений (с 0k k k   ) меж-
ду собой в этих условиях ослаблено, они в большей степени взаимодей-
ствуют с основной волной, причем их действие на основную волну носит 
интегральный характер. В работах [7] были отмечены две основные чер-
ты модуляционных неустойчивостей, поддерживаемых внешним источ-
ником волнового движения в средах и системах с большим уровнем по-
глощения энергии. Во-первых, в режиме насыщения модуляционной 
неустойчивости в результате обсуждаемых ниже механизмов конкурен-
ции мод формируются узкие спектры боковых возмущений, и в пределе 
больших времен развитая пространственная структура приобретает ха-
рактерный линейчатый спектр. Во-вторых, теоретически было предска-
зано, что формирование линейчатого спектра облегчает выполнение 
условий для следующей, уже вторичной модуляционной неустойчивости, 
которая развивается в рамках подобного сценария [8]. Причем промоду-
лированная в результате развития первичной модуляционной неустой-
чивости волна (или структура) должна подвергаться модуляции из-за 
вторичной неустойчивости уже на существенно большем масштабе [8, 9]. 

Результаты численных исследований такой многомодовой системы, 
качественно подтвердили сделанные авторами [8] предположения и их 
теоретические выводы о возникновении мультифрактальной структуры 
возмущений. Кроме этого, было обнаружено, что в режиме насыщения не-
устойчивости интегральная энергия спектра стабилизируется, что свиде-
тельствует о формировании долгоживущего квазиустойчивого физическо-
го состояния, и остается заметно меньше энергии основной волны. 

В условиях слабого поглощения энергия спектра модуляционной 
неустойчивости достигает значений, сравнимых с начальной энергией 
волны конечной амплитуды. Показано, что развитая авторами [10, 11] 
и модифицированная в работах [12, 13] S-теория позволяет с достаточ-
ной степенью точности описывать начальную стадию нелинейного ре-
жима процесса модуляционной неустойчивости в модели Лайтхилла-
НУШ, позволяя количественно оценить максимальную амплитуду оги-
бающей поля волн, время появления максимума огибающей и энергию, 
сосредоточенную в спектре возмущений. В одномерном случае макси-
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мальная амплитуда аномальной волны может в три раза превышать 
среднюю амплитуду волн. В двумерном случае для сходящейся волны 
максимальная амплитуда огибающей способна оказаться заметно боль-
ше [14].   

 Так как система находится вдали от порога и диссипация слабая, то 
описания процессов в условиях интенсивного волнения, развитые 
в работах [15–17], могут оказаться применимы к рассматриваемому 
случаю. Однако найденные авторами [15–17] нестационарные решения-
автоволны, которые существуют в волновой среде с бесконечной энергией, 
не проясняют природу своего происхождения, обмен энергией между 
этими возмущениями и окружающей средой не рассматривается. Кроме 
того, периодические возмущения-бризеры (breathers), как показали экс-
перименты и наблюдения, обычно не реализуются. Тем не менее одиноч-
ный короткоживущий бризер – солитон Перегрина [16], оказывается в 
значительной степени подобен полученному в [13] решению, описываю-
щему возникающую в результате модуляционной неустойчивости волну 
аномальной амплитуды. Природа образования волновых пакетов ано-
мальной амплитуды, подобных бризеру, связана с формированием бегу-
щих навстречу друг другу возмущений, представляющих собой наборы 
стоячих волн, как показано в результате теоретических расчетов [18] 
и наблюдалось в экспериментах [19]. Так, например, в технологическом 
университете Гамбурга был проведен эксперимент в резервуаре с водой 
для волнового движения и обнаружено соответствие возникшей волны 
аномальной амплитуды с солитоном Перегрина [20].  

Изучение природы появления волн аномальной амплитуды важно 
для судоходства в океане, где большинство современных судов может 
выдержать до 15 тонн на квадратный метр, и в случае даже сильного 
волнения это соответствует более чем двукратному запасу прочности. 
Однако аномально большие волны, интенсивность которых почти на по-
рядок превосходит среднюю интенсивность волнового движения способ-
ны вызвать давление до сотни тонн на квадратный метр [21]. 

Как уже отмечалось, возможна модуляционная неустойчивость 
и в неволновой периодической системе. Ниже рассмотрено развитие кон-
векции в тонком слое жидкости или газа с плохо проводящими тепло 
границами и с градиентом температуры. Подобные условия реализуют-
ся, например, в тонкой облачности. Вблизи порога конвективной не-
устойчивости формируется пространственно однородное поле конвектив-
ных ячеек, которое оказывается модуляционно неустойчивым. Именно 
линейчатый спектр конвективных тороидальных вихревых ячеек созда-
ет условия для развития крупномасштабной модуляционной неустойчи-
вости. Представлено формирование самоподобных пространственных 
структур в развитой конвекции тонкого слоя жидкости или газа вслед-
ствие развития модуляционной неустойчивости. При этом тороидальные 
вихри конвекции генерируют полоидальные вихри большого масштаба – 
эффект гидродинамического динамо [22–24]. Подобное явление возмож-
но и в локальных областях со спиральной турбулентностью [25].   
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Представлены экспериментальные результаты исследования воз-
никающих самоподобных структур на поверхности графита. Важным в 
полученных экспериментальных данных является не столько факт 
наличия вертикальной составляющей модуляции, а скорее, несомненное 
подобие первичной структуры – элементарной ячейки и вторичной 
структуры – модуляции поверхности электронной плотности [26]. Об-
суждается природа модуляционной неустойчивости, которая приводит 
к образованию подобных самоподобных поверхностных структур за счет 
потенциальной энергии напряжений внутри кристалла [27]. 

Рассмотрены особенности развития параметрических неустойчиво-
стей при воздействии на среду однородных в пространстве полей. Обык-
новенно параметрическими неустойчивостями называются процессы, 
когда некоторый параметр системы испытывает высокочастотные осцил-
ляции как в уравнении Матье (или так называемый мультипликатив-
ный шум, как в уравнении Хилла) и тем самым вызывает рост возмуще-
ний. При этом может возникать и обратное воздействие возмущений на 
источники осцилляций параметров или мультипликативного шума (са-
мосогласованная система). Подобная неустойчивость была рассмотрена 
в работах [10–11] – это так называемая параллельная накачка спиновых 
волн. То есть переменное однородное в пространстве магнитное поле 
возбуждало спиновые волны в образцах, причем параметры уравнений 
для возмущений содержали мультипликативную составляющую.  

Не трудно увидеть аналогию обсуждаемого выше случая с возбуж-
дением однородным в пространстве интенсивным ленгмюровским полем 
спектра мелкомасштабных ленгмюровских волн и ионных возмущений 
в плазме в моделях В. Е. Захарова [28] и В. П. Силина [29]. То есть фор-
мально подобная неустойчивость является самосогласованной парамет-
рической. Однако характер такой неустойчивости весьма подобен про-
цессу неустойчивости модуляционной, тем более, что в результате дей-
ствительно появляется мелкомасштабная модуляция плотности плазмы.  
Поэтому использование и такого названия можно считать приемлемым.  

Здесь полезно заметить, что нелинейное затухание интенсивных 
ленгмюровских волн, которое приводит к нагреву плазмы, и традиционно 
поясняется затуханием Ландау в возникающих коллапсирующих кавер-
нах плотности плазмы, по-видимому лишь в некоторой степени имеет ме-
сто. Показано [30, 31], что определяющим механизмом передачи энергии 
поля ионам и их дальнейшей термализации является многократное рас-
сеяние на многочисленных возникающих при неустойчивости неоднород-
ностях поля (так это рассматривалось, например, в [32]). 

 
 

1. САМОПОДОБНЫЕ СТРУКТУРЫ  

И МОДУЛЯЦИОННАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ 

Обсудим характер развития модуляционной неустойчивости волны 
конечной амплитуды поддерживаемой внешним источником в условиях 



318                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 
конечного уровня поглощения волновой энергии в среде. Для описания 
этих режимов используем модифицированную S-теорию, учитывающую 
резонансные взаимодействия возмущений с основной волной 
и взаимодействия этих возмущений между собой. Покажем, что в этих 
режимах возможно возникновение долгоживущих состояний модулиро-
ванной волны с линейчатыми спектрами, которые являются причиной 
развития следующих каскадов неустойчивости. При этом может сформи-
роваться самоподобная пространственная волновая структура на разных 
масштабах, что и подтвердили результаты численного моделирования. 

Рассмотрим неустойчивость монохроматической волны  
 

              ( , ) exp{ }A x t i t ikx   (1.1) 
 
в волновой среде со слабой дисперсией и локальной кубической нели-
нейностью, где ( , )A x t – медленно меняющаяся ее комплексная ампли-
туда. В общем случае, если известна дисперсия системы  
 
                                         2 2

0 | |k A       
, (1.2) 

 
то уравнение для изменения комплексной амплитуды A  можно запи-
сать в виде  
 

2
2

0 2 | |A i A i A i A A
t r

        , (1.3) 

 
или в одномерном случае  
 

2
2

0 2 | |A i A i A i A A
t x

       . (1.4) 

 
Подобная дисперсия характерна для ленгмюровских волн в плаз-

ме и колебаний в плазменных волноводах в соответствующей нормиров-
ке  

2 2
0 | |k A   

. (1.5) 
 
Критерий Лайтхилла [1],  
 

2 2 1 2 2( / ) (| | ) / | | 0k A A      , (1.6) 
 
согласно которому волна (модуляционно) неустойчива в направлении 
своего распространения, в этом случае оказывается выполнен.  
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Ниже рассмотрим случай наличия сбалансированных источника 
и стока (распределенного вывода, поглощения или диссипации) энергии 
волны. Уравнение Лайтхилла, описывающее медленную эволюцию оги-
бающей колебаний в этих условиях принимает вид 

 
2

2
2 | | ,A AA i iA A g

t x
        (1.7) 

 
где  – декремент поглощения и g – внешний источник волновой энер-
гии. Медленно меняющаяся со временем амплитуда колебаний ),( xtA  
может быть представлена в виде спектра возмущений 
  

0
0 }exp{)}(exp{)(

n
nkn xiktititu

n
 ,                   (1.8) 

 
где )}(exp{)( titu

nkn 
 
– медленно меняющаяся комплексная амплитуда n-

ной моды спектра. Реальное поле представляет собой модулированную 
волну на частоте 0 . Поэтому для восстановления вида волнового поля 
следует выражение (1.8) умножить на 0exp{ }i t . Выделяя отвечающий 
основной волне «быстрый» фазовый множитель }exp{ 00 xikti  , получим 
в этом случае поле колебаний как произведение 
 

00 0 0 0
0

exp{ } { exp[ ] exp[ ( ) ]},
nk n k n

n
A i t ik x u i u i i k k x  


       (1.9) 

 
где }exp{ 00 xikti  – быстро меняющаяся фаза.  

Часто используют несколько иной вид представления поля, выделяя 
полную фазу основной волны 

00 0exp{ }ki t ik x i    
 

0 00 0 0 0
0

exp{ } { exp[ ( ) ( ) ]}.
nk n k k n

n
A i t ik x i u u i i k k x   


        (1.10) 

 
В случае модуляционной неустойчивости монохроматической вол-

ны большой амплитуды речь идет только об одной волне, которая харак-
теризуется фазовой /fv k  и групповой /gv k    скоростями. 
В системе отсчета, движущейся с групповой скоростью волны, уравнение, 
описывающее поведение огибающей волнового поля, возникающего при 
модуляции волны с начальной комплексной амплитудой 0u  при малых 
амплитудах возмущений 0| | | |ku u принимает вид   
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1,2 1,2

1,2 1,2 2 ,1

2
2 * 2

0 02 {[ | | } 0k k
k k k

u u
u i i u u u u 

       ,       (1.11) 

 
где  – декремент поглощения в выбранных масштабах времени   
и координаты  . Не трудно видеть, что взаимодействие двух возмуще-

ний 
1ku  и 

2

*
ku  происходит с потоком увлечения пропорциональным

2
0| |u  и второй гармоникой волны, пропорциональной 2

0u . Последнее 
слагаемое правой части (1.11) в фигурной скобке показывает, что наибо-
лее эффективно, по крайней мере на линейной по возмущениям  
(

1,20| | | |ku u ) стадии модуляционной неустойчивости, взаимодействуют 
пространственные моды4 с волновыми векторами, удовлетворяющие про-
странственно-временному синхронизму 0 1 22k k k  , где 1 0k k   ,

2 0k k   , 0 | |k    .  

Запишем систему взаимодействующих мод, причем уравнение для 
2

*
ku  

получим, используя комплексно сопряженное уравнение (1.11), где за-
меним индексы  
 

1 1

1,2 1 2

2
2 * 2

0 02 {[ | | } 0,k k
k k k

u u
u i i u u u u

t
 

                 (1.12) 

 

2 2

2 2 1

* 2 *
* * 2 2

0 02 {[ | | } 0.k k
k k k

u u
u i i u u u u

t
 

                (1.13) 

 
Полагая зависимость от времени и координаты в виде
e x p { }i i     , представим дисперсионное уравнение процесса  
 

2 2 2 2 4
0 0 0( , ) ( | | )( | | ) | | 0D i u i u u            ,    (1.14) 

 
откуда получим, что абсолютная неустойчивость в системе отсчета, кото-
рая движется с групповой скоростью волны относительно лабораторной, 
обладает инкрементом, равным 

4 2 2
0Im 2 | |u       ,                          (1.15) 

                                                   
4 Важно отметить, что возмущения с волновыми числами 1k  и 2k  обыкновенно не явля-
ются собственными волнами системы, то есть не способны существовать в этой среде са-
мостоятельно без поддержки волны с волновым числом

0k . 
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причем с максимальным инкрементом  
 

2
0(Im ) | |MAX u   , 

 
растут возмущения (см. рис. 1.1), волновое число которых 

2 2 2
0 0| |u    . Ширина спектра определяет локализацию этой моду-

ляции. Значение 0( ) 2 /K L    отвечает области локализации модуля-
ции L . Положение максимума инкремента определяет средний про-
странственный период модуляции T , то есть 0 2 /K T . Как показано 
ниже5 модуляция представляет собой пакет стоячих волн, смещающихся 
друг относительно друга в системе отсчета, движущейся с фазовой скоро-
стью основной волны. Скорость смещения этих стоячих волн в этой сис-
теме отсчета обусловлена изменением амплитуды основной волны.   
 

 
 
 

Рис. 1. 1 – инкремент основной волны (периодической структуры),  
2 – инкремент модуляционной неустойчивости уже развитой основной волны  

(периодической структуры) 
 
Порог неустойчивости не трудно определить  
 

1/2
0| |thru  .                                        (1.16)  

  
Можно записать огибающую (модуляцию) поля в виде  

 

0 0
0

{ exp[ ] exp[ ]},n n n
n

a u i u i iK  


                  (1.17) 

                                                   
5 См. пояснение в разделе 3 после рис. 3.12. 
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где ( ),

nk n nK   ( )k n nu u K , а для волнового вектора в области ли-
нейной неустойчивости справедливо выражение

2 2 | |1 ( ) 1n
n NK
N

   .  

При учете нелинейных по амплитуде возмущений слагаемых 
уравнения для основной моды и мод неустойчивых спектров можно 
представить в следующем виде 

 
2 2 20

0
0 0

2 ( ) 2 ,
N N

m m m m m
m m
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В начале развития процесса, когда все фазы начальных возмуще-

ний случайно распределены (и особенно вблизи порога неустойчивости) 
скорость изменения амплитуд мод оказывается намного меньше скорос-
ти изменения их фаз. Потому можно считать, что левая часть уравнения 
(1.21) всегда мала. Откуда можно найти значение установившейся или 
устойчивой фазы *n  для каждой пары возмущений, взаимодейст-
вующих с основной волной, которое определяется из выражения 
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Из уравнения (1.20) следует, что при 0  устойчивые фазы рас-

тущих мод находятся в интервале 0 *n    , максимальный ин-
кремент отвечает значению * / 2n   . При 0mK u  получим * / 2n   , 
а при 0mK u , напротив * / 2n   . При увеличении уровня поглоще-

ния интервал *
n сужается. Собственно, при достижении этого устой-

чивого значения фазы  *
n n    и начинается рост возмущений. 

Учет наиболее эффективных взаимодействий, которые происходят 
только между симметричными по отношению к накачке модами спектра 
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( nnSS kkkk   ) согласно модифицированной S-теории [12–13] приво-
дит к следующим уравнениям 
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к которым следует добавить первые два уравнения системы (1.18) – 
(1.21). Выше использовано обозначение 

nssn  . Здесь для удоб-

ства анализа использовано обозначение s sv u  амплитуд мод спектра 
с волновыми числами 

Sk . В развитой стадии неустойчивости данная си-
стема уравнений способна описывать не только процессы обмена энерги-
ей между модами спектра, но и развитие каскада модуляционных не-
устойчивостей, результатом которой может быть формирование фрак-
тального спектра возмущений.  

Численное решение представленной выше системы дифференци-
альных уравнений (1.18) – (1.21) демонстрирует возбуждение спектра 
неустойчивости по обе стороны от основной волны [13]. По мере возбуж-
дения спектра неустойчивости наблюдается модулирование основной 
моды. Ниже приведены результаты численного моделирования, прове-
денного при разных уровнях надпороговости 1 , понимаемой как сте-
пень отдаления от порога неустойчивости (1.16). Количество мод N  взято 
равным 100. При уровне надпороговости 00 0, 2u    , или, что то же 
самое, декременте поглощения 0, 8   (т. к. 00 0 ( 0) 1u u t   ), резуль-
тат эксперимента следующий. 

Вначале наблюдается одна основная мода и в результате нели-
нейного взаимодействия начинается медленный, но ускоряющийся рост 
спектра неустойчивости. Значение амплитуд мод неустойчивости на 
данном этапе мало, поэтому не оказывает существенного влияния на ос-
новную волну. При этом малы уровень спектральной дефектности струк-
туры 2

2
00

2
m

m
D u

u 
   и уровень интенсивности спектра 2

0

2 ,S m
m

I u


   

а интенсивность основной волны 2
00 uI   близка к единице. 

Потом производная амплитуд мод спектра неустойчивости по вре-
мени достигает своего максимума, быстро формируется спектр возбуж-
денных мод, которые достигают значений, достаточных для эффективно-
го воздействия на основную волну (рис. 1.2–1.3). На данном этапе спектр 
широкий, амплитуда возбужденных мод составляет 1–5 % от амплитуды 
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основной, однако их взаимодействие приводит к отклонениям вида ос-
новной волны на 15–20 % от правильной синусоидальной формы. При 
данном процессе наблюдается рост уровня дефектности D. 

 

 
Рис. 1.2. Возбуждение широкого спектра неустойчивости ( ) 

 
Рис. 1.3. Основная волна, промодулированная модами возбужденного спектра  

( ) 

 
На следующем этапе развития процесса ( 100t  ) наблюдается 

сужение спектра модуляционной неустойчивости с одновременным уве-
личением амплитуды возбужденных мод (рис. 1.4). Производная край-
них мод спектра принимает отрицательное значение, максимум спектра 
смещается в сторону основной моды. Далее скорость изменения ампли-
туды возбужденных мод уменьшается, и система выходит на квазиустой-
чивое состояние. Увеличение амплитуды возбужденных мод приводит 
к более заметному воздействию на основную волну (рис. 1.5).  
 

,50t 0,8 

,50t 0,8 
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Рис. 1.4. Спектр неустойчивости на заключительной стадии развития  
( ,300t 0,8  ) 

 
Рис. 1.5. Вид основной волны на заключительной стадии развития спектра  

неустойчивости ( ,300t 80,0 ) 

 
Рассмотрим детально процесс формирования спектра и выход си-

стемы на квазилинейную стадию в терминах интенсивности мод. Как 
видно из рис. 1.6 и рис. 1.7 интенсивность основной моды на начальных 
стадиях процесса заметно уменьшается и при значении 100t  прибли-
жается к значению . Уровни надпороговости ( 1 ) ограничивают снизу 
интенсивность основной моды. Во время уменьшения интенсивности ос-
новной моды начинает расти интенсивность спектра возбуждаемых мод, 
также приближаясь к верхней границе, значение которой зависит 
от параметра . 
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Рис. 1.6. Интенсивность основной моды 2

00 uI    
на линейной стадии процесса 

 
Рис. 1.7. Суммарная интенсивность спектра возбуждаемых мод  

2

0

2S m
m

I u


   на линейной стадии процесса 

 
Рис. 1.8. Суммарная интенсивность структуры 

При этом суммарная интенсивность не превышает единицы 
(рис. 1.8) и с развитием неустойчивости уменьшается, ограничиваясь 
снизу значениями, зависящими от параметра . 
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При рассмотрении системы на временах перехода в квазилиней-
ную стадию можно получить зависимость интенсивности мод от значе-
ния параметра .  

Численный анализ модели показал, что вблизи порога неустойчиво-
сти (1.16), то есть при 1  , интенсивность основной моды на начальных 
стадиях процесса заметно уменьшается и при значении 100t  прибли-
жается к значению  . Во время уменьшения интенсивности основной  
моды начинает расти интенсивность спектра возбуждаемых мод, также 
приближаясь к верхней границе, значение которой зависит от параметра  . Такая квазилинейная стадия неустойчивости проявляет себя в усло-
виях, когда интегральные характеристики процесса практически не ме-
няются. При этом скорости изменения амплитуд мод спектра резко 
уменьшаются. Неизменное значение общей интенсивности системы мод 
при крайне медленном изменении внутренней её структуры на квазили-
нейной стадии процесса позволяет говорить о формировании квазиустой-
чивого долгоживущего физического состояния. Важно отметить, что моно-
тонное уменьшение количества мод спектра, которое наблюдается на ква-
зилинейной стадии процесса эволюции такого состояния, фактически  
соответствует уменьшению возбужденных степеней свободы вплоть до не-
скольких (здесь число мод спектра BN , см. рис. 1.9). 

Формирование долгоживущего квазиустойчивого состояния. В ре-
жиме развитой неустойчивости дальнейшее изменение интегральной 
интенсивности не происходит. Можно считать, что нелинейная, а точнее 
квазилинейная стадия неустойчивости проявляет себя в условиях, когда 
интегральные характеристики процесса практически не меняются.  

 

 
Рис. 1.9. Изменение количества возбужденных мод спектра  

неустойчивости BN  
 

Из рис. 1.9 видно, что на начальной стадии возбуждается набор мод, 
состоящий более чем из 70 % мод начального спектра, причем макси-
мальное количество мод возбуждается в области перехода в квазилиней-
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ную стадию. Мода считалась возбужденной, если ее амплитуда превыша-
ла 0,1 % от начального уровня основной моды. Скорость изменения ам-
плитуды моды со временем уменьшается, но продолжает быть значимой. 
В результате конкуренции, амплитуда мод на периферии спектра умень-
шается практически до нуля, а амплитуда части мод в центре спектра 
увеличивается. Таким образом, на квазилинейной стадии спектр в целом 
сужается, количество степеней свободы – возбужденных мод уменьшается, 
то есть можно говорить об уменьшении значений характерных величин, 
связанных с энтропией системы в целом. Производная амплитуд перифе-
рийных мод спектров от времени принимает отрицательное значение, 
спектры как целое смещаются в сторону волнового числа основной моды. 
Далее скорость изменения амплитуды возбужденных мод уменьшается, и 
система выходит на квазилинейный режим неустойчивости.  

При слабом превышении порога неустойчивости интегральные по-
казатели ведут себя аналогично соответствующим показателям простой 
модели, что подтверждает справедливость сделанных ранее допущений 
о возможности пренебрежения взаимодействием мод внутри спектра при 
слабом превышении порога неустойчивости, а также дает оценку грани-
це применимости простой модели  = 0.7.  

Формирование самоподобных структур. Данное поведение спектра 
неустойчивости позволило построить теорию формирования фракталь-
ной структуры. Обсудим на примере модуляционно неустойчивой волны 
природу формирования каскада неустойчивостей. Рассмотренная в 
предыдущем разделе модуляционная неустойчивость монохроматиче-
ской волны формирует новое состояние – модулированную волну, кото-
рая, как это следует из приведенного ниже рассмотрения [13, 14], в свою 
очередь является нестабильной. Покажем, что в результате вторичной 
модуляционной неустойчивости формируется ещё более крупномас-
штабная модуляция уже ранее промодулированной основной волны. 
Для описания вторичной модуляционной неустойчивости будем считать 
начальным состоянием системы, сформированный в результате первич-
ной неустойчивости линейчатый спектр, состоящий из трех мод. Именно 
формирование линейчатого спектра модулированной волны при насы-
щении первичной модуляционной неустойчивости создает условия для 
превышения порога вторичной модуляционной неустойчивости. В ре-
зультате вторичной неустойчивости в окрестности мод *

2kk   возника-
ют спектры неустойчивых возмущений с волновыми числами, равными 

)( *
2  k . Как и прежде, можно убедиться в том, что моды с )( *

2  k   
имеют одинаковые по абсолютной величине значения амплитуды. Мож-
но убедиться [8, 9] в том, что максимальный линейный инкремент вто-
ричной неустойчивости равен 
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где 2/144
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Можно показать, что в результате развития вторичной неустойчи-

вости происходит сужение её спектра. Фактически в спектре вторичной 
неустойчивости сохраняются моды с волновыми числами )( **

2  k . От-
ношение характерных времен развития первичной и вторичной модуля-
ционных неустойчивостей 
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а также отношение пространственных масштабов модуляции основной 
волны из-за последствий развития первичной и вторичной неустойчиво-
сти 
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совпадают [27]. Таким образом, последующие каскады неустойчивости 
формируют все более крупномасштабные структуры – модуляции. Такие 
структуры являются масштабно-инвариантными [7]. 
 

  
 

Рис. 1.10. Формирование самоподобных структур поля в численном  
эксперименте: 0 3k  – волновое число основной волны, 0.8OPTK   – волновое 

число огибающей первого порядка, 0.05K   – волновое число огибающей  
второго порядка 

 
Таким образом, пояснено формирование каскада модуляционных 

околопороговых неустойчивостей, формирующих самоподобные структуры 
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за счет сужения спектров каждого такого отдельного процесса и создания 
условий для развития нового, более крупномасштабного. Кроме того, узкие 
спектры каждой неустойчивости каскада формируют четко наблюдаемую 
на каждом масштабе самоподобную пространственную структуру. 

2. ВОЗНИКНОВЕНИЕ ВОЛН  

АНОМАЛЬНОЙ АМПЛИТУДЫ 

Обсудим развитие модуляционной неустойчивости волнового дви-
жения вдали от ее порога. Покажем, что результатом неустойчивости 
может быть формирование огибающей волнового движения аномальной 
амплитуды. При этом интенсивность поля в максимумах огибающей мо-
жет почти на порядок превышать среднюю интенсивность волнового 
движения. Проанализируем динамику модуляционной неустойчивости 
практически не затухающего океанского волнения большой интенсивно-
сти, покажем механизм образования волн аномальной амплитуды.  
Частота появления этих волн оказалась сравнима в численных экспери-
ментах при формировании статистики как по ансамблю множества рас-
четов, так и по времени в одном эксперименте с интервалом рассмотре-
ния, превышающим время жизни аномальных волн. Проведем сравне-
ние результатов расчетов, использующих формализм S-теории и прямых 
расчетов уравнения Лайтхилла-НУШ, покажем качественное согласие 
этих двух подходов.  

В случае существенного превышения порога неустойчивости
0 , 7   модель (1.28) – (1.19), (1.22), (1.23), учитывающая взаимодей-

ствия между симметричными по отношению к накачке модами спектра  
( S S n nk k k k    ), обнаруживает качественно новые эффекты в процессе 
развития спектра неустойчивости. Речь идет о немонотонном характере 
обмена энергией между основной волной и развивающейся структурой 
при модуляционной неустойчивости. 

Рассмотрим модуляцию основной волны при заметном превыше-
нии порога неустойчивости. Учет взаимодействий между модами воз-
буждаемого спектра позволяет рассмотрение модели в области заметного 
превышения порога неустойчивости 0, 4  . Результаты расчетов изоб-
ражены на рис. 2.1 – рис. 2.3. В данной области параметров интенсив-
ность развитого спектра неустойчивости выше в сравнении с областью 
слабой надпороговости ( 0, 7  ). Так как более интенсивный спектр 
сильнее воздействует на основную волну, то возможно появление более 
выраженных всплесков огибающей.  

При многократном моделировании процесса было отмечено, что на 
начальной стадии развитой модуляционной неустойчивости возможно 
появление значительных всплесков амплитуды основной волны. При 
возбуждении спектров мод с неизбежностью возникают интерференци-
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онные эффекты, состоящие в реализации всплесков модуляции волново-
го движения и в появлении значительных амплитуд отдельных волн. 
Вопрос в том, являются ли эти эффекты проявлением случайного харак-
тера интерференции мод или они детерминированы. 

 

  
 

Рис. 2.1. Поведение амплитуды основной волны со временем (а),  
максимальная (сплошная кривая) и средняя (пунктир) амплитуды  

огибающей волнового поля для случая 0, 4  , число мод –  200N  [13] 
 
 

 

 

 
 

Рис. 2.2. Поведение спектра неустойчивости для трех моментов  
времени ( 0, 4  200N  ) [13] 
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Выше отмечалось, что поведение мод возбуждаемого спектра 
управляется накачкой, которой в данном случае является волна боль-
шой амплитуды. В большинстве случаев при реализации подобных мно-
гомодовых процессов, даже если взаимодействием неустойчивых мод 
между собой можно пренебречь, влияние накачки на каждую отдельную 
моду спектра неустойчивости может оказаться велико. Поэтому интер-
ференция в подобных случаях носит вынужденный характер, навязан-
ный накачкой. Случайность проявляется лишь в той степени, насколько 
случайным было распределение фаз мод спектра неустойчивости 
в начальный момент. 
При данных условиях также можно наблюдать сужение спектра не-
устойчивости. 
Представляют также интерес зависимости изменения энергии спектра 
мод: 2

0
m

m
u

฀  и энергии основной волны: 2
0u฀ от времени в процессе разви-

тия неустойчивости, представленные на рис. 2.3. 
 

 

Рис. 2.3. Изменение энергии спектра мод: 2

0
m

m
u

฀  и энергии основной волны:  
2

0u฀ и их суммы от времени ( 0, 4,  2 0 0N  ) [13] 
 
 

2D модель Лайтхилла. Обсудим неустойчивости волны большой 
амплитуды в 2D модели Лайтхилла [14]. В этом случае разрешено возбуж-
дение спектров мод с волновым вектором, составляющим ненулевой угол 
с волновым вектором основной волны. 

Процесс возбуждения двумерного спектра неустойчивости (изоб-
ражен на рис. 2.4) формирует спектр неустойчивости на начальной стадии 
развития – широкий, с небольшими ( 0 , 0 5ku  ) значениями амплитуд 
мод. В процессе развития, спектр сужается, при этом амплитуда возбуж-
денных мод увеличивается (рис. 2.4b). 

В результате численного моделирования получены трехмерные 
картины огибающей поля для значений параметров  и  
при . На рис. 2.5а показана мелкомасштабная картина огибающей 
основной волны, рис. 2.5b иллюстрирует всплески огибающей поля в бо-

100N  0,5 
15 



В. М. Куклин. Часть V. Модуляционные неустойчивости           333 
 

лее крупном масштабе. Трехмерная визуализация этого волнового поля 
представлена на рис. 2.6. 

 

 
 

 
Рис. 2.4. Двумерный спектр неустойчивости  

квазимонохроматической волны 
 

 
Рис. 2.5. Двумерная модуляция основной волны:  

а) мелкомасштабное представление, б) фрагмент  

 
Можно убедиться в том, что учет даже малого угла между волно-

выми фронтами несколько увеличивает амплитуды больших волн, что бы-
ло неоднократно отмечено ранее разными авторами. 

 
 

Рис. 2.6. Трехмерная визуализация поля огибающей,  
построенная на основании карты высот (рис. 2.5)  
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Сравнение 1D моделей Лайтхилла в случаях применения  
S-теории (1.21) – (1.22), (1.25), (1.26) и прямого вычисления уравнения 
(1.7). Вблизи порога неустойчивости характеристики процесса модуля-
ции основной волны в двух случаях применения S-теории и НУШ прак-
тически не изменяются. На рис. 2.7 показаны зависимости изменения 

энергии спектра мод
2

0
m

m
u

  и энергии основной волны 2
0u от времени 

в процессе развития неустойчивости. 
 

  
 

Рис. 2.7. Изменение энергии спектра мод 2

0
m

m
u

  и энергии основной волны
2

0u  и их суммы от времени для случаев применения S-теории (а) и НУШ (b) 
при 0, 7  , 200N   [13] 

 
В случае применения S-теории (а) средняя амплитуда волн и мак-

симальная амплитуда огибающей волнения несколько меньше, чем при 
описании нелинейным уравнением Лайтхилла – Шредингера с данным 
типом дисперсионного слагаемого (b). Эта динамика представлена на 
рис. 2.8. 

 

  
Рис. 2.8. Максимальная (сплошная кривая) и средняя (пунктир)  
амплитуды огибающей волнового поля для случаев применения  

S-теории (а) и НУШ (b) при 0, 7  , 200N  [13] 
 

Режим неустойчивости вдали от порога. Несколько больше отли-
чий в развитии неустойчивости при малых уровнях поглощения вдали 
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от порога. Так, характерные времена модуляции амплитуды основной 
волны при уровне поглощения 0,1   при учете всех видов взаимодей-
ствия мод становятся менее регулярными. Зависимости энергии спектра 
мод 2

0
m

m
u

  и энергии основной волны 2
0u от времени в процессе развития 

неустойчивости представлены на рис. 2.9. Уже явно заметен осцилля-
торный характер обмена энергией между основной волной и спектром 
неустойчивых мод. 

 

  
 

Рис. 2.9. Поведение амплитуды основной волны со временем для случаев  
применения S-теории (а) и НУШ (b) при 0,1   и 200N   [17–1] 

 

 
Рис. 2.10. Зависимости энергии спектра мод 2

0
m

m
u

 , энергии основной волны 2
0u  

и их суммы от времени для случаев применения S-теории (а) и НУШ (b)  
при 0,1  и 200N   [13] 

 
Максимумы амплитуд огибающей в обоих случаях достигаются 

практически в одно время и примерно равны друг другу, что можно уви-
деть на рис. 2.11. Важно отметить, что локальная плотность энергии 
в максимумах огибающей может на порядок превосходить среднюю 
плотность энергии модулированной волны.  
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Рис. 2.11. Максимальная (сплошная кривая) и средняя (пунктир) амплитуды 
огибающей волнового поля для случаев применения S-теории (а) и НУШ (b) 

 при 0,1  и 200N   [13] 
 
Изменяется и поведение спектра неустойчивости. Характерный 

для модуляционной неустойчивости двугорбый спектр в случае описания 
в рамках S-теории (а) сужается, а при более общем описании (b) наблю-
дается противоположная тенденция к расширению. Времена рассмотре-
ния спектра выбраны на линейной по амплитудам возмущений стадии 
процесса в момент достижения максимальной амплитуды огибающей 
волнового поля и в стадии развитой неустойчивости (рис. 2.12). 

В условиях слабого поглощения энергия спектра модуляционной 
неустойчивости достигает значений, сравнимых с начальной энергией 
волны конечной амплитуды. Из рис. 2.11 видно, что на начальной ста-
дии нелинейного режима процесса возможно появление волн и всплес-
ков огибающей с весьма большой амплитудой. В дальнейшем происхо-
дит снижение амплитуды основной волны (см. рис. 2.12), ее влияние на 
интерференцию мод спектра ослабляется, и их (всплесков) амплитуда 
заметно уменьшается. 

Характер модуляции основной волны в пространстве (фрагмент 
вблизи области с максимальной амплитудой огибающей) для тех же мо-
ментов времени для этих двух случаев описания неустойчивости пред-
ставлен на рис. 2.13. Таким образом, созданная авторами [10, 11] и мо-
дифицированная в работах [12, 13] S-теория позволяет с достаточной 
степенью точности описывать начальную стадию нелинейного режима 
процесса модуляционной неустойчивости в модели Лайтхилла-НУШ, 
позволяя количественно оценить максимальную амплитуду огибающей 
поля волн, время появления максимума огибающей и энергию, сосредо-
точенную в спектре возмущений.  
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Рис. 2.12. Спектры неустойчивости для трех моментов времени в случае 

описания в рамках S-теории (а) и для описания на основе НУШ (b)  
при 0,1  и 200N  [13] 

 
Рис. 2.13. Модуляция основной волны для трех моментов времени в случае 

описания в рамках S-теории (а) и для описания на основе НУШ (b)  
при 0,1  и 200N   [13] 
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Стоит обратить внимание на то, что в одномерном случае при ма-
лых уровнях поглощения максимальная амплитуда аномальной волны 
может примерно в три раза превышать среднюю амплитуду волн. В дву-
мерном случае для сходящейся волны максимальная амплитуда огиба-
ющей способна оказаться заметно больше [13, 14]. Это можно понять, 
если рассматривать изменение ширины спектра неустойчивости в раз-
витом режиме. Действительно, ширина спектра возрастает, что приводит 
к уменьшению характерного размера области локализации огибающей. 
Расширение спектра развитого возмущения приводит при сохранении 
энергии волнового пакета также к увеличению в соответствующее число 
раз максимальной амплитуды пространственного пакета огибающей.  

3. ВОЛНЫ-УБИЙЦЫ В ОКЕАНЕ 

Для гравитационных поверхностных волн на глубокой воде, пред-
ставляющих интерес для судоходства в районах с высоким уровнем воз-
буждения океанского волнения, справедливо следующее выражение для 
частоты волн большой амплитуды [33] 

 
2 2{1 | | / 2}g k A k                                      (3.1) 

 
где A – отклонение поверхности, W – скорость волны, g  – ускорение 
свободного падения. Данные экспериментальных наблюдений и иссле-
дований [36–37] указывают на следующие характеристики таких волн: 
максимальная крутизна для устойчивых длинных (гравитационных) 
волн на глубокой воде до их обрушения / 0,11 0,13H   , где 2 | |H A – 
крутизна волны, то есть расстояние между верхней точка гребня волны и 
нижней точкой впадины волны, 02 / k  – длина волны большой ам-
плитуды. Откуда 2

0( ) 0,12 0,17k A   . Важно отметить, что волны 
с большей амплитудой не существуют из-за эффекта обрушения. В отсут-
ствие модуляции 0| |A – средняя амплитуда, 02 | |H A – средняя 
крутизна. Для аномально больших волн их крутизна достигает

0(2 3) 2 | |A  , причем для наиболее высоких неразрушающихся волн 

должно быть выполнено условие 0
0

2 | |(2 3) 0,11 0,13
2

A k   .   

Анализируя эти данные, легко видеть, что ширина пространствен-
ного спектра неустойчивости в этих условиях не столь мала в сравнении 
с волновым числом волны большой амплитуды, как в предыдущих моде-
лях. Именно поэтому уравнение для комплексной медленной меняю-
щейся (здесь исключена зависимость 0 0exp{ } exp{ }i t igk t    ) ам-
плитуды поля представляется в виде 
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(3.2) 

 
Определим величину KKK  02 . Используя это представ-

ление, запишем систему уравнений, описывающую модуляционную не-
устойчивость гравитационной поверхностной волны большой амплитуды 
в условиях сильной дисперсии глубокой воды 
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(3.4) 

  
              Для волны большой амплитуды 
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(3.5) 
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Используем следующие обозначения

}exp{}exp{||/ 0 KKKKKK iuiaaAA   ,  0k , 0 / 2 /t   , 

2
0

2
0 || Ak , 

2
|| 2

0
2

0
0

Akgkt  , 
0/ kKK  , 2 2 2

0 0/ 8 ( / 4 )K t k K    , 

KKK  02 . Моды спектра располагаем в интервалах MaxKK 20   
и 02  KKMax , где 1/2

0 0 0/ 2 2 | | 2 2 .MaxK k k A     Интервал MaxKK 20   
можно представить в виде суммы N  мод обычным способом, как и ранее, 
вводя интервал в пространстве волновых чисел 2 /M a xK K N   и перехо-
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дя к использованию безразмерных величин 0/ kKiK i  , 

),...2,1( Ni  . Окончательно система уравнений, описывающая модуля-
ционную неустойчивость волны большой амплитуды, принимает вид 
 

2.5 2
0

,0

(1 ) [

( )].

K
d K K K

K K
K

u u K u u sin

u u u sin

 

   

        
     (3.7) 

 
Здесь следует различать моды с волновыми числами K  и  , соот-

ветственно и фазы K  и  , а также сделана замена 0/ kKK    
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 (3.8) 

 
где использованы традиционные обозначения 

0/ | | exp{ } exp{ }K K K K K KA A a a i u i    , а также
2{[ (1 ) 1] (1 ) 1]}K K K         и }2)1(2)1(2{ 5.25.2  KKK , 

причем при расчетах следует не использовать разложение подкоренных 
выражений. Уравнения для основной волны можно записать как 
 

0
0 0

,0

,
K

u u u u u sin G   
     

 
 

(3.9) 

2 20
0

0 0

2 .K
K

u u u u cos
    

         (3.10) 

 
Для анализа размахов волн (то есть расстояния между верхней 

точкой гребня волны и нижней точкой впадины), выделим из них треть 
набольших. Найдем для каждого момента времени в области рассмотре-
ния (

0 1/2
2 /( / ) /

2m
NL K k N K          , где ok x  ) средний размах всех волн 

CPH U  и средние значения размаха трети самых больших SWHH U , 
а также самый большой размах волны из ансамбля MaxH U . 

Численный анализ динамики и статистические показатели при 
использовании S-теории. Расчеты проводились для 600 мод спектра, от-
ношение декремента поглощения к величине максимального инкремен-
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та выбиралось равным  . При этом для нормировки амплитуды основ-
ной волны на единицу на начальной стадии процесса был выбран уро-
вень внешней накачки G  . Для модели (3.7) – (3.10), построенной на 
основе S-теории, с уменьшением поглощения величина 2

0u , определяю-

щая энергию основной волны, уменьшается, а величина 2

0
m

m
u

 , опреде-

ляющая энергию спектров неустойчивости, растет.  
Поскольку затухание гравитационных волн на поверхности океана 

мало, рассматривать случаи неустойчивости, близкие к порогу неустой-
чивости не имеет смысла. Основное внимание уделим случаю, когда  
поглощение энергии волн достаточно мало: пусть отношение декремента 
поглощения к величине максимального инкремента выбиралось на 
уровне 0,1 (то есть 0,1  ). Результаты расчета для одной реализации 
начальных условий приведены на рис. 3.1. Прежде всего следует отме-
тить, что критерий, по которому выделяют аномально большие волны, 
вида 
 

 (3.11) 
 
или подобный этому неоднозначен, ибо наибольшие амплитуды наблю-
даются именно в начальной стадии развития неустойчивости, особенно 
при конечном затухании. Тем не менее волны заметно меньших ампли-
туд или размахов в режиме развитой неустойчивости также подпадают 
под этот критерий, так как со временем наблюдается снижение как 
средних, так и больших амплитуд волн. 
 

 
 

Рис. 3.1. Размах волн (расстояние между верхней точкой гребня волны  
и нижней точкой впадины) как функция времени 10  : средний для всех 
волн C PU , средний для трети самых больших волн  SWHU , максимальный 

для каждого момента времени MaxU  [13] 

> 2AG SWHU U
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На рис. 3.2 приведен волновой пакет, амплитуда набольшей волны 
которого соответствует критерию (3.11). 
 

 
Рис. 3.2. Локальный всплеск волнового поля E, превышающий средний  

размах трети самых больших волн более чем в 2 раза 
 ( 300, 10 .2N t  ) [13] 

 
С уменьшением уровня поглощения процессы обмена энергией 

между спектром и основной волной усиливаются. Вид спектра при этом 
несимметричный. Можно убедиться, что при уменьшении амплитуды 
основной волны на начальной стадии неустойчивости, происходит сме-
щение максимума инкремента неустойчивости в сторону меньших зна-
чений K . При этом, так как максимуму инкремента соответствует зна-
чение суммарной фазы 02 K K K     , равное / 2 , то происходит син-
хронизация этих фаз для большинства мод с различными значениями 
K . Тот факт, что интегральные фазы K спектра неустойчивости сосре-
доточиваются вблизи / 2  создает условия практически однотипного 
взаимодействия многих пар мод с основной волной. Это коллективное 
взаимодействие мод спектра с основной волной и поясняет природу ин-
тенсивных осцилляций интенсивности основной волны и спектра 
в начальной стадии неустойчивости. 

 С развитием неустойчивости разброс интегральных фаз увеличи-
вается и обмен энергией между основной волной и спектром ослабляет-
ся. Вследствие того, что фазы отдельных мод K  сохраняют случайное 
распределение (в частности, не имеют место симметрии ,K K   

K K  ), то в каждой реализации синхронизованный с основной вол-
ной спектр неустойчивости формирует различную интерференционную 
структуру. Тем не менее интенсивность интерференции мод спектра 
в начальной стадии оказывается наибольшей6. Рассматривая динамику 
                                                   
6 Кстати, фазовая синхронизация за счет выбора симметричных начальных фаз взаимодей-
ствующих мод спектра модуляционной неустойчивости интенсивной волны или симметри-
зация самих уравнений обычно приводили к режимам с обострением. Отсутствие же сим-
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спектра неустойчивости в проведенных в данной работе расчетах, можно 
обнаружить явление значительного его сдвига по отношению к спек-
тральной области линейной неустойчивости. Этот сдвиг обусловлен сни-
жением амплитуды основной волны. Кроме этого следует отметить, что 
амплитуды отдельных мод спектра остаются много меньше амплитуды 
основной волны. Отметим также несимметричность спектра относитель-
но основной волны, что обусловлено сильной дисперсией и достаточно 
большой величиной инкремента модуляционной неустойчивости для 
волн большой амплитуды.  

Из анализа спектров можно увидеть, что в режиме развитой не-
устойчивости в условиях конечного поглощения длина модуляции на 
больших временах увеличивается почти в 3,5 раза. Поведение относи-
тельной характерной длины модуляции представлено на рис. 3.3. Дина-
мика двумерных волновых процессов оказывается подобной. Таким об-
разом, количество волн на длине модуляции в начальной стадии разви-
той неустойчивости значительно меньше, чем на поздних стадиях про-
цесса. Отметим, что с уменьшением уровня поглощения в системе этот 
эффект ослабляется (см. ниже). 

 

 
 

Рис. 3.3. Поведение относительной характерной длины модуляции 2 / K  
в процессе неустойчивости [13] 

 
Анализируя частоту появления аномальных волн в разных реали-

зациях процесса, найдем, что одна такая волна появляется среди  
41 0 волн, что качественно соответствует известным наблюдениям 

(рис. 3.3). Из-за заметного поглощения в системе только на начальной 
стадии нелинейного режима процесса возможно появление волн 
и всплесков огибающей с весьма большой амплитудой. При развитии 
процесса происходит снижение амплитуды основной волны и ее влияние 
на интерференцию мод спектра ослабляется. Амплитуды больших волн, 
даже удовлетворяющих критерию (3.11), также заметно снижаются. 

                                                                                                                            
метрии фаз в парах взаимодействующих волн способно ослабить интенсивность интерфе-
ренционных всплесков и сократить время их существования. 
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Рис. 3.4. Частота появления волн разной амплитуды ( )A в численных  
экспериментах при разных реализациях процесса (в условиях усреднения  

по ансамблю) в один и тот же момент времени 10  [13] 
 
Таким образом, в условиях заметного поглощения энергии колеба-

ний появление аномальных волн весьма большой амплитуды характер-
но только для начальной стадии развитой модуляционной неустойчиво-
сти. С развитием неустойчивости средние и максимальные значения 
волн для данного уровня поглощения ( 0 , 1  ) заметно убывают 
(рис. 3.1). 

Однако согласно принятому критерию (3.11), даже в этих условиях 
можно выделить аномально большие волны, хотя их амплитуда уже при 

30  в полтора-два раза меньше, чем в наиболее интересном случае 
самых больших подобных волн при 10  . На длине модуляции в 
начальной стадии процесса укладывается несколько волн, одна из кото-
рых может в отдельных реализациях оказаться аномально большой. В 
режиме развитой неустойчивости количество волн на длине модуляции 
возрастает в три-четыре раза.  

Сравнение 1D моделей в случаях применения S-теории и более 
общего описания. В реальных условиях поглощение энергии гравитаци-
онных волн большой амплитуды весьма мало. Поэтому рациональным 
будет сравнение двух моделей описания проводить для более реали-
стичного случая малого поглощения океанских волн 0 , 0 1   и значи-
тельной амплитуды волнения 0, 566 / ;N  0, 01  . Ниже приведем 
результаты расчетов, демонстрирующие развитие спектра неустойчиво-
сти для трех моментов времени в случае описания в рамках S-теории (а) 
и в общем случае (b). 

Легко видеть формирование характерного двугорбого спектра 
(рис. 3.5) модуляционной неустойчивости. Если в случае описания в 
рамках S-теории такая форма спектра сохраняется, то в общем случае 
описания спектр с развитием неустойчивости сглаживается. На рис. 3.6 
показан характер изменения амплитуды основной волны в случае опи-
сания в рамках S-теории (a) и в общем случае (b) 
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Рис. 3.5. Спектр неустойчивости для трех моментов времени в случае  

описания в рамках S-теории (a) и в общем случае (b) [13] 
 

 
Рис. 3.6. Изменение амплитуды основной волны со временем:  

а) при описании в рамках S-теории и b) в общем случае, когда учитываются  
все виды взаимодействия мод в нелинейном слагаемом вида  2{| | }A A [13] 

 
Можно видеть, что нерезонансные взаимодействия, для которых не вы-
полнены соотношения S-теории, приводят к срыву осцилляторного ре-
жима поведения амплитуды основной волны, характерного для режима 
резонансного взаимодействия, описываемого S-теорией [34, 35]. Дина-
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мика изменения средней амплитуды 

CPU , средней амплитуды трети 
набольших мод 

SWHU  и максимальных в текущий момент мод представ-
лена на рис. 3.7. Кружками отмечено появление волн аномального раз-
маха AGU , которые удовлетворяют соотношению (3.11), то есть > 2AG SWHU U . 
 

 
 

Рис. 3.7. Средняя амплитуда 
C PU , средняя амплитуда трети набольших мод

SWHU  и самый большой размах волны из ансамбля M axU  как функции  
времени. Кружками отмечено появление волн аномальной амплитуды A GU   

в рамках S-теории (a) и в общем случае (b) [13] 
 
Распределения амплитуд размахов H , то есть расстояний между 

верхней точкой гребня волны и нижней точкой впадины, в режиме раз-
витой неустойчивости в один момент и за все время расчетов представ-
лены на рис. 3.8 и рис. 3.9 в случае описания в рамках S-теории (a) 
и в общем случае (b). Подсчет волн происходил в одном и том же вариан-
те расчета через моменты времени, равные времени жизни аномально 
большой волны7. Время жизни определили, рассматривая поведение 
волны аномальной амплитуды в данной области в течение некоторого 
необходимого времени наблюдения. То есть усредняли по существу по 
времени в отличие от случая, представленного на рис. 3.1, где волны 
с разными амплитудами подсчитывались в многочисленных расчетах 
(усреднение по ансамблю расчетов). Важно отметить, что в двух этих 
случаях частоты появления аномальных волн в статистике по ансам-
блям и по времени в обеих моделях описания океанского волнения прак-
тически не отличаются. Одна такая волна возникает среди 15–20 тысяч 
волн. 

                                                   
7 Из-за слабого поглощения средние характеристики волнения практически не изменялись.  
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В численном эксперименте по сравнению двух подходов (S-теория 
и прямой расчет) характер распределения размахов подобен обсуждае-
мому в работах [34, 35], где их число подсчитывалось в разных реализа-
циях, и величины усреднялись по ансамблю реализаций. Число и рас-
пределение размахов обнаруженных волн аномальной амплитуды в этих 
двух случаях представлены в Таблице 3.1. Следует обратить внимание 
на наличие выраженных «хвостов» распределений в обоих случаях. 

 

 
 

Рис. 3.8. Распределение амплитуд размахов в интервале наблюдения  
в момент времени 20   в случае описания в рамках S-теории (a) и в общем 
случае (b). Пунктирные линии определяют границу между модами малой  

амплитуды и третью самых больших мод и величиной, в два раза  
превышающей среднее значение от трети самых больших мод [13] 

 

 
 

Рис. 3.9. Распределение амплитуд размахов за все время расчетов в области 
наблюдения в случае описания в рамках S-теории (a) и в общем случае (b):  

a) – всего размахов 173526, треть наибольших размахов 57842, размахов  
в 2 раза больше среднего трети наибольших размахов 8; b) – всего размахов 

176386, треть наибольших размахов 58795, размахов в 2 раза  
больше среднего трети наибольших размахов 10 [13] 
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Таблица 3.1 
Аномальные размахи 

значение /2AG SWHU U  S-теория Общий случай  
от 2 до 2,1 4 7 

от 2,1 до 2,2 2 1 
от 2,2 до 2,3 2 - 
от 2,3 до 2,4 - 1 
от 2,4 до 2,5 - 1 

всего 8 10 
             Источник [13]. 
 

Анализ наблюдений и численных экспериментов показывает, что 
аномальные волны часто возникают в составе группы волн, имеющих 
форму солитоноподобных образований. И в данном случае такие волны 
появляются именно в составе групп достаточно больших волн, причем 
в общем случае характерная длина модуляции оказывается меньше, чем 
при описании в рамках S-теории (см. рис. 3.10).  

 

 
 

Рис. 3.10. Характерный вид аномальных волн в составе групп волн в случае 
описания в рамках S-теории (a) и в общем случае (b) [13] 

 
Так как обсуждаемая система может считаться консервативной, ибо 
механизмы диссипации энергии волн весьма слабые8, то описания 
неравновесных процессов в условиях интенсивного волнения, развитые 
в работах [15–17], могут оказаться применимы и к рассматриваемому 
случаю. Однако следует отметить, что найденные авторами [15–17] 
нестационарные решения автоволны, имеющие подобную солитонам 
                                                   
8 Поэтому прежнее рассмотрение, где диссипативные эффекты существенны, было прове-
дено без использования методов получения решений для консервативных сред (как, 
например, в работах [15–17]).  
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природу, получают энергию из бесконечной среды, заполненной волно-
вым движением. Поэтому обмен энергией между этими возмущениями 
и окружающей средой не рассматривался. Кроме того, периодические 
возмущения-бризеры (breathers), как показал эксперимент, не реализу-
ются. Однако одиночный короткоживущий бризер – солитон Перегрина 
[16] – оказывается подобен рассмотренному на рис 3.10 решению, описы-
вающему волну аномальной амплитуды.  

 

 
 
Рис. 3.11. Вид нестационарного возмущения в виде солитона Перегрина  

в пространстве (справа) и со временем (слева),  
где  2 2 1{1 4(1 2 )(1 4 4 ) }exp{ },i i          а   удовлетворяет уравнению 

20,5 | | 0i          
 

 
 

Рис. 3.12. Сравнение экспериментально наблюдаемой волны аномальной  
амплитуды (сплошная кривая) с наполнением огибающей, представляющей  

собой солитон Перегрина (пунктир) [20].  По оси ординат – амплитуда в метрах, 
по оси абсцисс – время в секундах 

 
Подобное возмущение возникает в поле волнового движения и за-

тем исчезает, что соответствует рассмотренному выше появлению и ис-
чезновению короткоживущей аномальной волны за счет интерференции 
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пакета стоячих волн спектра модуляционной неустойчивости, движу-
щихся с разной скоростью под действием основной волны. Важно отме-
тить, что в обсуждаемом одномерном случае максимальная амплитуда 
аномальной волны (бризера) в три раза превышает среднюю амплитуду 
волнения. 

В технологическом университете Гамбурга был проведен 
эксперимент в резервуаре с водой и размерами 15х1,5x1,6 метра для 
волнового движения с 0 0,1k A  и обнаружено соответствие возникшей 
волны аномальной амплитуды (сплошная кривая, ср. с рис. 3.10) 
с солитоном Перегрина (пунктирная кривая).  

Таким образом, волны аномальной амплитуды в условиях разви-
того волнения, которые представляются как перманентно существующие 
и непредсказуемо проявляющие себя в этих условиях автоволны – соли-
тонообразные возмущения с переменной амплитудой [15–17], в действи-
тельности весьма определенно генерируются модуляционной неустойчи-
востью. Она формирует волну (или огибающую) аномальной амплитуды 
за счет вынужденной интерференции мод спектра неустойчивости под 
действием волнового движения. Однако следует заметить, что тот тип 
огибающей вида солитона Перегрина не является наиболее распростра-
ненным [36, 37] что может быть связано не только с несимметричным 
спектром модуляционной неустойчивости и сходящими фронтами волн, 
но и с недостатками описания этого процесса уравнениями вида 
Лайтилла-НУШ. 

  
Механизм образования волн аномальной амплитуды. Рассмотрим этот процесс 
на более простом примере, разобранном в первых двух разделах. При различных 

начальных амплитудах мод  и , для которых значение волновых чисел  

попадает в интервал , имеет место их неравномерный рост при

. Мода с большей амплитудой растет медленнее, чем 
мода меньшей амплитуды. Для разности амплитуд из уравнений (1.21) – (1.24) 
получим 

                                

 
которое и описывает динамику выравнивания растущих амплитуд мод. Выравни-
вание амплитуд и их рост происходит уже в процессе развития неустойчивости. 
Для корректного выяснения поведения разности фаз этих мод полезно использо-
вать уравнения системы (1.21) – (1.24), откуда получим 
 

 

 
Следует отметить, что при выравнивании амплитуд мод разность фаз уже не ме-
няется на начальной стадии развитой неустойчивости. Таким образом, несмотря 
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на синхронизацию основной волной суммарных фаз мод спектра  
каждая пара мод на нелинейной стадии процесса сохраняет разность фаз, что 
приводит к навязанной основной волной интерференции.  Но это не значит, что 
каждая сформированная парой мод стоячая волна не меняет своего положения 
относительно основной волны. 

Рассмотрим детальнее поведение фаз растущих мод.  Полезно перейти в си-
стему отсчета, в которой фаза основной волны не меняется. В этой системе отсче-
та  

                          

Считая, что суммарная фаза в процессе развития неустойчивости подстра-
ивается под свое квазиустойчивое положение  и воспользовавшись тем об-

стоятельством, что амплитуды симметричных мод выравниваются , полу-

чим с точностью до квадратичных слагаемых по  

   ,        

причем отметим, что вследствие асимметрии в начальный мо-

мент равно нулю и на начальной стадии остается малым. Сдвигая фазу основной 
волны на , представим волновой пакет спектра в виде  
 

              , 

 

где . Полученное выражение – это набор стоячих волн. Более 

короткие  возмущения, отставшие от основной волны из-за меньшей фа-

зовой скорости, располагаются в отрицательной области и двигаются в положи-
тельном направлении, а более длинные  находятся в положительной об-
ласти и движутся в отрицательном направлении. То есть более длинные стоячие 
волны  движутся навстречу более коротким , причем с уменьше-
нием амплитуды основной волны энергия в большей степени оказывается сосре-
доточенной в длинноволной части спектра огибающей. Чем более отличается 
длина стоячей волны, образованной парой мод, от длины растущего с макси-
мальным инкрементом возмущения, тем больше скорость изменения ее фазы. 
Интерференция этих стоячих волн, навязанная основной волной, является вынуж-
денной [18] и ускоряется с изменением амплитуды основной волны. Процесс ин-
терференции набора стоячих волн, формирующих аномальную огибающую, мож-
но усмотреть в представленных в работе [19] наблюдениях. Детальный анализ 
возникновения волны аномальной амплитуды в случае плоского волнового фрон-
та в составе цуга из трехволн экспериментально был прежде проведен в работе 
[63] и теоретически в работах [14, 35]. Одна такая волна возникала среди несколь-
ких десятков тысяч волн, как показали подсчеты, представленные в работе [64], 
где данные усреднялись как по ансамблю реализаций, так и в одном и том же ва-
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рианте расчета [13] через моменты времени, равные жизненному циклу аномаль-
но большой волны. В работе [36] отмечалось, что, вообще говоря, в наблюдениях 
обнаружилось несколько видов волн аномальной амплитуды. Причем обсуждае-
мый выше случай возникновения волн-убийц относился к типу «три сестры», то 
есть это ярко выраженная тройная волна с центральным высоким всплеском. Этот 
тип характерен для волновых фронтов, распространяющихся под малыми углами к 
друг другу. Увеличение угла между волновыми фронтами способно значительно 
увеличивать центральный всплеск в цуге волн, подавляя соседние возмущения 
[13, 14]. 

 
 

Рис. 3.13. Эволюция профиля волны аномальной амплитуды в эксперименте [19].  
По оси ординат смещение области формирования аномальной волны (в метрах) для  

последовательных моментов времени, по оси абсцисс – область модуляции (в метрах) 
 
 

Ван де Бремер и его коллеги на той же самой установке для вол-
новых фронтов поверхностных волн, распространяющихся под углами 
60–120 градусов, увидели [65] возникновение одиночной волны ано-
мальной амплитуды – волны Дропнера9. То есть природа разных видов 
волн аномальной амплитуды, по-видимому, в большей степени связана с 
интерференционными явлениями в двумерной динамике распростране-
ния волновых фронтов. 

 
4. МОДУЛЯЦИОННАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ 

СЛОЯ КОНВЕКЦИИ И ЭФФЕКТ  

ГИДРОДИНАМИЧЕСКОГО ДИНАМО  

В разделе показано, что в результате каскада структурно-фазовых 
превращений в тонком слое конвективно неустойчивых жидкости или газа 
в рамках модели описания Проктора–Сивашинского, справедливой для 
                                                   
9 Волна Дропнера – названа по аналогии с одиночной волной аномальной амплитуды вы-
сотой 25,6 метра, которая наблюдалась в 1995 году на нефтяной платформе «Дропнер» 
в Северном море. 
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низкого уровня теплообмена на границах слоя, формируется система торо-
идальных вихревых конвективных ячеек. При этом учет полоидальных 
вихрей в рамках обобщенной модели Проктора – Сивашинского – Письмена 
приводит к модуляционной неустойчивости развитой конвекции и форми-
рованию вихрей большого масштаба, то есть к эффекту регулярного гидро-
динамического динамо, предсказанного С. С. Моисеевым. 

В ряде приложений, таких как тонкая облачность, конвекция 
между близко расположенными плохо проводящими тепло поверхностя-
ми, большой интерес представляла модель Проктора – Сивашинского 
[38, 39], которая была использована для описания процесса развития 
конвекции в тонком слое жидкости с плохо проводящими тепло грани-
цами. Авторы работ [40] обнаружили стационарные решения и изучили 
их устойчивость. 

Особенность модели в том, что она выделяет один пространственный 
масштаб взаимодействия, оставляя для эволюции системы возможность  
выбрать характер симметрии. Все пространственные возмущения одного 
размера, но разной ориентации взаимодействуют между собой. То есть не-
линейность в системе векторная. Оказалось, что наличие минимумов по-
тенциала взаимодействия мод, абсолютная величина векторов волновых 
чисел которых неизменна, определяет выбор симметрии и ,соответственно, 
характеристики пространственной структуры. Модифицируя в рамках по-
добной обобщенной модели Проктора – Сивашинского структуру потенциа-
ла взаимодействия мод можно за счет изменения числа минимумов изме-
нить симметрию устойчивых решений. 

Перспективность модели Проктора – Сивашинского проявилась так-
же в возможности, при учете полоидальных вихрей внутри тонкого слоя, 
сформировать обобщенную модель Проктора – Сивашинского – Письмена 
[41], которая как показали дальнейшие исследования была способна кор-
ректно описать процесс трансформации энергии периодической структуры 
тороидальных вихрей Проктора – Сивашинского в энергию крупномас-
штабного полоидального вихревого движения [42]. Это явление «гидроди-
намического динамо» ответственно за формирование крупных вихрей в 
конвективных слоях, в частности в атмосфере планет. Эти процессы явля-
ются следствием вторичной, уже модуляционной неустойчивости системы 
развитых конвективных ячеек, в результате которой не только появляется 
самоподобная структура – конвективные ячейки разного масштаба, но и 
формируется крупномасштабный полоидальный вихрь [43, 44]. Это явле-
ние, которое ранее исследовали только для нерегулярных моделей (см. по-
дробный обзор [25]), как и предполагал С. С. Моисеев, может иметь место в 
результате процесса неустойчивости регулярной пространственной конвек-
тивной структуры конечной амплитуды. 

Полагая слой жидкости (или газа) тонким, можно проинтегриро-
вать все возмущения, обусловленные конвекцией, по высоте слоя и пе-
рейти к двумерному описанию [38, 39] (см., также, [45]). В двумерной 
геометрии уравнение Проктора – Сивашинского для температурного по-
ля конвекции принимает вид 
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ортогональные к друг другу единичные векторы в плоскости (  , ) раз-
дела сред. Следует обратить внимание, на тот факт, что квадратичная 
нелокальная (то есть наличие производных по времени или по коорди-
нате) нелинейность в уравнении присутствует в виде слагаемого, про-
порционального V  и обусловлена зависимостью вязкости от температу-
ры по высоте слоя, а нелокальная кубическая учтена членом, пропорци-
ональным 3 . Если не учитывать температурную зависимость вязкости  

0,V   в модели, которую принято называть моделью Проктора – Сива-
шинского, остается лишь нелокальная кубическая нелинейность
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Именно это уравнение можно представить в виде 
/ [ ] /T F       , где [ ] /F     – вариационная производ-

ная, а функционал     
 

}
2

)(
2
1)(

4
1){(][ 22242  addF   .       (4.3) 

 
Особенность этой модели в том, что она описывает также конвек-

цию Марадони и конвекцию слоя с одной из свободных границ.  
Наиболее интересным явлением в конвекции тонкого слоя жидко-

сти являются процессы изменения топологии и интенсивности простран-
ственных конвективных структур, которые как оказалось не сложно ис-
следовать. Эти процессы, как будет показано ниже, являются аналогами 
фазовых превращений второго рода, когда в системе изменяется тополо-
гия и отчасти интенсивность пространственной структуры конвекции.  

Ограничимся случаем отсутствия зависимости вязкости от темпе-
ратуры ( 0V  ). Уравнение, которое определяет динамику температур-
ного поля этого процесса в горизонтальной плоскости (x, y) имеет вид   
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где   – нормированная температура, f – случайная функция, описыва-
ющая внешний шум, а величину e2 , определяющую превышение 
порога развития конвекции, полагаем, как и прежде достаточно малой  
( 10   ). Решение представим в форме ряда 

j
jj rkiA )exp(    

с 1|| jk


. При заменах tT  2 , для медленных амплитуд jA  в от-

сутствии шума получим удобное представление модели Проктора – Си-
вашинского для описания конвекции 
 

fAAVA
t

A N

i
jiijj
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2|| ,                         (4.5) 

 
где коэффициенты взаимодействия определены соотношениями  
 

1=jjV , 
     2 2=(2 3) 1 2 (2 3) 1 2cosij i j ijV k k    

,                   (4.6) 

 
а ij   – угол между векторами ik


 и  jk


. Выражения (4.5) – (4.6) нужно 

дополнить начальными значениями амплитуд спектра jA . То есть

.  
В отличие от уравнения Свифта–Хоэнберга, где кубическая нели-

нейность из качественных соображений представлена в изотропной 
форме, здесь нелинейность векторная, что и является причиной после-
довательных изменений в топологии конвективных структур. 

Ширина интервала неустойчивости в k – пространстве представ-
ляет собой кольцо – средний радиус которого равен единице, а ширина 
порядка величины относительной надпороговости , т. е. много меньше 
единицы. Во время развития неустойчивости из-за роста нелинейных 
членов эффективный инкремент мод, лежащих вне весьма малой окрес-
тности вблизи единичной окружности, будет убывать и может изменить 
знак, что приведет к сужению спектра к единичной окружности  
в k-пространстве. Так как целью дальнейших исследований будет изу-
чение устойчивости пространственных структур с характерным разме-
ром порядка  и важной характеристикой для визуализации 
результатов моделирования будет четкость данных структур, то ниже 
ограничимся рассмотрением несколько идеализированной модели явле-

00| jtj AA 

 2/2 k
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ния, полагая, что спектр колебаний уже располагается на единичной 
окружности в k-пространстве. 
Из результатов предварительных исследований [40] стало ясно, что в 
системе возможно существование по крайней мере двух стационарных 
(или квазистационарных) решений в виде валиковой структуры (валы)  
(см. рис. 4.1 а),  и в виде поля квадратных ячеек (см. рис. 4.1 b).  

 

 

 
 

Рис. 4.1. Конвективные структуры: валы (а) и квадратные ячейки (b) 
 

Из уравнений (4.5) – (4.6) при начальных условиях вида
 видно, что в начальный момент развитие процесса будет 

определяться взрывным экспоненциальным ростом амплитуд спектра 
с одинаковым линейным инкрементом, равным единице в данном мас-
штабе времени.  Ограничение темпов роста происходит при необходимо-
сти учета второго слагаемого (21.5), что отвечает нелинейному инкре-
менту, равному  

 

,             (4.7) 

 
причем среднее значение потенциала взаимодействия  
 

.                                                    (4.8) 
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Откуда в начале процесса активной стадии взаимодействия мод, 
когда амплитуды мод спектра примерно одинаковы, получим для плот-
ности возмущений такого «аморфного состояния» 

.                            (4.9) 

 
Покажем, что аморфное состояние неустойчиво. Рассмотрим нели-

нейный инкремент нарастания (или декремент затухания, что зависит 
от знака выражения) j-той моды (очевидно  
 

.                          (4.10) 

 
В конце линейной стадии быстрого роста амплитуд возмущений 

и достижения так называемого «аморфного» состояния, когда нелиней-
ные инкременты становятся значительно меньше единицы, процесс рез-
ко замедляется. В результате случайного выброса одной из мод (то есть 
если одна из мод оказывается больше других), то для нее второе слагае-
мое правой части становится меньше, чем у соседних мод. То есть для 
этой моды большей амплитуды величина (4–10) остается положительно 
определенной и набольшей, а для соседних мод нелинейный инкремент 
оказывается или меньше, или даже отрицательным, что отвечает их за-
туханию. Окрестность растущих мод быстро уменьшается и в результате 
в спектре остается лишь две моды, сдвинутые на угол , а полная энер-
гия такой валиковой структуры равна .  

В действительности и это состояние неустойчиво, что приводит 
к росту бокового спектра   относительно моды-лидера, где также в 
результате конкуренции, которая развивается по тому же сценарию, фор-
мируется лишь одна мода . Основная мода  
несколько уменьшает свою амплитуду, а мода  увеличива-
ет свою, пока они не выровняются. В результате формируется состояние, 
структура которого представляет собой четырехгранные ячейки. Энергия 
такого состояния оказывается несколько больше . Каждое из этих 
двух состояний характеризуется различными значениями интенсивности 
и имеет различную топологию. 

Пусть  для каждой моды заданы равномерно от нуля до 
2, и разбить следует интервал на N равных частей (количество которых 
равно числу базовых мод). Тогда, если потребовать нулевых значений на 
границах, пространственная зависимость каждой n-ой моды будет пред-
ставлять собой   
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где n, m (их можно представить как , ) – целые 
числа, причем . При расчетах, вообще говоря, достаточно 
суммировать по n, так как m определяется из соотношения . 
Очевидно 
 

,      .                           (4.12) 
 

То есть в этом случае (21.11) можно записать как                         
 

.                   (4.13)      

 
Развитие возмущений в системе, как показывает численный анализ 
уравнения (4.5), происходит следующим образом. Из начальных флукту-
аций быстро возбуждается широкий спектр по . Значение квадратич-

ной формы этого спектра  можно оценить, приравняв пра-

вую часть (21.5) нулю, при этом получим значение близкое к 0,75. В слу-
чае большого числа мод при высокой точности расчетов система задер-
живается в своем развитии, оставаясь в динамическом равновесии. Для 
дальнейшего развития – «кристаллизации», одна из мод должна полу-
чить порцию энергии, превышающую некоторый порог. То есть в этих 
условиях необходимо наличие определенного уровня шума – флуктуа-
ций. Это достигается при конечном значении шума , или при 
уменьшении точности расчетов, что, как отмечается в [46] эквивалентно. 
Подобные случаи, когда шум способен спровоцировать или ускорить 
процесс неустойчивости собраны в книге [47]. Исследования процесса 
обнаружили следующую динамику изменения интегральных характери-
стик процесса со временем.  

Именно после первого всплеска производной  формируется 
аморфная структура, причем вплоть до второго всплеска величина 

0,75 мало изменяется. Следующий всплеск  сигнализирует о 
появлении нестабильной структуры (валы и модулированные в про-
дольном направлении валы) с новым значением 1,07 после этого 
всплеска производной  валы испытывают продольную модуля-
цию, период которой уменьшается, и следующий третий всплеск произ-
водной  приводит к появлению стабильной структуры конвектив-
ных ячеек с 1,2. Подобное поведение системы убеждает в существова-
нии структурно-фазовых переходов в данной системе (см. рис. 4.2).  

Функцией состояния, как легко увидеть, является величина . 
Выше было показано, что структуры, которые возникают при переходах, 
описываемых всплеском производной этой функци, имеют отличимые 
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топологии и характеризуются ее фиксированными значениями. Для 
каждой структуры имеется определенное равновесное значение функ-
ции состояния. Тем не менее несмотря на продолжительное время суще-
ствования каждой квазистационарной структуры существует механизм 
ее разрушения и формирования структуры с иной топологией. Вообще 
говоря, времена развития релаксационных процессов при движении си-
стемы к более равновесному состоянию обычно определяются разностью 
значений функции состояния после перехода и до него. Чем больше эта 
разность, тем быстрее происходит процесс перехода из одного состояния 
в другое. Важно отметить и другое: последовательность смены состояний 
определяется временами развития неустойчивостей (выполняющих роль 
релаксационных процессов) обеспечивающих переход ко все более при-
ближающемуся к равновесному состоянию системы. Причем ранее про-
являют себя более быстрые релаксационные процессы, обусловленные 
большими перепадами равновесных значений функции состояния. Убе-
димся, что и в этом случае все явления происходят в подобной последо-
вательности и в рамках подобного сценария [48].  

 

 
t = 10,57    I = 0,75   0,47 
                                    a 
 

 
t = 126  I = 1,006   0,248 
                                 б 

 
t = 146,58  I = 1,07   0,146 
                                в 
 

 
 t = 200,15  I = 1,199  0,07 
                                г 

Рис. 4.2. Этапы развития неустойчивости: спектры аморфного состояния (а),  
короткоживущего относительно нестабильного состояния (б – конвективные  

валы), промежуточного короткоживущего нестабильного состояния  
(в – нестабильные модулированные в продольном направлении конвективные 

валы) и стабильного состояния (г – конвективные ячейки) [45] 
 

Именно численный анализ модели позволил подтвердить наличие 
структурно-фазовых переходов (см. рис. 4.3).   
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Рис. 4.3. Поведение производной функции состояния. Характерные времена  
переходных процессов 1,6 – время возникновения «аморфного» состояния

4,4 – время формирования выраженных валообразных структур 
5,6 – время формирования системы ячеек для одной из реализаций  

процесса установления конвективного движения 
 

Можно убедиться в том, что времена формирования состояний  
обратно пропорциональны разности между значениями после 

структурно-фазового перехода  и до этого перехода

. То есть 

 
 :               (4.14) 

 
Легко видеть, что  
 

.                                   (4.15) 
 

Таким образом, на основе численного исследования модели Прок-
тора – Сивашинского было доказано, что функцией состояния, обладаю-
щего определенной топологией, является сумма квадратов амплитуд мод

. Каждое состояние, имеющее определенную топологию, характеризу-
ется определенным равновесным значением функции состояния. Ква-
зиустойчивые состоянии разрушаются из-за неустойчивостей, время раз-
вития которых можно оценить по величине импульса во времени произ-
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водной функции состояния. Показано, что характерные времена не-
устойчивостей, разрушающих прежнее и формирующих новое состояние 
обратно пропорциональны разности между значениями функции состо-
яния после и до структурно-фазового перехода. Также показано, что бо-
лее быстрые релаксационные процессы, то есть структурно-фазовые пе-
реходы предшествуют более медленным, что видно из рис. 4.2 и рис. 4.3.  

Особенностью модели Проктора – Сивашинского для описания 
конвекции является наличие трех состояний. Времена структурных пе-
реходов между метастабильными состояниями много меньше времени их 
существования. Характерный размер конвективных образований в ре-
жиме развитой неустойчивости и принятых единицах измерения поряд-
ка , а длина волновых векторов порядка единицы. Потенци-
ал взаимодействия пространственных мод  имеет 

глубокий минимум для углов  между векторами  и   двух 

пространственных мод . Именно эти минимумы, как показано 
еще в работах [49] порождают неустойчивость структуры валов. Ибо су-
ществование минимума  для мод с относительно небольшими ам-
плитудами позволяет им продолжать свой рост, подавляя при этом воз-
никшие прежде возмущения. При приближении к стабильному состоя-
нию пространственная структура избавляется от множества дефектов, 
причем наблюдается корреляция между относительной долей наблюда-
емых визуально (геометрически) дефектов структуры и величиной  
дефектности, определяемой как отношение квадратов амплитуд мод 
спектра, не отвечающего системе квадратных ячеек к полной сумме 
квадратов мод.   

Впервые о возможности возникновения модуляционной неустой-
чивости системы конвективных ячеек в чрезвычайно продуктивной мо-
дели Проктора – Сивашинского – Письмена [41] было заявлено в докла-
де [42]. Эта модуляция системы развитых конвективных ячеек в тонком 
слое жидкости между плохо проводящими тепло горизонтальными  
поверхностями (формирование которой обсуждалось выше) обусловлена 
генерацией вихрей иной природы, нежели те, которые формируют кон-
вективную структуру. В результате развития модуляционной неустойчи-
вости в системе развитой регулярной структуры конвективных ячеек – 
тороидальных вихрей возникают также плоские вихри большого разме-
ра. Другими словами, это эффект гидродинамического (вихревого) дина-
мо [43, 44], которое в отличие от рассмотренных хорошо известных физи-
ческих моделей в среде со спиральной гидродинамической турбулентно-
стью (подробнее см. обзор [25]) является регулярным процессом и не обя-
зательно обусловлен наличием нескомпенсированной спиральности 
в системе.  
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Модель Проктора – Сивашинского в результате модифицикации 
автором работы [41] описывает конвекцию, подобную рассмотренной 
выше, однако с учетом полоидальной скорости , 

         (4.16)  

 
,                                 (4.17) 

 
где – величина обратная числу Прандля , характеризующему 
неравновесное состояние жидкости, – кинематическая вязкость, здесь 

– удельная температуропроводность, при этом .  
Порог вторичной уже модуляционной неустойчивости определяет-

ся обращением в нуль , где  – пе-
ренормированная амплитуда возмущений в первичной неустойчивости, 
рассмотренной выше.  

При превышении порога ( ) возникают условия для существо-
вания вторичной неустойчивости, причем максимумы инкремента  

               (4.18) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рис. 4.4. Слева регулярный дефект в конвективной структуре. В правом верхнем 
углу фрагмент первичной невозмущенной структуры. Пунктиром показаны  
характерные линии тока крупномасштабных вихрей. Справа на фоне поля  
модулированных конвективных ячеек вид больших полоидальных вихрей 
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находятся вблизи основных мод первичной структуры ( ,  
и , ) на взаимно перпендикулярных направлениях на рас-

стояниях от этих точек, равных . При приближении 

в пространстве волновых чисел к модам первичной структуры инкре-
мент модуляционной неустойчивости стремится к нулю. Появление 
в результате модуляционной неустойчивости крупномасштабных вихре-
вых возмущений приводит к возникновению сдвиговых течений и де-
формирует конвективную структуру на больших масштабах. 

Уравнение, описывающее эволюцию спектров неустойчивости, 
имеет следующий вид 

 

,               (4.19) 

 

где коэффициенты взаимодействия определены соотношениями , 

–  угол между векторами  и  [44]     
 

,          (4.20) 

 

.    (4.21) 

 

Можно показать, что в условиях симметрии возникающих возму-
щений уравнения для основных мод конвективных ячеек (каждая из 
которых имеет амплитуду равную b) и для наиболее быстро растущих 
мод спектра bd (в режиме, когда в результате рассмотренных выше ме-
ханизмов конкуренции остальной спектр подавлен) модуляционной не-
устойчивости имеют вид 

 

,                                  (4.22) 
 

,                      (4.23) 

 

где появление порога модуляционной неустойчивости качественно опи-
сано с помощью тета-функции . При превышении порога модуля-
ционной неустойчивости, в результате её развития амплитуды мод пер-
вичной структуры уменьшаются от величин, сравнимых с единицей до 
значений , в то время как амплитуды основных растущих 
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мод спектров достигают значений . Интенсивность 
(то есть, величина ) первичной структуры без возникновения 
модуляционной неустойчивости (при  первичная структура 
устойчива) и интенсивность дефектной структуры, которая является ре-
зультатом развития данной неустойчивости оказываются равны. Де-
фектность развитой структуры оказывается равной . 

Взаимодействие между модами, определяющими модуляцию (мо-
ды распределенного дефекта) и модами основной структуры обусловлено 
существованием крупномасштабных вихрей, линии тока которых в кон-
фигурационном пространстве могут быть представлены в виде 

 
,                          (4.24) 

 
где и отношение характерного линейного размера крупномасштабных 
вихрей LV и линейного размера конвективной ячейки LC  равно

. Возникновение таких крупномасштабных вихрей пред-
ставляет собой одну из возможных реализаций эффекта гидродинамиче-
ского динамо. Таким образом, при модуляционной неустойчивости си-
стемы развитых конвективных ячеек не только появляется самоподобная 
структура – конвективные ячейки разного масштаба, но и формируется 
крупномасштабный полоидальный вихрь. 

Высокая пространственная четкость вихревых структур определя-
лась небольшим превышением порога обсуждаемых неустойчивостей, 
которые формировали линейчатые спектры, обеспечивающие развитие 
последующих каскадов процессов.    

5. СТРУКТУРЫ НА ПОВЕРХНОСТИ  

И В ОБЪЕМЕ КРИСТАЛЛОВ 

Любая кристаллическая решетка в объеме и на поверхности твер-
дого тела формируется в результате некоторого процесса – процесса упо-
рядочения, первичной неустойчивости, обладающей определенным об-
ратным характерным временем развития и насыщающейся нелинейно-
стью. Эта нелинейность обусловлена отклонением от положения равно-
весия достаточно однородной подсистемы атомов, внутри которой преоб-
ладают взаимодействия с ближайшими соседними атомами. Очень часто 
нелинейность кубическая или выше (чаще всего соседних атомов боль-
ше, но их вклад во взаимодействие не всегда равноценный, и именно 
поэтому доминируют лишь некоторые типы взаимодействий). Источни-
ком неравновесности являются возмущения плотности среды, обуслов-
ленные перегревом, а значительное поглощение энергии в процессе упо-
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рядочения – неустойчивости обусловлено выносом энергии упругими 
волнами из этой области. 

Процесс возникновения первичной структуры в целом определяет-
ся, прежде всего, доминирующим механизмом взаимодействия элемен-
тов, который формирует её геометрию, характерные размеры и ориента-
цию. Можно предположить, что на стадии первичного процесса форми-
рование периодической структуры происходит за счет сужения спектра 
возмущений плотности из-за нелинейного механизма конкуренции воз-
мущений, подобного рассмотренным выше.  

Однако кроме основного механизма взаимодействия элементов, 
в системе зачастую присутствует ряд и более слабых взаимодействий, 
проявляющих себя лишь в условиях, когда процесс построение основной 
(первичной) структуры близок к завершению. 

Структура поверхности кристалла всегда привлекала внимание ис-
следователей. Прежде всего потому, что отличия структуры поверхностно-
го слоя от внутренней структуры кристалла были несомненны, 
в частности существовали поверхностные регулярные образования, ли-
нейные размеры которых значительно превышали соответствующие раз-
меры элементарных ячеек кристалла. Полагали [50, 51], что твердое тело 
всегда стремится понизить свою поверхностную (а значит и общую) сво-
бодную энергию, образуя при этом на своих границах «горную» структуру 
холмов и долин. Так, например, известны поверхностные крупномас-
штабные ромбовидные регулярные образования на поверхности монокри-
сталла кремния (так называемая «77 ячейка», где располагаются 12 вы-
пуклостей электронной плотности, соответствующих позициям отдельных 
атомов [52]).  

Поверхностные слои атомов, характер взаимодействия и соответ-
ствующее расположение которых отличаются от подобных параметров 
атомов, входящих в состав объемных слоев решетки, уже на масштабах, 
сравнимых с размерами элементарной ячейки, демонстрируют отклоне-
ния в регулярности, отмеченные, например, в экспериментах [53]. Были 
замечены периодические отклонения в положениях локальных макси-
мумов электронной плотности на расстояниях значительно превышаю-
щих характерный размер элементарной ячейки, но какие-либо искаже-
ния границы в направлении нормали к поверхности образца не обсуж-
дались.  

Ниже представлены результаты экспериментальных исследований 
[54] поверхности графита методом сканирующей туннельной микроско-
пии (СТМ). Исследования проводили в воздушной среде на сканирую-
щем туннельном микроскопе СТМ-1, описанном в работе [55].  

Разрешение в горизонтальной плоскости XY меньше 1,4 , а по 

вертикали – 0,7 . В качестве зонда использовались иглы, приготовлен-
ные способом электрохимического травления с вытяжкой. Очистка по-
верхности графита производилась скалыванием верхнего слоя непосред-



A


A
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ственно перед измерением. На рис. 5.1. а, b, c представлены топографиче-
ские изображения участков высоко ориентированного графита при раз-
личном увеличении, полученные сканированием в режиме стабилизации 
туннельного тока. Время сканирования участков – 10–20 сек. 
На рис. 5.1. а представлено изображение участка высоко ориентированно-
го графита при максимальном увеличении. Наблюдаются упорядоченные 
ряды гексагональной структуры графита: шестиугольник состоит из ато-
мов с разным уровнем локальной плотности состояний. Отметим, что па-
раметры элементарной ячейки согласуются с данными, представленными 
в работах других авторов. 

На отдельных участках образцов обнаружена периодическая мо-
дуляция поверхностной электронной плотности (крупномасштабная 
гофрировка), характер которой подобен (с коэффициентом подобия близ-
ким к 10) мелкомасштабной модуляции электронной плотности в преде-
лах элементарной ячейки на поверхности графита (см. рис. 5.1. b). На 
другом образце (см. рис. 5.1. c) была обнаружена поверхностная гофри-
ровка, продольные линейные размеры которой на два порядка превосхо-
дят соответствующие размеры элементарной ячейки (размер вертикаль-
ной модуляции поверхности здесь лишь вдвое больший, чем 
в предыдущем случае, показанном на рис. 5.1. b). Отметим, что линей-
ный масштаб модуляции поверхностной электронной плотности, обсуж-
даемый в работе [55], соответствует продольному масштабу гофрировки, 
изображенной на рис. 5.b.  

 
 

Рис. 5.1. Топографические изображения участков высоко ориентированного  
графита при различном увеличении, полученные методом сканирующей  

туннельной микроскопии [54] 
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Продольный масштаб гофрировки, изображенный на рис. 5.1. c, на 
порядок больше. Наблюдаемые отличия в характерных размерах моду-
ляции поверхности графита связаны, видимо, с различными модифика-
циями его внутренней структуры. Возможно, что в случае, изображенном 
на рис. XVI.1. b, представлена наиболее распространенная аллотропная 
форма углерода – графит с гексагональной структурой. Рис. 5.1. c соот-
ветствует, как можно предположить, ромбоэдрической упаковке графита. 
Важным в полученных экспериментальных данных является не столько 
факт наличия вертикальной составляющей модуляции, а скорее, несо-
мненное подобие первичной структуры – элементарной ячейки 
и вторичной структуры – модуляции поверхности электронной плотно-
сти, по крайней мере, в случае, изображенном на рис.5.1. b. 

Причиной модуляционной неустойчивости, формирующей самопо-
добные структуры, могут быть сдвиговые напряжения, обусловленные не-
линейным взаимодействием первичной структуры с несобственными воз-
мущениями недивергентного типа, которые вблизи поверхности способны 
изменяться. Подход [56, 57] к описанию устойчивости решетки тоже может 
оказаться конструктивным. Можно рассмотреть и более простую модель. 

 
Графит представляет собой многослойную структуру, каждый слой которой 
представляет собой атомы углерода, объединенные сильными ковалентны-
ми связями. Связь между слоями определяется более слабыми вандер-
ваальсовыми взаимодействиями. Можно считать поверхность каждого слоя 
нерастяжимой, а вандерваальсовые силы приводят лишь к ее гофрировке. 
Не трудно построить модель, которая может качественно прояснить появ-
ление крупномасштабной гофрировки на поверхности графита. Рассмотрим 
более простой двумерный случай, причем ось Х направим вдоль нерастя-
жимого слоя, а ось ОУ определим перпендикулярно границе образца. Тогда 
волновое число гофрировки внутри графитового образца можно записать 
как  где соотношение между пространственным перио-

дом  и волновым числом периодической структуры – вол-

новое число в отсутствие гофрировки, – амплитуда гофрировки, причем 

приведенное выше выражение справедливо для . Для возму-

щенной системы можно записать уравнение  
 

                                     (5.1) 

 
Пусть возмущения гофрировки имеют волновые числа  и ам-

плитуды , тогда для этих возмущений можно записать уравнение  

                                     (5.2) 

 

откуда не трудно найти нарастающее к поверхности решение:
, где из-за осциллирующего сомножителя рост 
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амплитуд крупномасштабных возмущений гофрировки ограничивается. Вы-
полняется примерное равенство , где зна-

чение в глубине образца. На поверхности , причем, как 
можно предположить,  для аллотропной формы, а 0,2 для ромбо-
эдрической упаковки графита. 

 
Вместо одного устойчивого положения отдельного атома в поверх-

ностных слоях могут появиться два и больше таких положений. Сдвиг 
атомных слоев в глубине кристалла заметно ослабляется, поэтому вбли-
зи поверхности может происходить наложение однотипных периодиче-
ских решеток друг на друга с последующим поворотом одной из них по 
отношению к более глубоко лежащей на небольшой угол. 

Такие структуры носят название структур Муара (Moire structures), 
причем период крупномасштабной модуляции полностью определяется 
углом поворота  – с уменьшением  период растет. Поверхностный слой 
кристалла может оказаться развернут на небольшой угол относительно 
следующего за ним слоя, а также выходом на поверхность достаточного 
количества дислокаций одного знака [58–60]. При этом на поверхности 
кристалла вполне может возникнуть, так называемая сверхрешетка, т. е. 
решетка, обладающая той же топологией, что и основная, но имеющая 
больший период, зависящий от угла разворота. Несоответствие масштабов 
первичной структуры (периода решетки) в плоскостях, касательных к по-
верхности каждого из кристаллических слоев, способно приводить к появ-
лению нормальных к этой поверхности напряжений вблизи границы кри-
сталла. Эти силы, действующие как в вертикальном, так и в горизонталь-
ном (то есть, параллельно макроскопической поверхности образца) 
направлениях могут при относительно низком уровне флуктуаций реали-
зовать некоторое равновесное состояние. Это равновесное состояние долж-
но иметь определенную глубину вертикальной модуляции поверхности 
кристалла, чтобы совместить масштабы на поверхности и в объеме. 

Очевидно, формирование пространственной модуляции поверх-
ностного слоя происходит в условиях воздействия более слабого физиче-
ского механизма, поэтому роль флуктуаций, сопровождающих этот про-
цесс, может оказаться существенной. В некоторых случаях флуктуации 
могут сорвать вторичную неустойчивость, и глубокая вертикальная мо-
дуляция поверхности может и не реализоваться. Таким образом, в пер-
вом случае (рис. 5.1. b) , а во втором (рис. 5.1. c) . Харак-
терное время формирования регулярной поверхностной структуры, как 
следует ожидать, соответственно в 10 и 100 раз превышает время фор-
мирования атомной структуры графита.  

При формировании монокристалла возникающая регулярная пе-
риодическая микроструктура – атомная решетка кристалла в нелиней-
ной среде неустойчива и в объеме образца. Развитие этой неустойчивости 
(т. е. вторичного, более слабого процесса по сравнению с процессом фор-

2 2 2
0 0( ) ( ) ( )k a ka a K  2

0 0( )k a
2 2( ) ( )ka a K  

1   

 

1
2 10 2

2 10
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мирования решетки монокристалла) приводит к крупномасштабному 
регулярному смещению атомов от положений, характерных для совер-
шенной решетки (аналогу модуляционной неустойчивости). В местах 
наибольшего отклонения атомов происходит пространственный сдвиг 
атомных рядов и появление характерных дефектов – дислокаций. Отно-
шение масштабов элементарной ячейки кристалла и крупномасштабной 
дислокационной сетки – сетки Франка – порядка 10–4. Если предполо-
жить, что механизм формирования сетки Франка подобен рассмотрен-
ным выше процессам, то . Можно также ожидать, что харак-
терное время формирования сетки Франка в 104 раз превышает время 
формирования регулярной атомной решетки. В той же пропорции нахо-
дятся и силы взаимодействия, формирующие мелкомасштабную и круп-
номасштабную структуры. 

6. ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ И/ИЛИ 

МОДУЛЯЦИОННАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТИ?  

С увеличением энергии волны в средах с кубической нели-
нейностью появляется зависимость частоты от ее амплитуды, то есть 
спектр волны уширяется. Этот процесс уширения спектра прежде 
монохроматической волны и представляет собой модуляционную 
неустойчивость. То есть результатом этой неустойчивости является 
уширение спектра, а также и ее модуляция, амплитудная и фазовая. 
Причем уширение спектра происходит практически симметрично 
относительно частоты и волнового вектора волны большой амплитуды. 
В процессе такого уширения спектра преимущества получают 
резонансные возмущения, для которых выполнены соотношения 

0 1 22     и 0 1 22k k k  .  При этом их инкремент роста отличен от ну-
ля. Причем возмущения 1 1( , )k  и 2 2( , )k – часто в отсутствие вол-
ны большой амплитуды не способны самостоятельно распространяться 
в среде, хотя это не обязательно.  

 В процессе развития неустойчивости амплитуды возмущений рас-
тут и их взаимодействие между собой усиливается. При этом характер 
резонансного взаимодействия возмущений между собой и с волной 
большой амплитуды описывается следующими соотношениями 

' ' " "
0 1 2 1 22          и ' ' " "

0 1 2 1 22 k k k k k    . Именно это обстоя-
тельство было использовано авторами работ [10, 11, 61], для описания 
так называемой параллельной накачки однородным в пространстве пе-
ременным магнитным полем с 0 0k  спиновых волн. Понятно, что с раз-
витием процесса неустойчивости возможны и другие виды взаимодей-
ствия, однако эти взаимодействия являются доминирующими, по край-

4
2 10
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ней мере на начальной стадии уже нелинейного взаимодействия и опре-
деляют интенсивность спектра неустойчивости.  

Этот подход позволил авторам [10, 11] построить достаточно эффек-
тивную теорию, которая получила название S-теории спиновых волн, где 
были использовали корреляторы взаимодействия пар возмущений, свя-
занных этими резонансными условиями. Однако для описания колебаний 
большой амплитуды с конечной длиной волны пришлось несколько мо-
дифицировать S-теорию [12, 13], сохраняя индивидуальность каждого 
возмущения. Такое описание и приведено выше в данном обзоре.  

Возвращаясь к параллельной накачке спиновых волн нельзя не 
заметить, что это в действительности традиционная параметрическая 
неустойчивость, о чем авторы [10, 11] отметили со всей определенностью. 
Ибо переменное магнитное поле изменяло параметры среды распро-
странения спиновых волн и это мультипликативное воздействие порож-
дало параметрическую неустойчивость этих колебаний. Действительно, 
как и в теории параметрических неустойчивостей, описанных уравнени-
ями Матье и Хилла, мультипликативное воздействие переменного па-
раметра или шума способно обеспечить экспоненциальный рост возму-
щений, обычно низкочастотных. 

Именно поэтому в ряде работ, собранных в книге [29], В. П. Силин 
назвал процессы распада интенсивных, в частности ленгмюровских коле-
баний, параметрическими, так как длина волны этих колебаний в этих 
моделях была бесконечна и поле этих колебаний приводило к переменно-
му изменению параметров плазмы. Так как в бесконечно протяженной 
системе плотность энергии интенсивного ленмюровского однородного в 
пространстве поля конечна, как и плотность энергии возбуждаемых коле-
баний, то можно было попытаться согласовать задачу, то есть учесть об-
ратное влияние возбуждаемых возмущений на поле интенсивных колеба-
ний. Такое обобщение модели В. П. Силина было выполнено в работах, 
подробная библиография которых приведена в обзоре [30].  

В одно время с представлением модели распада ленмюровских ко-
лебаний в холодной плазме В. П. Силина [29], В. Е. Захаров, исследуя 
явление неустойчивости ленгмюровского поля высокой интенсивности 
в неизотермической плазме, обнаружил исключительно важный и чрез-
вычайно эффективный механизм поглощения энергии поля частицами 
плазмы [28]. Причем и здесь интенсивное поле ленгмюровских колеба-
ний в начальный момент было однородным в пространстве, что факти-
чески не отличалось от задачи, рассмотренной В. П. Силиным для хо-
лодной плазмы. Поэтому и модель В. Е. Захарова (уравнения Захарова) 
также можно отнести к параметрической неустойчивости, где корректно 
учтены нелинейные процессы и обратное воздействие возбуждаемого 
спектра колебаний на поле накачки. То есть это самосогласованная мо-
дель описания распада ленмюровских колебаний большой амплитуды 
в плазме.  

С другой стороны неустойчивости в моделях В. Е. Захарова 
и В. П. Силина часто называют модуляционными, так как спектр не-



В. М. Куклин. Часть V. Модуляционные неустойчивости           371 
 
устойчивости подобен спектру модуляционной неустойчивости, пред-
ставленному в данной книге с той лишь разницей, что волновой вектор 
интенсивных колебаний равен нулю 0 0k   (см. рис. 6.1).  
 

(a) (b) 
 

Рис. 6.1. Вид спектра неустойчивости в начале нелинейной стадии процесса  
в модели Захарова (a) и в модели Силина (b) [30, 31] 

 
А результатом неустойчивости является сильная модуляция плот-

ности S плазмы (см. рис. 6.2. и рис. 6.3). 
 

  
Рис.  6.2. Распределение ионов  

в пространстве в режиме развитой  
неустойчивости в модели Захарова [30] 

Рис. 6.3. Распределение ионов плазмы   
в пространстве в режиме развитой 

неустойчивости в модели Силина [30] 
 

Точно также можно считать, что при нормальном падении электро-
магнитного излучения на поверхность плазмы, процесс возбуждения 
спектра поверхностных волн, рассмотренный в книге В. П. Силина [29] 
и обобщенный на случай самосогласованного нелинейного взаимодей-
ствия в работе [62], также представляет собой параметрическую неустой-
чивость, так как воздействующее на плазму поле падающей волны во 
всех точках поверхности раздела имеет одну амплитуду и периодически 
меняется со временем.    
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Однако тот факт, что плазма двухкомпонентная (ионы и электро-
ны с разными характерными временами релаксации, причем связанные 
квазинейтральностью) приводит к тому, что все процессы существенно 
усложняются, и в ее описании можно увидеть черты физических явле-
ний, прежде считавшихся отличными друг от друга. Это дало основание 
А. А. Рухадзе считать10, что «идеи о параметрическом воздействии излу-
чения на плазму, сближаясь с идеями теории модуляционной неустой-
чивости развиваются в направлении универсальности описания плаз-
менных неустойчивостей». Именно поэтому не предосудительно полагать 
такую параметрическую неустойчивость разновидностью модуляционной 
неустойчивости или, напротив, такую модуляционную неустойчивость 
считать разновидностью параметрической11. 
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Захаров В. Е., Карась В. И., Соколенко В. И. Неравновесная кинетика 
электрон-фононной подсистемы кристалла при действии переменных 
электрических и магнитных полей как основа  электро- и магнито-
пластического эффектов // Проблемы теоретической физики. Научные 
труды. Выпуск 3 / В. Г. Барьяхтар, Ю. Л. Болотин, А. Г. Данилевич, 
В. Е. Захаров, В. И. Карась, В. М. Куклин, Э. А. Пашицкий, В. И. Пенте-
гов, В. И. Соколенко, А. В. Тур, А. А. Туркин, В. В. Яновский ; под общей 
редакцией А. Г. Загороднего, Н. Ф. Шульги, ред. вып. В. В. Яновский – 
Х. : ХНУ имени В. Н. Каразина, 2019. – Вып. 3. – 398 с. (Серия «Пробле-
мы теоретической и математической физики. Научные труды»). 
 

Аннотация 
Представлены результаты теоретических и экспериментальных исследо-

ваний магнитного кристалла в электрическом и магнитном полях. В результате 
последовательного кинетического рассмотрения неравновесной динамики элек-
трон-фононной подсистемы на основе предложенного метода численного реше-
ния системы уравнений Больцмана для функций распределения электронов 
и фононов показано, что электрическое поле возбуждает электронную подсисте-
му, которая, передавая энергию в фононную подсистему, создает большое коли-
чество коротковолновых фононов, эффективно влияющих на дефекты решетки 
(точечные, линейные, границы разных фаз), что приводит к перераспределению 
и уменьшению плотности дефектов кристаллической решетки, устранению  
повреждений, снижению локальных пиков напряжений и снижению степени 
деградации конструкционных свойств материалов. Для магнитных кристаллов 
в изменяющемся магнитном поле установлено, что под действием индукционно-
го электрического поля функция распределения электронов становится неравно-
весной вблизи энергии Ферми и благодаря электрон-фононным столкновениям 
передает существенную энергию в фононную подсистему, формируя неравновес-
ную функцию распределения фононов. На основе модифицированной модели 
Гранато–Люкке и Ландау–Гофмана с помощью рассчитанной функции распре-
деления фононов показано, что сила влияния фононов на дислокации значи-
тельно больше, чем это было бы в случае термодинамического равновесия при 
нагревании образца на наблюденные в эксперименте 12 К. 

Ключевые слова: численное моделирование, кинетические процессы, маг-
нитные кристаллы, магнитное поле, электрическое поле, структура, механиче-
ские, диссипативные и магнитные характеристики. 

PACS numbers: 61.72.Ff, 61.72.Hh, 62.20.Hg, 63.20.kd, 63.20.kp, 75.80.+q, 
83.60.Np 

 
Реферат 

Tеоретические и экспериментальные исследования и численное моделиро-
вание кинетических процессов в магнитных кристаллах, находящихся в изменя-
ющемся магнитном поле и/или импульсном электрическом поле, были направле-
ны на установление основных механизмов их влияния на структуру, механиче-
ские, диссипативные и магнитные характеристики магнитных кристаллов (на 
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примере сильно деформованой феррито-перлитной стали 15Х2НМФA и никеля). 
Представлены результаты последовательного кинетического рассмотрения нерав-
новесной динамики электрон-фононной подсистемы магнитного кристалла в элек-
трическом поле на основе предложенного метода численного решения системы 
уравнений Больцмана для функций распределения электронов и фононов без 
разложения функции распределения электронов в ряд по энергии фононов. Пока-
зано, что электрическое поле возбуждает электронную подсистему, которая, пере-
давая энергию в фононную подсистему, создает большое количество коротковолно-
вых фононов, эффективно влияющих на дефекты решетки (точечные, линейные, 
границы разных фаз), что приводит к перераспределению и уменьшению плотно-
сти дефектов кристаллической решетки, устранению повреждений, снижению ло-
кальных пиков напряжений и снижению степени деградации конструкционных 
свойств материалов. Установлено, что под действием индукционного электриче-
ского поля функция распределения электронов становится неравновесной вблизи 
энергии Ферми и благодаря электрон-фононным столкновениям передает суще-
ственную энергию в фононную подсистему, формируя неравновесную функцию 
распределения фононов. На основе модифицированной модели Гранато–Люкке 
и Ландау–Гофмана с помощью рассчитанной функции распределения фононов 
показано, что сила влияния фононов на дислокации значительно больше, чем это 
было бы в случае термодинамического равновесия при нагревании образца на 
наблюденные в эксперименте 12 К. 

Ключевые слова: численное моделирование, кинетические процессы, маг-
нитные кристаллы, магнитное поле, электрическое поле, структура, механиче-
ские, диссипативные и магнитные характеристики. 

PACS numbers: 61.72.Ff, 61.72.Hh, 62.20.Hg, 63.20.kd, 63.20.kp, 75.80.+q, 
83.60.Np               
 

Захаров В. Є., Карась В. І., Соколенко В. І. Нерівноважна кінетика електрон-
фононної підсистеми кристала під час змінних електричних і магнітних полів як 
основа електро- і магніто-пластичного ефектів  
 

Анотація 
Наведено результати теоретичних та експериментальних досліджень маг-

нітного кристала в електричному і магнітному полях. У результаті послідовного 
кінетичного розгляду нерівноважної динаміки електрон-фононної підсистеми 
магнітного кристала в електричному полі на основі запропонованого метода чи-
слового розв’язку системи рівнянь Больцмана для функцій розподілу електронів 
та фононів показано, що електричне поле збуджує електронну підсистему, яка, 
передаючи енергію в фононну підсистему, створює велику кількість короткохви-
льових фононів, що эффективно впливають на дефекти решітки (точкові, лінійні, 
межі різних фаз), що призводить до перерозподілу та зменшення густини дефек-
тів кристалічної решітки, усунення пошкоджень, зниження локальних піків на-
пружень та ступеню деградації конструкційних властивостей матеріалів. Для 
магнітних кристалів у магнітному полі, яке змінюється, встановлено, що під дією 
індукційного електричного поля функція розподілу електронів стає нерівноваж-
ною поряд з енергією Фермі та завдяки електрон-фононним зіткненням передає 
суттєву енергію в фононну підсистему, формуючи нерівноважну функцію розпо-
ділу фононів. На основі модифікованої моделі Гранато–Люкке та Ландау–
Гофмана за допомогою розрахованої функції розподілу фононів показано, що 
сила впливу фононів на дислокації значно більша, ніж це було б у випадку тер-
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модинамічної рівноваги під час нагрівання зразка на спостережені 
в експерименті 12 К. 

Ключові слова: числове моделювання, кінетичні процеси, магнітні кри-
стали, магнітне поле, електричне поле, структура, механічні, дисипативні та 
магнітні характеристики. 

PACS numbers: 61.72.Ff, 61.72.Hh, 62.20.Hg, 63.20.kd, 63.20.kp, 75.80.+q, 
83.60.Np             
 

Реферат 
Tеоретичні та експериментальні дослідження та числове моделювання 

кінетичних процесів в магнітних кристалах, що знаходяться в магнітному полі, 
яке змінюється, та/або імпульсному електричному полі, були спрямовані на 
встановлення основних механізмів їх впливу на структуру, механічні, дисипа-
тивні та магнітні характеристики магнітних кристалів (на прикладі сильно де-
формованої ферито-перлитної сталі 15Х2НМФA та нікеля). Наведено результати 
послідовного кінетичного розгляду нерівноважної динаміки електрон-фононної 
підсистеми магнітного кристала в електричному полі на основі запропонованого 
метода числового розв’язку системи рівнянь Больцмана для функцій розподілу 
електронів та фононів без розкладу функції розподілу електронів у ряд по енер-
гії фононів. Показано, що електричне поле збуджує електронну підсистему, яка, 
передаючи енергію в фононну підсистему, створює велику кількість короткохви-
льових фононів, що эффективно впливають на дефекти решітки (точкові, лінійні, 
межі різних фаз), що призводить до перерозподілу та зменшення густини дефек-
тів кристалічної решітки, усунення пошкоджень, зниження локальних піків 
напружень та ступеню деградації конструкційних властивостей матеріалів. 
Встановлено, що під дією індукційного електричного поля функція розподілу 
електронів стає нерівноважною поряд з енергією Фермі та завдяки електрон-
фононним зіткненням передає суттєву енергію в фононну підсистему, формуючи 
нерівноважну функцію розподілу фононів. На основі модифікованої моделі Гра-
нато–Люкке та Ландау–Гофмана за допомогою розрахованої функції розподілу 
фононів показано, що сила впливу фононів на дислокації значно більша, ніж це 
було б у випадку термодинамічної рівноваги під час нагрівання зразка на спо-
стережені в експерименті 12 К. 

Ключові слова: числове моделювання, кінетичні процеси, магнітні кри-
стали, магнітне поле, електричне поле, структура, механічні, дисипативні та 
магнітні характеристики. 

PACS numbers: 61.72.Ff, 61.72.Hh, 62.20.Hg, 63.20.kd, 63.20.kp, 75.80.+q, 
83.60.Np            

 
Zakharov V. E., Karas V. I., Sokolenko V. I.  Non-equilibrium kinetics of electron-
phonon subsystem of crystals at alternating electric and/or magnetic fields action as 
base electric- and magnetic-plasticity effects 
 

Annotation 
The results of theoretical and experimental studies of a magnetic crystal in 

electric and magnetic fields are presented. As a result of a consistent kinetic analysis 
of the nonequilibrium dynamics of the electron-phonon subsystem, based on the pro-
posed numerical solution of the system of Boltzmann equations for electron and pho-
non distribution functions, it is shown that an electric field excites an electronic sub-
system that, by transferring energy to a phonon subsystem, creates a large number 
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of short-wave phonons, effectively affecting the lattice defects (point, linear, bounda-
ries of different phases), which leads to redistribution and reduction of the lattice 
defects densities, elimination of damage, reducing the local peak stresses and reduce 
the degree of degradation of the properties of constructional materials. For magnetic 
crystals in a changing magnetic field it is established that under the action of an 
induction electric field the electron distribution function becomes nonequilibrium 
near the Fermi energy and, due to electron-phonon collisions, transfers significant 
energy to the phonon subsystem, forming a nonequilibrium phonon distribution 
function. On the basis of the modified model of Granato–Luccke and Landau–
Hoffmann, it was shown with the help of the calculated phonon distribution function 
that the force of the effect of phonons on the dislocation is much larger than it would 
be in the case of thermodynamic equilibrium when the sample was heated to the 
observed values of 12 K. 

Key words: numerical modeling, kinetic processes, magnetic crystals, magne-
tic field, electric field, structure, mechanical, dissipative and magnetic characteris-
tics. 

PACS numbers: 61.72.Ff, 61.72.Hh, 62.20.Hg, 63.20.kd, 63.20.kp, 75.80.+q, 
83.60.Np    

            
Abstract 

Theoretical and experimental studies and numerical simulation of kinetic 
processes in magnetic crystals located in a changing magnetic field and/or pulsed 
electric field are aimed at establishing the main mechanisms of influence on the 
structure, mechanical, dissipative and magnetic characteristics of magnetic crystals 
(for example, strongly deformed 15Kh2NMFA and nickel). The results of a sequen-
tial kinetic analysis of the nonequilibrium dynamics of the electron-phonon subsys-
tem of a magnetic crystal in an electric field are presented on the basis of the pro-
posed method for numerically solving the Boltzmann equation for the electron and 
phonon distribution functions without expanding the electron distribution function 
in a series in the phonon energy. It is shown that the electric field excites the elec-
tronic subsystem, which, by transferring energy to the phonon subsystem, creates a 
large number of short-wave phonons effectively affecting the lattice defects (point, 
linear, boundaries of different phases), which leads to a redistribution and a de-
crease in the density of crystal lattice defects, Elimination of damage, reduction of 
local peak stresses and reduction of degradation of structural properties of materials. 
It is established that under the action of an induction electric field the electron dis-
tribution function becomes nonequilibrium near the Fermi energy and, due to elec-
tron-phonon collisions, transfers significant energy to the phonon subsystem, form-
ing a nonequilibrium phonon distribution function. On the basis of the modified 
model of the Granato–Lucke and Landau–Gofman with the help of the calculated 
phonon distribution function, it is shown that the force of the effect of phonons on 
the dislocation is much larger than it would be in the case of thermodynamic equilib-
rium when heated to 12 K observed in the experiment. 

Key words: numerical modeling, kinetic processes, magnetic crystals, magnet-
ic field, electric field, structure, mechanical, dissipative and magnetic characteris-
tics. 

PACS numbers: 61.72.Ff, 61.72.Hh, 62.20.Hg, 63.20.Kd, 63.20.Kp, 75.80.+q, 
81.40.Lm, 81.70.Bt   
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Туркин А. А. Теория фазовых превращений в неупорядоченных сплавах 
замещения под облучением // Проблемы теоретической физики. Науч-
ные труды. Выпуск 3 / В. Г. Барьяхтар, Ю. Л. Болотин, А. Г. Данилевич, 
В. Е. Захаров, В. И. Карась, В. М. Куклин, Э. А. Пашицкий, В. И. Пенте-
гов, В. И. Соколенко, А. В. Тур, А. А. Туркин, В. В. Яновский ; под общей 
редакцией А. Г. Загороднего, Н. Ф. Шульги, ред. вып. В. В. Яновский – 
Х. : ХНУ имени В. Н. Каразина, 2019. – Вып. 3. – 398 с. (Серия «Пробле-
мы теоретической и математической физики. Научные труды»). 
 

Аннотация 
Построена теория фазовых превращений в неупорядоченных бинарных 

сплавах замещения под облучением. Исследован рост выделений новой фазы в 
концентрированных сплавах замещения с учетом основных механизмов потери 
фазовой стабильности: радиационно-индуцированной сегрегации и каскадного 
разупорядочения. Разработан метод построения радиационно-модифицированных 
фазовых диаграмм. Сформулирована модель низкотемпературного переноса ато-
мов вследствие перемешивания в каскадах смещений, которая учитывает неодно-
родность пространственной структуры каскада. С помощью моделирования по ме-
тоду Монте-Карло установлено, что низкотемпературная диффузия носит гауссов 
характер. Исследовано влияние потери когерентности на характер эволюции вы-
делений при каскадообразующем облучении. Построена модель эволюции сме-
шанного ансамбля когерентных, полукогерентных и некогерентных выделений. 
Показано, что зарождение когерентных выделений, их рост с последующей поте-
рей когерентности, а также каскадное растворение больших некогерентных выде-
лений могут происходить одновременно, что приводит к формированию узкого 
квазистационарного распределения по размерам полукогерентных выделений. 
Предложен новый численный метод для моделирования кинетики зарождения, 
роста и поздней стадии эволюции выделений новой фазы. Проведено моделирова-
ние кинетики распада в сплавах с сильными гетерофазными флуктуациями. По-
казано, что гетерофазные флуктуации замедляют гомогенное зарождение даже в 
сильно перенасыщенных твердых растворах.  

Ключевые слова: облучение, бинарные сплавы, радиационно-индуциро-
ванная сегрегация, фазовая стабильность, радиационно-модифицированные 
фазовые диаграммы.  

PACS numbers: 61.80.Az; 61.82.Bg; 81.30.Mh 
 

Реферат 
Обобщены результаты теоретических исследований кинетики фазовых 

превращений и стабильности фаз в облучаемых сплавах, и построена теория фа-
зовых превращений в неупорядоченных бинарных сплавах замещения под облу-
чением. Сформулирована модель радиационно-индуцированной сегрегации 
в концентрированных бинарных сплавах. Проведен анализ устойчивости стаци-
онарного распределения компонентов в облучаемом сплаве относительно про-
странственных флуктуаций состава сплава и показано, что стационарное состоя-
ние асимптотически устойчиво. Для нахождения средних концентраций радиа-
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ционных точечных дефектов построена модель эффективной среды для сплавов. 
Показано, что радиационно-индуцированная сегрегация не приводит к возник-
новению эффектов предпочтения (преференса) в сплаве без выделений. Необхо-
димой предпосылкой для сегрегационного преференса является различие соста-
ва сплава в окрестности стоков различных типов. Исследован рост выделений 
новой фазы в концентрированных сплавах замещения с учетом основных меха-
низмов потери фазовой стабильности: радиационно-индуцированной сегрегации 
и каскадного разупорядочения. Условия стабильности фаз сформулированы в 
терминах радиационно-модифицированных растворимостей примеси по отноше-
нию к когерентным и некогерентным выделениям. Разработан метод построения 
радиационно-модифицированных фазовых диаграмм. Построена модель низко-
температурного растворения пластинчатых выделений каскадами атомных со-
ударений, которая согласуется с экспериментальными данными. Сформулиро-
вана модель низкотемпературного переноса атомов вследствие перемешивания в 
каскадах смещений, которая учитывает неоднородность пространственной 
структуры каскада. Показано, что доминирующий вклад в области термического 
пика вносит атомное перемешивание. С помощью моделирования по методу 
Монте-Карло установлено, что диффузия носит гауссов характер. Исследовано 
влияние потери когерентности на характер эволюции выделений при каскадооб-
разующем облучении. Сформулирована модель эволюции смешанного ансамбля 
когерентных, полукогерентных и некогерентных выделений. Показано, что за-
рождение когерентных выделений, их рост с последующей потерей когерентно-
сти, а также каскадное растворение больших некогерентных выделений могут 
происходить одновременно, что приводит к формированию узкого квазистацио-
нарного распределения по размерам полукогерентных выделений. Предложен 
новый численный метод для моделирования кинетики зарождения, роста 
и поздней стадии эволюции выделений новой фазы. В развитом методе гибрид-
ный подход (конечно-разностная система уравнений в области малых размеров и 
континуальное описание в области больших размеров) используется в комбина-
ции с методом линий по временной переменной и неравномерной сеткой по про-
странственной переменной. Проведено моделирование кинетики распада 
в сплавах с сильными гетерофазными флуктуациями, в которых стандартные 
модели зарождения и коалесценции не применимы. Показано, что гетерофазные 
флуктуации замедляют гомогенное зарождение даже в сильно пересыщенных 
твердых растворах. Гетерофазные флуктуации влияют на форму функции рас-
пределения выделений на стадии перехода к асимптотическому режиму коалес-
ценции. В сплавах без облучения на больших временах распределение выделе-
ний по размерам стремится к устойчивому распределению, близкому к автомо-
дельному решению Лифшица–Слёзова.  

Ключевые слова: облучение, бинарные сплавы, радиационно-индуциро-
ванная сегрегация, фазовая стабильность, радиационно-модифицированные 
фазовые диаграммы.  

PACS numbers: 61.80.Az; 61.82.Bg; 81.30.Mh 
 
Туркін А. А.  Теорія фазових перетворень у невпорядкованих сплавах заміщення 
під опроміненням  

Анотація 
Побудовано теорію фазових перетворень у невпорядкованих бінарних 

сплавах заміщення під опроміненням. Досліджено зростання виділень нової фа-
зи в концентрованих сплавах заміщення з урахуванням основних механізмів 
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втрати фазової стабільності: радіаційно-індукованої сегрегації та каскадного ро-
зупорядкування. Розроблено метод побудови радіаційно-модифікованих фазових 
діаграм. Сформульовано модель низькотемпературного перенесення атомів вна-
слідок перемішування в каскадах зсувів, яка враховує неоднорідність просторо-
вої структури каскаду. За допомогою моделювання за методом Монте-Карло 
встановлено, що низькотемпературна дифузія має гаусів характер. Розглянуто 
вплив втрати когерентності на характер еволюції виділень під час каскадоутво-
рюючого опромінення. Побудовано модель еволюції змішаного ансамблю когере-
нтних, напівкогерентних і некогерентних виділень. Показано, що зародження 
когерентних виділень, їх зростання з наступною втратою когерентності, а також 
каскадне розчинення великих некогерентних виділень можуть відбуватися од-
ночасно, що приводить до формування вузького квазістаціонарного розподілу за 
розмірами напівкогерентних виділень. Розроблено новий чисельний метод для 
моделювання кінетики зародження, перехідної стадії і пізньої стадії еволюції 
виділень нової фази. Проведено моделювання кінетики розпаду в сплавах із си-
льними гетерофазними флуктуаціями у термічних умовах і під опроміненням. 
Показано, що гетерофазні флуктуації сповільнюють гомогенне зародження на-
віть у сильно перенасичених твердих розчинах.  

Ключові слова:  опромінення, бінарні сплави, радіаційно-індукована сег-
регація, фазова стабільність, радіаційно-модифіковані фазові діаграми. 

PACS numbers: 61.80.Az; 61.82.Bg; 81.30.Mh 
 

Реферат 
Узагальнено результати теоретичних досліджень кінетики фазових пере-

творень і стабільності фаз у сплавах, що опромінюються, і побудована теорія фа-
зових перетворень у невпорядкованих бінарних сплавах заміщення під опромі-
ненням. Сформульовано модель радіаційно-індукованої сегрегації в концентро-
ваних бінарних сплавах. Проведено аналіз стійкості стаціонарного розподілу 
компонентів у сплаві під опроміненням щодо просторових флуктуацій складу 
сплаву, і показано, що стаціонарний стан є асимптотично стійким. Для знахо-
дження середніх концентрацій радіаційних точкових дефектів побудовано мо-
дель ефективного поглинаючого середовища для сплавів. Показано, що радіа-
ційно-індукована сегрегація не призводить до виникнення ефектів переваги 
(преференса) у сплаві без виділень. Необхідною передумовою для сегрегаційного 
преференса є відмінність складу сплаву поблизу стоків різних типів. Досліджено 
зростання виділень нової фази в концентрованих сплавах заміщення з ураху-
ванням основних механізмів втрати фазової стабільності: радіаційно-індукованої 
сегрегації й каскадного розупорядкування. Умови стабільності фаз сформульо-
вані в термінах радіаційно-модифікованих розчинностей домішки стосовно коге-
рентних і некогерентних виділень. Розроблено метод побудови радіаційно-
модифікованих фазових діаграм. Побудовано модель низькотемпературного роз-
чинення пластинчастих виділень каскадами атомних зіткнень, яка узгоджується 
з експериментальними даними. Сформульовано модель низькотемпературного 
перенесення атомів внаслідок перемішування в каскадах зсувів, яка враховує 
неоднорідність просторової структури каскаду. Показано, що домінуючий внесок 
робить атомне перемішування в області термічного піка. За допомогою моделю-
вання за методом Монте–Карло встановлено, що дифузія має гаусів характер. 
Досліджено вплив втрати когерентності на характер еволюції виділень під час 
каскадотворчого опромінення. Сформульовано модель еволюції змішаного анса-
мблю когерентних, напівкогерентних і некогерентних виділень. Показано, що 
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зародження когерентних виділень, їх зростання з наступною втратою когерент-
ності, а також каскадне розчинення більших некогерентних виділень можуть 
відбуватися одночасно, що призводить до формування вузького квазістаціонар-
ного розподілу за розмірами напівкогерентних виділень.  Запропоновано новий 
чисельний метод для моделювання кінетики зародження, зростання і пізньої 
стадії еволюції виділень нової фази. У розвиненому методі гібридний підхід (кін-
цево-різницева система рівнянь в області малих розмірів і континуальний опис в 
області великих розмірів) використовується в комбінації з методом ліній за часо-
вою змінною і нерівномірною сіткою за просторовою змінною. Проведено моде-
лювання кінетики розпаду в сплавах із сильними гетерофазними флуктуаціями, 
де стандартні моделі зародження і коалесценції не придатні. Показано, що гете-
рофазні флуктуації сповільнюють гомогенне зародження навіть у сильно пере-
насичених твердих розчинах. Гетерофазні флуктуації впливають на форму фун-
кції розподілу виділень на стадії переходу до асимптотичного режиму коалесце-
нції. У сплавах без опромінення на великих часах розподіл виділень за розміра-
ми наближається до стійкого розподілу, близького до автомодельної функції  
Ліфшиця–Сльозова. 

Ключові слова: опромінення, бінарні сплави, радіаційно-індукована сегре-
гація, фазова стабільність, радіаційно-модифіковані фазові діаграми. 

PACS numbers: 61.80.Az; 61.82.Bg; 81.30.Mh  
 
Turkin A. A.  Theory of phase transformations in disordered substitutional alloys 
under irradiation.  

Annotation 
The kinetics of phase transformations and phase stability in substitution random 

alloys under irradiation are considered. The method is developed to construct radiation-
modified phase diagrams taking into account the major mechanisms of phase stability 
loss (radiation-induced segregation and cascade disorder-dissolution of precipitates). 
A model of low-temperature atomic transport due to mixing in displacement cascades is 
formulated, which takes into account the inhomogeneity of the spatial structure of 
cascades. Using the Monte–Carlo simulations it was established that low-temperature 
diffusion is Gaussian. A new numerical method is developed for simulation of precipitate 
ensemble evolution, i. e. the nucleation, the transient stage and the coarsening stage 
(Ostwald ripening). Evolution of a mixed population of coherent, semicoherent and 
incoherent precipitates in irradiated alloys is studied. It is shown that under certain 
conditions in irradiated alloys a narrow quasistationary size distribution of semicoherent 
precipitates forms. The effect of heterophase fluctuations on kinetics of diffusion-limited 
decomposition of supersaturated solid solutions under thermal conditions and under 
irradiation is studied. Simulations of precipitation kinetics in alloys with strong 
heterophase fluctuations are carried out, which show that heterophase fluctuations slow 
down the homogeneous nucleation even in highly supersaturated solid solutions.  

Keywords: irradiation, binary alloys, radiation-induced segregation, segrega-
tion bias, phase stability, radiation-modified phase diagrams. 

PACS numbers: 61.80.Az; 61.82.Bg; 81.30.Mh 
 

Abstract 
The results of theoretical studies of the kinetics of phase transformations and 

phase stability in irradiated alloys are generalized and a theory of phase transfor-
mations in substitution random binary alloys under irradiation is constructed. 
A model of radiation-induced segregation in concentrated binary alloys is formulat-
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ed. The stability of the steady state distribution of components in the irradiated alloy 
with respect to the spatial fluctuations of composition is analyzed. It is shown that 
the steady state is asymptotically stable. To find the average concentrations of radia-
tion point defects in alloy a model of the effective lossy medium is constructed. It is 
shown that radiation-induced segregation does not lead to preferential absorption of 
one type of point defects by a certain type of sinks (bias effects) in alloys without 
precipitates. A necessary prerequisite for bias effects is the difference in the alloy 
composition in vicinity of sinks of various types. The growth of new phase precipi-
tates in concentrated substitutional alloys is studied, taking into account the main 
mechanisms of phase stability loss: radiation-induced segregation and cascade disor-
dering. The phase stability conditions are formulated in terms of radiation-modified 
solute solubilities with respect to coherent and incoherent precipitates. A method for 
constructing radiation-modified phase diagrams has been developed. A model of low-
temperature dissolution of platelet precipitates by displacement cascades is con-
structed, which agrees with the experimental data. A model of low-temperature 
atomic transport due to mixing in displacement cascades is formulated, which takes 
into account the inhomogeneity of cascade spatial structure. It is shown that the 
dominant contribution to atomic mixing in due to thermal spikes in cascade regions. 
Using the Monte–Carlo simulations it was established that the diffusion is Gaussi-
an. The effect of coherency loss on the precipitate evolution under cascade-producing 
irradiation is studied. Evolution of a mixed population of coherent, semicoherent and 
incoherent precipitates in irradiated alloys is modeled. It is shown that under cer-
tain conditions a quasistationary size distribution of semicoherent precipitates forms 
in alloys under cascade-producing irradiation. A new numerical method is developed 
for simulating the precipitate ensemble evolution, i. e. the nucleation, the transient 
stage and the coarsening stage (Ostwald ripening). In the developed method a hybrid 
approach (a finite-difference set of equations in the small-size region and a continual 
description in the region of large precipitate sizes) is used in combination with the 
method of lines over time variable. The effect of heterophase fluctuations on kinetics 
of diffusion-limited decomposition of supersaturated solid solutions under thermal 
conditions and under irradiation is studied. Simulations of precipitation kinetics in 
alloys with strong heterophase fluctuations are carried out, which show that hetero-
phase fluctuations slow down the homogeneous nucleation even in highly supersatu-
rated solid solutions. The heterophase fluctuations affect the shape of the precipitate 
size distribution at the transient stage to the asymptotic coarsening stage. Without 
irradiation at large time the precipitate size distribution tends to a stable distribu-
tion close to the self-similar Lifshitz–Slezov solution. 

Keywords: irradiation, binary alloys, radiation-induced segregation, segrega-
tion bias, phase stability, radiation-modified phase diagrams. 

PACS numbers: 61.80.Az; 61.82.Bg; 81.30.Mh 
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Пашицкий Э. А., Пентегов В. И. Фазовые переходы и спонтанно нару-
шенные симметрии в ранней вселенной // Проблемы теоретической фи-
зики. Научные труды. Выпуск 3 / В. Г. Барьяхтар, Ю. Л. Болотин, 
А. Г. Данилевич, В. Е. Захаров, В. И. Карась, В. М. Куклин, Э. А. Па-
шицкий, В. И. Пентегов, В. И. Соколенко, А. В. Тур, А. А. Туркин, 
В. В. Яновский; под общей редакцией А. Г. Загороднего, Н. Ф. Шульги, 
ред. вып. В. В. Яновский – Х. : ХНУ имени В. Н. Каразина, 2019. – 
Вып.3. – 398 с. (Серия «Проблемы теоретической и математической фи-
зики. Научные труды»). 
 

Аннотация 
Обсуждаются некоторые наиболее актуальные проблемы современной кос-

мологии, включая вопросы происхождения и эволюции нашей Вселенной и приро-
ды гравитации. В работе рассматриваются механизмы возникновения нелиней-
ных скалярных полей и вопросы формирования пространственно неоднородной 
крупномасштабной структуры современной Вселенной, а также происхождение 
«тёмной энергии» и «тёмной материи». Подчёркивается единство законов природы 
в широком диапазоне энергий и температур, который охватывает 32 порядка, 
начиная с явлений сверхпроводимости и сверхтекучести и вплоть до планковских 
температур порядка 1032 K. 

Ключевые слова: ранняя Вселенная, уравнение состояния, фазовый пере-
ход, инфляция, космологическая постоянная, калибровочная симметрия, грави-
тон, скалярный бозон, тензорный бозон. 

PACS numbers: 04.60.-m, 04.60.Bc, 98.80.Bp, 98.80.Cq 
 

Реферат 
В данном обзоре обсуждаются некоторые наиболее актуальные проблемы со-

временной космологии, включая вопросы происхождения и эволюции нашей Все-
ленной и природы гравитации. Не привлекая такие широко распространённые и 
популярные в настоящее время понятия и методы, как супергравитация и теория 
струн в многомерных антидеситтеровских пространствах, авторы старались пока-
зать, что большинство проблем гравитации и космологии могут быть решены в рам-
ках обычной квантовой теории поля. Показано, что с помощью методов и представ-
лений, хорошо развитых в физике конденсированного состояния для описания таких 
макроскопических квантовых явлений, как сверхпроводимость, сверхтекучесть 
и фазовые переходы со спонтанным нарушением различных скрытых симметрий 
можно понять наиболее фундаментальные явления природы при сверхвысоких 
энергиях, сравнимых с энергией Планка. Это свидетельствует о единстве законов 
природы в чрезвычайно широком диапазоне энергий и температур, который охва-
тывает 32 порядка, начиная с явлений сверхпроводимости и сверхтекучести кванто-
вых ферми- и бозе-жидкостей при температурах порядка 1–100 K вплоть до план-
ковских температур порядка 1032 K в теории фундаментальных нелинейных бозон-
ных полей, которая лежит в основе представлений о физическом вакууме. В работе 
рассматриваются механизмы возникновения нелинейных скалярных полей, и об-
суждаются вопросы формирования пространственно неоднородной крупномасштаб-
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ной структуры современной Вселенной, а также происхождение «тёмной энергии» 
и «тёмной материи». 

Ключевые слова: ранняя Вселенная, уравнение состояния, фазовый пере-
ход, инфляция, космологическая постоянная, калибровочная симметрия, грави-
тон, скалярный бозон, тензорный бозон. 

PACS numbers: 04.60.-m, 04.60.Bc, 98.80.Bp, 98.80.Cq 
 

Пашицький Е. А., Пентегов В. І. Фазові переходи і спонтанно порушені симетрії 
у ранньому Всесвіті 

Анотація 
Обговорюються деякі найбільш актуальні проблеми сучасної космології 

включно із питанням походження та еволюції нашого Всесвіту і природи граві-
тації. В роботі розглядаються механізми виникнення нелінійних скалярних по-
лів і питання формування просторово неоднорідної великомасштабної структури 
сучасного Всесвіту, а також походження «темної енергії» і «темної матерії». Наго-
лошується на єдності законів природи в широкому діапазоні енергій і темпера-
тур, який охоплює 32 порядки, починаючи з явищ надпровідності і надплинності 
і до планківських температур порядку 1032 K. 

Ключові слова: ранній Всесвіт, рівняння стану, фазовий перехід, інфля-
ція, космологічна константа, калібрувальна симетрія, гравітон, скалярний бозон, 
тензорний бозон. 

PACS numbers: 04.60.-m, 04.60.Bc, 98.80.Bp, 98.80.Cq 
 

Реферат 
В цьому огляді обговорюються деякі найбільш актуальні проблеми сучас-

ної космології включно із питанням походження та еволюції нашого Всесвіту і 
природи гравітації. Без залучення таких поширених і популярних нині понять і 
методів, як супергравітація і теорія струн в багатовимірних антидесіттерівських 
просторах, автори намагалися показати, що більшість проблем гравітації і кос-
мології можуть бути вирішені в рамках звичайної квантової теорії поля. Показа-
но, що за допомогою методів і уявлень, добре розвинених в фізиці конденсовано-
го стану для опису таких макроскопічних квантових явищ, як надпровідність, 
надплинність і фазові переходи зі спонтанним порушенням різних прихованих 
симетрій можна зрозуміти найбільш фундаментальні явища природи за надви-
соких енергій, що порівнюються із енергією Планка. Це свідчить про єдність за-
конів природи в надзвичайно широкому діапазоні енергій і температур, який 
охоплює 32 порядки, починаючи з явищ надпровідності і надплинності кванто-
вих фермі- і бозе-рідин за температур порядку 1–100 K аж до планківських тем-
ператур порядку 1032 K в теорії фундаментальних нелінійних бозонних полів, 
що є основою уявлень про фізичний вакуум. В роботі розглядаються механізми 
виникнення нелінійних скалярних полів і обговорюються питання формування 
просторово неоднорідної великомасштабної структури сучасного Всесвіту, а та-
кож походження «темної енергії» і «темної матерії». 

Ключові слова: ранній Всесвіт, рівняння стану, фазовий перехід, інфля-
ція, космологічна константа, калібрувальна симетрія, гравітон, скалярний бозон, 
тензорний бозон. 

PACS numbers: 04.60.-m, 04.60.Bc, 98.80.Bp, 98.80.Cq 
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Pashitskii E. A., Pentegov V. I.  Phase transitions and spontaneously broken symme-
tries in the early Universe 

Annotation 
Some problems of current importance in modern cosmology, including the 

origin and evolution of our Universe and the nature of gravity, are examined. The 
paper treats the mechanisms of the emergence of nonlinear scalar fields and dis-
cusses the formation of the spatially inhomogeneous large-scale structure of the 
modern Universe, as well as the origin of “dark energy” and “dark matter”. The con-
sideration emphasizes the unity of the laws of nature in an extremely wide range of 
energies and temperatures, which covers 32 orders of magnitude, starting with the 
phenomena of superconductivity and superfluidity up to Planck temperatures of the 
order of 1032 K. 

Keywords: early Universe, equation of state, phase transition, inflation, cos-
mological constant, gauge symmetry, graviton, scalar boson, tensor boson. 

PACS numbers: 04.60.-m, 04.60.Bc, 98.80.Bp, 98.80.Cq 
 

Abstract 
This review touches upon some problems of current importance in modern 

cosmology, including the origin and evolution of our Universe and the nature of grav-
ity. Without involving such widely used and currently popular concepts and methods 
as supergravity and string theory in multidimensional anti-de Sitter spaces, the  
authors were trying to show that most of the problems of gravity and cosmology 
could be solved within the framework of ordinary quantum field theory. It is shown 
that using methods and concepts well developed in condensed matter physics for 
describing such macroscopic quantum phenomena as superconductivity, superfluidi-
ty, and phase transitions with spontaneous violation of various hidden symmetries, 
one can understand the most fundamental phenomena of nature at ultrahigh ener-
gies comparable to Planck energy. This demonstrates the unity of the laws of nature 
in an extremely wide range of energies and temperatures, which covers 32 orders of 
magnitude, starting with the phenomena of superconductivity and superfluidity of 
quantum Fermi and bose liquids at temperatures of about 1–100 K up to Planck 
temperatures of the order of 1032 K in the theory of fundamental nonlinear bosonic 
fields, which underlies the concept of physical vacuum. The paper treats the mecha-
nisms of the emergence of nonlinear scalar fields and discusses the formation of the 
spatially inhomogeneous large-scale structure of the modern Universe, as well as the 
origin of “dark energy” and “dark matter”. 

Keywords: early Universe, equation of state, phase transition, inflation, cos-
mological constant, gauge symmetry, graviton, scalar boson, tensor boson. 

PACS numbers: 04.60.-m, 04.60.Bc, 98.80.Bp, 98.80.Cq 
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Болотин Ю. Л., Тур А. В., Яновский В. В. Физика планковского масштаба 
в терминах предельных величин // Проблемы теоретической физики. 
Научные труды. Выпуск 3 / В. Г. Барьяхтар, Ю. Л. Болотин, А. Г. Даниле-
вич, В. Е. Захаров, В. И. Карась, В. М. Куклин, Э. А. Пашицкий, 
В. И. Пентегов, В. И. Соколенко, А. В. Тур, А. А. Туркин, В. В. Яновский ; 
под общей редакцией А. Г. Загороднего, Н. Ф. Шульги, ред. вып. 
В. В. Яновский – Х. : ХНУ имени В. Н. Каразина, 2019. – Вып. 3. – 398 с. 
(Серия «Проблемы теоретической и математической физики. Научные 
труды») 
 

Аннотация 
Обзор посвящен предельно достижимым значениям физических величин в 

нашей Вселенной. По сути это означает переход в область физики, которая может 
быть названа физикой планковских масштабов. Достижения современной физики 
огромны, но на их фоне камнем преткновения служит амбициозная идея создания 
квантовой гравитации. Эта идея столкнулась с большими проблемами, даже сама 
возможность существования такой теории не является очевидной. В обзоре обсужда-
ются современные попытки обнаружения свойств, которые могут присутствовать 
в еще не созданной теории, объединяющей ОТО и квантовую теорию. 

Ключевые слова: предельные величины, планковские масштабы, общая 
теория относительности, квантовая физика, минимальные масштабы, чёрные 
дыры, принцип неопределенности, голографический принцип. 

PACS numbers: 03.65, 04.20.Dw, 04.70.Dy, 05.20  
 

Реферат 
Обзор посвящен предельно достижимым значениям физических величин 

в нашей Вселенной. По сути это означает переход в область физики, которая мо-
жет быть названа физикой планковских масштабов. В момент появления план-
ковских масштабов эти естественные масштабы природы выглядели удручающе 
нелепыми. Трудно было представит физику, стоящую за этими масштабами. Как 
обнаружилось довольно скоро такая физика еще не была создана. Сразу после 
появления этих масштабов была создана специальная теория относительности, 
квантовая физика и чуть позже общая теория относительности. Однако для того, 
чтобы даже правильно сформулировать вопросы потребовалось значительное 
время на развитие этих наук. Развитие квантовой теории полей и общей теории 
относительности привело к пониманию необходимости их синтеза. Прежде всего 
был осознан грубый механизм возникновения нестационарной Вселенной. Были 
открыты новые объекты Вселенной – чёрные дыры, нейтронные звезды. Пост-
роена стандартная теория элементарных частиц. Успех следовал за успехом, 
создавая огромное поле идей и экспериментов. На фоне огромных достижений 
камнем преткновения послужила амбициозная идея создания квантовой грави-
тации. Эта идея столкнулась с большими и пока непреодолимыми проблемами, 
даже сама возможность существования такой теории не является очевидной. Это 
послужило причиной, по которой физики испытывают непреодолимое желание 
заглянуть за «занавесь» и понять явления сопутствующие квантовой гравитации 
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еще до создания такой теории. С этим связан ряд попыток усовершенствовать, 
изменить или перейти к новой теории даже таких признанных теорий как ОТО, 
специальная теория относительности, квантовая механика и другие. В послед-
нее время элементы таких изменений широко обсуждаются и некоторые из них 
затронуты в этом обзоре. 

Ключевые слова: предельные величины, планковские масштабы, общая 
теория относительности, квантовая физика, минимальные масштабы, чёрные 
дыры, принцип неопределенности, голографический принцип. 

PACS numbers: 03.65, 04.20.Dw, 04.70.Dy, 05.20  
 
Болотін Ю. Л., Тур А. В., Яновський В. В. Фізика планківського масштабу у тер-
мінах граничних величин 
 

Анотація 
Огляд присвячений гранично досяжним значенням фізичних величин 

у нашому Всесвіті. По суті це означає перехід в область фізики, яку можна  
назвати фізикою планківських масштабів. Досягнення сучасної фізики величез-
ні, але на їхньому тлі каменем спотикання є претензійна ідея створення кванто-
вої гравітації. Ця ідея зіштовхнулася з величезними проблемами, навіть сама 
можливість існування такої теорії не є очевидною. В огляді обговорюються су-
часні спроби виявлення властивостей, які можуть бути наявними у ще не ство-
реній теорії, що поєднує загальну теорію відносності та квантову теорію. 

Ключові слова: граничні величини, планковські масштаби, загальна тео-
рія відносності, квантова фізика, мінімальні масштаби, чорні діри, принцип не-
визначеності, голографічний принцип. 

PACS numbers: 03.65, 04.20.Dw, 04.70.Dy, 05.20 
 
 

Реферат 
Огляд присвячений гранично досяжним значенням фізичних величин 

у нашому Всесвіті. По суті це означає перехід в область фізики, яку можна назвати 
фізикою планківских масштабів. У момент появи планківских масштабів ці при-
родні масштаби природи виглядали гнітюче безглуздими. Важко було уявити фізи-
ку, що співвідноситься із цими масштабами. Як виявилося незабаром така фізика 
ще не була створена. Відразу після появи була створена спеціальна теорія віднос-
ності, квантова фізика й трохи пізніше загальна теорія відносності. Однак для того, 
щоб навіть правильно сформулювати питання необхідно було багато часу на розви-
ток цих наук. Розвиток квантової теорії полів і загальної теорії відносності привів до 
розуміння необхідності їх синтезу. Насамперед був усвідомлений грубий механізм 
виникнення нестаціонарного Всесвіту. Були відкриті нові об'єкти Всесвіту – чорні 
діри, нейтронні зірки. Побудовано стандартну теорію елементарних частинок. Успіх 
прямував за успіхом, створюючи величезне поле ідей і експериментів. На тлі вели-
чезних досягнень каменем спотикання є претензійна ідея створення квантової 
гравітації. Ця ідея зіштовхнулася з величезними проблемами, навіть сама мож-
ливість існування такої теорії не є очевидною. Це є причиною, через яку фізики від-
чувають непереборне бажання зазирнути за «завісу» і зрозуміти явища, супутні 
квантовій гравітації ще до створення такої теорії. Із цим пов’язана низка спроб удос-
коналити, змінити або перейти до нової теорії навіть таких визнаних теорій, як ЗТВ, 
спеціальна теорія відносності, квантова механіка й інші. Останнім часом  елементи 
таких змін широко обговорюються й деяких із них ми торкнулися в цьому огляді. 
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Annotation 
This review deals with the maximum achievable physical values in our Uni-

verse. This means a transition to the field of physics, which can be called the physics 
of Planck scales. 

The achievements of modern physics are huge, but against them the stum-
bling block is the claim idea of creating quantum gravity. This idea not only ran into 
huge problems, but even the very possibility of the existence of such a theory is not 
obvious. The review discusses modern attempts to discover properties that may be 
present in a theory that has not yet been created, combining general relativity and 
quantum theory. 

Keywords: Maximum achievable physical values, Planck’s scale, general relativi-
ty, quantum physic, minimum scale, black hole, uncertainty principle, holographic 
principle. 
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Abstract 
This review deals with the maximum achievable physical values in our Universe. 

This means a transition to the field of physics, which can be called the physics of Planck 
scales. At the time of Planck's scales appearance, these natural scales looked depressing-
ly ridiculous. It was difficult to imagine the physics behind these scales. As it turned out 
soon, such physics has not yet been created. Immediately after the appearance of these 
scales, a special theory of relativity was created, quantum physics and later the general 
theory of relativity. However, it took considerable time to develop these sciences even to 
formulate correctly the questions. The development of quantum field theory and the gen-
eral theory of relativity has led to a clear understanding that their synthesis was neces-
sary. First, the general mechanism of the emergence of the non-stationary Universe was 
understood. New objects of the Universe are discovered: black holes, neutron stars. A 
standard theory of elementary particles is constructed. The successes followed creating a 
huge space for ideas and experiments. On the background of important achievements, 
the idea of creating quantum gravity theory stays as the stumbling block. This idea has 
not only faced large and yet insurmountable problems, but the very possibility of the 
existence of this theory is not obvious. This is the reason why physicists have an irresist-
ible desire to look beyond the "curtain" to understand the phenomena accompanying 
quantum gravity even before the creation of such a theory. There are several attempts to 
improve, change or pass to the new theory in the recognized theories such as general 
relativity, special theory of relativity, quantum mechanics and others. New elements 
concerning these issues are now widely discussed and we present some of them in this 
review. 

Keywords: Maximum achievable physical values, Planck’s scale, general relativi-
ty, quantum physic, minimum scale, black hole, uncertainty principle, holographic 
principle. 
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Куклин В. М. Модуляционные неустойчивости // Проблемы теоретиче-
ской физики. Научные труды. Выпуск 3 / В. Г. Барьяхтар, Ю. Л. Боло-
тин, А. Г. Данилевич, В. Е. Захаров, В. И. Карась, В. М. Куклин, 
Э. А. Пашицкий, В. И. Пентегов, В. И. Соколенко, А. В. Тур, А. А. Тур-
кин, В. В. Яновский; под общей редакцией А. Г. Загороднего, 
Н. Ф. Шульги, ред. вып. В. В. Яновский – Х. : ХНУ имени В. Н. Карази-
на, 2019. – Вып. 3. – 398 с. (Серия «Проблемы теоретической и матема-
тической физики. Научные труды»). 
 

Аннотация 
В работе обсуждаются различные случаи развития модуляционной не-

устойчивости интенсивных периодических структур в волновых и в неволновых 
средах. Особенностью модуляционной неустойчивости является возникновение 
практически симметричного относительно волнового вектора волны большой 
амплитуды спектра несобственных для данной среды возмущений. В случае вы-
сокого уровня диссипации, вблизи и выше порога неустойчивость представляет 
собой каскад процессов с увеличивающимся временем развития и все большим 
характерным масштабом. Спектр возмущений в развитом режиме оказывается 
практически линейчатым. Формируя при этом самоподобную структуру большой 
пространственной четкости. При незначительном уровне диссипации вдали от 
порога волновое движение формирует волны и огибающие аномальной ампли-
туды, в максимуме превышающие среднюю амплитуду волнения в три раза. 
Форма огибающей или волнового пакета подобна форме бризера, причем дина-
мика во времени также подобна. Бризеры являются автоволнами в консерватив-
ных волновых системах, здесь же формирование подобного бризеру волнового 
пакета происходит за счет вынуждаемой накачкой интерференции возникающих 
в этой окрестности стоячих волн разной длины, скорость которых оказывается 
больше или меньше скорости основного волнового движения. Показано форми-
рование самоподобных пространственных структур в развитой конвекции тонко-
го слоя жидкости или газа вследствие развития модуляционной неустойчивости. 
При этом тороидальные вихри конвекции генерируют полоидальные вихри 
большого масштаба – эффект гидродинамического динамо. Представлены экспе-
риментальные результаты исследования возникающих самоподобных структур 
на поверхности графита. Обсуждаются особенности развития параметрических 
неустойчивостей. Характер самосогласованных параметрических неустойчиво-
стей подобен процессам модуляционной неустойчивости. 

Ключевые слова: Модуляционная неустойчивость, самоподобные структу-
ры, волны аномальной амплитуды, эффект гидродинамического динамо, пара-
метрические неустойчивости. 
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Реферат 
В работе обсуждаются различные случаи развития модуляционной не-

устойчивости интенсивных периодических структур в волновых и неволновых 
средах. Особенностью модуляционной неустойчивости является возникновение 
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практически симметричного относительно волнового вектора волны большой 
амплитуды спектра несобственных для данной среды возмущений.  При нали-
чии источника, поддерживающего существование волны большой амплитуды, 
рассмотрены случаи разного уровня диссипации ее энергии.   

В случае высокого уровня диссипации вблизи и выше порога неустойчи-
вость приводит к возбуждению спектров, ширина которых сужается, формируя 
узкие спектральные линии. При этом возникают условия для развития более 
крупномасштабной модуляции. Таким образом, модуляционные неустойчивости 
вблизи порога представляют собой каскад процессов с увеличивающимся време-
нем развития и все большим характерным масштабом. Спектр возмущений 
в развитом режиме оказывается практически линейчатым, формируя при этом 
самоподобную структуру большой пространственной четкости. При незначитель-
ном уровне диссипации вдали от порога модуляционной неустойчивости иници-
ируемое источником волновое движение формирует волны и огибающие ано-
мальной амплитуды, в максимуме превышающие среднюю амплитуду волнения 
в три раза, а для сходящихся волновых фронтов и более того. Несимметричность 
спектра модуляционной неустойчивости может привести к образованию волно-
вых пакетов аномальной амплитуды с разной крутизной переднего и заднего 
фронтов. Форма огибающей или волнового пакета подобна форме бризера, при-
чем динамика во времени также подобна. Бризеры являются автоволнами в кон-
серватиных волновых системах, здесь же формирование подобного бризеру вол-
нового пакета происходит за счет вынуждаемой накачкой интерференции воз-
никающих в этой окрестности стоячих волн разной длины, скорость которых ока-
зывается больше или меньше скорости основного волнового движения.  То есть 
показано, что образование данной автоволны – бризера – это результат развития 
модуляционной неустойчивости в неравновесной среде при наличии волнового 
движения большой амплитуды. Рассмотрено развитие конвекции в тонком слое 
жидкости или газа с градиентом температуры с плохо проводящими тепло гра-
ницами. Подобные условия реализуются в тонкой облачности. Вблизи порога 
конвективной неустойчивости формируется поле пространственно однородных 
конвективных ячеек, которое оказывается модуляционно неустойчивым. Именно 
линейчатый спектр конвективных тороидальных вихревых ячеек создает усло-
вия для развития крупномасштабной модуляционной неустойчивости. Пред-
ставлено формирование самоподобных пространственных структур в развитой 
конвекции тонкого слоя жидкости или газа вследствие развития модуляционной 
неустойчивости. При этом тороидальные вихри конвекции генерируют полои-
дальные вихри большого масштаба – эффект гидродинамического динамо. Пред-
ставлены экспериментальные результаты исследования возникающих самопо-
добных структур на поверхности графита. Важным в полученных эксперимен-
тальных данных является не столько факт наличия вертикальной составляющей 
модуляции, а скорее, несомненное подобие первичной структуры – элементарной 
ячейки и вторичной структуры – модуляции поверхности электронной плотно-
сти. Обсуждается природа модуляционной неустойчивости, которая приводит к 
образованию подобных самоподобных поверхностных структур. Рассмотрены осо-
бенности развития параметрических неустойчивостей при воздействии на среду 
однородных в пространстве полей.  Характер самосогласованных параметриче-
ских неустойчивостей подобен процессам модуляционной неустойчивости. Спек-
тры параметрических неустойчивостей симметричны в пространстве волновых 
чисел соответственно в положительной и отрицательной областях. В результате 
развития параметрических неустойчивостей происходят модуляции параметров 
среды.  
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Куклін В. М. Модуляційні нестійкості 

 
Анотація 

У роботі обговорюються різні випадки розвитку модуляційної нестійкості ін-
тенсивних періодичних структур в хвильових і нехвильових середовищах. Особли-
вістю модуляційної нестійкості є виникнення практично симетричного щодо хви-
льового вектора хвилі великої амплітуди спектра невласних для цього середовища 
збурень. У разі великого рівня дисипації поблизу і вище порога формується каскад 
процесів зі зростаючим часом розвитку і все більшим характерним масштабом. 
Спектр збурень в розвиненому режимі виявляється практично лінійчатим, фор-
муючи водночас самоподібну структуру великої просторової чіткості. У випадку 
незначного рівня дисипації далеко від порога хвильовий рух формує хвилі і оги-
наючі аномальної амплітуди, що в максимумі перевищують середню амплітуду 
утричі. Форма огинаючої або хвильового пакета подібна формі бризера, причому 
динаміка в часі також подібна. Бризери є автохвилями в консервативних хвильо-
вих системах, тут же формування подібного бризеру хвильового пакета відбуваєть-
ся за рахунок інтерференції стоячих хвиль різної довжини, швидкість яких є біль-
шою або меншою за швидкість основного хвильового руху. Показано формування 
самоподібних просторових структур в розвиненій конвекції тонкого шару рідини 
або газу внаслідок розвитку модуляційної нестійкості. Водночас тороїдальні вихо-
ри конвекції генерують полоїдальні вихори великого масштабу – ефект гідродина-
мічного динамо. Подано експериментальні результати дослідження самоподібних 
структур на поверхні графіту. Обговорюються особливості розвитку параметричних 
нестійкостей. Характер самоузгоджених параметричних нестійкостей подібний до 
процесів модуляційної нестійкості. 

Ключові слова: Модуляційна нестійкість, самоподібні структури, хвилі ано-
мальної амплітуди, ефект гідродинамічного динамо, параметричні нестійкості. 

PACS numbers: 52.35.Mw; 47.35.Bb; 47.55.pb; 68.35.B 
 

Реферат 
У роботі обговорюються різні випадки розвитку модуляційної нестійкості 

інтенсивних періодичних структур в хвильових і нехвильових середовищах. Осо-
бливістю модуляційної нестійкості є виникнення практично симетричного щодо 
хвильового вектора хвилі великої амплітуди спектра невластивих для цього се-
редовища збурень. За наявністю джерела, що підтримує існування хвилі великої 
амплітуди, розглянуто випадки різного рівня дисипації її енергії. У разі велико-
го рівня дисипації поблизу і вище порога нестійкість призводить до появи спект-
рів, ширина яких звужується, формуючи вузькі спектральні лінії. Водночас ви-
никають умови для розвитку більш великомасштабної модуляції. Отже, модуля-
ційні нестійкості поблизу порога являють собою  каскад процесів зі зростаючим 
часом розвитку і все більшим характерним масштабом. Спектр збурень в розви-
неному режимі виявляється практично лінійчатим, формуючи при цьому само-
подібну структуру великої просторової чіткості. У разі незначного рівня дисипа-
ції далеко від порога модуляційної нестійкості, хвильовий рух формує хвилі 
і огинаючі аномальної амплітуди, які в максимумі перевищують середню амплі-
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туду як мінімум утричі, а для хвильових фронтів, що сходяться, і більш за це. 
Несиметричність спектру модуляційної нестійкості може призвести до утворення 
хвильових пакетів аномальної амплітуди з різною крутизною переднього і зад-
нього фронтів. Форма огинаючої або хвильового пакету подібна до форми бризе-
ра Перегріна, причому динаміка в часі також подібна. Бризери є автохвилями в 
консервативних хвильових системах, тут же формування подібного бризеру хви-
льового пакета відбувається за рахунок інтерференції стоячих хвиль різної дов-
жини, швидкість яких виявляється більшою або меншою за швидкість основного 
хвильового руху. Тобто показано, що утворення цієї автохвилі бризера – це ре-
зультат розвитку модуляційної нестійкості в нерівноважному середовищі за ная-
вністю хвильового руху великої амплітуди. Розглянуто розвиток конвекції в тон-
кому шарі рідини або газу з градієнтом температури. Подібні умови реалізують-
ся в тонкій хмарності. Поблизу порогу конвективної нестійкості формується поле 
просторово однорідних конвективних осередків, яке виявляється модуляційно 
нестійким. Саме лінійчатий спектр конвективних тороїдальних вихрових осере-
дків створює умови для розвитку великомасштабної модуляційної нестійкості. 
Показано формування самоподібних просторових структур в розвиненій конвек-
ції тонкого шару рідини або газу внаслідок розвитку модуляційної нестійкості. 
Водночас тороїдальні вихори конвекції генерують полоїдальні вихори великого 
масштабу – ефект гідродинамічного динамо. Подано експериментальні резуль-
тати дослідження виникнення самоподібних структур на поверхні графіту. Важ-
ливим в отриманих експериментальних даних є не стільки факт наявності вер-
тикальної складової модуляції, а скоріше, безсумнівна подібність первинної 
структури – елементарної комірки і вторинної структури – до модуляції поверх-
невої електронної щільності. Обговорюється природа модуляційної нестійкості, 
що призводить до утворення самоподібних поверхневих структур. Розглянуто 
особливості розвитку параметричних нестійкостей під час впливу на середовище  
однорідних в просторі полів. Характер самоузгоджених параметричних нестійко-
стей подібний до процесів модуляційної нестійкості. Спектри параметричних 
нестійкостей симетричні в просторі хвильових чисел відповідно в позитивній та 
негативній областях. В результаті розвитку параметричних нестійкостей відбу-
вається модуляція параметрів середовища. 

Ключові слова: Модуляційна нестійкість, самоподібні структури, хвилі ано-
мальної амплітуди, ефект гідродинамічного динамо, параметричні нестійкості. 
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Kuklin V. M. Мodulation instabilities 
 

Annotation 
Various cases of the development of the modulation instability of intense pe-

riodic structures in wave and non-wave media. The peculiarity of the modulation 
instability is the appearance of the perturbation spectrum which is practically sym-
metric with respect to large amplitude wave vector. In the case of a large dissipation 
level, near and above the threshold, the instability leads to the excitation of spectra 
whose width narrows, forming narrow spectral lines. The line spectrum creates the 
conditions for the development of a more large-scale modulation. The perturbation 
spectrum in the developed regime turns out to be practically linear. Forming thus 
self-similar structure of the big spatial clearness.  At an insignificant level of dissi-
pation, far from the threshold of modulation instability, the wave motion (initiated 
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by the source) forms anomalous amplitude waves and envelopes exceeding the aver-
age amplitude by at three times. The shape of the envelope or wave packet is similar 
to the shape of Peregrine breather, and the dynamics over time is similar. Breather 
are autowaves in conservative wave systems. In the nonequilibrium medium of the 
real ocean, the formation of a wave packet (similar to the breather) occurs due to the 
interference caused by pumping. One can observe the interference (analytically, nu-
merically and experimentally) of standing waves of different lengths arising in this 
neighborhood, the velocity of which is greater or less than the velocity of the main 
wave motion. The formation of self-similar spatial structures in the developed con-
vection of a thin liquid or gas layer due to the development of modulation instability 
is presented. In this case, toroidal convection vortices generate poloidal vortices of 
large scale – the effect of a hydrodynamic dynamo. Experimental results of the in-
vestigation of emerging self-similar structures on the graphite surface are presented. 
The features of the development of parametric instabilities are discussed. The na-
ture of self-consistent parametric instabilities is similar to the processes of modula-
tion instability. 

Key words: Modulation instability, self-similar structures, waves of anoma-
lous amplitude, hydrodynamic dynamo effect, parametric instabilities. 

PACS numbers: 52.35.Mw; 47.35.Bb; 47.55.pb; 68.35.B 
 

Absract 
Various cases of the development of the modulation instability of intense pe-

riodic structures in wave and non-wave media. The peculiarity of the modulation 
instability is the appearance of the perturbation spectrum, which is practically 
symmetric with respect to large amplitude wave vector. The modes of the perturba-
tion spectrum are improper for a given medium as a rule. The cases of different dis-
sipation levels of large amplitude wave, in the presence of a source that supports it 
existence, are considered. In the case of a large dissipation level, near and above the 
threshold, the instability leads to the excitation of spectra whose width narrows, 
forming narrow spectral lines. The line spectrum creates the conditions for the de-
velopment of a more large-scale modulation. Thus, the modulation instabilities near 
the threshold represent a cascade of processes with an increasing characteristic time 
of development and a larger characteristic scale. The perturbation spectrum in the 
developed regime turns out to be practically linear. Forming thus self-similar struc-
ture of the big spatial clearness. At an insignificant level of dissipation, far from the 
threshold of modulation instability, the wave motion (initiated by the source) forms 
anomalous amplitude waves and envelopes exceeding the average amplitude by at 
three times. For converging wave fronts and more. The asymmetry of the modulation 
instability spectrum can lead to the formation of wave packets of anomalous ampli-
tude with different steepness of the leading and trailing fronts. The shape of the en-
velope or wave packet is similar to the shape of Peregrine breather, and the dynam-
ics over time is similar. Breather are autowaves in conservative wave systems. In 
the nonequilibrium medium of the real ocean, the formation of a wave packet (simi-
lar to the breather) occurs due to the interference caused by pumping. One can ob-
serve the interference (analytically, numerically and experimentally) of standing 
waves of different lengths arising in this neighborhood, the velocity of which is 
greater or less than the velocity of the main wave motion. It is shown that the for-
mation of a given autowave-breather is the result of the development of a modula-
tion instability in a nonequilibrium medium in the presence of wave motion of large 
amplitude. The development of convection in a thin liquid or gas layer with a tem-
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perature gradient with poorly conductive heat boundaries is considered. Similar 
conditions are realized in thin clouds. Near the threshold of convective instability, a 
field of spatially homogeneous convective cells is formed.  Which turns out to be un-
stable. The line spectrum of convective toroidal vortex cells creates the conditions for 
the development of large-scale modulation instability. The formation of self-similar 
spatial structures in the developed convection of a thin liquid or gas layer due to the 
development of modulation instability is presented. In this case, toroidal convection 
vortices generate poloidal vortices of large scale – the effect of a hydrodynamic dy-
namo. Experimental results of the investigation of emerging self-similar structures 
on the graphite surface are presented. Important in the experimental data obtained 
is not so much the fact of the presence of a vertical component of the modulation, but 
rather an undeniable similarity of the primary structure – the unit cell and the sec-
ondary structure – of the modulation of the electron density surface. The nature of 
the modulation instability is discussed, which leads to the formation of similar self-
similar surface structures. The features of the development of parametric instabili-
ties under the influence of fields homogeneous in space are considered. The nature of 
self-consistent parametric instabilities is similar to the processes of modulation in-
stability. The spectra of parametric instabilities are symmetric in the space of wave 
numbers, respectively, in the positive and negative regions. Because of the develop-
ment of parametric instabilities, the parameters of the medium are modulated. This 
gives grounds for considering parametric instabilities similar to modulation instabil-
ities and vice versa. 

Key words: Modulation instability, self-similar structures, waves of anoma-
lous amplitude, hydrodynamic dynamo effect, parametric instabilities. 

PACS numbers: 52.35.Mw; 47.35.Bb; 47.55.pb; 68.35.B 
 
  



396                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 
 

 

 
 
 
 
Болотин Юрий Львович – доктор физико-математических 
наук, профессор, заведующий отделом Института теоретиче-
ской физики им. А. И. Ахиєзера Национального научного 
центра «Харьковский физико-технический институт».  

 

 
 
 
Захаров Владимир Евгеньевич – доктор физико-
математических наук, профессор, академик Российской ака-
демии наук, директор (1993–2003 гг.), главный научный 
сотрудник Института теоретической физики имени П. Н. 
Лебедева РАН, профессор (Regent's Professor) университета 
Тусон (Аризона, США), награжден медалью Дирака, лауреат 
Государственных премий СССР и Российской Федерации. 

 

 
 
 
 
Карась Вячеслав Игнатьевич – доктор физико-
математических наук, начальник лаборатории ННЦ ХФТИ 
(Харьков) НАН Украины, профессор Харьковского нацио-
нального университета имени В. Н. Каразина, лауреат Госу-
дарственной премии Украины в области науки и техники, 
член–корреспондент Международной академии наук при-
кладной радиоэлектроники Украины, Беларуси и России. 

 

 
 
 
 
Куклин Владимир Михайлович – доктор физико-
математических наук, профессор, заведующий кафедрой 
Харьковского национального университета имени В. Н. Ка-
разина. 



ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ           397 
 

 

 
 
 
Пашицкий Эрнст Анатольевич – доктор физико-
математических наук, профессор, член–корреспондент 
Национальной академии наук Украины, главный научный 
сотрудник Института физики НАН Украины, лауреат Госу-
дарственной премии УССР и премии НАН Украины имени 
С. И. Пекара. 

 

 
 
 
 
 
Пентегов Всеволод Игоревич – кандидат физико-
математических наук, научный сотрудник Института физи-
ки НАН Украины. 

 

 
 
 
 
 
Соколенко Владимир Иванович  доктор физико-
математических наук, заведующий отделом ННЦ ХФТИ 
(Харьков) НАН Украины. 

 

 
 
 
Тур Анатолий Валентинович – доктор физико-
математических наук, научный сотрудник Национального 
центра научных исследований Франции (CNRS), профессор 
Университета Пауль Сабатини, института исследований 
астрофизики и планетологии, выпускник Харьковского 
национального университета имени В. Н. Каразина. 



398                                              ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 
 

 

 

 

 

Туркин Анатолий Аркадьевич – доктор физико-
математических наук, ведущий научный сотрудник Инсти-
тута теоретической физики им. А. И. Ахиезера ННЦ ХФТИ 
(НАН Украины, г. Харьков).  

 

 

 

Яновский Владимир Владимирович – доктор физико-
математических наук, заведующий отделом Института мо-
нокристаллов НАН Украины (Харьков), профессор Харьков-
ского национального университета имени В. Н. Каразина. 

 
  



ПРОБЛЕМЫ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ           399 
 

 
 

ДЛЯ НОТАТОК 
 

  


