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BCTVII

MeTtoanuHi BKa3iBKU MPU3HAUEHO /IS CTYACHTIB (akyJIbTeTy pamaiodi3ukw,
O0l0OMeIMYHOI ENeKTPOHIKM Ta KOMIT FOTEPHHX CHCTEM, IO BHBYAIOTH KYypPC
«[IpuknanHuii MaTeMaTHYHUHN aHAJI3 Ta €JIEMEHTH KOMIT FOTEPHOI MaTeMaTHKN.

Y MeToauyHMX BKa3iBKax pO3MVISIHYTO TEMH, IIOB’sA3aHI 3 JIOTIYHOIO
CUMBOJIIKOIO, TEOPI€I0 MHOXHWH, aHali3oM 1 moOyaoBowo rpadikiB (yHKIIH 3
BUKOPUCTAHHSAM €JIEMEHTAPHUX TIEPETBOPEHb, TPAHMUIIIMU (DYHKIIIHM, TOXITHOIO 1
nudepeniiaiom. B kokHOMY po3aiii HaBOASATHCS CTHCI TEOPETUYHI B1AOMOCTI,
OpUKJIaAX  PO3B’s3aHHS 3a7a4y, a TaKoX 3aBJaHHSA A CaMOCTIHHOTO
onpauoBaHHa. Lle n103Bose He MUIIe 3aKPINUTH TEOPETUYHI 3HAHHSA, a U HAOyTH
NPAaKTHYHUX HABUYOK aHami3y. Jis Aeskux 3aBaHb HAJAAHO BiIMOBIIL, IO CIIPUSE
camomnepeBipii. OKpiM TOTO, PO3TISHYTO AITOPUTM OOUYMCIICHHS 3HAYEHBb TPAHUIII
¢GyHKUIi 1 anropuT™M OOYHMCIEHHS 3HAa4YeHHS NOXiJHOI (QYHKLII Yy Toull 3
BUKOPUCTAHHSAM CKIHYEHHO-PI3HUIIEBOI CXEMH, SIKI MPOMOHYETHCA peali3yBaTh
MoBoro Java. IlpaktuuHe 3acTOCyBaHHS TPOTPAMyBaHHS MJIS PO3B’S3aHHS
MaTEeMaTUYHUX 3a7ad Ja€ MOXJIMBICTh CTyJACHTaM 3700yTH HAaBUYKH, SKI €
aKTyaJIbHUMHU JIJIs1 iXHBOT MPO(deCiiHOI AiSTBHOCTI.

3anpornoHOBaHi 3aBIaHHSI € OCHOBOIO /IS OMAHYBAaHHS KIFOYOBHX METOJIB
aHanmizy. HaOyTi mpakTW4yHI HaBHYKH JOTIOMOXYTh CTyJEHTaM Yy MailOyTHbOMY
pO3B’A3yBaTH CKJIAIHIII NPUKIAAHI 3aj1ayl, M0 BUHUKAIOTH y paaiodizuul Ta
CYMDKHHX TaTy3siX.



PO3UJI 1. TEOPIA MHOXHH. JIOTTYHHA CUMBOJIIKA

TeoperuuHi BizomocTi
Jloriyna cumBoJTiKA
1) € — HaNEXKUTb.

2) = — ciigyBaHHs (IMIUTIKAIIis).

a = [} — cKJlaJHe BUCJIOBIIOBaHHA. 3 @ BUIUIUBAE [ [ — HACHiAOK & ; [
— HeoOxiOHa yMOBa Ui O ; O — Odocmamus yMmMoBa mius f; skuio o, 10 f.
3BepHITH yBary, 1o K0 & JOCTaTHLO sl [, TO [ HEOOX1aHO I .

3) < — piBHOCHIIBHICTD, €KBIBAJICHTHICTb.
o= = a= f u f= «.lnmui cnocibd 3anucy:

(aepf)eo(a=fu f=a)

(1952

4) A — KOH IOHKIIisl, JIOTIYHE MHOKEHHS, “1”.

anf<ea " [ — BUpa3 ICTUHHUM TOJI 1 JIMIIE TOJI, KOJU ICTHHHUMU €
o0OuBa BUpa3n & 1 .

5) v — au3’IOHKIIIS, JOTIYHE J0/1aBaHHs, “a00”.
av < a "abo" [ — BUpa3 XuOHUHI TOAL 1 JIMIIE TOAl, KOJU XUOHUMU €

obusiBa BUpazu & 1 .

99 <6

6) V — kéanmop 3aranbHOCTI, “IUIs BCIX”, I KOXKHOTO.

9 ¢

7) 3 — keaumop icHyBaHHA, “IcHYE”, “3HANIETHCT .
9 9

8) I — keawmop icHyBaHHS 1 €IWHOCTI, “ICHy€ €IMHUU”, “iCHYe JHUIIE
ouH”.

9 , | — 3amepeycHHs, “He”.

a = o — 3allCpCUCHHS 3alICPCUCHHSA CHiBHaILaE 3 BI/IXiI[HI/IM TBCPIKCHHAM.

IIpaBuio. Ilpu 3anepedeHH1 Bupa3y 3 KBAaHTOpaMH, KBAHTOPHU 3arajibHOCTI 1
ICHYBaHHsI 3aMI1HIOIOTbCS HA IPOTHJIEAKHI1, @ OCTaHHINA BUpa3 3allepeuyeThes.

(V)Ey)E2)(V)(P(x, y,z,1)) = BxX)(VY)(VZ)E(P (X, Y, 2,1))

IIpaBuio mepecTtaHoBKM KBaHTOpiB. OJHAKOBI KBAaHTOPU Yy CKJIATHOMY
BHpPa3l MOYKHA TIEPECTABIISITH.

a)Vx Yy P(x,y)=Vy ¥x P(X,Yy)




0) Ix Jy P(x,y) =3y Ix P(x,y)

[Ipu nepectaHoBLI pI3HUX KBAHTOPIB HE BUXOJUTH PIBHOCHIIBHOT'O TBEPKEHHS
-

vx 3y P(x,y) 3y Vx P(X,Y)
<

Taoauni icTuHHOCTI
Hexait o =1 — ictuno, ¢ =0 — XuOHO

a) & , TabIULA ICTUHHOCTI AJIs 3arepedeHHs

OHQ

0) a A [, Tabauld ICTUHHOCTI UIS KOH FOHKINT
b

al|flanp
11 |1
11010
0|1 |0
0 |0 |0

B) a Vv [, TabJIUIIs ICTUHHOCTI JIJIsl IU3  FOHKIT

a|plavp
1|1 |1
1 (0 |1
0|1 1
0 |0 |0

r) @ = [ — Tabaullg ICTUHHOCTI JJIsI CJIiTyBaHHS

a|pla=p

111 |1

110 |0

0 |1 |1 !

0 |0 |1

3ayBaxkeHHsl. 3 XUOHOTO TBEPXKCHHSI BUTUIMBAE BCE, 110 3aBTOJTHO.

Onepanii Hax MHOKMHAMU
1) C— BKJIFOYEHHS

Ac B, B> A- A mictuteesy B, B mictute A.



Ac B=(Vxe A)(xeB)=(Vx)(xe A= xeB)

Kosxen enemMenT MHOXKUHN A HaJICKUTh MHOXKUHI B .

2) = — PIBHICTb

A=B< (AcB)A(Bc A). A=B=(¥X)(xe A= xeB).

Jlnist Oyap-sikoro X, X HajuekuTh A TOII 1 JIMIIE TOMI, KOJIM X HaJICKUTh B.
3) U — 00’ eqHaHHs

AuB={x|xe AvxeB} - ne Taka MHOXHHA, 10 $KOi BXOJIATH BCi
eieMedTy 3 MHOXKUH A 1 B.

4) N — nepeTuH
ANB={x| xe AA X € B} — ie MHOXXHHA eJIeMEHTIB, criiibHuX 111 A i B.
5) \ — pizHHLA

A\B ={x| xe AA x¢ B} — 11le MHO)XHHA TaKKX CIIEMEHTIB, SIKI BXOJATH JI0
A, a 1o B He BxoasTh

6) A — cumMeTpUYHA PiI3HHLS

AAB = (A\B)U(B\A)

Busnauennsi. Hexait ¢ muoxuau | i A: Acl. Tomi C A=I1\A
HasuBaeTbes nonosueHHs A B | . Hexait x el , Toxi

X¢ A xeCA

7) X — 1eKapTOBHUH 100yTOK

Busnauenns. /Jexapmosuii 0ooymox MHOXWUHM X 1 Y — MHOXHWHA BCiX
BITOPSITKOBAHUX Iap, SIKi MOYKHA CTBOPUTH 3 €JIEMEHTIB MHOXKHHU X 1Y .

XxY ={(x,y)| xeX AyeY}

Ipuxiaaau po3B’si3aHHdA 327124
Hpuxaan 1.

(VxeR) (x*=1) — xu6ne tBepKeHHs. 11]00 10BeCTH XMOHICTD, JOCTATHBO

HABECTHU OJWH MPUKJIIAI, JJIsI IKOTO BOHO HE BUKOHY€EThCst. Hanpukmam, X =0,
(3xeR) (x* =1) —icrunne. Hanpuxmam, x =1.

(IxeR) (x* =1) — xubne. Hanpuknan, X =11 x=-1 — aBa X, He €TUHHUMA.



(3xeR) (2" =1) — icruune. Hanpuknan, x=0.

Hpuxknax 2. 3 BUKOPUCTAHHAM TaOJMIl ICTUHHOCTI JIOBECTH IPaBHUIIO
xoHTpanosutii (o = f)=(f = a).

3amnmuIreMo Ta0JIUII0 ICTUHHOCTI

a|pla|p|la=>p | f=a
11 ]0 (0 |1 1
1 /00 |1 |0 0
O/1 (1 |0 |1 1
O /0 (1 |1 |1 1

Hpuxknax 3. JloBectm mpaBwio a¢ Moprasa g MHOXHH
C,(AuB)=C,ANC,B

Cnouatky noenemo “=”. Hexaii x € C, (AU B). HeoOxigHo mokasaru, 1o
ixeC,AnC,B.

(VX)(xeC,(AuB))= (¥X)(x¢ (AUB))= (¥X)(xe AUB) =

= (vVX)((xe A)v (xe B))= (vX)((x € A) A (x € B))= (VX)((x £ A) A (X £ B)) =
= (VX)((x e C,A) A (x e C,B))= (Vx)(x e C,AnC,B)

Tenep nosenemo “<=". Hexait X e C,AnC, B. HeobxigHo mokasaru, 1o i
xeC,(AuB).

(VX)(x e C,AnC,B) = (VX)((xeC,A)A(xeC,B)= (VX)(x g A)A(x & B))=

= (VX)((X & A) A (x £ B) )= (vX)(x € A) v (X € B))= (VX)X € AUB)=
= (VX)(x ¢ AUB)= (¥X)(x e C(AUB))

3ayBaxennss. HacnpaBal, npu A0BEIEHHI BUKOPHCTOBYBAJIWCS JIMILE
BU3HAYEHHS. 3HAYUTh BCIOJU MOKHA OyJI0O MOCTaBUTH 3HAK €KBIBAJEHTHOCTI ‘<"
1 IPOBECTH JIOBEICHHS B OJIUH €Tarl.

Hpukaax 4. 3vHaiitm nekaproBuid qo0yToK MHOXHMH X XY 1 Y x X,
X={, 2}, Y ={2, 3}.

XxY ={1 2), 4 3), (2 2), (2, 3)}
YxX={21), 31, (22,3 2)



Ipukaan 5 1o npaBuiia NEPEeCTaHOBKU KBAHTOPIB

Hexaii € nBa uncna X,y € R i tBepmkenns P(X,y) =y > X. Busnauutu, sike

3 TBEP/KCHB € BIPHUM, a SIK€ — HEBIPHUM:
a) Vx3ay P(x,y) 0) Ayvx P(x,Yy).

a) Vx3y(y>Xx) — BipHo. Ham TyT mis Oyap-sSKOTO MIMCHOrO 4mcia X
HEOOXiTHO BKa3aTH Xoda O OJHE YHCIO Y, JUIsl SKOTO BUKOHYeThbes P(X,Y).

Hampuknan, BizsbMmemo y = X+1.

0) JyVx(y>x) — nesipno. loememo 1e. BizbMeMo Oyap-skmii VY i
BizbMeMO X=Y+1¢Yy —? Hexait y+1<y. Toxai, ckopoTuBim Yy 3iiBa 1 cripaBa

y+1<y, orpumaemo 1< 0 — He BipHO. OTxe mokasanu, mo Vy Ix (X>VY).

3agadi 1y caMOCTIHHOTO PO3B’A3aHHS
VY 3ajmauax BEIUMKUMH JIITEpaMH TMO3HAYeHO MHOXHMHU. KokHa 3 HUX €

[T AMHOXXUHOIO JIEAKOT MHOXKHAHHA | .

|. BuzHauTe XHMOHICTh YU ICTUHHICTh TBEPIXKECHb
1) Hexaii o — tBepmkenHs, 1 —icrunne, 0 — xubHe.
a) a O 0) avO B) a Al r)avl

2) Hexaii p: “aucno 174 ninurbes Ha 37, q: “ine cHir”

a) p 0) q B) pv(q r) pAqQ n) p
e) =P, € gq=1p

3) Hexait X —3amayda 3 mipydyHuKa, Y — y4eHb y KJIaCi.
a) Vx 3y (y po3s’sizaB X) = Iy VX (y po3B’si3aB X)
0) 3y Vx (y po3s’s3aB X) = VX 3y (y po3B’si3aB X)
I1. 3 BUKOpucTaHHSAM TaOJMUIIl ICTUHHOCTI JOBEITh
1) Hpaswo cunorizmy (@ = B) A (B=7))= (@ =7)
2) 3anepeuenns immikauii (@ = f)=a A S
3) IIpaBuna ne Moprana

a) (avp)=anp

10



6) (anP)=avp
4) IIucTpuby THBHICTH
a) (avpB)ny=(any)v(fnry)
0) (anp)vy=(avy)n(Bvy)
5)
A)an@vp)=anrp

o) an(avp)=anp
B) (v B)=arp
) (@np)=avp

Il JloBeaiTh
1) AuB =B U A — xoMyTaTUBHICTh
2) AnB =B A - xomyraruBHiCcTh

3) AAB = BAA — KOMyTaTUBHICTb

4) (AuB)NC=(AnC)u(BNC) — nuctpuOyTHBHICTh (BHUKOPUCTATH

11.4)

5 (AnB)uUC=(AuC)n(BUC) - aucTpuOyTUBHICTH (BHKOPHUCTATH

11.4)

6) IIpaBuna ne Moprana
a) C,(AuB)=C,AnC,B (aus. npuxmnam)
0) C,(AnB)=C,AUC B

7) C.C A=A

8) (AcC)A(BcC)=(AuB)cC

IV IlpointocTpyiiTe reoMeTpUYHO IEKapTOBUA TOOYTOK
1) nBOX BiApi3KiB 2) TBOX TPSMHUX

3) mpsMofi i TpaHuIIl Kojia 4) ipsimof 1 KoJia

11



V IlepeBipTe BIpHICTH
1) A\B=B\ A
2) (A\B)UB=AUB

3) A\(A\B)=AB

VI 3HaiaiTh

DanfArynd

3) (@nB)v(ynd)

2) av fvyvo

4) (av Y~ (y v o)

12



PO3/11JT 2. ®YHKIIII

3arajbHi TeopeTH4YHI BiIOMOCTI
Busnavennsi. Hexaii € nBi Muokuan X 1 Y. @yukyis (6i0oopasicenns),
sKa BimoOpakae MHOXHWHY X Yy MHOXHHY Y — II€ JIesKe MpaBWIO ad0 3aKOH,
3riIHO SKOMY KOKHOMY C€JICMECHTY MHOXHHHM X CTaBUTHhCS Yy BIIMOBIIHICT
€IUHUI CTIEMCHT MHOXKHWHH Y .

[To3nauenns. Hexait xe X, yeVY.

y=1f(x)

f: XY
f

X ->Y

X — f(x)

W
l
/\

. . :
HE BIIOOpaK€HHS B1AOOpPaXXCHHA  HE BIIOOpaKEHHS
Busnauenus

X =D, - obracmo susnauenns ynxmii f .

Y — obnacms 3nauens.

Muoxuna E, = f(X) — muoocuna snavens Gyuxuii f(X) — e MHOKHHA

takux Y €Y, mo icuye X € X , as sikux Y = f(X).
E, ={yeY|IxeX, y=1(X)}.
SAxmo y = f(x), Toni X —npoobpaz,a y —obpaz X.
X — apryMeHT (pyHKIIi.
3ayBamxenns. E, CY .
Ipukiaan
1) sinx: R —[-1, 1] — MHOXWHA 3HAYCHb.
2) sinx:[-z, 37] > R — o6nacth 3Ha4YCHb.
Busnauenns. [ pagix dynxuii I, ={(x, f(X))|xe X} X xY.

13



Busnauenus.

1) ®ynkuis f(x) (ctporo) MoHoToHHO 3pocmaiouana X (T) <
< (VXL X, € X) (X, >x, = f(x,) > f(x))
2) ®yukuis f(X) (cTporo) MoHOTOHHO cnadnaHa X (4) <
< (VXL X, € X) (X, >x, = f(x,) < f(x))
3) dynkuist f(x) MOHOTOHHO Hecnaona Ha X () <
< (VXL X, € X) (X, >x, = f(x,) > f(x))
4) dyukuis f(x) MoHOTOHHO Hespocmaroua Ha X () <
< (VX, X, € X) (X, >x = f(x,)< f(x))
1), 2) BU3HAYAIOTh CTPOTO MOHOTOHHI (PyHKIIII.

3), 4) BU3HA4YaIOTh HECTPOrO MOHOTOHHI (PYHKIII].

Hesiki “HOBI” pyHKIIT

-1, x<0,
1) y=signx (sgnx - 3aximHuii BapiaHT mo3HauYeHHs) =-0, =0,
1, x>0
OyHKIIISA
SV : y
a) BU3HAYEHA Ha BCIM JIHCHIN oOcl, li
O/3: xeR, d
0) € HemapHoO, Sign(-x) = —signx,
B) HENEpPioAuYHa, .0 x>
') HeTIepepBHA BCIOIH, 32 BUHSATKOM
nyna, sSignxeC(R\{0}). V¥V wnym mae O -1

CTpPHUOOK.

2) y=[x] — uina yactura X. L{i;10}0 4acTHHOI HA3MBAETHCS HANOIIbIIE

LIJI€ YKCII0, 110 He OuIbIIe 3a X.

14



34
21 —
it —

3 _5 -1 0 )1' 2 3 %

—t ]
—> 122
— 1-3

OyHKIIs:
a) BU3HAYeHA Ha BCiM miiicHik oci, O/[3: xe R,
0) HE € HI MapHOI0, Hi HEMAPHOIO,
B) HENEPiOAUYHA,

r) HeMmepepBHa BCIOAW, 3a BHUHATKOM I[UIMX 3HAa4Y€Hb AapryMeHTa,
[X]eC(R\Z). VY uinux 3Ha4eHHSIX Ma€ CTPUOOK.

3) y={x} — npoboBa yactuna, y = X —[X].

LI L L

3 2 -]

OyHKITiS:
a) BU3HAYeHa Ha Bcik miiicHik ocl, O/[3: xe R,
0) HE € HiI MapHOI0, Hi HEMAPHOIO,
B) mepioanyHa, epion L =1

I') HEINepepBHa BCIOAW, 3a BHHATKOM I[UIMX 3HA4YeHb apryMcHTa,
{x}eC(R\Z). VY uinux 3Ha4CHHIX Ma€ CTPUOOK.
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1 xeQ, . ) )
4) D(x)= {0 ‘e (Fi \Q — ¢ynkuis Jipixne. Mae po3puB y KOXHINA TOYII

YHCJIOBOT OCI.

e’ —e”’ : L . My
5) shx= Y (sinhx— 3axiguwmii BapiadT
MO3HAYCHHS )— CUHYC T1MepOoTidHUH.
OyHKIIs:
a) BU3HAY€Ha Ha BCil aiiicHii oci, O3: x e R, 0 ¥
0) € HenapHoto, sh x = —sh(—x),
B) HEMEPiOMYHAa,
r) HerepepBHa Bctoau, Shx € C(R).
6) chx= % (cosh x— 3aximHuii BapiaHT IMO3HAYCHHS) — KOCHHYC
rinepOoTIYHHUIA.
OyHKITIS: 7\ %
a) BU3HaueHa Ha Bcii aicHii oci, O/13: x e R,
0) € mapHoro, ch x = ch(—x),
B) HEMEPioAuYHa,
r) HerepepBHa Bcrou, ch x e C(R). z) x>
7) thx= % (tanhx — 3axigHWii BapiaHT IIO3HAYCHHS) — TAHTCHC
rinepOoTIYHUA.
OyHKLIS:

a) BU3HAYeHA Ha BCiM miiicHik oci, O/[3: xe R,
0) € HenapHoto, th (—x) =—th x,
B) HEMEPiOUYHAa,

r) HenepepsHa Bcroau, thx e C(R).

16



chx
8) cthx=—— (cothx -
shx
3ax1JHUM BapiaHT MO3HAYEHH:) y

— KOTaHT€HC TinepooIiyHui.
OyHKITiS:

a) BHU3HAUE€HAa Ha BCIH
nivicuiit oci, O/13: x € R\{0},

6) € Hemaphoro, _ _ _ _ _ " " " T T[T T T T T T TT=T
cth(=x)=—cthx,  =m=ecc-c-c-dooo 2

B) HEIEpioUYHa,

I') HelepepBHA BCIOAM, 3a
BUHATKOM TOUYKHU x=0,
cthxe C(R\{0}).

BujijieHHsI MIOBHOTO KBajpaTy
3arajnbHuUil aIropuTM
3amayer0  BUAUIGHHS  TOBHOTO  KBajApaTy €  TOJaHHA  (YHKIT

f(X)=ax’+ x+y ax f(x)=A(x+B)*+C,ne A, B, C —crani.

17



[Ipu po3B’s3aHHI 3a7a4i BHKOPUCTOBYIOTHCS (OPMYyIH CKOPOYEHOTO

MHOKCHHS

(a+b)* =a®+2ab+b?
(a—b)*=a’*-2ab+b*.
Hexaii f(X)=ax’+pBX+7y.

B, . 7

Kpok 1. Bunocumo «: f(X) = oc(x2 + =X+ —j. [TopiBHsIEMO 3 popmyIIOIO
a  «

CKOPOYEHOT0 MHOKEHHs. Toxi:
a’=x"abo a=xX,

2ab:£X,a60 2b:é N b:ﬁ
a a 20

2
Kpok 2. Jlogaemo i BigaiMaemo b? = (Zﬁj .
a

f(X)=a(X2+£X+1j=a X2 +£X+(ﬁj2 +1_(ﬁjz
20

(04 a a
(Hg

Kpox 3. Ilepumrii Tpu [0oAaHKM Yy JIyXXKax 3rOopTaEMo 3a (opMyIIioro

CKOPOYCHOI'O MHOKCHH:

f(x)=a| X* +ﬁx+(£j2 +l—(£jz :a(x+ﬁ)2 +0{1—(£sz
o 20 a \2a 20 a \2a
(vge)

Ipuxaaau po3B’si3aHHdA 327124

Buainutu noBHuUiA KBaapar.

Hpuxaax 1. f(x)=x"-6x+8.

f(x)=x"— 6 x+8=x"— 2 3x+8=(nonamo i BigHiMeMo b? =3?%)

6=2*3

18



=x’- 23X+ %22+ 8—-3° =(mepmi TpM JOJAHKM 3ropracMo 3a  (OpPMYIIOO

ckopoueHoro MHoxkeHHs)= (X —3)° +8-9=(x—3)* - 1.

Hpuxaang 2. f(x)=9x* -12x+2.

f(x)=9x2—12x+2:9(x2—Ex+g)=9 xz—ﬂx+E =9 x2—2-gx+E =
9 9 3 9 3 9
—— —

2ab 2ab

2 2 (2} 2 (2Y¥
no1aMo i BigaiMemo b’ :(—) =9 x° —2-—X+(—) +——(—j = (mepii Tpu
( 3 ) 2 3 "9 13 (mepuwi Tp

2ab
JOJAHKH 3TrOPTAEMO 32 POPMYJIIOI0 CKOPOUYEHOT'O MHOKEHHS)

A5 AT 5545 )

Ilo6ynoBa rpadikiB HLISIXOM eJleMEeHTAPHUX MePeTBOPEHb
3arajabHi BizoMocTi
Hexait € pynxisa f(X).

Ny

Jx)

) 4

N

19



1) y=f(x+a) — mepemimieHus BiiBo (skmo a>0) abo BopaBo (AKIIO
a<0).

N 4

2) y=f(X)+ A & y— A= f(x) — nepemimenns Bropy (sikuo A>0) abo
BHU3 (Ko A<0)

=W

3) y=—"f(X) — cumerpuune BimoOpakeHHsI BiTHOCHO OX

20



N 4

4) y = f (—X) — cumeTpuuHe BioOpaxkeHHs BiTHOCHO Oy

Py

f(x)

) 4

5) y= f(kx) — ctuckanns B3moBx oci Ox y k pasis (k >1).

21



=<V

6) y=kf(x) < % = f(X) — posraruenns B3nosx oci Oy y k pasis (k >1).

N 4

7) y=| f(X)| — gacTuaM kpuBOi, sKi Oyyin HIK4Ye oci OX BigOOpakaroThCs

CUMETPUYHO BITHOCHO HEi.

22



8) y= f(|x|) — yacturm kpuBoi miBimre oci Oy BiIKHIAIOTHCS, & YACTUHHU
KpuBOto Tpasimie oci Oy 3aIHIIA0THCS 1 CAMETPUYHO BiIOOPaKaIOTHCS BITHOCHO
HeEl.

Ny

23



Ipuxkaaau po3B’si3aHHA 327124
Hpuxaag 1. f(X)=x>-2x+2.

O3: XeR.
[TapHicTh/HenapHICTh: (PYHKIIIS HE MapHA 1 HE HEMapHa.
[TepiomnuHicTh: HETIEPIOANYHA.

Buninumo nosuuii kBagpar: f(X)=x>—2x+2=x*-2x+1+2-1=

=(x-1)* +1 - ne napabona 3 TilKkaMu Bropy, 3CyHyTa B3joBxK oci OX BIpaBoO i
B3/10Bk ocl Oy Bropy Ha 1. Bepmmna y Toumi (1, 1) .

Touku nepernHy 3 ocsamu koopauHaT. X=0 = y=1f(0)=2. Touka

nepetuny 3 Biccto Oy (0, X). y=0 = (x-1)° =-1 — HeMox11HBO.

Ny \ Ny

5t >

4 y=x* 4 y=x'-2x+2

34 3

2 2

| 1

3 2 -l 0 2 3 X3 2 1 0 2 3 X
x-1
Mpuxnag 2. f(x)=——.

X+1

O3: x+1#0 < x=#-1. ®ynkiia BuznadeHa npu X € R\{-1}.
[TapuicTb/HETTapHICTH: (PYHKIIIS HE MMapHa 1 He HemapHa.
[lepionuuHicTh: HETIEPIOANYHA.

[TeperBopumo ¢dynkiis f (X) Tak, u06 3BecTH i1 10 eaeMeHTapHOi PyHKIIIT

X | =

24



x—-1 .
f(x)= i1 (BUIITMMO Yy YHCEIbHUKY BHpa3 3HAMEHHHKA, IJI1 LbOTO
X+
Xx+1-1-1 x+1 -2 -2
= + = +

= = 1.
X+1 Xx+1 x+1 x+1

J0JIaMO 1 BIIHIMEMO Y YHCEIbHHUKY 1) =
: 1
Kpok 1. Bynyemo rpadik pyHkuii y = —.
X
. 1 : :
Kpok 2. byayemo rpadix ¢yHkmii Yy = 1 3MIIIEHHS B3JI0BkK ocl OX
X +
BIIIBO Ha 1.
: 2
Kpok 3. bynyemo rpadik QyHkii y = il PO3TATHEHHS y 2 pa3u B3/I0BXK
X+
oci Oy.

Kpox 4. byayemo rpadik QyHKIii Yy = _il — CUMETpUYHE BiJOOpaKeHHS
X+

BIIHOCHO oc1 OX.

Kpok 5. Bynyemo rpadik QyHkuii y = _—21+1 — 3MiIIeHHS B370BX oci Oy
X+

Bropy.
VN Vn
Kpok | T Kpok 2
2
€
1/2 v +1
. 2 ] 4 v ] 4 + + >
—_— — R U x

25



VN
i N
Kpox 3 [4 Kpox 4 4
2 2 2
v+ x'+1
1 1
T B -1
+ + —> + >
1210 1 2 X 23 22 19 0 ) -
-1
22 2
4 -4
YN
Kpok 5 5
--4

=V

32 ap V} 2

IHapamerpuunnii cnocid 3aganHsa pyHKuii
Hexaii 3minHa t €[a, b] — mapamerp. Posrnsinemo ABi ¢yHKIIT i€l 3MIHHOI:

X =X(t),
y=y(t).

Buznauenns 3a Xopnanom. Hexait x(t) ta y(y) HemepepBHi Ha [a, b].
Tomi oOpa3 Bigpiska [a,Db] Ha3uBaeTbcs HemepepBHOI IUIOCKOK KPHUBOIO,

3aaHOI0 napamempuyiro.
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Busznavennsi. O6pa3 Touku a — nouyatok kpuBoi. O0pa3 Touku b — kinenp
KPHBOI.

Hpukaan
X = Rcost, . : .
y = Rsint [TepeBipumo, 110 11€ KOJI0 3 paailycoM R 1 IEHTPOM y MOYaTKy

x> =R?cos’t,
y? =R?sin’t,
X +y?=R?cos’t + R®sint=R’(cos’t +sin’t)=R. Orpumamm x> +y’=R -

1

koopauHat. IlimHecemo mo kBaapatry X 1 Yy 1 JojgaMo ix: {

PIBHSIHHSI KOJIA.

Busznavennsi. Skiio KiHelb 1 MOYAaTOK KPUBOI CIIBNAJAI0Th, a IHIIUX TOYOK
NepEeTUHY HEMa€, TO KPUBa MPOCTa 3aMKHEHA.

3aiayi 11 caMOCTIHHOTO PO3B’A3aHHS

Knache 3aBganns JlomalirHe 3aB/IaHHS

| Hosenits, mo Ac B= f(A)c f(B),
ne f —ue Qynkuis.

Il JToBenitp, 1o

1) MHOXKHMHA ITUIMX YUCEJ 3YMCIICHHA | 2) MHOXHHA IUJIUX HEBII'EMHHX YHCEI

(Z~N). 34YHCJICHHA
(Z\N =NuU{0}~ N).
3) [a, b] ~[a, ). 4) [a, b] ~ R.

[11 Buzinite noBHuii kBajpar, nogaiite gpyukuiro sk f (X)=A(X+B)* +C, ne
A, B, C —cram.

1) f(X)=x*+2x+1 2) f(X)=x*+6x+7
3) f(X)=x"-6x+7 4) f(x)=x*+4x-4
5) f(X)=9x" +12x+5 5) f(x):3x2+§x—E
7) f(X)=4x* +4x-3 2 16

4 34
8) f(X)=2x"+—x—-—
) £(x) 3"
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IV TToGynyiite rpadiku QyHKIIH, OXapakTepu3yHTe BKa3aHi TOUKH.
Y

)

hn

.
9]
N

('97 0)1 ('63 '3)) ('4s O)s (Oa 5)3
(4,0), (6,-3),(9,0)

A

2)

%]

v

——

RS
S
bJ

('9-; O)s ('79 2)) ('33 O)s ('] 3, '3)=
(O: 0)1 (159 3):‘ (39 O): (7: '2)-;

(9,0)

a) f(2x), 6) f(2x)+5, B)-fﬁgglifi, r) | f(2%)].
3) f(x)=1+4x-x?, 4) f(x)=-2x*-6x+6
5) f(X)=2x*-4x+6, 6) f(X)=x">-4x+2,
7) f(x)=x*-6x+10, 8) f(x)=2x*+2x-4,
a) f(=x), 6) — f(x), B) f(2x), r) f(2x)+1

Xx—1 X+ 2 X+1 X—2
9)y=m, 10)y=m, 11)V=E, 12)y=m,
13) y =3sin(2x), 14) y=sin®x, 15) y =3cos(2x), 16) y =cos’X,
17) y=2In(x), 18) y=In(x?), 19) y=In(x*)+1, 20) y = In(-2x%).

V IloGyayiite rpadiku GpyHKii 1 ooepHeHnx 10 HuX. Uu icHye obepHeHa
dbyHKIis Ha BCii oci? Ha sxomy iHTepBai icHye ooepHeHa (hyHKITis?

1) y=sinx, 2) y=CO0SX,
3) y=1togx, 4) y =ctgx,

5) y=shx, 6) y =ch x,
7) y =thx, 8) y =cthx.

9) y =sin(arcsinx),
11) y =arcsin(sinx),

13) y=2,
X

10) y = cos(arccosx)
12) y = arccos(cosx)

14) y = ctg(arctgx) , BkaziBka:
MNEPETBOPUTH KOTAHT'CHC HA TAHTCHC.

15) y = x|.

VI. Copoctuts BUpa3

1) sin(x+%), 2) sin(x + ),

5) cos(x - %) , 6)cos(x+ ),
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3) sin(x+37ﬂj, 4) sin(x + zn),

7) cos(x+37”), 8) cos(x + zm).

Bigmosini. 111 1. (x+1)%, 2. (x+3)°-2, 3. (x-3)*-2, 4. (x+2)*-8,

5.9(x+2/3)* +1,6. 3(x+1/4)* -1,7. 4(x+1/2)* -4, 8. 2(x+1/3)* - 4.
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PO3/IUJI 3. TPAHULIST ®YHKILIIT

TeopeTuuHi BizomocTi
OCHOBHI OHATTS
Busnauvennst 3a Komi. Hexaii a, A € R, nexaii € ¢pynkiis f(x), obmacts

3HadyeHp skoi X =D.. Hexail @ — rpannyna Touka mMuHoxuHH X . Tomi A —

rpanui Gynkmii f(X), ko X HaOmmxkaerbes o a4, X—>ad < limf(x)=A &
Ve>0,35>0, Vxe X, xeUs(@) = f(x) U (A)

Busnauennss 3a Teitne. lim f(x)=Ace R & WV{x}, 6 cX\{a},
X >a= f(x))—>A

Teopema nipo Tpu QpyHKIIIT
Hexait € tpu ¢ynxuii f(x), g(x), h(x), su3naueni Ha X . Hexaii 35, >0,

vxe X AU (a) Buxonyerbcs HepiBicth f(X) < g(X) <h(X). Hexait icHyHOTH
rpasmi 3lim f () = A€ R, 3limh(x)= AeR = 3limg(x) = A.

Teopema npo apudmeTnyHi 1ii HaJ TPaHULIIME QYHKITINA

Hexait € nBi ¢ynxmii  f(Xx), g(x), Bu3Haueni na X . Hexai
Flimf(x)=AeR, dlimg(x)=BeR =

1) 3lim(f () £ g(x)) = A+B,

2) 3lim(f (x)-g(x))=A-B,

3) SIkmo B =0, To Hlimw:é.
X—>a g(x) B

Teopema npo rpaHuIto KOMIO3MINT GyHKIIIH (ITPo 3aMiHy 3MIHHHX )

Hexait X, Y c R, @ — rpannuna Touka X, A — rpaHudHa Toyka Y, a,
AcR.€ uBi pyukuii f : X -V, g:Y —R. Hexaii

1) lim f (x) = A,

2) Iyirr/gg(y)z BeR,

3) 35,50, Vxe X nUxn(@), f(x)=A
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= EIILrQ g(f(x))=8B

Busnauyenns. Posrmanemo nBi ¢ymkmii f, g:X — R. Hexait aeR -
rpaHndyHa Touyka MHOKMHU X . Kaxyts, mo “ f ekBiBaneHTHa ¢, mpu X —>a”,

“byukmis  f acumnTormyHo moBoauTh cebe sk QyHkiis g7 f ~Q, sKkmo

0y

lim
x—a g (X)
Teopema npo 3amMiHy Ha €KBIBAJICHTHY
: . f(x) .
I'panuns Burnsagy Ilm(f (x)-g(x)) abo “mﬂ HE 3MIHUTBCS, AKIIO0 OJHY
X—a X—a g X

3 pynkmii f(Xx) a6o g(X) 3aMiHUTH Ha EKBIBAJICHTHY iif, Tpu X —> 4.

IpaBuio. Sxuio sSxuiich MHOKHUK Y JOOYTKY a00 4acTIi Ma€ CKiHYCHHY,
IPOTE HE HYJIbOBY IPAHUIIIO, HOTO MOYKHA 3aMIHUTH HA L}0 IPAHULIO.

—1#0
. _cosx-sinx ,. 1-sinx ,. sinX
HMpuxaax. im——— =1im =lim——=1.
x—0 X Xx—0 X x—0 X

Po3B’si3aHHsI KBAAPAaTHOTO PIBHAHHSA
ax’ +bx+c=0:

D =b*-4ac
-b+
XLZ:bT\/B—;IKmO D=>0.

binom HeroToHna

(a+b)" =Y Crab* =
k=0

=C'a"+C,a"b+CXa"*h*+...+C/*a’h"* +C,"ab"" + Cb".
T — —— ——

n=2: (a+b)* =a*+2ab+b?,
(a—h)’=a’*-2ab+b?,

n=3: (a+b)’=a’+3a’h+3ab® +b°,
(a—b)’=a’-3a’h+3ab’ - b°.

Pisuauig Buriasgy a" —b" =
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—(a-b)-(@" +a"b+a" b +..+ah"" +ab"? +b"?).

n=2: a’-b*=(a-b)-(a+h),
n=23: a’-b*=(a-b)-(a’+ab+b?),
n=4: a'-b*=(a-b)-(a’+a’h+ab*+b?).

HenepepsHa ¢pynkuisa. Touku po3puBy ¢pyHKuii
Busnauennsi. Hexait € pynkmis f: X - R, e Touka ae X n X' (e X' —

MHOXHHA BCiX rpaHudHuX Touok X ). f(X) € HemepepBHOWO B Touli a <
limf(x)=1f(a).
X—a
Busznauennsi. Slkmo ¢yHKIiS B JaHIA TOYIll HE € HEMEPEPBHOIO, TO BOHA
HA3MBAETHCSI PO3PUBHOIO0 200 Mae po3puB <> lim f (x) # f (a) (To6TO Tpanui ado
X—a
HE icHYe, a00, AKII0 BOHA ICHYE, TO HE JIOPIBHIOE 3HAYCHHIO (QYHKIIIT y TOUIli a).

| Po3puB neputoco pooy < 3 Iirr+1O f(x)eR

ANY
1) Veyenuii po3pus. I'panuns icHye, mpoTte
HE JIOPIBHIOE 3HAYEHHIO byHKITIT: o
dlim f(x) = f(a) < (3a kpurepieM iCHyBaHHS
rpaHuill QyHKIT) < /
. L . 0 x
lim f()=lim f() R A lim ()= f(a). \
2) Cmpubox abo He YCysHUl PO3PUS. AV
OmHOCTOPOHHI TpaHWIll ICHYIOTh, TMPOTE HE
JIOPIBHIOIOTH OJIHA OJIHilA: /
3lim f(x)eR, 3lim f(x)eR A *—
lim f(x) = lim f(x). / 0 X

Il Po3puB Opyeoco pody — y BCIX IHIIMX BHMaaKax, TOOTO KOJU HE ICHYe abo
JIOPIBHIOE HECKIHYEHHOCTI Xoua O OJIHa 3 OJHOCTOPOHHIX TpaHuIlb. SIKIIO
f(a—0)=o abo f(a+0)=oc0, TO KAXKyTh, IO MAE MICIIl HECKIHYEeHHUL PO3PUB

JPYroro poxay.
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3ayBa:keHHs. SIKI10 TOUKa a € JIMIIE JIIBOIO a00 JIMIIe MPABOK IPAHUYHOIO
TOYKOIO, TO CTPUOOK, B MPHUHUUII, HE MOXE TYyT crocrepirarucs. Bceil i
BUMNAJKU KJIACU(DIKYIOTHCS 32 TUM CaMUM MPUHIUIIOM, ajieé PO3IJIAJAETHCS JIHILE
OJIHa OHOCTOPOHHS TPaHMIIS.

Peanizauisi 4uc10BOro MeToay 00UMcJIeHHs rPpaHuIli MOBOIO Java
PosrnsHemo 4yucioBuil MeToa OOUYMCICHHS TpaHUIl HAa KOMITIOTEpl 3a
JIOTIOMOT'0I0 MOBH IPOTrpaMyBaHHs Java.

Benemo nBi uwmcinoBi 3miHHi £>0 1 E>0. Iloku He Oynemo
KOHKPETHU3YBaTH, SKI camMe 3HauyeHHs BOHHM MICTATh. [li HECKIHUGHHO MajauM
OynemMo po3ymiTu Oyab-sIKe YHCIIO, K€ 3a MOJIYJIEM € MEHIIEe ado JOPIBHIOE & .
[1i1 HECKIHUEHHO BEJIMKUM OYJeMO PO3YMITH OYylb-sIK€ YHCIIO0, SIKE 3a MOAYJIEM €
oinbie abo nopisHioe E.

Hexaii € pynxuisa f(X).
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1) HeoOxiaHo HaOMMMKEHO OOYUCIUTH TPAHULIIO Iirro1 f (x). ¥V skocti rpaHui
X—>
MO>KHA B3SITH 3HAYEHHS, HAIIPUKIIA]] Iir‘g f (x) = f(2¢). 3ayBaxxumo, 0 HacIpaBAl
X—>

el BUpa3 Ja€ OJHOCTOPOHHIO TPAHMINO, TPAHUIO cripaBa, nmpu X — +0. Skmio
HEOOXIIHO PO3TJIAHYTH 1 TpaHULIO 3J1iBa, TOJI MOXHA BHKOPUCTATH
limf (x) = f(-2¢).

x—>—-0

2) HeoOximHO HAOMMXKEHO OOYHMCIUTH TPAHUIIIO Ixi im f (x). Buxonaemo
3aMiHy 3MiHHOI Y =X—a, Toxi y;>aO i IanQ f(x)= IyILTOl f(y+a)= f(a+2¢) abo
f(a-2¢).
AJITOPpUTM

1) Orosnocutu 3minHi eps i _EPS tuny double, npusnacuutu iM 3HaYCHHS.

2) Ommcatu meron func, sku Oyme npuitmarm 3minHy X Ty double i
noBepTaTH 3HadeHHs (QyHKIii Tumy double.

3) Omnwmcaru wmerox lim, sxuit Oyme npuitmatu 3minHy Ty double
(TpaHUYHY TOYKY) 1 IOBEPTATH 3HAYCHHS TPAHMUIII.

Ipukaax peanizaiii anropuTMy, OOUMCIEHHS NEPIIOT YYyJOBOi TPAHMII
sin x

Iin01—. Onumemo kmac Limits, skuit Oyne Oe3mocepeHbO peali3oByBaTH
X—> X

anroput™. OnumiemMo QYHKIF Main — TOYKy BXOJy y MpOrpamy, 3 siKoi OyaemMo
BUKJIMKATH METOJ OOUYMCIEHHS TPaHMIIl 1 BUBOJUTH PE3ybTaTU y KOHCOJIb.

public class Limits {// knac ['panuis
double eps =1e-10; //my1st ckinueHHOT
double EPS=1e10; //nns neckinueHHol

double func(double x) { //dyukitis, rpanuio skoi Oya1eM0O 00YUCITIOBATH
double res;
res=Math.sin(x)/x; // sin -- ue crarnunuii meros kiracy Math
return res;

}

double lim(double a) { //meron obunciaeHHs rpaHwmili
double res;
res=func(a+2*eps);
return res;

¥

public static void main(String[] args) {
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Il Auto-generated method stub

double res, // 3mauenns rpanur

a; /l rpannuna TOUYKa

Limits ourLimit = new Limits(); // 06'ext xiacy Limits

a=0; //oOuncaroeMO rpa”ulLio, Koy X Habumxkaerses 10 a=0
res=ourLimit.lim(a); // Bukiuk MeTo1y 00YMCICHHS FPAHMILI
System.out.printin(res);// BuBia y koHcoib

Ilpukaaau po3B’si3aHHA 32134

. X2 —13X+2
INpuxaan 1. 3naiitn rpasumo lim———.
o2 XS —-2x+1

[TincraBisieMo 3aMicTh 3MIHHOI X TpPaHUYHE 3HAYEHHS 2 :

X 1842 2013242 4-26+2 20

- =lim— = = -20.
o2 X =2X+1 2 2°-2.241 4-4+1 1

0

. 0

3ayBaseHHsl. Y BUIIaJIKy BUHUKHEHHS HEBU3HAYEHOCTI 6, —, o—0o, 1,
o0

0 0 . . .
0™, " HeoOXiJTHO BUKOHYBATH JOJAATKOBI mepeTBopeHHs. Jami Oyme po3ristHyTo
IMpUKJIaan, Y AKUX BUHUKAKOTb HeBI/ISHa‘-IeHOCTi.

Crenenesi pyHKuil
|. Hexali X HaOIM»KaeThCs 10 CKIHYEHHOro 4duciia, X — a € R. HeobOxixHO
3HAWTH TPAHUIIO CHiBBIITHOMIEHHS MOJIHOMIB.

Mpukaan 2. 3Haittu rpasuio lim 2x” - 26x +80 =
P ' P o5 x2 _18x + 65

) . 2.5°-26-5+80 0 .
(mizcraBngemo X =5)=lim— =— — HeBU3HaAyeHiCTb. Jlna
5 5°-18-5+65 O

00YMCIIEHHS FpaHI/IHi PO3KIAAEMO YUCCIILHUK i 3HAMEHHHUK HA MHOKHUKH.

Uucenpnuk. Bwunaecemo “2” 3a Aymku 1 NOPUPIBHAEMO  HYJIIO:
2x* —26x+80=2-(x* —13x +40).

[pupisasemo Hymo: X' —13x+40=0 - xpagpatHe piBHsAHHA, a=1,
b=-13, c=40. D=b*-4ac=13"-4.1-40=169-160=9. Toni +/D =3.
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16

O _g
Xlz:—bi\/ﬁzl?)iB: 2 — 2-(X2—13X+40):2'(X_5)'(X_8)'
’ 2a 2 E—S

2

3uamenHuk. X’ —18x+65=0 - kBagpaTHe piBHsHHA, a=1, b=-18,
c=65. D=b’-4ac=18"-4-1.65=2324—-260=64. Toui /D =8.

2 _43
zz—bi\/5218i8: 2 = x*—18x+65=(x-5)-(x-13).
’ 2a 2 E_5

2

[TizcTaBiasieMo y TpaHMIIO 1 CKOPOUYyeEMO Ha (X —5):

_O_“mz-(x—S)-(x—8):“mz-(x—B)

0 *»5 (x=5-(x-13) *»5 x-13

. 2-(5-8 -6 3
=lim = =—,
x5 513 -8 4

= (3HOBY IIJCTABJIIEMO X =5)

. . x*—8x*+21x-18
Mpuxaax 3. 3uaiita rpanuio lim - =
X2 X" —6X+8

. 2°-8-2°+21-2-18 0
(migcraBisemo X =2) =Ilim - =— — HeBHU3HAYeHICTh. Jlyi
X2 2°—6-2+8 0

00UHMCIICHHS TpaHuIll 3po0OuMO 3aMiny Yy =X —a, toai Yy —0:

=X—-2
25_90 :”m(y+a3—&y+ZY+ZKy+2y4B:
X2 , y-0 (y+2)*—6(y+2)+8
X=y+

PosknamaeMo Bupasu y nyxkax 3a 6iHomom HeroToHa.
Yncensauk. (Y +2)° -8(y+2)* +21(y+2)-18=
=y +3:2y°+3-2°y+2° —8(y* +4y +4) + 21(y + 2) - 18 =

=y*+6y° +12y+8-8y’ -32y -32+21y +42-18 =

=y’ -2y*+y = (BuHocumo Y 3a ayxkn) = Yy(y’ —2y+1).

3namennuk. (Y +2)° —6(y+2)+8=
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=y +4y+4-6(y+2)+8=y +4y+4-6y-12+8=y° -2y = (BUHOCUMO Y
3a myxku) = y(y —2).
[TizcTaBnsieMo y TpaHUINIO 1 CKOPOUYEMO Ha Y
_mY -2y 4D Ly -2y +]
=0 y(y-2) 0y =2
0°-2.0+41 1 1

=0 0-2 —2 2

= (migcraBnsemo y =0)

IpaBuio. [Ipu oOuKcaeHH1 rpaHyIll y BUTJIA/II CITIBBIIHOIIEHHS MOJIIHOMIB,

0

KOJIU X HaONMKAETHCS 10 CKIHUEHHOTO 3HAYEHHS, Yy BHUIAIKy HEBU3HAUEHOCTI —

PO3KJIAJAEMO YHCEJIbHUK 1 3HAMEHHUMK Ha MHOXHUKA ab0 poOMMO 3aMiHy
y=x-a

Il. I'panutsg criBBiAHOIIECHD 3 PaAUKaIaMH (MICTSATh KOPEHI).

JP__ 2 _

Hpuxaan 4. 3uaiiti rpanuigo lim— —

x—6 X —
: N6-2-2 0 :
(migcraBiusiemo X =6)= T 6 = 0 " HEBU3HAYCHICTh. J[7s1 oOumcneHHs

IPaHULll TOMHOKAEMO YHUCEJIbHHMK i 3HAMEHHUK HA BeJMYHMHY, CHPSLKEHY 0

yuceapbHUKA. [licas dYoro 3ropTaeMo 4YHCEIBbHHK 3a (OPMYJIOK CKOPOYEHOTO
MHO>KCHHS:

(\/— 2) (\/TZ+2)_ lim (m)z ~2
i (x=6)-(Vx—2+2) _X%(X—QWMX—2+2y_

_lim—227% i ot
=8 (x—6)-(Vx—2+2) s Wx 242

) = (ckopouyemo Ha X —6)

) 1 1 1
=lim =(3HOBY ITIICTABIISIEMO X =60) = ——— = —,
xaGilx_2+2i ( y ) '\/6—2+2 4

IpaBuio. SIkmo rpaHuIl MICTUTh KOPEHI 1 Ma€ MiClle HEBU3HAYEHICTb
0 —00, TO OOMHONCAEMO 1 OLIUMO BUPA3 HA CHPANCEHY eauyuny. Y OUIbII
3arajJlbHOMy BUIIAJKy, BHUKOPUCTOBYEMO (hOPMYJy CKOPOYEHOTO MHOXKCHHS
a"-b"=(a-h)- (@ +a"?b+a"b*+...+a’h" +ab"* +b"").
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. x"-1
Mpuxnan 5. 3HalTH TPAHUITIO ||n11 1 =
X—. X —_

: 1-1 O .
(miacraBasemMo X =1)= 11 =— — HEBHU3HAYCHICTh. PO3KIIAaEMO YHCEIIBHUK 3a

GopmyIi0t0 CKOpOUeHOTO MHOXKEHHS a" —b" =
=(a-b)-(@""+a"’b+a"b* +..+a’h"* +ab"* +b""), ne a =X, b =1:

(X =D) (XX E X LD .
= IIrTl] 1 = (ckopouyeMo Ha X-—1, micisg dYoro
X—. X —

N 10JaHKIB

mijcTaBasgemMo X =1)= Iinl1(x”‘l +XP X+ +D) =n.
X

1. Hexaii X wuHaOmmxaecTbcsl OO0 HecKiHYeHHOCTI, X — . HeoOxigHo
3HAWTH TPAHUITIO CHiBBiTHOMIEHHS MOJiHOMIB.

Hpuxiaan 6. 3uaiitu rpaguro lim X" ~13x +40 =
P ' P o x2 —18X + 65

: o0 : -
(migcTaBiasieMO X =00)=— — HEeBH3HAuYCHICTh. /{711 OOYUCIICHHS T'paHUIll AIJTMMO
o0

o . 2
YUCCJbHUK 1 3BHAMEHHMK HA X Y MAKCMMAJbHOMY CTCIICH], HA X",

Xiz -1 ~ 13X)~>0 +(4-Oj~>0
m X? X* x*) _1_

oY (18xY” (65)° 1
) ) e

IV. 3arampauii Bumanokx. Hexalh X HaOamkaeTbcsd OO0 HECKIHYEHHOCTI,

. o . .
X — 00. BuHukae HeBU3HAYCHICTh — (I HE BUHMKAE HEBU3HAYEHOCTI 00 — 0 ).

o0
(x+1)° +/4x* -1

Mpuxkaax 7. 3uaiita rpanuigo lim =
= x4+ 4/XC + 2

) 0+ ) .
(migcTaBiIsseMO X =00)= = — — HEBU3HAYEHICTb. /(7151 0OUMCIICHHS TpaHUIll
o0 + 00 o0

AUIAMO YHMCEJbHHUK i 3HAMEHHUK HAa X Y MAKCMMAJIbHOMY cTeneHi. Buznaunmo
MaKCUMaJIbHUI CTEM1Hb.

38



A:XZ

X —

—
(x+1)°> ++/4x* -1

2 X

=lim = (MakCUMaJIbHHH CTEIiHb 2)
o 22+ AIX 42
H/—‘Z H_J
X 4~/ x8 =x8/4_x3/2
—>4=2
/_—J\_ﬁ
) 2 -1 1—)0 2 2 4 4 1
(X +1) +\/4x -1 L T L
. X2 X2 X X x* X 1+2 3
=lim — =lim — = =—.
X—>o0 2X2 +4 XG _+_2 X—>0 2X2 . X6 N 2 2 2
X’ X’ X’ x* X
%/_/ | S —
—0 -0

IMpaBujo. Skmo y BUMAAKy T'paHUIll MOJIHOMIB BUHUKAE HEBU3HAYCHICTH

—, TO IUTUMO YHUCEIbHUK 1 3HAMECHHHUK Ha X Y MaKCHUMAJIbHOMY CTCIICHI.
o0

TpuronomerpnuHi pyHKuii

. 1-cosx
Mpuxaax 8. 3Haiitu rpasnmo lIM———
>0 51N X
1-cosx O . . .
lim————=— - neBusnauenict. 3aCTOCOBYEMO €KBiBaJIEHTHOCTI,
x—0 2
sin X 0
XZ
sinx ~ x = sin x* ~ x?, 1-cosx ~ Ex OTpuMyeMO
XZ
l1-cosx 0 . o |
I —=—=Ilim 22 lim— =~
-0 gin X O x—0 X x—0 2X2 2
. . tgx—sinx
Mpuxaan 9. 3HaiiTH TPaHMIIO |Ir‘r01—2
X X
. tgx—sinx O _
IIm—2 = — — HEBU3HAYECHICTb.
x—0 X 0

Bapianm 1. Po3nuiiieMo TaHTeHC 3a BU3HAYCHHSAM 1 MPUBEACMO YHCEITBHUK
JI0 COUILHOT'O 3HAMEHHUKA:

sinx ) SinX — Sin X oS X
tgx —sinx 0 —sinx sin x(1— cosx)
lim="——" =~ = im £95X = lim—CO5X =lim =
x—0 X 0 x—0 X2 x—0 X x—0 X2 COS X
1
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1. cosx—1 Y 3HAMCHHHKY HC CTBOPIOE€ HGBI/IBHa‘IeHOCTi, 3HAa4YUTb MOJKHA

x—0

3aMiHUTH COSX Ha 1,

2
. . . X
2. CKOPHCTAEMOCH €KBIBaJCHTHOCTSIMU SinX ~ X i 1-COSX ~ ?, npu X — 0. Le

MO>KHA 3pOOUTH 3a TEOPEMOIO MPO 3aMiHY Ha €KBIBAJICHTHY, TaK K CTOITh JOOYTOK
1 yacTka:

XZ
X 3
. . X . X
=lim 22 =lim— = (cxoporumo X°) =lim==0.
x>0y x—0 2X x—0 2

Bapianm 2 (ne Bipumii!). 3acTocyeMo eKBIBaJCHTHICTH ojpa3y, IgX ~ X,

sinx~ X, npu X —0:

jim 9 SINX L jim X=X i O s

x—0 X x>0 x2 x>0 y?2

Hynb, sikuii CTOITh y YHCENbHUKY, HEMOXHa po3yMiTH sk yuciao 0. Hemae
TeopeMH, sika O J03BOJsIa, Yy 3arajlbHOMy BHIIAJKY, 3aCTOCOBYBaTU
CKBIBAJICHTHOCTI J0 TpaHuii pi3Humi. Hyns y dYHCENbHUKY HEOOXITHO
IHTEpIPETYBaTU SIK SKYChb HECKIHYEHHO Maiy (PYHKI[I0, sika HaOJMKAETbCS [0
Hynd, komu X—>0. [ y 1upoMy BHUNAQAKYy BaXKJIMBUM € IIBHIKICTh, 3 SKOIO
YUCETBbHUK HAOMMXKAETHCS O HYJISI: IIBUJIIIE, MOBUIbHIIIE, HI)K 3HAMEHHUK, YH 3
TaKOI CAMOIO IIBHJIKICTIO.
sin x

Mpuxaan 10. uaiitu rpanumo lim— : =
>0 SIN6X —SsIn 7X

0 . .
= — — HEBU3HAYCHICTh. 3aCTOCYEMO O-CUMBOJIIKY JlaHmay,

0

sinx~X = sinX=X+0(x). sSin6x~6Xx = siNn6Xx=6X+0(X). SiN7x~7x =
sin7x=7x+0(x), npu X —>0:

: X+ 0(x) . X+0(x) : :
=lim =lim—————= (po3aummMo Ha X 4YHCEIbHUK I
206X +0(X) —7X+0(X) *° —x+0(x)
x, o(x)
3gamMeHHHK) = lim—X*—X _ = |im l+o@ _ 1 __
X0 _§+ o(x) x0 _14 o1 -1
X X
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Inmi TpancuenaenTHi GyHKuii

. N - |
Mpuxnan 11. 3uaiity rpanumo lim——=
=0 In(x +1)
1-1 0 ) ) . .
= ﬁ = 6 — HEBHU3HAYCHICTh. 3aCTOCYEMO  €KBiBaJieHTHOCTI € —1~X,
n
In(x+1) ~ x:
. X ]
=lim==Iliml=1.

x—0 X x—0

IokasunkoBi pyHKuIii
IpaBuio. Hexail HEOOXiqHO OOYMCIUTH TPAHULIO BULIISIY Iim(u(X))V(X),
X—a

. . © e} 0 :
Mae wmicie HeBu3HaueHicTh 1°, abo 0, abo oo . 3acTOCOBYEMO BJIaCTHBOCTI

eKCIIOHEHTH i Torapudmy: a=e"™ (sxmo a>0)i Ina” =blna.

M V(X . v (x) .
I|m(U(X)) 0 _ lim e'“(U(X)) — Ilmev(x)lnu(x) .
X—a

X—a X—a
]- 2x
Mpuxnax 12. 3naiiTi rpaHUIo Iim(1+ —) =
X—>0 X

2x ?
=1" = (HeBU3HAYEHICTH) = Iimexpln(1+ lj :explim(len(H ED
X

X—0 X—00 X

PozrasaemMo OKPCMO TI'paHHUOIO IIOKa3HHKAa CKCIIOHCHTH. 3aYBa}KI/IMO, 1o

1 : : .
Akmo X — 0, 1o ——> 0 i MOKHA 3aCTOCOBYBATH €KBIBAJICHTHICTD JUIS JIOTapupmy

Inl+y)~y, y—>0:

X—>0 X X—>0 X

lim| 2x - |n(l+ E] = Iim(ZX ij = 2 — MJCTaBIIIEMO Y BUXIJIHY TPAHHITIO:

~1/x

lim exp(Zx In(l+ ED =limexp(2) = €°.
X X—»00

X—>0

2

HenepepBHicTb GpyHKLil
Hpukaan 13.
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f(x)= Jx. a=0. OyHkIisa € HenepepBHoto y Touri a =0, Tak sx a=0 —
IpaBa TpaHUYHA TOYKA 00JIACTI BU3HAYCHHS, 3HAYHTH OYyJEMO PO3TIIAIATH JIHIIES

TPaHMITIO CIipaBa, J Iirrgﬁ =/0=0eR

Hpuxnan 14. y
-1, x<0, lg
signx=40, x=0, a=0.
1, x>0,

o o 9 >
El!(lr]’(l)SIan=—l€ R, EllerSIan=+1e R. 0 X
Iingsignx # Iirrgsignx Y Toumi a=0 wmae
—— X—>+ py
MICII€ PO3PUB MEPIIOTO POy CTPUOOK. Q-1

Mpukaax 15. ANy
sign [ x|=1 = ¥*0 0 l
= a=\=u.
: 0, x=0, O
Ellinowsign|x|=l¢sign|0|=0. Y toumi
a=0 Mae micie po3puB MEPIIOrO POAY, S
YCYBHUH PO3pUB. TO X

3ajayi 1y caMOCTIHHOTO PO3B’A3aHHS
| 3naiiaiTe rpanuii nocigoBHocTi (A€ R, p e R)

Knache 3aBganns JlomaliHe 3aB/IaHHS

, (1Y L an .1
1) lim2", 2) nmbj , 9) lim3", 10) lim—r.

n : .1

: . . 1 11) limn?, 12) lim—=-.
3) lim(-2), 4) |Im(—§j , ) lim ) lim e
5) lima",
6) limn?, 7) limn??,
8) limn”.

I 3naiiaiTe rpanulll cTeneHeBUX PyHKIINA, mpu X —> a € R

Knache 3aBaaHHs JloMaInHe 3aBIaHHA

X X . X? X . x° X
1) 'X'LTJ;' 2) legg?, 3) IX'LTJF’ 24) leg(;?, 25) lem?, 26) IX'LE'F’
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2 —_—
4) lim X *=2
x->1 2X° —8X+6
2 J—
5) lim 2X ;l-4x 16
22 2% —2X+12
_ 2
2 —X+7x-10
_ 2
7) lim—
ol X° —5Xx+4
2 —
8) Iime : 27x+54
=3 —X4+9X -6
_ 2
9) lim 2X+2x+12
o2 X*+7x+10
2
10) lim— X "1X*0
=6 —2X° —6X+36
2 J— —_
11) Iim5x2 15x - 20
x>-1 3x* —-9x-12
2
12) lim SX *24x+45
=3 4X°+16X+12
2 — p—
13) lim 4x2 8x—-96
=8 —4X°+28x - 24

J— 2_ J—
27) lim—= x-6
x>-6 5y —20x+60

2 J—
28) Iim5x 250x+120
o6 X" —36
2 J—
29) lim 4X : 28x+40
o5 —2X°+18x - 40
_ 2
30) lim— X HOX
o0 — X" —2X
J— 2 J—
31) lim ~ X 9X 15
x5 — 2X“4+10x
J— 2 — J—
32) lim 5x° —45x-100
o T XHL2
92
33) lim —2X_FAX+0
>3 2x* —12Xx+18
2 —
34) lim 4x : 36x+80
x>4 _Bx“4+15x+20
2
35) lim —4x2+4x+48
x>4 —5x“4+5x+60
2
36) "m—5x -50x-120
x>-6  5x’+15x—90
3x*—6x—45
lim—
>3 Ax+16X+12

37)

3_ 2 _

1) Iimx : 6x2 +11x -6
oL X — X" —4x+4

X2 —=2X" —xX+2

. X=X —4x+4
38) lim— - *

=2 X —4X° +5X -2

. X +2xP-x-2
39) lim>—=2

ot X +xT-x-1

15) lim— .
2 X°—5X"+8x—-4
16) lim¥Y2X+1=3
X—4 X_4
17) Iim\/x+1—\/2x—3
x—4 X_4
18) ”m\/2x+3—\/x+4
x—1 X—l
19) lim IX+1-4/2x-1
o2 \[x —1—+/2X—3
34[ —
x—0 X
_3
21) Iim1 Vx
x—1 1_5\/;

40) lim

X—

\J2X+5-3
2 X—2

X+4 —J4x+1
x-1
42) limy6-x-1

=8 3—~/4+X
V=X 42X+ 7 =X+ x+1

41) lim

43) Iin21

— X* +2X
3 —_—
44) |im—V1+X72
X_

X—7
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22) lim X

x—1 X _1
7_
23) lim 1

1-4/x

45) lim

xall 3\/;
3
46) lim X
x—1 X _1
4
A7) lim 2
x—1 X _1
48) I|mX
x—1 X _1

Il 3HaiiaiTe rpaHuLl cTeneHeBUX PYHKIIM, Tpu X —> O

Kiracue 3aBnanasa

JlomaliHe 3aBIaHHS

2

2

2 3

1) lim>, 2) IimX—, 3) |ImX 23) IimX , 24) |ImX— 25) lim
X—0 X X—00 X X—00 X X—0 X X—00 X
2_
4) lim X —2Xx+4 26) lim 3x +4X+2
= 2x2 —3x+3 e 22X+ x4
2 _ _ 2
5) lim X +3x°—2x°+4 27) Iim6x 62x tx X°+8
xon 2x® —Bx* +3x+3 xn 3T+ 7IX—2X+5
6) Iimx —2X 46X+ X+2 28) lim 2X° +7X3 —4x* +3x =7
x> 4x* —-5x -3 o 4T +5X° —4X° —4x* +2X° + 4x
7 Iim5x6+4x5—2x3+x+1 29) lim 4% —2x* +3x—6
oo I+ A%+ X+ 3 x>0 2x* +3x* —3X* +6X -2
2 _ _ _ 2
8) lim 3X +5x2 2 30) Iim4x +55x 43x 42x +2X° +4X
o 2x* +8x% —3x* +3x +1 X% 2X° +7TX —4X" +3x-7
A ox?
9) Iim 31) Iim
)H+oo\/37 ) X0 \/X—
10) lim X 32) 1im Y%
x—>+w\/ﬁ Y00 \/X—
oA xX3+1 . X +2
11) lim 33) lim———
o JAXE +1 x>0 x4 13
12) lim VX +1+42 34) I AVOX P +2+1
e JAXE +1+3 = X 4342
13) lim VX +1+4/x 35) lim VOX* +2 + X
“+°°«/4x +1++/2x on Ix* +344/x
14 lim X2 +3X +2 36) lim JOX® +3X% +2X +6
T Jax —3x+3 e v axt +1
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X —2X5 +3x° +4/x° =2

15) lim

) m V3 —4x+2 +1
16)
"m«/x3+x2—2x+«/x—1+«/x2—2
e JAx? 3 +4/9%° —3x+ 4
17 li X% —2x8 +3x° +4/x° =2

) o 4/3x% — 4x + 2
18) Iim\/x“+3+3&/x2+2x—1

o Ax8 4 xt Z8/x4 +2X
19)

lim VXX + 1+ —4X2 41
X300 4 X8+5\/m_si/xs+elxz4+4

J5x? = X2 +5+4/X% +1

37) lim

o JBXE 4 TX +A/XE -1
38)
lim X+1+4/x*+x-3

i [y 14 AJAXE 42X =T 4/ +2

39) Iim3\/x9+4x8+2x6—3+\/x8+x—1
x> 2x° +5x° +2x2 -1

40) lim VAX +2%2 — 4 +33X% + X =2
e 4% 4+ 3x° —3x2 —/4x° +2x -1

41)
lim 3&/x3+«6/2x12 + X +\/9x“Jm3/x9 +1
4 42X 11— X+ 42 1 X

20) lim(¥x+3—-+/x+5)
21) !im(«/x2 +2X—3-+/2x+4)

lim VX+2—+4x+4

o JOX+1—~/X+1

22)

42) )!LTO(\/X+2 —X+7)
43) ELTO(*/X_?’_“/XZ +2X+3)

44) "m\/4x+5—\/x+4
o X+ 2 —AJ9X — 2

IV 3HaiiniTe rpaHull TPUTOHOMETPUYHHX (YHKUIA, BUKOPUCTOBYIOUH

€KBIBAJICHTHOCTI T O-CUMBOJIIKY

Knacue 3aBJIaHH

I[OMaH_IH€ 3aBJJaHHA

. Sinx
1) lim——

X—0 X

) X
2) lim——

0 5N X

3) lim arcsin x
x—0 X
3
4) lim=—
x—0 th
5) lim arctgx

x—0 X

6) lim 3™

x—0 X3

. Sin5x
7) lim=

x>0 gIN 8X

. sin®x
8) lim—

-0 gjn 8X

39) lim 3N 2X
x—0 X

. sin®x
40) lim
x—0 X
arcsin® x
tgx

42) lim—Sn4x_
x>0 gresin 2x

43) lim— 192X
x=>0 gINn X -arcsin x

44) lim—192%_
x>0 gIN X -arcsin x

41) Iing

45) 1im tg(arCS|r_1 2X)
=0 tg(arcsinx)
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. 3 : 2
9) lim— sin” x _ 46) lim arctg(s_mx )
x>0 sin X - tgx - arcsin x =0 tg(sinx)
. arctgx
10) IXIH)] tgx’® Buxopucratu 0-CUMBOJIIKY:
i sin 2x 47) lim arcsin5x +sin 2x
) i sin x 0 tgx —arctg2x
' . 5x—sinx
12) Iimm 48) I|rr01_—
x>0 §in X - COS X x>0 arcsinx + 3x
., :
49) Iimsm X —Ssin x
13) lim arctgx X0
=0 aretg(sinx) __arcsin® x* —sin® x
rctg(sinx 50) Ilng 2
14) Iimacg_g(s ) X° + tgx
0 gresin(tgx)
15) "marctg(cosx)
x>0 aresin(tgx)
. 2X—arcsin x
16) lim——————
02X+ arctgx
17) Iimsme—arcsmx
x>0 {gX + arctg2x
; _ i y3
18) Iimsm3x arSsmx
x>0 X +tg°X
19) |jm 1= 0S¥ 51) lim =~ 295X
=0 §in X =0 sin® X
2 2
20) lim 1= X 52) lim1=¢% X
0 Xsin 3X 0 sin X
3 3
21) lim 1% X 53) lim =25 X
0 §in X x>0 aresin X
22) lim L_i 54) Iim(ctgx—_i)
-0\ sin X tgx x>0 SIN X
_ . COS 95X —COS 2X
23) |jm SOS XX ~COS /X 55) lim 222°X ~ €
X0 X’ x>0 sin 2x
(a, p—const)
24) jm SN 56) lim 511 2X
7 §In 4X 7 SIN5X
57) limSN(X=7)
X—>71 7Z'_X
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. T
2]
25) lim——==

%)
58) lim 4

X—>— T X—>— H
2 X—— 4 arcsm(x—”j
2 4
. tg(x—x)
26) lim=>>_~/ . tg(X-7)
) X—7 7Z-_X 59) I)('_[Dﬁ
27) lim S8 =7)
X—=>r 7z-_X =
60) lim 1+sin x2
1-sinXx H%ﬁ x—s—”
28) lim > 2
2 sin(x—Bj
) T 61) Iirg—
sin x—E =7 1 osx
29) Iin;\/g— 2
tz t X—>71 (X_7Z')
30) !.%M 63) i 10X 10X,
- X_Xo X—>X0 X_XO
31) lim xarctg1
X—0 X
32) limsin x 64) limcosx

X—»00

33) Ixim tgx

34) [jm 3N 2X
x>» §IN 4 X

35) IimsinE
X

x—0

(um €  Pynkuisn

00MEXKEeHO010?)

x—0

36) limxsin 1

X

37) lim21%
X—00 X

arcctgx

X

38) lim

X—0

65) Ixim ctgx

66) lim x-sgn x

X—>0
(sgn X — dyHKIisA-3HAK)
COS X
X

67) lim

68) lim xarcctgE

X—>0 X
arctgx
X

69) Ixim

70) IimxsinE
X

X—0

(BiamoBiab 1)

V' 3HaliTh TpaHuLl TPaHCUEHJACHTHUX (QyHKILi,

€KBIBaJIEHTHOCTI T4 O-CUMBOJIIKY

BUKOPUCTOBYIOUYHN

Knacue 3aBnanasa

JloMaliHe 3aB1aHHS

2
1) lim A1+ X 1+Xx

x—0 X

27) IirTO1—Vl+X_1
X—> X
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2
2) Irrol ; v 28) |m01—“1+X1
X X—> X
4 5 .
3) i mL+ X 1 29) im Y1t X -1
x—0 %/F 1 x—0 X
—41- . (x+1)° -1
4) Iim\/1+x V1-x 30) ||m¥
x—0 %/1+X_4\/1_X x—0 X
— . 1+ X —cosXx
5) lim 1= Ve0SX 31) lim :
Xx—0 X X—> X
JJ1—arct 2x—«/cosx . 4/1+X—C0os X
6) lim g 32) lim === —

7) lim 4 1+th 33) I S\ICOSX_]-
) m W 1 1+ arctgx —
8 | 1—-cos® x 34) ycosx —1

m———
) xsin 3x (BuKopHCTaTH 1+sin’x -1
CKBIBAJICHTHOCTI JIJIsI CTETICHS)
1-cos® x
9) lim——— (BUKOpHUCTATH
0 gIn X
€KBIBAJICHTHOCTI JJIsl CTETICHS])
10) lim & 1 35) lim &1
X 0 sin X
tgx sinx
11) lim* 1 36) lim < !
x=0 X x—0 X
sinx _ o
12) lim&— =2 37) lim &~ 08X
x>0 SIn X x>0 tgx
arcsinx _ 2sinx _
13) lim - 1 38) lim £ . COS X
x>0 tg X x—0 SlnX
i o _ : arctg’x
14) lim Sm(e 1) 39) IimSIﬂ(e ' 1)
x>0 1 —cos(arctgx) 01— cos(SinX)
. In(1+x
15) ||m¥ 40) lim |n(1+X)
X0 X x—0 X
. In(cos x _ -
16) lim ( ] ) 41) lim In(arcsin x + cos x)
x>0 X x—0 X
tgx _ .
17) lim—& =% 42) lim SNIN(C0s X)
0 In(1+ arctgx) -0 arcsin x
[ Inx—Inx
18) lim In(smx:rcosx) 43) lim ¥~ %,
x—0 X x—>x0 X — XO

48



arcsin x

SInX sin X—x
25) lim{ —
x—0 X

1
26) lim(2sin 3x + c0s 4 et

X — 2 X+3
44) lim| ——
=\ X+1
45) |

) lim X2 +2x-3Y)
e X+ x -1

X

3
46) lim| ¥ *1
x|y _1

47) lim| 21
X—>—00 X—l

48) lim| 22
X—>+00 X_l

49) lim(cos® x Jir>

x—0

50) |Im(CO )tg X

x—0
arctgx

51) Ilm(t jsmx XCOS X

x—0

52) Ilm(sm X + COS x)'ncosx

VI 3HaiiaiTh TOJOBHUN 4YJI€H AaCUMNOTOTUKH (DYHKIII.

HECKIHUYCHHO BCJINKOIO, YN HECKIHUEHHO Majoi0? BxaxiTh IMOpPAI0K

Yu e Qynkuis

Knacue 3aBJaHH

I[OMaH_IH€ 3aBJJaHHA

Hexait x >0

1) f(x)=x>+x*+2x

2) f(x)=x%*+3x*°-4x°

3) f(x)=sinx

4) f(x)=xsinx

5) f(x)=2x-sinx

6) f(x)=sin’x-(1-cosx?)
7) f(x)=tg(In(L+arcsin(e*™™
8) f(x)=e* —cosx

9) f(x)—tgx—L
sin x

10) f(x)=tgx—sinx

-1)))

Hexait X —> 0

25) f(x)=x°—-2x*+4x

26) f(x)=x"-3x"+2x*

27) f(x)=tgx

28) f(x) = xarcsin x

29) f(x)=3x—tgx

30) f(x)=sinx—tgx+ 2arcsin x
31) f(x)=tg"x-sinx

32) f(x)=sin(sin(In(e™™)))

33) f(x)=tg(arcsin(In(3sin x +1)))
34) f(x)=e"—cosx
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arcsin x
sin® x
12) f(x)=(cosx)™ —1

13) f(x) =+/1+sin’x -1

11) f(x) =

35) f(x)= L — ctgx
sin x

36) f(x)= %ctgx

37) f(x)=(cosx)" ™" —1

38) f(x)=+1+sin?x-1

14) f(X)=x*+x*+2x, x>1
15) f(x)=sin(5x), x>«
x° +1

16) f(x) = oD

X— -1

39) f(X)=x°-2x*+4x, x>1
40) f(x)=sin(7x), x>«

17) f(X) =X +X*+2X, X > ©
18) f(X)=x* +3x* -4x°, x > 0
19) VX' +3+3 X +2x -1, X = o0
20) /%° + X' —¥/X* +2X, X >

21) \/x4 +3x° +1 +%/x“ —4x?+1,

X —> 0
22) 4% + 5 +2 -3/ + " 44
X —> 0

kS
23) f(x)=(x;2jx_l—l, X —> 0
X
X
(x* —Darcctgx
npua) X —>0,0) X—>1,B) X—> =+

24) f(x)=

1
(arcctgx ~ —, nmpu X — +0)
X

41) f(X)=x*-2Xx* +4x, x > ©
42) f(x)=x"-3x*+2x*, x >
43) X +3+ U +2X -1, X = o
44) 4%+ x* —//x* +2X, X > ©

1

45) f(x) = (XL?’) ~1, x> o0
X

VIl 3naiinite Touku po3puBy (yHKIi. Busnaute ix xapaktep. IToOymyiiTe

ecki3 rpadika mobnm3y TOUOK PO3PUBY

KnacHe 3aBganHs

JlomaniHe 3aBnanHs

1) f(x):s'i%

2) f(x):%

Xx#0

14) f(x):thX

x*, x#0

15) f(x):{l o

X+1
16) f(X):m
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4) f(x)=sgnx _(x+1)°
5) f(X) = XCtgx It ="77;
1 1
6 T0=2"1 18) f(X)_arctg(x—l)
_(x=0° _cog *
7) f(x)_(xs—l) 19) f(x)_cos(xj
£+i 20) f(x)—xcos(lj
9t 1 g Rt
X x+1
9) f(x):arctgL
X+ 2
1
10) f(X)_arccos(x—l)
11) f(x):sin(lj
X
12) f(x):xsin(l)
X
13) f () =21
el -1
Bignosinai
1
3 6 4 1 10 5 5
1)1,2)0,3) o, 4 e 5) s 6) —3 7) 3’ 8) 9, 9) 3 10) BTY 11) 5’
3 2
12) -, 13)-2,14) -+, 15) =,
1 V51 V51 V31 1 5 2
23)%

24) 1, 25) 0, 26) o0, 27) %, 28) %, 29) -6, 30) -8, 31) % 32) 5, 33) oo, 34) 2i5’

35) %, 36) —g, 37) 3, 38) 4, 39) oo,

o1



N 3 J7 1 3 3 4
—_—°_ 42)3,43) X1 44) = 45) 2 46) 2 47) 2
10 2./5 ) ) 4 )12 )4 )2 )5

a0) L a1 -
3
1

1 .3 1 1 1 1
1)1,2) ©,3)0,4) =,5) 2,6) w0,7) =, 8)0,9) w, 10) =, 11) =, 12) =,13) =
)1,2) o, 3) )2)2)00)00) ) oo )2 )2 )2 )2
,14)%,15)00,16)%,17)00,18)1,19)1,

20) 0, 21) o, 22) —%,

23) 1, 24) w0, 25) 0, 26) % 27) 2, 28) 0, 29) 0, 30) «, 31) 0, 32) 3, 33) 3, 34) 3,

35) 3, 36) % 37) 1, 38) % 39) w0, 40) 2, 41) 3,

42) 0, 43) o, 44) —%
v
52) 0, 53) g 54) 0, 55) —% 56) —%, 57) -1, 58) 1, 59) -1, 60) % 61)
243 2 1
2V3_ 2 62)6,63) —~ 66
3 3 ) ) Cos? X, )
v

27) % 28) 0, 29) % 30) 3, 31) w0, 32) % 33) 0, 34) -1,

35) 1, 36) 1, 37) 1, 38) 2, 39) 2, 40) w0, 41) 1, 42) 0, 43) =,
X

0

44) e, 45) e, 46) 1,47) 0, 48) w0, 49) e*,50) 1, 51) e, 52) e
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PO3 I 4. IOXIAHA I IUPEPEHIIIAJL

TeoperuuHi BizomocTi
OcHOBHI OHATTHA

Busznauennsi. [loxionoro ¢ynkuii f(X) B TOUml X, Ha3UBAETHCS

0
(CKIHYEHHA) rpaHulls BIIHOLIEHHS NPHUPOCTY (PYHKUII 7O BIATOBIAHOIO MPUPOCTY
apryMEHTY, KOJIU HIPUPICT apryMEHTy HAOIMKAEThCS 10 HYJIA.

£1(x,) = lim AL 06) i FO6+ A0 = T(%) _ iy 700 = Fx,)
Ax—0 AX Ax—0 AX X—>Xg X — XO

df (x,)
dx

£ (%)

Io3navenns. f'(X))=

Teopema npo 3B’430K MK NOX1JHOIO Ta TU(PEPEHLIIATIOM
@ynkuisa f(X) nudepenniiioBHa B Toult X, < 3f'(x,).
df (x,) = f'(x,)-dx — ougpepenyian pynxkuii f(x) B Touwl X,.
Teopema. Heo6xigna ymoBa nudepeHiiiioBHOCTI GyHKITT

Hus toro, mo6 QyHnkuis Oyna nudepeHIINoBaHOK B TOULl X, HEOOXIAHO, 100
BOHa OyJia HETMIEPEPBHOIO B II1H TOYIII.

3 (x,) z f eC({x})

Teopema npo noxiHy MapaMeTPUYIHO 3aJ1aHO01 PYHKIIIT

X= X((tt))’. Hexait x(t) T, 3x'(t),

Hexaii € napameTpu4Ho 3a1aHa GyHKIisA {

3y'(t), X () %0 =

Y, = %
X;

Jlpyra noxigHa nmapaMeTpudHO 3a7aHo0i (QYHKITIT:
Y

y, ==,
X

t
Teopema npo noxiaHy o6epHeHoi PyHKIIIT
Hexaii € pynkmis f(x) mHa X, te X — mIpoMixoK:

1) f(x) ctporo MoHOTOHHA Ha X ,
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2) 3f'(x) mis Beix Xe X,
3) x, e X, f'(x,)#0.
Hexaii g=f"iy =f(x) =
1
F'(%,)

Di3uYHUI Ta reOMEeTPUYHHUMA CEHC MOXIIHOI
®dizuunnii cenc. Hexall 3aKkoH pyXy TOYKM ONUCY€Thbcsl BupazoM S = S(t),

S(t+At) - S(1)
At

MUTTEBA MIBUIKICTh B MOMEHT t. V'(t) =a(t), moxiiHa MUTTEBOi IIBUIKOCTI 3a

Elg’(yo) =

ne S —mumsax. Tomi S'(t) = IA!rTg =V(t), moxizHa MIIAXy 3a 4acOM — €

4acoM — IIPUCKOPEHHS B MOMEHT 1.

3ayBaxenHs. [loxigHy 3a 4acoM mo3HayaroTh 4epe3 TOUKY Haja (PYHKILELO:

v(t)=S(t), a(t)=v(t). Ile mno3Hauenns BBiB HeioToH. BiH MHMPOKO
BUKOPUCTOBYETHCS 1 3apa3 0ararboxX HampsIMKax HAyKd Uil OMUCY JUHAMIYHHUX
CHCTEM.

VY BuUmajky, SKIIO TPAEKTOPIKO pyXy TOUYKHM 337aHO mapaMmeTpuuHo T =T (t),
TO BEKTOP MHUTTEBOI IIBUIKOCTI TAaKOX € TMOXIAHOW 3a yacom V =r'(t).

Poznumemo IMOKOOPAMHATHO:

X = Xx(t), v, =X(t),
y=y(y), =4V, =y,
z=1(t), v, =2Z'(t).

MuTTeBa MIBUAKICTh HAMpaBlIEHA MO JOTUYHIA 7O TPAEKTOPIl pyxXy y 3adaHii
TOYIII.

S

y=f(x)
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I'eomeTpuuHuUii ceHc

Busnavennsi. Hexaii € gynkuis y= f(X) 1 Touka x,e X, (X, Y,), A€
Yy, = f(X,). Jomuunorw no xpusoi B To4ui (X,, Y,) Ha3UBAETHCS TaKa MPAMA, 5Ka
IPOXOJUTh uepe3 TOuKy (X,, Y,), IPUUYOMY pI3HHLS KOOpPAMHAT Ha rpadiky
GyHKIT 1 Ha i npsmiii € 0(AX), Y =0(AX), mpu AXx — 0.

JOTHYHA prl/lBa

3ayBaxeHHs. JloTuyHa — 1€ MpsMa, SKa HAWKPAIUM YHHOM allPOKCUMYE
KpUBY TTOOTU3Y AaHOI TOYKH.

Teopema

KpuBa f(x) mae normuny y touui (X,, Y,) < f(X) — audepenuiiioBna y
manii Touni (3f'(x,)).

PiBHAHHS 10THYHOI B Toulll (X, Y,): Y—Y, = F'(X,)(X=X,).

Buznauennsi. Hopmamito 10 KpuBOi y AaH1i TOYLl HA3UBAETHCS MpsiMa, sIKa
€ TMIEPIEHAUKYJIISIPHOIO 0 JOTUYHOI y JaH1! TOYIII.

PiBHsIHHSI HOpMAaJHi B TouLll (X, Y,): Y=Y, =— f.(l ) (X—X,) -
XO
SAxmo f'(x,) =0 = piBHAHHA HOpMaIl X = X, .
. : k, =k,
Kyt o mizk npamumu Y =K X+Db 1 y=k,Xx+Db,: tga =—"—
1+k, -k,

Ioxigni Bummx nopsaakis. ®opmy.Ja Jleitdonina

y'=(y), y'=y")., yO =)

ITo3znauennsn
f'= fx':i,
dx
fH — fx;l — d I ’
dx
3
gz g9
dx
fFM_ M :ﬂ'
X dx"
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®opmyJa JleiioHina
Fog)™ =S Ckf gl =
(f-9)"=2Cf""g

—CfMg+CH "V gHCRf Ay +CI gD £ CI g 4 C f g™

®opmy.aa Tenopa

n (k)
P =3 ) (x gy -

= 100) + o (o) + L)

(X=X%,)" + ”;’(0) (X=X, et

i=

-1

£06) oy
n!

3anumkoBuii wien y ¢popmi Iliano

FfO(x,) = R (X)=0(x-x,)".

3aysamxenns. R (X) =0(x—x,)"".

3annmkoBuii wieH y ¢popmi Jlarpan:ka
Hexait 3 f " (X), npu X € L.J(s(XO) = 30e(0, 1:

fO 9 (x, +0(x—X,)) .
R 09 = )

®opmyaa MakapéHa

(k)
f(x)= Z k!(O) X+ R (X) =

’ " " (n)
:1‘(O)+f(0)-x+f (0)-x2+f (0)-x3+...+f ()
1 2! 3!

X"+ R (X).
3

IpaBuiio Jlomitassi 004YUCIeHHS TPAHUILI

Hexaii € rpanuns lim——= f(x)

0 0
1 Mae€ MICHC HEBU3HAYEHICTh — a00 — TOI[I
X—a g (X)

00

jim %) _ i L)

- (KO MOX1TH1 MAafOTh CEHC).
X—a g(x) X—a g (X)
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f(x)

[HIIMMMA c0BamMu, SKIIO Y TPaHMUII “mﬂ Ma€ MICII€ HEBU3HAYEHICTD 6
X—a g X

0 o . o .
abo —, TO MOXHA OKPCMO 3HAWTHU IOX1AHY YUCCIIbHUKA, OKPCMO 3HAWUTH IMOX1AHY
o0

3HAMECHHUKA, B3ATH X CITIBBIIHOIICHHS 1 3HAUTH TPAaHMIO Takoi GyHKIi. Ko

. o0 o .
3HOBY BHHHUKA€ HCBU3HAYCHICTDH 6 abo —, AJId 00YMCIICHHS IM1€1 rpaHyil MOKHa

o0

) ) ) . £ ™(x)
3HOBY 3actocyBaru npaBwiio Jlomranda. | tak mam. B3aram, 3HaiiTu IImT,
x—a g (X)
IPUYOMY BUKOHYBATH JU(EpEHIIFOBaHHS, TOKM HEBU3HAYCHICTh HE 3HUKHE. SIKIIO
IpU BUKOHAHHI IIi€l MpPOUEIypH OTpUMAlM, IO TPAHUIl HE ICHY€, 3HAYUTH
npaBwio Jlomitans He MmiAXOAUTh, a00 HEOOXiJHO BHUKOHATH JOJIATKOBI
MIePETBOPEHHS MEPEe]T TUM, SIK HOT'0 3aCTOCOBYBATH.

CkiHYeHHO-PI3HULIEBA CXeMa IJIsl 00UMCJICHHS 3HAYEHHSI MOXiTHOI
Hexaii € pynkuis f(x) 1 Touka x,. HabnmxeHo 3HaueHHs nmoxiHOT QyHKIIT

f (X) Mo)kHA 3HANTH, 3aCTOCYBABIIN CKIHUYCHHO-PI3HUIIEBY CXeMY 3a (hOPMYJIOHO:

f(Xo +h)_ f(Xo)

f(x) o

e h — HeBeMKe 4uCIIo.

f(xo +h)_ f(Xo)
h

[Ipuuomy, — f'(x,), xomu h— 0,

3ayBa:keHHsi. CKIHUYEHHO-PI3HMIIEBA CXEMa, a TaKOXX YUCJIOBI METO/H, fKI
Ha HIM 0a3yloThcsa, € HecTihkuMu. [lpu oOYMCIEHHSIX Ha KOMII IOTepi
BUKOPUCTOBYIOTBCS UHWCJIOBI THUIIM, $AKI IepeadayaroTh HAsBHICTb IOXUOKH.
Hanpukman, tan double 36epirae 16 3makiB. Bei iHmi — BigkumaroThes. Sk
pe3yJIbTar, 3’ IBISE€ThCS MOXUOKA HABITh IIPH peati3allii TOUHUX METO/IIB.

Hexait noxubka obuncienns QyHkumii f(X) oOMeXyeTbCsd BEIUYUMHOIO & .
Toni noxubxa uncenvHuka | f(x, +h)— f(x,)| Oyae oOMexyBaTUCh BEIMYHHOIO

: C-¢
0<C-¢, ne C — koHcranra. [loxubky Bcboro ApoOy MOKHA OLIHUTH SIK —— .

h
IIpu HaGmmkenHi h go Hysst, 3Bakarouud Ha Te, M0 h CTOITH y 3HAMEHHHKY,
C-¢

noxuOka o CKIHUEHHO-PI13HULIEBOI CXEMHU MOKE HECKIHYEHHO 3pocTaTu!
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Ipuxaaau po3B’si3aHHdA 327124

HMpuxaan 1. 3xaiity noxigny gynkuii f (X) = x°. 3acrocyemo dopmyiy 2) 3
TaOIUI]l MOXITHUX,

(x") =nx"". Tyr n=5. Toxi (x°) =5x>" =5x*

Hpuxnan 2. 3naiitu noxigny ¢yHkmii f(x) = (Sin X+ cosX). 3acTocyemo
npaBuiio AudepeHiiroBaHHs cyMu 2) 1 popmyiu 7), 8) 3 TaOIUIII MOX1THUX,

7),8)
(sin X+ cosx)’' =sin’ X+ cos’' X = cos X + (—Ssin X) = cos X —Sin X
Mpuxaan 3. 3Haiity noxigay ¢ynknii f (X) = x*-e*. 3acTocyeMo mpaBmio

mudepenItitoBanHsa 100yTKY 3) 1 hopmymnu 2), 4) 3 TaOIHIl TOXITHUX,

(X -e) =(x) e +(e") - x*=2x"-e" +e" - X" =2x-e" +e" - X’
f g

f'g g-f

2
. 3aCTOCYEMO TIPABUJIIO
X

. . X
Ipuxnan 4. 3uaiity noxigny ¢yukmii f(X) = |
n

nudepenititoBanHs 4acTku 4) 1 Gopmynu 2), 6) 3 TaOIUI TOXITHUX,

ZXHInx—E-x2
X2 ) (x*) Inx—(Inx)'x* _ x _2xInx—x
In x (Inx)* In? x In® x

Mpukaax 5. 3uavitu noximny ¢yskmii  f(x) =sin(2x). Tyt cknaageHa

dynkmis. Tomy 3actocyemo mpaBwiio 5), micis 9oro mpaBmwio 1) 1 dopmymny 7) 3
TaOIUI]l MOXITHUX,

(sin(2x))" = cos(2x) - (2x)" = cos(2x) - 2- (x)" = 2cos(2x)

Mpuxaan 6. 3naiitu noxigny ¢ymkuii f(x)=sin(x’+1)-e*. Tyr croirs
T00YTOK BOX (DYHKIIIH, MPUUOMY MEPIIUM MHOKHHUK — CKJajieHa QyHkiis. Tomy
3aCTOCY€EMO TpaBmiio 4), micisg yoro npasuwio 5) 1 2) 1 dopmynu 1), 4), 7) 3 Tabnuii
MTOX1HHX,

(sin(x® +1)-e*)" = (sin(x* +1))' - * + (e*)"-sin(x* +1) =
f \-\gﬂ f Hgﬂ T f

=cos(X* +1) - (xX* +1)"-e* +e*-sin(x* +1) = cos(x* +1) - ((x*)' +1')-e* + e -sin(x* +1) =

=cos(x* +1)- (2x** +0)-e* +e*-sin(x* +1) = cos(x* +1) - 2x - e* +e* -sin(x* +1)
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HMpuxaan 7. 3uaiity noxigny ¢yuknii f (X) = x*. 3actocyemo BnacTuBicTh

eKCIIOHeHTH i torapudma €"* =a, Ina’ =blna. Maewmo,
f (X) — X2x — e2><Inx
Tomi
f'(x) = (™) =™ - (2xInx) =™ - (2X'InX +In"x - 2X) =

=2 -(2Inx+£-2x):e“'"x-(2Inx+2).
X

2xInx

Tak sk X** =e

f'(x)=x"-(2Inx+2).

, OCTaTOYHO Ma€EMO.

Ipuxnan 8. Hexaii TpaekTopis pyXy TOUKHM 337a€ThCSA PIBHAHHAM

0 X = cost
- y = 2sint

3HalTH BEKTOP MIBUAKOCTI 1 IPUCKOPEHHS B MOMEHT vacy t =0.

Bekrop mBHIKOCTIL: V, = X/, v, = y{ . 3HaMAEeMO ITOXI1/IHI,

X, = (cost)’ = —sint|_ =-sin0=0,

y, = (2sint)’ = 2(sint)' = 2cost|  =2cos0=2.

Tonmi V=(v,,v,)=(0, 2).

Bekrop npuckopenHs: a, =V, = x’, a, =V, =Yy, . 3Haiinemo noxini,
"_ - r_ _ —

X'= (=sint)’ = —cost|_ =-cos0=1,

y'= (2cost)’ = 2(cost)’ = —2sint|_ =2sin0=0.

Taxum uwmnom d=(a,,a,)=(1 0). 3ayBaxumo, mo moXimHi Big MBHAKOCTI

00YHCITIOIOTHCSA JI0 TOTO, K mijgcraBuiu t =0,

Mpuxaan 9. 3anuIniTh PiBHAHHA JOTHYHOI i HOpMAai 10 KpuBOi Y =X’ B

TOYLl X, = 2.
PiBHSHHS TOTHYHOT

Y=Y, = f'(XO)(X— Xo) :
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3HaiiieMo KoopauHary Y, . s nporo mijacraBUMo X, = 2 y piBHSIHHS KPUBOI,
Y, =X => y,=2"=4,

3naiigemo noxiaHy f'(x,),
y' =(x*) = ZX\X:XO =2.2=4.

Otxe f'(X,)=4.0OcTaTo4yHO Ma€EMO PIBHSAHHS JOTUYHOI B TOYLI (X,, Y,)
y—4=4.(x-2) & y=4-x-4-2+4 & y=4x-4.

PiBHsiHHS HOpMAaUTI

1 1
Y=Yo=~ (x=%) = y—4:—z(X—2) And y=—z(X—2)+4

F(x,)

x 1 x 1 X 9
S VY=—+—F+4 S Yy=—+—+4 &S Yy=——+—.
4 2 4 2 4 2

Mpuxaan 10. 3HalmiTe KyT MisK KpUBUMHU Y = 2X, Y = X +1.

3HaiiieM0 TOYKYy TMepeTuHy KpuBuX. JlIg 1bOTO TMPUPIBHIEMO
KOOp/JIMHATH:

2x=x"+1 & x*-2x+1=0 < (x-1)*=0 < x, =1.
3HaleMO KyTOB1 KOE(IL[IEHTH, TOX1IHI PYHKILIHN IpU X = X, :
k,=y/=(2x)'=2 =2,

k,=y,=(x"+1)'=2x  =2-1=2.

[TincraBumo y dopmyiy st KyTa:

tg0{:| k—k, | | 2-2 |:0’
‘1+k1-k2‘ ‘1+2-2\
mamo « =0.
Mpuxaan 11. 3uaiinite noxigny obepHenoi gynkuii y = X° +1.
Hexait f(X)=x*+1.Toxmi y=f(X), x=1"(y) i

1

(70 =1y

y_
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1__ 1
2x  2-f7(y)
“x” 3 pupasy aad BuxigHoi ¢ymkuii y=X'+1 < y-1=x> & x=+,/y-1.

F/(X) = (x* +1) = (x*) +1 = 2. Toxi (f(y)) =

. Bupazumo

OcTaro4yHo

! 1
f(y) ==—=+=
( (Y)) ox zm
HMpuxaan 12. 3Haiigite noxiany obepHeHoi GyHkiii Y = X° +5X+1.
1
f'(x)

f'(x) = (x° +5x+1)' =5x* +5. 3ayBaxkumo, 110 Ha BiAMiHYy Bij MpuKIamy 9

Hexaii f(X)=x"+5x+1. Toxni ( f ’1(y))’:

BUpPA3UTH X dYepe3 Y TyT HeMoxkHa. ToMy 1 KiHUEBOMY BHpasi 3aMiCTh X
nigcrasumo “ f (y)”. Maemo
1 1

e

Hpukaax 13. 3naiipite noxigHy 1-ro 1 2-ro mopsaky y, 1 y/

napaMeTpuyHO 3aJ1aHoi PyHKIII1
X = cost
y =sint
yl
[lepura nmoxinHa opiBHIOE Y, = =\ 3HaiizeMo

X/ = (cost)’ = —sint,

y, =(sint)" = cost.

Toni
, Yy, cost
Y, =" =—-
X, —sint
y”
Jpyra mnoximsa mnapamerpuyHo 3agaHoi (QyHKuii JopiBHIOE Y] =,
X

t

3naiinemo Y. . IloxinHa y' HaMm Bxke Bimoma. HeoOXxiqHO npoaudepeHitoBaTi mo
t:
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V= (Y'Y, _( cost j' __(costj
T =sint ), sint ),

" (cost)'(sint) — (sint)'cost _

sin’t
. . f-_J%
__—sint-sint—cost-cost _sin’t+cos’t 1
sin’t sin’t sin’t’
1 1
Tori y,,ZY_Lt': sin’ t sin"t 1
X —sint _sint sin’t
1

3agayvi 119 caMOCTIHHOTO PO3B’SI3aHHS

| 3HaliaiTe moxiaHy QyHKIIT

Knacue 3aBnanusa

JlomaliHe 3aBiaHHS

Yomy nopisHioe audepeniian?

1) f(x)=x" 2) f(x)=x"
3) f(x)=x’ 4) f(x)=13
5) f(x)=5 6) f(x)=19"
7) f(x)=15*  8) f(x)=T7"

Yomy nopiBHioe audepeniian?
101) f(x)=x* 102) f(x)=x’
103) f(x)=x" 104) f(x)=x*
105) f(x)=8 106) f(x)=4"
107) f(x)=14* 108) f(x)=12"

9) f(x)=>5-arctgx
10) f(x)=4-arctgx
11) f(x)=6-arccosx
12) f(x)=3-17"

13) f(x)=5-sinx
14) f(x) =4 -arcctgx
15) f(x)=2-ctgx
16) f(x)=2-sinx
17) f(x) =5-cosx
18) f(x) =5-arccosx

109) f(x) =4-sinx
110) f(x)=3-ctgx
111) f(x)=5-arcsinx
112) f(x)=2-x*
113) f(x)=5-x"

19) f(x) =shx—e*

20) f(x) = arctgx + tgx

21) f(x)=chx—e*

22) f(x) = arcsinx +arccosx
23) f(x)=16"-x’

24) f(x)=5cosx+6-13"

25) f(x) = 6arcsinx — 2arcctgx
26) f(x)=6c0sx+5Inx

114) f(x) = arcctgx + tgx
115) f(x)=Inx+cosx

116) f(x) =cosx + ctgx

117) f(x) =5Inx+ 2shx

118) f(x) =4sinx+5co0sx
119) f(x) =4cosx + 4arcsinx
120) f(x) =5-5" + 2tgx

121) f(x) = 6arcsinx +21-7”
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27) f(x)=3e* + 4arctgx

28) f(x)=5x*-2.5"

29) f(x) = barctgx + 5arcctgx
30) f(x)=2arctgx —6x*

31) f(x)=4tgx + 4shx

32) f(x)=4Inx—4arcctgx
33) f(x)=5cosx+5chx

34) f(x)=x"-¢*

35) f(x)=-cosx-arcsinx
36) f(x)=Inx-arcsinx
37) f(x)=tgx-arccosx
38) f(x)=Inx-x®

39) f(x)=shx-Inx

40) f(x) =arcctgx -3

41) f(x)=chx-¢”

42) f(x) = tgx-shx

43) f(x) =arcsinx-cos x
44) f(x)=2-e"-chx

45) f(x)=2-e*-arccosx
46) f(x)=6-arcsinx-arcctgx
47) f(x)=4-arctgx-shx
48) f(x)=5-cosx-arcsinx
49) f(x)=6-chx-ctgx
50) f(x)=2-chx-ctgx

122) f(x) =€ -cosx
123) f(x) = chx-shx
124) f(x) = x"-shx
125) f(x)=x"-arcctgx
126) f(x) = x* -arcctgx
127) f(x)=3-sinx-¢e*
128) f(x)=3-x*-shx
129) f(x)=5-tgx-Inx
130) f(x)=2-Inx-chx
131) f(x)=5-ctgx-e”

51) f(x)= 9% 52) f(x)= o
SIN X X

53) F(x) =S 54y f(x) =X
tgx sin x
55) f(x)= S 5 f(x)= SO
sin X chx
tgx x°
57) f(x)= -9 58) f(x)=
) ( ) COS X ) (X) COS X
coix 60) f(x) = tgx
X COS X

59) f(x)=

132) f(x)= 21X
tgx
133) f(x) =X
ctgx
134) f(x)= 21X
shx

X15

shx
X7
shx

135) f(x) =

136) f(x) =

61) f(x)=arctg(6x+5)
62) f(x)=arctg(2x+1)

137) f(x) = (4x+7)°
138) f(x) =arcsin(8x +5)
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63) f(x)=ch(4x+3)

64) f(x)=arcctg(8x +2)

65) f(x)=ctg(7x+8)

66) f(x) =47

67) f(x)=1In(3x+4)

68) f(x)=e“"

69) f(x)=1g(3x +8)

70) f(x)=arcsin(5x + 3)

71) f(x)=ch(x®+2x*-2x+5)

72) f(x) = arctg(-3x® +3x* —2x - 2)
73)

f (x) = arctg(2x® — x° +3x* —4x—2)
74) f(x) = arcsin(—x* +5x+3)

75) f(x)= 44x3+5x2+4

76) f(x)=arccos(x* —3x+4)

77) f(x)=1tg(5x* —4)

78) f(x)=cos(4x’ +x* —4x®> +4x+1)
79) f(x)=(5x"—x*—x*—2x-4)*
80) f(x)=ctg(4x*—-4x+2)

139) f(x)=ctg(7x+5)

140) f (x) = ctg(2x* +2x* +5x* —3)
141) f(x)=sin(-2x>-2x* - 2x+5)
142) f(x) =ctg(-2x" +2x° +5x* +2)
143) f(x)=sin(2x> —2x* —2x + 2)

81) f(x)=~5x+9

82) f(x)=+/8x+2

83) f(x)=3/6x+2

84) f(x)=4/6x+2

85) f(x)=3/5x+7

86) f(X)=+/—4x2+2x+2

87) f(x)=3/5x* —3x* +4x> +3x—4
88) f(X)=+/4x*+2x —4x*—4
89) f(x)=4/x°+2x*+3x—3

90) f(x)=~/—2X*+5x2—2x+2
91) f(x)=/x*—x?+3x+2

92) f(x) =4/—4x* + x*+3x% +2x -2

144) f(x)=~/3x+8
145) f(x) =4/8x+8
146) f(x)=4x+2
147) f(x) =4/7x+9
148) f(x)=4/4x+8
149) f(x) =442 +4x+4

150) f(x)=~/—4x> +2X2 +4x+4

93) f(x) =ctg(sh(arcctgx))
94) f(x) =In(sh(chx))
95) f(x)=sin(ch(shx))
96) f(x)=tg(cos(e*))

151) f(x)=ctg(sin(7"))
152) f(x) = cos(sin(ctgx))
153) f(x) =sin(sin(Inx))
154) f(x) =tg(sh(e"))
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97) f(x) =sin(cos(chx))
98) f(x) = cos(ch(shx))
99) f(x) = cos(tg(cosx))
100) f(x) = cos(sh(arcctgx)),

4OMY J0piBHIOE audeperian QyHKIii?

155) f(x) = In(sin(arccosx))

Yomy JTIOPIBHIOE nudepentian

byHKIii?

Il Po3B’sokiTh 3a/1a4i Ha (PI3MYHMI 1 TEOMETPUYHHUMN CEHC TTOX1THOT

Knacue 3aBJaHH

‘ J.IOM&H.IH€ 3aBJaHHA

3HaWJITh BEKTOP IIBUJIKOCTI Ta NPUCKOPEHHS B MOMEHT uyacy t,, SKIIO

TpaekTopito pyxy @(t) 3amano mapaMeTpuIHO

X=2t>+3

1){ _ t, =0
y =sint
X=23e"+t

2){ t =1
y =cost
X=Int+3t

3) t t, =2
y=¢
X =tsint

4) t,=1
y=Int
X=t>+3t+1

5){ il t, =1
y=tint
=sin(3t* +1

6){)( in(3t? +1) L =2
y=1

X = COst

o[
y:
X=sint

16) t, =1
y=4Int+t?
X =¢g'

17 t =2

>{y:2t 0
Xx=t

18){ t,=0
y =tcost

tt

19) ¥ 7% t =1

y=2t+1

X =t
20) t,
y = cos(5t? +1)

3HaiaiTh MBUIKICTH V(t), AKIIO BiIOMO PIBHSIHHS pyXy TOYKH ( S(t)—I1e 1uUIsix)

7) s(t) =3sin(5t +4) + 2
8) s(t) ="
9) s(t) =2sin(3t +2) + 4sin(2t +1)

21) s(t) =8cos(2t —3) +4
22) S(t) — e—4t+2
23) s(t) = 2cos(5t + 4) + 3cos(4t — 2)

3anumIiTe pIBHAHHS JOTHYHOT 1 HOpMa
10) y=x",

a) X,=1, 0)x,=2
11) y* =2px, X,, p>0

12) y=cosXx, X, :%

1 10 KpUBOI B TOYI X,

24) y=x°,
a) X,=1, 0)x,=2
. T
25) y=sinx, XO:Z
X2 2
26*)¥+§:1, X,

3HAUIITh KYT M)XK KDUBUMU
13) y=x*iy=x>+x"-1

3HAUIITh KYT MK KDUBUMU
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14) y=sinx i y =CO0SX

y=+/x

27) y:l,
X

Il 3HakiTh MOXIIHI BUIUX IOPSJIKIB

Kiache BaBI[aHH}I

JlomaliHe 3aBIaHHS

1) y=e", y"-?

2) y=sinx-cosx, y'—
3) y=xe*, y"-?

4) y=x“, y" -2

5) y=a’, yw—

6) y=Inx, y" -

7) y=sinx, y(”)

(25) __

8) y=x°-cos(2x), y

Bukopucratu gpopmyiy HeH6Hiua.

9) y=x"+3x*-8x+1, y"-?
10) y=x*+2x°
12) y=xcosx, y""=?

13) y=x’Inx+1, y"
14) y =cosx, y‘”)—’>

(25) __

15) y=x*-e",y
Buxopucraru (bopMyny JleitOHina.

—-3x* +6x-8, y® -7
11) y=2x"+5x" —6x°+5x—2, y*? -7

IV 3naiiaiTe moxigHy HESIBHO 3a/1aHO1 QyHKIIIT

Knacue 3aBnanasa

JloMaliHe 3aBIaHHS

1) y=xy’+1, y' -
2) y=e",y'=?
3) y=xsiny, y' —

4) y =xexp(y), y'-?

5) y=yXx+y +1, y'—
6) y=xcosy, y'—7?

V 3Haiinite noxigny obepueHoi gpynkuii X = f 7(y)

Knacue 3aBnanasa

1) y=x>+4x+1. Uu
obepHeHa (yHKIIisI Ha BCiit 0ci?
2) y=cos(e*). IlepeBipre BipHICTBH

icCHYy€

OTPUMAHOTO BUPA3y.

JloMaliHe 3aB1aHHS

3) y=x"-2x*+3

4) y =CO0SX. [Tepesipte BIPHICTh
OTPUMAHOTO BHUpa3y 3a  TaOJHIICIO
MOX1/THUX.

VI 3Haiinite moxinHy 1-ro i 2-ro mopsiaky Y., Y. TapaMeTpU4HO 3aJaHoi

byHKIT

‘ Knache 3aBganns

‘ JloMaiiHe 3aBaaHHs

66



X =
1) 5){
y=2t*+3 y = cost
X=g'
2 {x 3cost 6){
y =sint y=2t
3 =Int ) X = acht
) y= y = bsht
5 X= a(t sint)
y = a(l—cost)

VIl Po3B’soxiTh 3a1a4il

1) ITpu HamyBaHHI MOBITPSIHOT KYJIbKHU pajsilyc R piBHOMIPHO 301IbITY€EThCH.
3 SIKOIO MIBUKICTIO 301IBIIYETHCS TIJI0IA TTOBEPXHI KYJIbKH?

2 2
2) IlokaxiTh, IO PIBHSHHS JOTUYHOI N0 rinepbonmn — —-—=1 B TouIn

a> b?

XXy YYo
X1 Y, ——=—=2=1.
(X,,Y,) Ma€e BUTIISAT 2 p?

3) 3uaiiaite moxigay 178-mopsaky gyukiii f(x) =e”.

4) Hexait a,, a,, a,, ..., a8, — 3axaHi aiicHi uucna. Hexail € dikcoBana

TOYKa X,. 3HaiaiTh moiiHom P (X) cremeni N, skuid y Todli X, Mae MOXIiaHI
k .
Pn( )(XO) =a ,miBcix k=0, 1 2,..,n
5) IMokaxiTh, 110 KPHBI CiMEHCTBa TrinepOOJ MEPETUHAIOTHCS i MPSAMUM

KyTOM Xy =a, X’ —y*=b.

6) Jlano piBHsHHs pyxy Toukm S(t) =t +2t. Jlna Momenty t, =1 3HaiimiTs
TO4HEe 3Ha4YeHHs mpupicty AsS(t,) i HaOmmwkene 3HaueHHs AS(t,)~ds(t,) mpum
a) At=01, 6) At=0,01.

......

HaCTYHHl 3HAa4YCHHA

a) sin5°,  6) 3102, =) In3.

VI 3nHaiiaiTe rpaHuIll 3 BAKOPUCTAHHIM TpaBuiia Jlomitans

| Knacue 3aBiauss | JlomariiHe 3aBaHHs |
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1) lim In(1+ Z() —X

x—0 X
_ 2
2) lim 2(cosx 21)+x
x—0 tgx
3) lim >_<cosx—s_|nx3
x>0 sIn tg arcsin x
2
4) lim— X F1X*0
=6 —2X° — 6X+36
2
5) Iim5x2 15x—-20
x>-1 3x° —-9x—-12
im 3x*+24x+45
3 4x*+H16Xx+12
2
7) lim 4x° —-8x—96
o8 — 4X°*+28X — 24
3 2
3) Iimx : 6x2 +11x -6
ol X" =X —4x+4
3 2
9) lim )i 2)2 X+2
2 X —5X° +8x -4
1

10) |im(t9—x)““

x—0 X
11) Iing(tgx)s‘”x

12)
a) limxlInx

X—>+0

0) moBecTH, MO X HAOIMKAETHCS 0
0 mBualme, HBK Jorapudm y Oy.b-
SKOMY  HATypaJbHOMY  CTeleHI
HAOJIMKAETHCA O — 0.

B) nosectn, mo X, mpu a >0,
HaOmmwkaeTecs no O IIBUAIIE, HIK

In X HabaMxKaeTHCA 10 — 0.
13)

a) lim =

x>+ A
0) moBecTH, IO €° 3poCTaE Ha -+ o0
mBUAIIE, HDK X Yy OyIb-sSKoMy
J0JIaTHOMY CTETICHI.
14)
a) Iimln—ax (a>0)

X—>+00 X

X COS X —Sin X

16) Iino1
17) lim X—ar_csn:x
=0 tgsin X
4 R
18) limyitx-1
=0 31+ x -1
5 F—
19) IirrO1—V1+X1
X—> X

(x+1)° -1

20) lim
x—0 X

2
21) lim 5x2 50x—-120
>-6  5X*+15x—-90
2
22) Iim3x2 6Xx—45
=3 4X+H16X+2
3 2
23) Iim)i x2 4x+4
=2 X* —4X" +5X -2
3 2
24) IimX3+2X2 X—2
>l X+ X —-Xx-1
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0) nmoBectd, WO X Yy OyIb-SKOMY
JIOATHOMY CTEIEHI 3pOCTa€ Ha + oo
HIBU/IIIE, HIXK JJorapudm.

3 _afr
15) fim Y1+ X —41-X
0 91+ X —4/1-X

IX 3 BukopuctanasaMm popmynu Teitnopa 3HaAHIITH
. tgx —sinx : 1 1
1) Ilm% 2) lim| ————
o0 X =0 sinx  tgx

3ayBaK€HHsI: HE PO3MUCYBAaTH TAHTCHC 3a BH3HAYCHHSM, a PO3KIACTH HOTO 3a
dbopmyinoro Teitnopa.

— 12
3) Iimln(l+z() X 2) IimCOS)_( \1-X
x—0 X x—0 SIN X — X
5) |im1+XCOSX_ L+2x 6) Iimi(i—ctng (BkasiBka: po3nucaTH
x>0 In(1+ %) =0 X\ X

KOTAHI'€HC 32 BU3HAYEHHSIM)

6) a) sin5°, 6) /1,02, B) In3.

X 3HainiTh moXigHy QyHKIIT

1) f(x)=x* 2) f(x)=10"
3) f(x)=2-ctgx 4) f(x)=cosx—chx
5) f(x)=3shx — 6arcctgx 6) f(x)=arctgx-shx
7) £(x)=6-shx.sinx 8) f(x)= X

ctgx
9) f(x)=sh(2x+6) 10) f(x)=tg(x*+4)
11) f(x)=4/3x+7 12) f(x)=¥4x> —2x+2
13) (%) = cos(ch(12")) 14) f(x)=—2

ctgx

15) f(x)=arctg(4x® +2x—-5+sinx*)
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16) f(x) = arcctgx - tgx
18) f(x) = 4arctgx — 6shx

20) f(x)=x"

22) f(x)=x*

24) f(x)=x°

26) f(x)=12

28) f(x)=20"

30) f(x)=4-sinx

32) f(x)=3-chx

34) f(x)=5-shx

36) f(x)=arccosx —arcctgx
38) f(x)=10" +shx

40) f(x)=4Inx—3e"

42) f(x) = 3arcsinx + 4arccosx
44) f(x) =chx-arcsinx

46) f(x)=chx-21"

48) f(x) =arcsinx-sin x

50) f(x)=3-cosx-e"

52) f(x)=4-sinx-Inx

54) f(x)=4-11"-arccosx

10

X
chx

56) f(x) =

58) f(x)= ™
tgx

17) f(x)=5-7"-arcsinx
19) f(Xx)=3-cosx

21) f(x)=x"
23) f(x)=x’
25) f(x)=x"
27) f(x)=18
29) f(x)=9"

31) f(x)=5-ctgx
33) f(x)=4-arccosx
35) f(x)=4-arctgx
37) f(x)=9" +1tgx
39) f(x)=x>—arcctgx
41) f(x)=2cosx—5ctgx
43) f(x)=6x" + 2shx
45) f(x) =arcsinx-sin x
47) f(x) = arccosx-arcsinx
49) f(x)=chx-sinx
51) f(x)=5-arcctgx-Inx
53) f(x)=4-chx-shx
55) f(x)=5-arcsinx-e”

ctgx
X14

57) f(x)=

59) f(x) =%
ctgx
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60) f(x)=——
shx

62) f(x)=tg(8x+4)
64) f(x)=cos(2x+5)

5 4 3 2

66) f(X) = e2x +5X7+5x°—3x“+4x+3
68) f(x)=4/8x+5

70) f(x) =3/ +2x> +2x+3
72) f(x) =cos(sh(arcsinx))
74) f(x)=(Inx)"

chx
76) f (X) = @

g2
78) {X_‘Q’t y' -2
y = tat

80) f(x):%

82) f(x)=sin’x

84) f(x)=In*(5x)
86) f(x)=(sinx)"
88) f(x)=(sinx)™
90) f(x)=ctg(sin(7"))

arcctgx

92) f(x)= o

61) f(x) :C%

63) f(x)=sin(8x+7)

65) f(x)=ctg(2x+8)

67) f(X) = In(=2x* +2x* + X* + 4x +1)
69) f(x)=%/9x+5

71) f(X)=3/—4x* —x*—2x2 + x +1

73) f(x) =sh(sin(arccosx))
75) f(x) = (tgx)”

77) f(x)= X
tgx

_ ot
79) {X y -2
y =arctgt

81) f(x)=xInx

83) f(x)=cos’(3x+5)
85) f(x)=x"

87) f(x)=(cosx)"

89) f(x)=/(cosx)“*
91) f(x) = (4x+7)°
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Bingnosinai

I1.1) v=(0,1), a=(4, 0)
2) V=(3e+1,-sinl), a=(3e, —cosl)

(T ) L (1
3)v=(§,e),a—[—z,ej

4) V=(sinl+cosl 1), a=(2cosl-sinl, —1)
5v=(51),a=(2 1
6) V=(12co0s13,0), a=(4, —144sin(13) + 6¢os(13))

10)a) y,,, =2x-1, yw,m,=—%x+3 6) Y, =4x-4,y, :—1x+§

11) y, = L\/_ . -x+§\/p7xj Y o —+( \/_\/7 x+\/_ —x +1/2pr

0

T M

15) V=(0,1), a=(-1, 0)

16) V =(cosl, 6), a=(-sinl, —2)

17) v =(e?, 2), a=(e?, 0)

18) v=(11), a=(0, 0)

19) V=(2e,2), a=(3¢, 0)

20) V = (2, —11sin6), a=(2, —121cos6 —10sin6)

1. .4 1 49
24) a =3X-2, =——X+—;0 =12x-16, =——X+—
) ) ydom yHOpM 3 3 ) yo om ynop\ 12 6
V2 2 N2 (, @
) yz) om 2 2 ( 4) HUpM J_ 2 ( 2)
_ 2
26) piBHAHHS JOTHYHOI: —> + Y)io =1, piBHAHHS HOpMaTi: y—% _2a Zyl
a’ b X—X b°x

1 1
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PO3JILJI 5. TJOCIIJDKEHHS ®VHKLIN 3 BUKOPUCTAHHSIM
JIMOEPEHLIINHOTO YUCIEHHS

Crucauii ajaropurm
nocmimxenns pynkuii Y = f(X)

1) O13.

2) [TapHicTh/HETIAPHICTb.

3) [lepioanuHICTh.

4) Touku nepeTUHY 3 OCSIMHU.

4.1. IigcraBasemo X = 0, 3HaX0AMMO TOYKM repeTuny 3 Biccro OY.

4.2. Tincrangemo Y =0, axmo Buxoauts, po3s’ssyemo pisusans f(X) =0
1 3HaXOIMMO TOYKH TepeTuny 3 Biccro OX.

5) Touku po3puBy pyHnkii — 3 O/13.

6) ACUMITOTH.

6.1. BeprukanpHa acumnrora X =a: lim f(x) =00, +00, —0.

x—a+0

. . f(x
6.2. Tloxuna acumnrora Y=Kx+b icmye, saxmo 3 lim Q =k eR,

X—>Fo0 X
3 Iirp (f(X)—kx)=beR. fxmo k =0, 10 Y =D - ropusonransua acumnrora.
7) O6uucnutu nepiry moxigay f'(x).
7.1. 3HaliTK KpUTHYHI TOUKH, Taki X, g skux f'(x) =0 1 OJI3.

7.2. 3uHaitd iHTepBanM MOHOTOHHOCTI. Skmo f'(x)>0, To dyHkis

3pocrae, skiio f'(x) <0, To cnanae.

7.3. SIxio moxigHa Mpu Mepexoii yepe3 ToukKy (sika Hanexutb O/13) 3minHroe
3HaK 3 “+” Ha “—”, TO B I} Toulll MakcUMyM. SIkio 3 “-” Ha “+”, TO B 1iil TOYIII
MIHIMYM.

8) O6umcautu apyry noxigny f"(x).
8.1. 3uaiit Touky, y skux " =0 i OJI3.

8.2. 3uaiiti inTepBayim omykiocTi ¢yskimiil. Sxmo f"(X) >0, To dbyHkiisn
omykia Bau3 (onykia). SAxmo f"(x) <0, dyHkiist onmykia Bropy (yrayra).
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8.3. Sxmo mpum mepexomi Uepe3 TOYKY (GYHKINS 3MIHIOE HAIPSIMOK
OITYKJIOCTI, TO 115l TOYKA — TOYKA IEPETHHY .

3agauvi 1y1g caMOCTIITHOTO PO3B’A3aHHA
Hocnigutu GyHKIIIO Ta MO0y ayBatu ii rpadik

2

X

1 =
)y 1

2) y=-X"+4x-3

3

X

3 =

)Y x? =1

X

4) y=—"_

)y 1
1+ x*

5) y=

6) y=x>+4x*+X

7) Y=t +In(x+1)
X+1
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TPUT'OHOMETPUYHI ®OPMYVYIJIN

OCHOBHA TPUTOHOMETPUYHA TOTOKHICTD i HACTIAKH.

sina+cos’a=1<

sina=1-cos*a <

cos’a=1-sin‘«

sina cosa
tga=—— ctga=——
cosa sina
tg°a +1=—- ctg’a +1=— tga - ctga =1
cos’ a sin*a

IoasiitHi KyTH

Cunyc/kocuHyc cymu/pizHuIi

Sin2a = 2sina - CoS
cos2a =C0s’ a —sin’ « 260
cos2a =2cos’ a —1 a6o
cos2a =1-2sin‘«

2t
1-t9°a

tg2a =

sin(a + B)=sina - Ccos S+ cosa -Sin 3
sin(a — f) =sina - cos § — cosa - sin 3
cos(a + ) =cose - cos B —sina -sin
cos(a — ) =cosa -cos B +sina -sin

tga £1gp

Dz ga

Cyma/pi3Huus CUHYCIB/KOCUHYCIB

IlepeTBOpeHHs 100yTKY y CyMy

a+ﬂ-cosa_ﬂ

sina +sin g = 2sin

2cosa - cos S =cos(a + ) + cos(a — f5)

2 2
sina—sinﬂ:ZSina;ﬁ -cosa;'g 2sing -sin B = cos(a — B) —cos(a + B)
B a+ p a—pf
COS@ +C0S ff =2C08=7=-COS™= | asing - cos B =sin(a + B) +sin(c — )
COSa—cos,b’:—ZsinOHﬂ sin@=8
2 2
(I)OpMyJIH SHUKCHHSA CTCIICHA YHiBepca.JIbHa TPUTIOHOMETPHUYHA
MiICTAHOBKA
- 1-cos2a o .
sinfg=—-——- t=lg- = siha=—3
2 2 1+t
2 1+ cos2a —t2 2t
cos"a=— COoSo = - tga = -
1-t
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3HAYEeHHS] TPUTOHOMETPUYHMX QYHKUIN NPH TeAKHX KyTax

rpazxycH | 0 30° |45° [60° [90° [120° |135° [150° |180°
pamiaau | O T L i3 L 2 3z St 7
6 4 3 2 3 4 6
sin 0 1 J2 J3 |1 V342 |1 0
2 2 |2 2 |2 |2
cos 1 J3 V2|1 0 1 J2 1 3 -1
2 |12 |2 2 | 2| 2
9 0 1|1 J3 |- _J3 -1 | 10
V3 3
Ctg — J3 |1 1 o 14 _J3 |-
3 V3
rpanycu | 210° | 225° [240° |270° [300° |315° [330° |360°
panianu | 77 o 4n 3z St i 11z | 27
6 4 3 2 3 4 6
sin 1 J2 | 43 -1 3| 2| 1 |0
2 | 2| 2 2| 2 2
cos J3 J2 | 1 |0 1 J2o 13 |1
2 2] 2 2 2 |2
tg 1 1 J3 |- _J3 |1 110
V3 3
Ctg J3 |1 1 o 14 _J3 |-
V3 V3
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TABJINIISI EKBIBAJIEHTHUX CI)YHKL[II?'I
Hexait x — 0. Toxi

sinx ~ X

2 2

X X
1-cosx~— & CosX~1-——
2 2

tgx ~ X
arcsinx ~ x
arctgx ~ x
shx ~ X
X2 2

chx—1~7 & chx~1+—

ctgx ~ 1
X

e"-1~x

a*-1~xlna

In(L+ Xx) ~ x

log. (L+X)~——
Ina

1+ x)" =1~ mx

NI —1~§
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TABJIMLA ITOXTAHNX

[ToximHa OOMexxeHHS Ha  00JIacTb  3MIiHH
apryMeHTy
1. C'=0
2. (x") =nx"" x>0 npu neR,
XeRopuneN
3. (@")'=a'lna xeR (a>0, a=1)
4. (e)' =¢e"
5. (log. |x|) = 1 xe R\{0} (a>0, a=#1)
' : xIna
xe R\{0
6. (n|x|)y=1 sR\0
X
7. (sinx)"=cosx
8. (cosx)' =-sinx
9. (tgx)'=— x#Z 1k, keZ
COS” X 2
keZ
10. (ctgx)' = ——= x#ak, ke
sin” x
X1
11. (arcsinx)' = [xl<
1-x°
X<l
12. (arccosx) =-— ! [ xl<
1-x?
13. (arctgx)’ = !
' 1+ X2
14. (arcctgx) =— L
' 1+ x?
15. (shx)" = chx
16. (chx)"=shx
1
17. (thx)'=
(th) ch®x
18. (cthx)’ = ——— x#0
sh®x
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I[TPABUJIA TNUOEPEHIIIFOBAHHA

1. KoHcTaHTa BUHOCHTBCS
(Cf) =Cf'

2. IloxinHa cymu (pi3HUII)
(ffg)=1"£9d’

3. [ToxinHa moOyTKY
(f-g)="1"-g+g"f

4. IToxigHa 4acTKHA

(i)’_f“g—g“f
g 9’

5. IloxigHa ckimaneHoi GpyHKIil

(F(g(h(..;00-.))" = T(g(h(...;(X)-..))) - g; (h(... J(x)

W) 11X
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PO3KJIAAEHHS JESIKUX EJEMEHTAPHUX ®YHKIIIL 3A ®OPMVYJIOIO

1 x X

u

e ol

2!

3

X X
2) sinx=———+

r 3

2

3) cosx = 1-2 4
21

x*  2x°
15

X5 |:O(X2n+l)
)

4) tgXx=X+—+
) g 2

3

5) shx=2+ X 4 X 4y
5l

1 3

2

6) chx = 1+X—+$+X—+

21

7 (Q+x)"=1+ox+

n

8) ——=> (-1)*x*

1+x &

9)mu+n:x—%+

1D\F?_ i

gz(zmn

1

Ji—x

12)

13) arcsinx =x+)_

RIS

k=1

MAKIJIAPEHA

n Xk
2

k=0

X X"
+—+.. +—+o(x
nl

+0(x")

(X2n+1)

O(X2n+2)
k 2k O(XZk)
(2k)| O(X2k+1)

X2n+l N {O(XZnH)

0(X2n+2)

1)k 2k+1
2k+1)!

X5 ) |:O(X2n+1) Z(

2n+2
0

ol

X' x°

41 ol

2:(

k=0

2n+1

{qﬁw

17x’
+ +
315

(2n)!
(2"n")?*(2n +1)

|:O(X2n+1)
+

0(X2n+2)

o(x

2k

* L
(2k)!

4 6

6| 0(X2k+1)

k=0

|:0(X2n+1) n

O(XZk)
= S|

a(a—1)(a-2) X° +...+0(x")
3 |

al@=D .,
21

+0(x").

2 3 4 k k+l

X X
—_—— + ...

3 4

(k-1 _,
(2k)l|

+—(—1)r:‘1x” +o(x") = Z( )

+0(x").

(2k)" +0(x").

2k =D o

+|:O(X2n)

O(X2n+1)

0 (2k )N

& (2K)1(2k +1) 0(x*"™?)

X2k+l N |:O(X2n+1)

+0(x").
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EnextponHe HaBuagbHE BUIAHHSI KOMOIHOBAHOTO BUKOPUCTAHHS
Mo’kHa BUKOPUCTOBYBATH B JIOKAJTbHOMY Ta MEPEKHOMY PEXKHUMI

Kanidepaa MctucnaB €BreHoBuu
Iorapcesknii Cepriit OsiekcaHapoBUY

IMPUKJIAJTHUN MATEMATH‘I_HI/IFI AHAJII3
TA EJEMEHTHU KOMII’'IOTEPHOI MATEMATUKHA

MetoauyH1 BKa3iBKHU 0 NPAKTUYHUX 3aHSTh
JUist 3700yBaviB BUILOT OCBITH NEPLIOTo (0aKanaBpChbKOT0) piBHS
3a criewianbHicTio E6 «IIpuknaana ¢izuka Ta HaHOMaTepiaan»

V 2 yactuHax

Yactunua 1

B aBTOpChKiii pemakirii

[Tigmucano mo po3mimieHHs 25.06.2025. apuiTypa Times New Roman.
VM. apyk. apk. 3,58. O6csr 1,780 M6. 3am. Ne 262/25.

XapkiBchbKui HallioHaNbHUN yHIBepcuTeT iMeHi B. H. Kapasina,
61022, m. XapkiB, Maiiman CBo6ou, 4.
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