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Анотацiя

Ця робота присвячена суто алгебраїчному пiдходу до теорiї узагальнених функцiй, що

був запропонован у роботах С.Л. Гефтера i О.Л. Пiвня. Дослiджується конструкцiя

множення кополiномiв, та кiльце полiномiв як простiр "основних функцiй". У цьому

контекстi кополiноми, розглядаються як аналоги узагальнених функцiї.

Робота починається з роздiлу, де викладенi властивостi кополiномiв та представ-

ленi приклади їх використання. Основна частина роботи, роздiл 3, мiстить ключовi

результати. Теорема "про двiйку" вказує на те, що диференцiальне рiвняння T ′ = Tm

має ненульовий розв’язок лише при m = 2. Вона також встановлює характеристику

δ-функцiї в цьому контекстi.

Другий основний результат полягає в загальнiй теоремi про iснування ненульових

розв’язкiв для нелiнiйного диференцiального рiвняння T ′ = P (T ), де P (y) є полiномом,

що задовольняє умову P (0) = 0.

Робота пропонує новий пiдхiд до розумiння узагальнених функцiй, де алгебраїчнi

методи дозволяють отримати цiкавi результати, вiдмiннi вiд їх класичних аналогiв.

This work is dedicated to a purely algebraic approach to the theory of generalized functi-

ons proposed in the works of S.L. Gevter and O.L. Pivnya. It investigates the construction

of copolynomials and the ring of polynomials as a space of "test functions."In this context,

copolynomials are considered as analogs of generalized functions.

The paper starts with a section outlining the properties of copolynomials and presenting

examples of their usage. The main part of the work, Section 3, contains key results. The

theorem "about two" indicates that the differential equation T ′ = Tm has a nontrivial

solution only for m = 2. It also establishes the characteristic of the δ-function in this context.

The second main result lies in the general theorem on the existence of nontrivial solutions

for the nonlinear differential equation T ′ = P (T ), where P (y) is a polynomial satisfying the

condition P (0) = 0.

The work proposes a new approach to understanding generalized functions, where

algebraic methods lead to interesting results distinct from their classical analogs.
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Роздiл 1

Вступ

Класична теорiя узагальнених функцiй вiдiграє важливу роль в математичнiй фiзицi,

теорiї лiнiйних диференцiальних рiвнянь з частковими похiдними та у деяких iнших

роздiлах математики (див. наприклад, [1]). При дослiдженi нелiнiйних диференцiаль-

них рiвнянь виникають певнi складностi, пов’язанi з необхiднiстю перемножати уза-

гальненi функцiї. Є декiлька нееквiвалентних пiдходiв до конструкцiї множення уза-

гальнених функцiй (див. на приклад, [5–7]). В представленiй роботi розглядаєтся суто

алгебраїчний пiдхiд до теорiї узагальнених функцiй. Деякi варiанти цього пiдходу були

запропонованi в роботах ( [4], [8–12]). У якостi простору "основних функцiй" в роботi

розглядаєтся кiльце полiномiв над цiлiсним комутатичним кiльцем. "Узагальненi фун-

кцiї" - це лiнiйнi функцiонали в у цьому кiльцi полiномiв. Такi лiнiйнi функцiонали

називають кополiномами. У другому роздiлi представленої роботи наведенi вiдомi вла-

стивостi кополiномiв та розглянутi змiстовнi приклади. Основнi результати дипломної

роботи мiстяться в роздiлi 3. Перший основний результат - теорема "про двiйку", яка

говорить про те що диференцiальне рiвняння T ′ = Tm має ненульовий розв’язок тiльки

в випадку, коли m = 2 (див. стор. 18). Також наведенi наслiдки з цiєї теореми, якi пов-

нiстю характеризують δ-функцiю (див. стор. 16-17) у кiльцi кополiномiв. Вiдмiтемо що

цi результати дуже сильно вiдрiзняються вiд вiдповiдних результатiв класичної теорiї

диференцiальних рiвнянь. Другий основний результат дипломної роботи - загальна те-

орема про iснування ненульвого розв’язку нелiнiйного диференцiального рiвняння T ′ =

P (T ), де P (y) полiном i P (0) = 0 (див. стор. 18-19).
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Роздiл 2

Попередня iнформацiя

2.1.

Нехай K - це цiлiсне комутативне кiльце нульової характеристики з 1 i K[x] - кiльце

полiномiв з коефiцiєнтами з K.

Означення 1. Кополiном над K визначається як K-лiнiйний функцiонал, заданий

на кiльце K[x], тобто як гомоморфiзм модуля K[x] у кiльце K.

Через K[x]′ позначимо модуль кополiнома над кiльцем K. Таким чином, T ∈ K[x]

тодi i тiльки тодi, коли T : K[x] → K i T має властивiсть K-лiнiйностi: T (ap + bq) =

aT (p) + bT (q) для будь яких p, q ∈ K[x] та a, b ∈ K. Якщо T ∈ K[x]′, то для значенння

T на p, ми використовуєм запис (T, p). Також будемо записувати кополiном T ∈ K[x]′

у виглядi T (x), де x розглядаєтся як аргумент полiномiв p(x) ∈ K[x]. У цьому випадку

результат дiї T на p можна подати у виглядi (T (x), p(x)). Якщо a ∈ K та T ∈ K[x]′, то

операцiя множення aT ∈ K[x]′ визначаєтся наступною формулою:

(aT, p) = a(T, p), p ∈ K[x].

Нехай

p(x) =
m∑

n=0

anx
n ∈ K[x]

Для довiльного x ∈ K розглянемо полiном p(x+ h) ∈ K[h] :

p(x+ h) =
m∑

n=0

pn(x)h
n,
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де pn(x) ∈ K. Оскiльки, у випадку поля з нульовою характеристикою,

pn =
p(n)(x)

n!
,

ми також припускаємо, що за означенням

p(n)(x)

n!
= pn(x), n = 0, ...,m,

це також вiрно для будь-якого комутативного кiльця K. Для n > m ми припускаємо,

що
p(n)(x)

n!
= 0.

Означення 2. Похiдна T ′ кополiнома T ∈ K[x]′ як i в класичному випадку, задає-

ться формулою

(T ′, p) = −(T, p′), p ∈ K[x].

Використовуючи цей результат, отримуємо наступний вираз для похiдної n-го по-

рядку:

(T (n), p) = (−1)n(T, p(n), p ∈ K[x].

Отже,

(T (n), p) = 0, якщо T ∈ K[x]′, p ∈ K[x], n > deg p.

У силу рiвностi

( 1

n!

dn

dxn
T, p

)
=
(T n

n!
, p
)
= (−1)n

(
T,

p(n)

n!

)
, p ∈ K[x],

кополiноми
T (n)

n!
добре визначенi для будь-яких T ∈ K[x]′ та n ∈ N.

Приклад 1. Кополiном δ-функцiя задається формулою

(δ, p) = p(0), p ∈ K[x].

Для кополiнома δ-функцiї знаходимо похiдну n-го порядку наступним чином:

(δ(n), p) = (−1)n(δ, p(n)) = (−1)np(n)(0), n ∈ N.
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2.2.

Розглянемо важливий випадок, коли K = R.

Нехай f iнтегровна за Лебегом функцiя та∫ ∞

−∞
|xkf(x)| dx < +∞, k = 0, 1, 2, ... .

Тодi f породжує регулярний кополiном

(f, p) =

∫ ∞

−∞
p(x)f(x) dx, p ∈ R[x].

Через S(R) позначимо простiр Шварца швидко спадних функцiй, тобто множину

комплексозначиних функцiй f(x) ∈ C∞(R), для яких

sup
x∈R

|xnf (k)(x)| < ∞, k, n = 0, 1, 2, ... .

Нехай D(R) - множина фiнiтних функцiй з S(R).

Покажемо, що на вiдмiну вiд класичної теорiї узагальнених функцiй, у випадку

кiльця K = R всi кополiноми є регулярними. Це випливає з наступної леми.

Лема 1. Для будь якої послiдовностi {an}∞n=0 дiйсних чисел iснує така дiйсна фун-

кцiя f ∈ S(R), що

∫ ∞

−∞
xnf(x) dx = an, n = 0, 1, 2, ... (1)

Доведення. В силу теореми Бореля [1] iснує функцiя φ ∈ D(R) така, що

φ(n)(0) = (−i)nan, n = 0, 1, 2, ... (2)

Зворотне перетворення Фур’є цiєї функцiї

f1(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
φ(λ)eiλx dλ

є елементом простору Шварца S(R). Тодi φ(λ) є перетворенням Фур’є функцiї f1(x):

φ(λ) =

∫ ∞

−∞
f1(x)e

−iλx dx
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та з урахуванням рiвностi (2)

(−i)nan = φ(n)(0) = (−i)n
∫ ∞

−∞
xnf1(x) dx, n = 0, 1, 2, ...,

тобто ∫ ∞

−∞
xnf1(x) dx = an, n = 0, 1, 2, ..., (3)

Покладемо f(x) = Ref1(x), тодi f : R → R та f ∈ S(R). В силу (3) функцiя f вiдповiдає

умовами (1). Лемма доведена.

Вiдмiтемо, що бiльш складне доведення бiльш загального факту можна знайти у

книзi [2].

Зауваження. На вiдмiну вiд класичної теорiї, функцiя, що породжує кополiном,

визначається неоднозначно. Наприклад, ненульова функцiя може породжувати нульвий

кополiном. Наведемо вiдомий приклад Стiлтьєса.

Приклад 2. Нехай

f(x) =

e−
4√x sin 4

√
x, x ≥ 0,

0, x < 0,

тодi, за класичним результатом Стiлтьєса (див. [3]), маємо∫ ∞

−∞
xkf(x) dx = 0, k = 0, 1, 2, ...

тобто, f є нульвим кополiномом.

Приклад 3. Нехай φ(λ) - майже характеристична функцiя вiдрiзку [−1; 1], що на-

лежить простору D(R) (див. [1], теорема 1.4.1 та малюнок нижче):
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Маємо: φ(0) = 1, φ(n)(0) = 0, n ≥ 1. Нехай тепер

f(x) =
1

2π

∫ 1+ε

−1−ε

φ(λ) cosλx dx.

Тодi (δ, p) =
∫ +∞

−∞
p(x)f(x) dx для всiх p ∈ R[x]′ (див. доведння леми 1). Таким чином,∫ +∞

−∞
p(x)f(x) dx = p(0) для всiх p ∈ R[x].

Приклад 4 [4]. Нехай K = R i a ∈ R, a > 0. Знайдемо, що у просторi кополiномiв

суму ряду
∞∑
n=0

(−1)nanδ(n)

(ця нескiнченна сума є регулярним полiномом i коректно визначена, оскiльки (δ(n), p) =

0, якщо n > deg p). Покажемо, що

∞∑
n=0

(−1)nanδ(n)(x) =


1

a
e−x/a, x > 0,

0, x < 0.

Для цього ми зазначаємо, що∫ ∞

0

e−
x
axkdx = k!ak+1, k = 0, 1, 2, ... .
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Нехай p ∈ R[x] i

p(x) =
m∑
k=0

p(k)(0)

k!
xk.

Якщо

f(x) =


1

a
e−x/a, x > 0,

0, x < 0.

тодi

(f, p) =
1

a

∫ ∞

0

e−
x
a p(x)dx =

1

a

m∑
k=0

p(k)(0)

k!

∫ ∞

0

e−
x
adx =

m∑
k=0

akp(k)(0)

=
m∑
k=0

(−1)kak(δ(k), p) =
( m∑

k=0

(−1)kakδ(k), p
)
.

2.3.

Розглянемо деякi приклади диференцiальних рiвнянь у просторi K[x]′.

1. Диференцiальне рiвняння T ′ = 0. Покажемо що воно має тiльки нульовий

розв’язок.

За означенням (T ′, p) = −(T, p′), отже ми маємо:

(T ′, 1) = −(T, 1′) = −(T, 0) = 0

0 = (T ′, x) = −(T, x′) = −(T, 1)

−2(T, x) = −(T, 2x) = −(T, (x2)′) = (T ′, x2) = 0 => (T, x) = 0

...

−k(T, xk−1) = −(T, kxk−1) = −(T, (xk)′) = (T ′, xk) = 0 => (T, xk−1) = 0.

...

Тож ми маємо що на кожному мономi дiя T дорiвнює нулю, тобто T = 0.

2. Диференцiальне рiвняння T ′ = δ. Покажемо, що це рiвняння не має розв’язкiв.

Маємо:

0 = −(T, 0) = (T ′, 1) = (δ, 1) = 1.

Отримали протирiччя, значить в рiвняння T ′ = δ нема розв’язку.

3. Розглянемо бiльш загальне диференцiальне рiвняння T ′ = S, де S - вiдомий ко-

полiном (у попередньому прикладi показано, що це рiвняння може не мати розв’язкiв).
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Доведемо тепер єднiсть розв’язкiв цього рiвнння, тобто єднiсть первiсної. Нехай iснує

двi первiснi S1, S2 до S. Розглянемо моном xk на якому вони вiдрiзняются

−(k + 1)(S1 − S2, x
k) = −(S1 − S2, (k + 1)xk) = (k + 1)((S1 − S2)

′, xk+1)) =

(k + 1)(S − S, xk+1) = (k + 1)(0, xk+1) = 0.

Оскiльки кiльце K має нульову характеристику, то (S1 − S2, x
k) = 0 для всiх k =

0, 1, 2, ..., тобто S1 = S2.

4. Знайдемо критерiй iснування первiсної для кополiнома. Необхiдна умова iснуван-

ня первiсної: (T, 1) = 0, оскiльки, якщо T = Q′, тодi (T, 1) = (Q′, 1) = −(Q, 1′) = 0. Пока-

жемо, що критерiй iснування первiсної у кополiнома T є наступна умова: k|(T, xk) k =

1, 2, ... та (T, 1) = 0.

Доведення: Нехай T = Q′. Тодi

(T, xk) = (Q′, xk) = −(Q, kxk−1) = −k(Q, xk−1) => k|(T, xk).

Нехай k|(T, xk), тодi можна наступним чином побудувати кополiном, для якого T =

Q′: покладемо (Q, 1) = 0, далi для будь якого k = 1, 2, ..., побудуємо Q

(Q, xk−1) = (Q,
1

k
kxk−1) = −(Q′,

1

k
xk) = −1

k
(T, xk).

2.4.

Нехай T ∈ K[x]′. Перетворенням Кошi кополiнома T будемо називати наступний

формальний ряд Лорана:

C(T )(z) =
∞∑
n=0

(T, xn)

zn+1
=

(T, 1)

z
+

(T, x)

z2
+ ... .

Оскiльки ряд Лорана повнiстю визначений своїми коефiцiєнтами, то перетворення Ко-

шi C(T )(z) повнiстю визначає кополiном T . Вiдмiтемо, що розглянутi формальнi ряди

Лорана можна перемножати:

(a1
z

+
a2
z2

+
a3
z3

+ ...
)(b1

z
+

b2
z2

+
b3
z3

+ ...
)
=

=
a1b1
z2

+
a1b2 + a2b1

z3
+

a1b3 + a2b2 + a3b1
z4

+ ... .
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Тепер за допомогою добуткiв перетворень Кошi ми можемо ввести добуток кополiномiв:

якщо T1, T2 ∈ K[x], то T1T2 - це такий кополiном, що C(T1T2) = C(T1)C(T2). Оскiль-

ки розглянутi формальнi ряди Лорана утворюють комутативне асоциативне кiльце без

одиницi, то модуль кополiномiв K[x]′ iз введеного операцiєю множення становить ко-

мутативне асоциативне кiльце без одиницi.

Приклад 1.

C(δ)(z) =
1

z
.

Перетворення Кошi наступним чином пов’язане з похiдною.

Лема 2. Нехай T ∈ K[x]′. Тодi C(T ′) = C(T )′.

Доведення:

C(T ′)(z) =
∞∑
n=0

(T ′, xn)

zn+1
=

(T ′, 1)

z
+

(T ′, x)

z2
+ ...+

(T ′, xk)

zk+1
+ ... =

=
−(T, 0)

z
+

−(T, 1)

z2
+ ...+

−k(T, xk−1)

zk+1
+ ... =

= −(T, 1)

z2
+ ...+−k

(T, xk−1)

zk+1
+ ... =

= (T, 1)
(1
z

)′
+...+ (T, xk−1)

( 1

zk
)′
+... = C(T )′(z).

Приклад 2. Знайдемо δ2. Маємо:

C(δ2)(z) =
1

z2
= −1

z

′
= −C(δ)′(z) = −C(δ′)(z),

тобто δ2 = −δ′. Аналoгiчно,

C(δn+1)(z) =
1

zn+1
, C(δ(n))(z) = C(δ)(n)(z) =

(1
z

)(n)
=

(−1)n · n!
zn+1

.

Тому

δn+1 =
(−1)nδ(n)

n!
, n ≥ 0.
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Теорема 1. Нехай T1, T2 ∈ K[x]′. Тодi (T1T2)
′ = T ′

1T2 + T1T
′
2.

Доведення:

T1T2 - це такий кополiном, що C(T1T2) = C(T1)C(T2).

Нехай C(T1) =
(a1
z

+
a2
z2

+
a3
z3

+ ...
)
, C(T2) =

(b1
z
+

b2
z2

+
b3
z3

+ ...
)

Користуючiсь попередньою лемою, C((T1T2)
′) = C(T1T2)

′ =

=
(a1b1
z2

+
a1b2 + a2b1

z3
+

a1b3 + a2b2 + a3b1
z4

+ ...
)′
=

=
∞∑
k=3

−k
ak−1b1 + ...+ a1bk−1

zk+1
=

=
∞∑
k=3

((
− (k − 1)

ak−1

zk
b1
z
− (k − 2)

ak−2

zk−1

b2
z2

− ...− a1
z2

bk−1

zk−1

)
+

+
(
− ak−1

zk−1

b1
z2

− 2
ak−2

zk−2

b2
z3

− ...− (k − 1)
a1
z

bk−1

zk
))
=

=
∞∑
k=3

( (ak−1

zk−1

)′ b1
z
+ ... +

(a1
z

)′ bk−1

zk−1

)
+

+
∞∑
k=3

( ( ak−1

zk−1

(b1
z

)′
+ ...

a1
z

( bk−1

zk−1

) )
=

=
∞∑
k=1

(ak
zk

)′· ∞∑
k=1

bk
zk

+
∞∑
k=1

ak
zk

·
∞∑
k=1

( bk
zk

)′
=

= C(T1)
′C(T2) + C(T1)C(T2)

′ = C(T ′
1T2) + C(T1T

′
2) = C(T ′

1T2 + T1T
′
2).

Отже теорему доведено.

Наслiдок 1. Нехай T ∈ K[x]′. Тодi
(
Tm

)′
= mTm−1 · T, m ≥ 1.

Доведення.

Будемо доводити за iндукцiєю.

1◦ перевiримо базу n = 2:

(T 2)′ = T ′ · T + T · T ′ = 2 T · T ′ => (T 2)′ = 2 T · T ′.
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2◦ перехiд n = k → n = k + 1:

(
T n

)′
= nT n−1 · T ′, тодi C((T n+1)′) = C((T n · T )′) =

= C((T n)′)C(T ) + C(T n)C(T ′) = nC(T n−1 · T ′ · T ) + C(T n · T ′) =

= (n+ 1)C(T n · T ′) => (T n+1)′ = (n+ 1)T n · T ′ ч. т. д.

2.5.

Введемо у кiльцi K[x]′ поняття збiжностi. Нехай {Tn} ⊂ K[x]′ i T ∈ K[x]′.

Означення. Tn → T ⇔ ∀p ∈ K[x] ∃ np ∈ N ∀ n > np : (Tn, p) = (T, p).

Як завжди, пiд збiжнiстю ряду iз кополiномiв ми будемо розумiти збiжнiсть по-

слiдовностi його часткових сум. Фактично це означає, що ряд iз кополiномiв
∞∑
n=1

Qn

збiгаєтся тодi i тiльки тодi, коли

∀ p ∈ K[x] ∃ np ∈ N ∀ n > np : (Qn, p) = 0.

Наступна теорема говорить про те, що будь-який кополiном можна єдиним шляхом

розкласти в ряд по похiдним, або по степеням δ-функцiї.

Теорема 2. Нехай T ∈ K[x]′. Тодi

T =
∞∑
n=0

(−1)n(T, xn)
δ(n)

n!
, або T =

∞∑
n=0

(T, xn)δn+1.

Крiм того, цi розкладання визначаються однозначно.

Доведення.

Вiдмiтемо, що цi два ряди фактично спiвпадають, оскiльки δn+1 = (−1)n
δn

n!
(див.

пiдроздiл 2.4). Крiм того, вони є збiжними, окiльки (δ(n), p) = 0, якщо n > deg p.

Покажемо тепер, що
∞∑
n=0

(−1)n(T, xn)
δ(n)

n!
= T.

Маємо: ( ∞∑
n=0

(−1)n(T, xn)
δ(n)

n!
, xk

)
=

∞∑
n=0

(−1)n(T, xn)
(δ(n), xk)

n!
=
n=k

=
n=k

(−1)k(T, xk)
(δ(k), xk)

k!
= (T, xk)

для всiх k = 0, 1, 2, ... .
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Доведемо тепер єдинiсть розкладу. Нехай T =
∞∑
n−0

cn
δ(n)

n!
. Маємо:

( ∞∑
n=0

cn
δ(n)

n!
, xk

)
=

∞∑
n=0

cn
(δ(n), xk)

n!
=
n=k

ck
(δ(k), xk)

k!
= (T, xk) =>

=> ck = (−1)k(T, xk)

Теорема 3 [8]. Нехай T ∈ K[x] i {an}∞n=0 ⊂ K. Тодi ряд
∞∑
n=0

anT
(n) збiгається i

(
∞∑
n=0

anT
(n))′ =

∞∑
n=0

anT
(n+1).
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Роздiл 3

Основнi результати

Розглiнемо деякi нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння у кiльцi кополiномiв.

Приклад 1. T ′ = T 2. Розв’язок T = 0 завжи iснує, тому будемо шукати нетривi-

альний розв’язок.

Нехай T =
∞∑
n=1

anδ
n+1 = a1δ + a2δ

2 + a3δ
3 + ... .

Оскiльки δ′ = −δ2, пiдставимо це у рiвняння, отримаємо згiдно з теоремою 3:

T ′ = a1δ
′ + a2(δ

2)′ + a3(δ
3)′ + ... = −a1δ

2 − 2a2δ
3 − 3a3δ

4 − ... ,

T 2 = (a1δ + a2δ
2 + a3δ

3 + ...) · (a1δ + a2δ
2 + a3δ

3 + ...) =

= a21δ
2 + 2a1a2δ

3 + (2a1a3 + a22)δ
4 + ... .

Звiдси ми отримаємо що −a1 = a21 => a1 = −1, або a1 = 0. Якщо a1 = 0, то an = 0 для

всiх n ∈ N, тобто T = 0. Нехай тепер a1 = −1. Маємо:

−2a2 = 2a1a2 = −2a2 => a2 будь яке з кiльця K

−3a3 = −2a3 + a22 => a3 = −a22

−4a4 = −2a4 − 2a2 · a22 => a4 = a32

Покажемо що ak = (−1)kak−1
2 . Базу iндукцiї перевiрили, докажемо перехiд

−kak = (a1ak + a2ak−1 + ...+ aka1) = 2(−1)0a02 · (−1)k−1ak +
k−1∑
j=2

(−1)jaj−1
2 (−1)k−j+1ak−j

2 =
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= −2ak − (k − 2)(−1)kak−1
2 => ak = (−1)kak−1

2 .

Таким чином, загальний розв’язок рiвняння T ′ = T 2 має наступний вигляд:

T = −δ + Cδ2 − C2δ3 + C3δ4 − ... , C ∈ K, або T = 0.

Наслiдок 2. Розглянемо наступну задачу для нашого диференцiального рiвняння:T ′ = T 2

(T, 1) = b, де b ∈ K.

Ця задача має розв’язок тодi й тiльки тодi, коли b = 0, або b = −1. У випадку b = 0

задача має тiльки нулевий розв’язок. Якщо b = 1, то задача має нескiнченну кiлькiсть

розв’язкiв.

Наслiдок 3. δ-функцiя є єдиним розв’язком задачi:
T ′ = −T 2

(T, 1) ̸= 0

(T, x) = 0.

Доведення:

Нехай

T =
∞∑
n=1

anδ
n+1 = a1δ + a2δ

2 + a3δ
3 + ... .

Як було зазначено у прикладi 1, загальний розв’язок рiвняння T ′ = T 2 має наступний

вигляд:

T = −δ + Cδ2 − C2δ3 + C3δ4 − ... , C ∈ K.

Якщо T ′ = −T 2 в такому разi:

T = δ − Cδ2 + C2δ3 − C3δ4 + ... , C ∈ K,

з умови (T, x) = 0 витiкає що C = 0, тобто T = δ.

Розглянемо тепер бiльш загальне рiвняння T ′ = Tm. Наступна теорема є першим

основним результатом дипломної роботи.
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Теорема "про двiйку". Нехай m ∈ N. Диференцiальне рiвняння T ′ = Tm має

ненульвий розв’язок тодi й тiльки тодi, коли m = 2.

Доведення:

Нехай T = a1δ + a2δ
2 + a3δ

3 + ... . Оскiльки δ′ = −δ2 (див. 2.4), тодi T ′ = a1δ
′ +

2a2δδ
′ + 3a3δ

2δ′ + ... = −a1δ
2 − 2a2δ

3 − 3a3δ
4 − ... .

Спочатку розглянемо випадок m = 1:

прирiвнюючи степенi δ ми отримаємо що a1 = 0, звiдси отримаємо що a2 = −0 звiдки

випливає a3 = −2 · 0 i так далi. Отримуємо що ∀i ∈ N aj = 0, тобто T = 0.

Випадок m = 2 був вже розглянутий (див. приклад 1.). Розгялено випадок коли

m ≥ 3:

Tm = (a1δ + a2δ
2 + a3δ

3 + ...)m = bmδ
m + bm+1δ

m+1 + bm+2δ
m+2 + ...

причому bj комбiнацiя добуткiв a1, ..., aj−2. Прирiвнюємо коефiцiєнти при степенях δ.

Оскiльки m > 2 отримаємо a1 = 0. Якщо m = 3, тодi −2a2 = b3, b3 = a31 (оскiльки

кiльце цiлiсне та має нульову характеристику) => a2 = 0. Як було зазначено вище, bj

дорiвнює комбiнацiї добуткiв a1, ..., aj−2, тобто b4 = 0 оскiльки залежить лише вiд a1 =

0, a2 = 0. Звiдси прирiвнюючi коєфiцiєнти при 4-й степенi δ, отримаємо 0 = b4 = a3. За

такою самою логiкою 0 = b5 => a4 = 0 ... . Тобто усi ai та bj дорiвнюють 0. Значить

T = 0. Випадок коли m ≥ 4 розглядаєтся повнiстю аналогiчно. теорему доведено.

Нехай тепер P ∈ K[y], P (0) = 0, P (y) = b1y + b2y
2 + ... + bmy

m. Якщо T ∈ K[x]′,

то P (T ) = b1T + b2T
2 + ... + bmT

m. Розглянемо у кiльцi кополiномiв K[x]′ наступне

диференцiальне рiвняння: T ′ = P (T ). Теорема про iснування ненульвого розв’язку є

другим результатом дипломної роботи.

Теорема про рiвняння першого порядка.

1. Якщо рiвняння T ′ = P (T ) має ненульвой розв’язок то b1 = b3 = 0 i елемент b2 є

дiльником 1.

2. Нехай виконується умова 1 i кiльце K мiстить поле рацiональних чисел. Тодi

рiвняння T ′ = P (T ) має ненульвий розв’язок.

Доведення.

Нехай T - ненульвий розв’язок рiвняння T ′ = P (T ), T = a1δ + a2δ
2 + a3δ

3 + ... .

Маємо:

T ′ = a1δ
′ + 2a2δδ

′ + 3a3δ
2δ′ + ... = −a1δ

2 − 2a2δ
3 − 3a3δ

4 − ... ,
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P (T ) = b1(a1δ + a2δ
2 + ...) + b2(a1δ + a2δ

2...)2 + b3(a1δ + a2δ
2...)3 + ... .

Прирiвнюємо коефiцiєнти при δ: b1a1 = 0. Якщо b1 ̸= 0, тодi a1 = 0. Тодi:

b1a2 + b2a
2
1 = −a1 => a2 = 0

b1a3 + ... = −2a2 => a3 = 0

...

Таким чином отримуємо нульвий розв’язок. Значить b1 = 0 та a1 ̸= 0. Розглянемо

коефiцiєнти про δ2: b2a21 = −a1 <=> a1(b2a1 + 1) = 0 оскiльки a1 ̸= 0 значить b2a1 = −1

тобто b2, a2 є дiльниками одиницi причому a1 = −b−1
2 . Розглянемо коефiцiєнт при δ3:

−2a2 = 2b2a1a2 + b3a
3
1 = −2a2 + b3a

3
1 => b3a

3
1 = 0

оскiльки a1 ̸= 0, то b3 = 0.

Доведемо тепер твердження в iнший бiк. Ми вже отримали що a1 = −b−1
2 , a2 -

довiльне, знайдемо iншi aj.

Розглянемо коефiцiєнт при δ4:

−3a3 = 2b2a1a3 + b2a
2
2 + b4a

4
1 = −2a3 + b2a

2
2 + b4a

4
1 => a3 = −b2a

2
2 − b4a

4
1.

Розглянемо коефiцiєнт при δ5:

−4a4 = 2b2a1a4 + 2a2a3b2 + 4b4a
3
1a2 + b5a

5
1 <=>

<=> a4 = −1

2
(−a32b2 − b2b4 + 4b4a

3
1a2 + b5a

5
1).

Аналогiчно можемо варазити будь яке aj, подивимось на коефiцiєнт при δn+1, n ≥ 3 :

−nan = 2b2a1an + (...) <=> an = − 1

n− 2
· (...)

причому помiтимо що права частина залежить тiльки вiд a1, ..., an−1. Отже теорема

доведена.

Наслiдок 4. Нехай P (y) - полiном з попередньої теореми, b1 = b3 = 0, b2 є дiль-

ником 1, K ⊂ Q i a ∈ K. Розглянемо наступну задачу для нашого диференцiального
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рiвняння: T ′ = P (T )

(T, 1) = a.

Ця задача має розв’язок тодi й тiльки тодi, коли a = 0, або ab2 = −1.
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