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Анотацiї

Гречка Яна Олексiївна. Диференцiальне рiвняння з частин-

ними похiдними четвертого порядку в просторах розподiлiв. У

квалiфiкацiйнiй роботi диференцiальне рiвняння з частинними похiдними

четвертого порядку з параметром вивчається в просторi розподiлiв Z ′. Для

цього допомiжне звичайне диференцiальне рiвняння (яке е перетворенням

Фур’є вiд зазначеного) розглянуто в просторi D ′. Побудовано i дослiджено

розв’язки цього допомiжного рiвняння, а також вивчено вплив параметра

на кiнцевий стан розв’язкiв. Застосовуючи обернене перетворення Фур’є,

далi одержано властивостi розв’язкiв вихiдного рiвняння та вплив прара-

метра на кiнцевi стани його розв’язкiв.

Ключовi слова: диференцiальне рiвняння, розв’язок, перетворення

Фур’є.

Hrechka Yana. A fourth-order partial differential equation in

spaces of distributions. In the thesis, a fourth-order partial differential

equation with a parameter is studied in the space of distributions Z ′. To

this end, an auxiliary ordinary differential equation (which is the Fourier

transform of the original equation) is considered in D ′. The solutions for this

auxiliary equation are constructed and analysed, along with the influence of

the parameter on the properties of the solutions’ endpoints. Applying the

inverse Fourier transform then provided the properties of the original equation

and the influence of the parameter on the properties of the endpoints of its

solutions.

Keywords: differential equation, solution, Fourier transform.
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Вступ

У роботi [1] було дослiджено хвильове рiвняння на пiвосi з параметром

(керуванням) у крайовiй умовi типу Дiрiхле:

∂2w(t, x)

∂t2
=

∂2w(t, x)

∂x2
, x > 0, t ∈ (0, T ),

w(t, 0) = u(t), t ∈ (0, T ).

де u ∈ L2(0, T ). Пiсля непарного продовження функцiї w за x (це продов-

ження позначене w) з цiєї крайової задачi було одержане нове рiвняння

(яке включило у себе i крайову умову) у просторах розподiлiв (за x) з S ′:

∂2w(t, ·)
∂t2

=
∂2w(t, ·)

∂x2
− 2u(t)δ′, t ∈ (0, T ), (0.1)

де
∂n

∂xn
w : [0, T ] → S ′, n = 0, 1, 2, δ є δ-розподiлом Дiрака за x (див. [4]).

Для дослiдження цього рiвняння було застосовано перетворення Фур’є за

x:
∂2v(t, λ)

∂t2
= (iλ)2v(t, λ)−

√
2

π
u(t)iλ, λ ∈ R, t ∈ (0, T ), (0.2)

де v(t, ·) = Fw(t, ·), t ∈ [0, T ]. Рiвняння (0.2) є звичайним диференцiаль-

ним рiвнянням (вiдносно t), фундаментальна система якого складається з

функцiй
sin(tλ)

λ
та cos(tλ) i розв’язок якого легко записати в явному вигля-

дi. Пiсля аналiзу цього розв’язку i застосування оберненого перетворення

Фур’є у було, фактично, одержано таку теорему.

Теорема 0.1 ([1]). Нехай w0
0 ∈ S ′ i w0

1 ∈ S ′. Тодi функцiя u ∈ L2(0, T )
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така, що розв’язок рiвняння (0.1) задовольняє умови:

w(0, x) = w0
0(x),

∂w(0, x)

∂t
= w0

1(x), w(T, x) =
∂w(T, x)

∂t
= 0,

iснує у тому i лише тому випадку, коли виконано такi двi умови:

w0
1 = w0

0
′ на (0,∞), (0.3)

w0
0 ⊂ [−T, T ]. (0.4)

Зазначимо, що завдяки тому, що функцiї
sin(tλ)

λ
i cos(tλ) з фундамен-

тальної системи розв’язкiв рiвняння (0.2) та всi їх похiднi є обмеженими,

ми можемо розглядати рiвняння (0.1) i (0.2) в S ′.

Рiвняння

∂3v(t, λ)

∂t3
= (iλ)3v(t, λ), λ ∈ R, t ∈ (0, T ). (0.5)

яке є перетворенням Фур’є за x рiвняння

∂3w(t, ·)
∂t3

=
∂3w(t, ·)

∂x3
, x ∈ R, t ∈ (0, T ), (0.6)

було дослiджено в роботi [5]. Фундаментальна система функцiй рiвняння

(0.5) складається з функцiй експоненцiального типу, якi описанi в роздiлi 3.

У квалiфiкацiйнiй роботi вивчається рiвняння

∂4w(t, ·)
∂t4

=
∂4w(t, ·)

∂x4
− 2u(t)δ′′′, t ∈ (0, T ), (0.7)

де
∂n

∂xn
w : [0, T ] → Z ′, n = 0, . . . , 4, u ∈ L2(0, T ). Це рiвняння пов’язано з

крайовою задачею

∂4w(t, x)

∂t4
=

∂4w(t, x)

∂x4
, x > 0, t ∈ (0, T ),
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w(t, 0) = u(t), t ∈ (0, T ),

∂2w(t, 0)

∂x2
= 0, t ∈ (0, T ).

якщо w розглядати як непарне продовження w за x. Для дослiдження

рiвняння (0.7) застосовано комбiнацiю деяких методiв робiт [1] i [5]. Пiсля

застосування перетворення Фур’є за x до рiвняння (0.7) одержуємо:

∂4v(t, λ)

∂t4
= (iλ)4v(t, λ)−

√
2

π
u(t)(iλ)3, λ ∈ R, t ∈ (0, T ). (0.8)

Рiвняння (0.8) є звичайним диференцiальним рiвнянням (вiдносно t), фун-

даментальна система якого складається з лiнiйних комбiнацiй функцiй
sinh(tλ)

λ
, cosh(tλ),

sin(tλ)

λ
та cos(tλ) i розв’язок якого записується в явному

виглядi. Пiсля аналiзу цього розв’язку i застосування оберненого перетво-

рення Фур’є одержано властивостi розв’язкiв рiвнянь (0.7) i (0.8). Зазначи-

мо, шо на вiдмiну вiд хвильового рiвняння (0.1) фундаментальна система

розв’язкiв рiвняння (0.8), одержаного за допомогою перетворення Фур’є з

рiвняння (0.7), складається з функцiй, що експоненцiально зростають. То-

му рiвняння (0.8) розглядається в просторi D ′, а рiвняння (0.7) — в просторi

Z ′.

У роздiлi 1 квалiфiкацiйної роботи наведено вiдомостi про простори D ′

i Z ′. У роздiлi 2 дослiджено задачу Кошi для однорiдного u = 0 рiвняння

типу (0.7). У роздiлi 3 дослiджено функцiї, що утворюють фундаменталь-

ну систему розв’язкiв рiвняння (0.8), а у роздiлi 4 одержано (в термiнах

цих функцiй) розв’язок задачi Кошi для цього рiвняння, а також задачi

Кошi для однорiдного рiвняння типу (0.7). У роздiлах 5 та 6 дослiджено

властивостi неоднорiдних рiвнянь (0.7) i (0.8) з однорiдними крайовими

умовами та вплив параметра u на кiнцеве значення їх розв’язкiв, зокрема

певнi аналоги теореми 0.1.



Роздiл 1

Простори узагальнених функцiй

В пiдручнику [2] розглянуто простори D , D ′, Z , Z ′. Нижче наведено

певнi вiдомостi про цi простори, якi я використовую в своїй роботi.

Означення 1.1. Будемо називати тестовою функцiєю будь-яку дiйсну

функцiю φ(x), визначену при −∞ < x < ∞, неперервну та таку, що має

похiднi (в звичайному сенсi) будь-якого порядку, i, крiм того, фiнiтну, тобто

таку, що обертається в нуль поза межами скiнченного промiжку.

Означення 1.2. Простiр тестових функцiй позначається через D i скла-

дається з усiх нескiнченно диференцiйовних (гладких) функцiй з компа-

ктним носiєм. Тобто кожна функцiя φ ∈ D має носiй supp(φ), що є пiд-

множиною деякого компакту K ⊂ R.

Послiдовнiсть функцiй φn ∈ D збiгається до φ ∈ D у просторi D , якщо

виконуються такi умови:

1) iснує компактна множина K ⊂ R, така що для всiх n носiї функцiй φn

мiстяться в K, тобто supp(φn) ⊆ K;

2) для кожного k ∈ N0 послiдовнiсть похiдних φ(k)
n (x) збiгається рiвно-

мiрно на R до φ(k)(x).

Означення 1.3. Узагальненою функцiєю будемо називати будь-який

лiнiйний неперервний функцiонал на просторi D , тобто функцiонал f , який

задовольняє умови:

• для будь-яких функцiй φ1, φ2 ∈ D та будь-яких дiйсних чисел a, b

виконується лiнiйнiсть: (f, aφ1 + bφ2) = a(f, φ1) + b(f, φ2);

7
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• якщо послiдовнiсть функцiй φn → 0 у просторi D , то (f, φn) → 0.

Означення 1.4. Простiр узагальнених функцiй (розподiлiв) позначає-

ться D ′ i визначається як множина всiх неперервних лiнiйних функцiоналiв

на просторi тестових функцiй D , тобто

D ′ = {T : D → R (або C) | T — неперервний лiнiйний функцiонал}.

Збiжнiсть послiдовностi Tn до T у просторi D ′ означає, що для будь-якої

тестової функцiї φ ∈ D виконується

Tn(φ) −−−→
n→∞

T (φ).

Тобто збiжнiсть у D ′ — це точкова збiжнiсть послiдовностi функцiоналiв

на просторi тестових функцiй.

Означення 1.5. Простiр Z – це простiр всiх цiлих функцiй Ψ(s), якi

задовольняють нерiвностям:

|s|q|Ψ(s)| ≤ Cqe
a|τ |,

де q = 0, 1, 2, ..., s = σ + iτ , а сталi a та Cq залежать вiд функцiї Ψ(s).

У цьому просторi очевидним чином визначенi основнi лiнiйнi операцiї до-

давання та множення на число. Послiдовнiсть Ψν(s) прямує до нуля в Z ,

якщо, по-перше, виконуються нерiвностi:

|sqΨν(s)| ≤ Cqe
a|τ |

зi сталими Cq та a, що не залежать вiд ν, i якщо, по-друге, цi функцiї

прямують до нуля рiвномiрно на кожному iнтервалi осi.

Означення 1.6. Простiр Z ′ – це сукупнiсть усiх лiнiйних неперервних

функцiоналiв на просторi Z , якi також називаються узагальненими фун-
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кцiями. У просторi Z ′ граничний перехiд визначається умовою: gν → g у

Z ′, якщо для будь-якої основної функцiї Ψ ∈ Z виконується (gν,Ψ) →

(g,Ψ).

Означення 1.7. Визначення узагальненої похiдної в просторi Z ′ є на-

ступним:

(∂g,Ψ(s)) = −(g,Ψ′(s)),

де g ∈ Z ′ є узагальненою функцiєю, а Ψ(s) ∈ Z є тестовою функцiєю.

До числа функцiоналiв у просторi Z ′ належить дельта-функцiя:

(δ(s),Ψ(s)) = Ψ(0),

а також її зсуви (навiть комплекснi):

(δ(s− s0),Ψ(s)) = Ψ(s0).

Застосування дельта-функцiї зi зсувом до тестової функцiї визначає її

значення в точцi зсуву.

Означення 1.8. Нехай f ∈ D ′ та g є розподiлом з компактним носiєм.

Їхня згортка f ∗ g є новим розподiлом, що визначається своєю дiєю на

будь-яку тестову функцiю φ ∈ D за формулою:

(f ∗ g, φ) = (fx, (gy, φ(x+ y))),

де fx означає, що функцiонал f дiє по змiннiй x, а gy — по змiннiй y.

Особливий випадок: згортка з дельта-функцiєю. Для будь-якого розпо-

дiлу f ∈ D ′ i дельта-функцiї δ(x) або її зсуву δ(x− a):

f ∗ δ(x) = f(x),

f ∗ δ(x− a) = f(x− a).
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Це означає, що згортка з дельта-функцiєю не змiнює розподiл, а згортка зi

зсунутою дельта-функцiєю просто зсуває його.

Згортка в D ′ вiдповiдає множенню в Z ′. Нехай f1, f2 ∈ D ′ - розподiли в

початковому просторi, i g1 = F [f1], g2 = F [f2] - їхнi перетворення Фур’є в

Z ′. Тодi, якщо згортка f1 ∗ f2 визначена в D ′, її перетворення Фур’є в Z ′

є добутком g1 та g2:

F [f1 ∗ f2] =
1√
2π

g1 · g2.

Аналогiчно, якщо згортка g1 ∗ g2 визначена в Z ′ (наприклад, через

F−1[F [g1] · F [g2]]), то вона вiдповiдає множенню в D ′:

F−1[g1 ∗ g2] =
√
2πF−1[g1] · F−1[g2].

Отже, згортка в Z ′ є операцiєю, яка вiдповiдає множенню в просторi D ′

пiд дiєю оберненого перетворення Фур’є.

Означення 1.9. Нехай f ∈ D ′. Функцiя α(x) є мультиплiкатором, якщо

добуток αf є розподiлом, що визначається своєю дiєю на будь-яку тестову

функцiю φ ∈ D за формулою:

(αf, φ) = (f, αφ),

де αφ є звичайним добутком функцiї α(x) на тестову функцiю φ(x). Фун-

кцiя α(x) має бути нескiнченно диференцiйовною, тобто α ∈ C∞(R).

Означення 1.10. Нехай g ∈ Z ′ — узагальнена функцiя. Функцiя G(s) є

мультиплiкатором, якщо вона є цiлою аналiтичною функцiєю i задовольняє

оцiнцi:

|G(s)| ≤ C(1 + |s|)meb|τ |

для s = σ + iτ та деяких сталих C,m, b. Добуток G(s)g (новий розподiл

у Z ′) визначається своєю дiєю на будь-яку основну функцiю Ψ ∈ Z за
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формулою:

(G(s)g,Ψ) = (g,G∗(s)Ψ),

де G∗(s) = G(s).

Означення 1.11. Перетворення Фур’є в просторi D для тестової фун-

кцiї φ(x) визначається як:

Ψ(s) ≡ F [φ(x)] ≡ 1√
2π

∫ ∞

−∞
φ(x)e−isxdx.

Оскiльки φ(x) є фiнiтною, iнтеграл поширюється на кiнцеву область, що

дозволяє визначити Ψ(s) для комплексних значень s = σ + iτ .

Перетворення Фур’є F встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть

мiж просторами D та Z , яка зберiгає лiнiйнi операцiї та є iзоморфiзмом.

Тобто, Z є образом простору D пiд дiєю перетворення Фур’є.

Означення 1.12. Для функцiоналу f ∈ D ′ його перетворення Фур’є

F [f ] (яке є функцiоналом на Z ′, тобто g ∈ Z ′) визначається за формулою:

(F [f ],Ψ) = (f, φ),

де Ψ = F [φ] є перетворенням Фур’є тестової функцiї φ ∈ D . Обернений

оператор F−1 визначений на просторi Z ′ i переводить функцiонал g ∈ Z ′

у функцiонал f ∈ D ′ за формулою:

(F−1[g], φ) = (g,F [φ]).

При цьому F−1[F [f ]] = f та F [F−1[g]] = g.

Перетворення Фур’є встановлює взаємно однозначну вiдповiднiсть мiж

просторами D ′ та Z ′, яка зберiгає лiнiйнi операцiї та збiжнiсть. Тобто, Z ′

є образом простору D ′ пiд дiєю перетворення Фур’є.
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Таким чином, перетворення Фур’є є фундаментальним зв’язком мiж ци-

ми просторами, що дозволяє переносити властивостi та операцiї з одного

простору до iншого.



Роздiл 2
Задача Кошi для неоднорiдного

диференцiального рiвняння 4-ого

порядку
Розглянемо задачу Кошi:

∂4ω

∂t4
=

∂4ω

∂x4
− 2δ′′′(x)u(t), (2.1)

ω(0, x) = g0(x),

∂ω

∂t
(0, x) = g1(x),

∂2ω

∂t2
(0, x) = g2(x),

∂3ω

∂t3
(0, x) = g3(x),

(2.2)

де g0(x) ∈ Z ′, g1(x) ∈ Z ′, g2(x) ∈ Z ′, g3(x) ∈ Z ′,t > 0, x ∈ R,

u ∈ L2(0, T ).

Зазначимо, що похiдна за x - це узагальнена похiдна, а похiдна за t -

похiдна за параметром в просторi Z ′.

Означення 2.1. Похiдною
∂ω

∂t
за параметром t називається така уза-

гальнена функцiя, для якої в просторi Z ′ iснує границя:

ω(t+∆t, ·)− ω(t, ·)
∆t

−−−→
∆t→0

ωt(t, ·) в Z ′.

Рiвняння (2.1) розглядаємо в просторi Z ′ (означення 1.6).

Розв’язком нашої задачi Кошi (2.1), (2.2) для неоднорiдного диферен-

13
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цiального рiвняння 4-ого порядку з ненульовими початковими умовами є

сума розв’язку вiдповiдного однорiдного диференцiального рiвняння з не-

нульовими початковими умовами та розв’язку неоднорiдного диференцi-

ального рiвняння з нульовими початковими умовами.

Спочатку розглянемо задачу Кошi для однорiдного диференцiального

рiвняння, тобто вiзьмемо u = 0.

∂4ω

∂t4
=

∂4ω

∂x4
, (2.3)

ω(0, x) = g0(x),

∂ω

∂t
(0, x) = g1(x),

∂2ω

∂t2
(0, x) = g2(x),

∂3ω

∂t3
(0, x) = g3(x),

(2.4)

де g0(x) ∈ Z ′, g1(x) ∈ Z ′, g2(x) ∈ Z ′, g3(x) ∈ Z ′,t > 0, x ∈ R.

Застосуємо перетворення Фур’є за x для кожного фiксованого t > 0 i

отримаємо наступну задачу Кошi:

y(4) = (iλ)4y, (2.5)

y(0, λ) = y00(λ),

y′(0, λ) = y10(λ),

y′′(0, λ) = y20(λ),

y′′′(0, λ) = y30(λ),

(2.6)

де y00 ∈ D ′, y10 ∈ D ′, y20 ∈ D ′, y30 ∈ D ′, λ ∈ R.

Задачу Кошi (2.5) розглядаємо в просторi D ′ (означення 1.4).

Дану задачу Кошi (2.5), (2.6) ранiше мною було розв’язано в квалiфiка-
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цiйнiй роботi рiвня бакалавр [6] та отримано наступнi результати:

y(x) = K1 coshλx+K2 sinhλx+K3 cosλx+K4 sinλx

є загальним розв’язком рiвняння (2.5), де K1, K2, K3, K4 ∈ R - довiльнi

сталi.

Наступна задача полягатиме у розв’язаннi чотирьох задач Кошi до на-

шого лiнiйного однорiдного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами:

s1 s2 s3 s4

y(0) = 1 0 0 0

y′(0) = 0 1 0 0

y′′(0) = 0 0 1 0

y′′′(0) = 0 0 0 1

y(x) = K1 coshλx+K2 sinhλx+K3 cosλx+K4 sinλx,

y′(x) = K1λ sinhλx+K2λ coshλx−K3λ sinλx+K4λ cosλx,

y′′(x) = K1λ
2 coshλx+K2λ

2 sinhλx−K3λ
2 cosλx−K4λ

2 sinλx,

y′′′(x) = K1λ
3 sinhλx+K2λ

3 coshλx+K3λ
3 sinλx−K4λ

3 cosλx.

Результати розв’язку цiєї задачi теж були отриманi мною у моїй квалi-

фiкацiйнiй роботi рiвня бакалавр [6], а саме маємо розв’язки всiх чотирьох

задач Кошi до нашого лiнiйного однорiдного рiвняння зi сталими коефiцi-

єнтами:

S1(x) =
1

2
(coshλx+ cosλx),

S2(x) =
1

2λ
(sinhλx+ sinλx),

S3(x) =
1

2λ2
(coshλx− cosλx),

S4(x) =
1

2λ3
(sinhλx− sinλx).
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Теорема 2.2. Лiнiйна комбiнацiя y(x) = C1S1(x)+C2S2(x)+C3S3(x)+

C4S4(x), де C1, C2, C3, C4 ∈ C - довiльнi сталi, є розв’язком задачi Кошi

(2.5), (2.6).

Для зручностi вивчення цих функцiй було покладено λ = 1 i розглянуто

цi функцiї для x ∈ C. Тодi маємо:

s1(x) =
1

2
(cosh x+ cos x),

s2(x) =
1

2
(sinh x+ sin x),

s3(x) =
1

2
(cosh x− cos x),

s4(x) =
1

2
(sinh x− sin x).



Роздiл 3
Дослiдження властивостей

отриманих функцiй
В попередньому роздiлi було продемонстровано функцiїї, якi нам до-

зволили розв’язати задачу Кошi (2.5), (2.6). Для рiвняння 3-ого порядку

подiбний результат був отриманий ранiше та наведений у статтi Золота-

рьова Володимира Олексiйовича [5].

У роботi [5] розглянуто розглянуто лiнiйне однорiдне диференцiальне

рiвняння III порядку зi сталими коефiцiєнтами:

y′′′ = (−iλ)3y, x ∈ R. (3.1)

Було отримано таку систему фундаментальних розв’язкiв рiвняння

(3.1), якi є подiбними до косинусiв i синусiв для рiвняння другого порядку:

c(z) =
1

3

3∑
k=1

ezζk, s(z) =
1

3

3∑
k=1

1

ζk
ezζk, d(z) =

1

3

3∑
k=1

1

ζ2k
ezζk,

де z ∈ C, а ζ1, ζ2, ζ3 — коренi рiвняння ζ3 = 1:

ζ1 = 1, ζ2 = −1

2
+

i
√
3

2
, ζ3 = −1

2
− i

√
3

2
,

та одержано для них певнi властивостi.

Теорема 3.1 (див. [5]). (i)

s′(z) = c(z), d′(z) = s(z), c′(z) = d(z);

17
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(ii)

c(z) = c(z), s(z) = s(z), d(z) = d(z);

(iii)

c(zζ2) = c(z), s(zζ2) = ζ2s(z), d(zζ2) = ζ22d(z);

(iv)

ezζp = c(z) + ζps(z) + ζ2pd(z), (1 ≤ p ≤ 3);

(v)

c(0) = 1, c′(0) = 0, c′′(0) = 0,

s(0) = 0, s′(0) = 1, s′′(0) = 0,

d(0) = 0, d′(0) = 0, d′′(0) = 1;

(vi)

c3(z) + s3(z) + d3(z)− 3c(z)s(z)d(z) = 1;

(vii)

c(z + w) = c(z)c(w) + s(z)d(w) + d(z)s(w),

s(z + w) = c(z)s(w) + s(z)c(w) + d(z)d(w),

d(z + w) = c(z)d(w) + s(z)s(w) + d(z)c(w);

(viii)

3c2(z) = c(2z) + 2c(−z),

3s2(z) = d(2z) + 2d(−z),

3d2(z) = s(2z) + 2s(−z);
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(ix)

s2(z)− d(z)c(z) = d(−z),

d2(z)− s(z)c(z) = s(−z),

c2(z)− s(z)d(z) = c(−z);

(x)

c(z) = 1 +
z3

3!
+

z6

6!
+ · · · ,

s(z) = z +
z4

4!
+

z7

7!
+ · · · ,

d(z) =
z2

2!
+

z5

5!
+

z8

8!
+ · · · .

У моїй квалiфiкацiйнiй роботi рiвня бакалавр [6] було дослiдженно певнi

властивостi для отриманих ранiше функцiй s1(x), s2(x), s3(x), s4(x):

s1(x) =
1

2
(cosh x+ cos x),

s2(x) =
1

2
(sinh x+ sin x),

s3(x) =
1

2
(cosh x− cos x),

s4(x) =
1

2
(sinh x− sin x).

Теорема 3.2. Для функцiй s1, s2, s3, s4 є справедливими властивостi:

cosh x = s1(x) + s3(x),

sinh x = s2(x) + s4(x),

cos x = s1(x)− s3(x),

sin x = s2(x)− s4(x).
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Доведення.

cosh x =
1

2
(cosh x+ cos x) +

1

2
(cosh x− cos x)

=
1

2
cosh x+

1

2
cos x+

1

2
cosh x− 1

2
cos x = s1(x) + s3(x),

sinh x =
1

2
(sinh x+ sin x) +

1

2
(sinh x− sin x)

=
1

2
sinh x+

1

2
sin x+

1

2
sinh x− 1

2
sin x = s2(x) + s4(x),

cos x =
1

2
(cosh x+ cos x)− 1

2
(cosh x− cos x)

=
1

2
cosh x+

1

2
cos x− 1

2
cosh x+

1

2
cos x = s1(x)− s3(x),

sin x =
1

2
(sinh x+ sin x)− 1

2
(sinh x− sin x)

=
1

2
sinh x+

1

2
sin x− 1

2
sinh x+

1

2
sin x = s2(x)− s4(x).

Теорема 3.3. Функцiї s1 та s3 є парними, а s2 та s4 - непарними.

Доведення.

s1(−x) =
1

2
(cosh(−x) + cos(−x)) =

1

2
(cosh x+ cos x),

s2(−x) =
1

2
(sinh(−x) + sin(−x)) =

1

2
(− sinhx− sinx)

= −1

2
(sinh x+ sin x),

s3(−x) =
1

2
(cosh(−x)− cos(−x)) =

1

2
(cosh x− cos x),

s4(−x) =
1

2
(sinh(−x)− sin(−x)) =

1

2
(− sinhx+ sinx)

= −1

2
(sinh x− sin x).
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Теорема 3.4. Для функцiй s1, s2, s3, s4 є справделивими властивостi:

s1(ix) = s1(x),

s2(ix) = is2(x),

s3(ix) = −s3(x),

s4(ix) = −is4(x).

Доведення.

s1(ix) =
1

2
(cosh(ix) + cos(ix)) =

1

2

(
eix + e−ix

2
+

ei
2x + e−i2x

2

)

=
1

2

(
eix + e−ix

2
+

e−x + ex

2

)
,

s2(ix) =
1

2
(sinh(ix) + sin(ix)) =

1

2

(
eix − e−ix

2
+

ei
2x − e−i2x

2i

)

=
1

2

(
eix − e−ix

2
+

e−x − ex

2i

)
=

1

2

(
eix − e−ix

2
− ex − e−x

2i

)
,

s3(ix) =
1

2
(cosh(ix)− cos(ix)) =

1

2

(
eix + e−ix

2
− e−x + ex

2

)
,

s4(ix) =
1

2
(sinh(ix)− sin(ix)) =

1

2

(
eix − e−ix

2
+

ex − e−x

2i

)
.

Теорема 3.5. Для функцiй s1, s2, s3, s4 є справделивими властивостi:

s1(x) =
∞∑

m=0

x4m

(4m)!
,

s2(x) =
∞∑

m=0

x4m+1

(4m+ 1)!
,

s3(x) =
∞∑

m=0

x4m+2

(4m+ 2)!

s4(x) =
∞∑

m=0

x4m+3

(4m+ 3)!
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Доведення.

s1(x) =
1

2
(cosh x+ cos x) =

1

2

( ∞∑
m=0

x2m

(2m)!
+

∞∑
m=0

(−1)mx2m

(2m)!

)

=
1

2

∞∑
m=0

2x4m

(4m)!
=

∞∑
m=0

x4m

(4m)!
,

s2(x) =
1

2
(sinh x+ sin x) =

1

2

( ∞∑
m=0

x2m+1

(2m+ 1)!
+

∞∑
m=0

(−1)mx2m+1

(2m+ 1)!

)

=
1

2

∞∑
m=0

2x4m+1

(4m+ 1)!
=

∞∑
m=0

x4m+1

(4m+ 1)!
,

s3(x) =
1

2
(cosh x− cos x) =

1

2

( ∞∑
m=0

x2m+2

(2m+ 2)!
+

∞∑
m=0

(−1)mx2m+2

(2m+ 2)!

)

=
1

2

∞∑
m=0

2x4m+2

(4m+ 2)!
=

∞∑
m=0

x4m+2

(4m+ 2)!
,

s4(x) =
1

2
(sinh x− sin x) =

1

2

( ∞∑
m=0

x2m+3

(2m+ 3)!
+

∞∑
m=0

(−1)mx2m+3

(2m+ 3)!

)

=
1

2

∞∑
m=0

2x4m+3

(4m+ 3)!
=

∞∑
m=0

x4m+3

(4m+ 3)!
.

Теорема 3.6. Для похiдних функцiй s1, s2, s3, s4 є справделивими вла-

стивостi:

s′1(x) = s4(x),

s′2(x) = s1(x),

s′3(x) = s2(x),

s′4(x) = s3(x).

Доведення.

s′1(x) =

(
1

2
(cosh x+ cos x)

)′
=

1

2
(sinh x− sin x),
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s′2(x) =

(
1

2
(sinh x+ sin x)

)′
=

1

2
(cosh x+ cos x),

s′3(x) =

(
1

2
(cosh x− cos x)

)′
=

1

2
(sinh x+ sin x),

s′4(x) =

(
1

2
(sinh x− sin x)

)′
=

1

2
(cosh x− cos x).

Теорема 3.7. Для функцiй s1, s2, s3, s4 є справделивими властивостi:

s1(x+ y) = s1(x)s1(y) + s3(x)s3(y) + s2(x)s4(y) + s4(x)s2(y),

s2(x+ y) = s2(x)s1(y) + s4(x)s3(y) + s1(x)s2(y) + s3(x)s4(y),

s3(x+ y) = s1(x)s3(y) + s3(x)s1(y) + s2(x)s2(y) + s4(x)s4(y),

s4(x+ y) = s2(x)s3(y) + s4(x)s1(y) + s1(x)s4(y) + s3(x)s2(y).

Доведення.

s1(x+ y) =
1

2
(cosh x cosh y + sinh x sinh y + cos x cos y − sinx sin y)

=
1

2
((s1(x) + s3(x))(s1(y) + s3(y)) + (s2(x) + s4(x))(s2(y) + s4(y))

+ (s1(x)− s3(x))(s1(y)− s3(y))− (s2(x)− s4(x))(s2(y)− s4(y)))

=
1

2
(2s1(x)s1(y) + s1(x)s3(y)− s1(x)s3(y) + s3(x)s1(y)− s3(x)s1(y)

+ 2s3(x)s3(y) + s2(x)s2(y)− s2(x)s2(y) + 2s2(x)s4(y) + 2s4(x)s2(y)

+ s4(x)s4(y)− s4(x)s4(y)) = s1(x)s1(y) + s3(x)s3(y) + s2(x)s4(y)

+ s4(x)s2(y),

s2(x+ y) =
1

2
(sinh x cosh y + cosh x sinh y + sin x cos y + cosx sin y)

=
1

2
((s2(x) + s4(x))(s1(y) + s3(y)) + (s1(x) + s3(x))(s2(y) + s4(y))

+ (s2(x)− s4(x))(s1(y)− s3(y)) + (s1(x)− s3(x))(s2(y)− s4(y)))

=
1

2
(2s2(x)s1(y) + 2s4(x)s3(y) + 2s1(x)s2(y) + 2s3(x)s4(y))
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= s2(x)s1(y) + s4(x)s3(y) + s1(x)s2(y) + s3(x)s4(y),

s3(x+ y) =
1

2
(cosh x cosh y + sinh x sinh y − cos x cos y + sinx sin y)

=
1

2
((s1(x) + s3(x))(s1(y) + s3(y)) + (s2(x) + s4(x))(s2(y) + s4(y))

− (s1(x)− s3(x))(s1(y)− s3(y)) + (s2(x)− s4(x))(s2(y)− s4(y)))

=
1

2
(2s1(x)s3(y) + 2s3(x)s1(y) + 2s2(x)s2(y) + 2s4(x)s4(y))

= s1(x)s3(y) + s3(x)s1(y) + s2(x)s2(y) + s4(x)s4(y),

s4(x+ y) =
1

2
(sinh x cosh y + cosh x sinh y − sin x cos y − cosx sin y)

=
1

2
((s2(x) + s4(x))(s1(y) + s3(y)) + (s1(x) + s3(x))(s2(y) + s4(y))

− (s2(x)− s4(x))(s1(y)− s3(y))− (s1(x)− s3(x))(s2(y)− s4(y)))

=
1

2
(2s2(x)s3(y) + 2s4(x)s1(y) + 2s1(x)s4(y) + 2s3(x)s2(y))

= s2(x)s3(y) + s4(x)s1(y) + s1(x)s4(y) + s3(x)s2(y).

Теорема 3.8. Для функцiй s1, s2, s3, s4 є справделивими властивостi:

4∑
k=1

s2k(x)− 2
2∑

k=1

sksk+2 = 1.

Доведення.

cos2 x+ sin2 x = 1,

(s1(x)− s3(x))
2 + (s2(x)− s4(x))

2 = 1,

s21(x)− 2s1(x)s3(x) + s23(x) + s22(x)− 2s2(x)s4(x) + s24(x) = 1,

4∑
k=1

s2k(x)− 2
2∑

k=1

sksk+2 = 1.
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Теорема 3.9. Для функцiй s1, s2, s3, s4 є справделивими властивостi:

3∑
k=0

(−1)ks2k+1(x) + 2
1∑

k=0

(−1)ksk+1sk+3 = 1.

Доведення.

cosh2 x− sinh2 x = 1,

(s1(x) + s3(x))
2 − (s2(x) + s4(x))

2 = 1,

s21(x) + 2s1(x)s3(x) + s23(x)− s22(x)− 2s2(x)s4(x)− s24(x) = 1,

3∑
k=0

(−1)ks2k+1(x) + 2
1∑

k=0

(−1)ksk+1sk+3 = 1.

Надалi отриманi властивостi функцiй s1, s2, s3, s4 нададуть бiльше мо-

жливостей для знаходження розв’язкiв нашого неоднорiдного диференцi-

ального рiвняння 4-ого порядку.



Роздiл 4
Розв’язання однорiдного

диференцiального рiвняння 4-ого

порядку з неоднорiними крайовими

умовами
Повернiмося до нашої задачi Кошi (2.5), (2.6). Нехай

F−1y(t, ·) = ω(t, ·),

F−1yi0 = gi.

Як вiдомо,

F−1(sin(t(·)))(x) = i

√
π

2
(δ(x− t)− δ(x+ t)) ,

F−1(sinh(t(·)))(x) =
√

π

2
(δ(x− it)− δ(x+ it)) ,

F−1(cos(t(·)))(x) =
√

π

2
(δ(x− t) + δ(x+ t)) ,

F−1(cosh(t(·)))(x) =
√

π

2
(δ(x− it) + δ(x+ it)) .

Враховуючи властивiсть, наведену у теоремi (3.6), можемо помiтити на-

ступне: (
s4(tλ)

λ3

)′

t

=
s3(tλ)

λ2
, (4.1)(

s3(tλ)

λ2

)′

t

=
s2(tλ)

λ
,

26
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s2(tλ)

λ

)′

t

= s1(tλ).

Застосуємо обернене перетворення Фур’є за x функцiї s1(λt):

F−1(s1(t(·)))(x) =
1

2

√
π

2
(δ(x− it) + δ(x+ it) + δ(x− t) + δ(x+ t)) .

Тепер застосуємо обернене перетворення Фур’є за x (зокрема, звертаю-

чи увагу на означення 1.8) до першого доданку лiнiйної комбiнацiї, що є

розв’язком рiвняння:

F−1(y00(·)s1(t(·)))(x) =
1√
2π

(g0 ∗ (
1

2

√
π

2
(δ(x− it) + δ(x+ it) + δ(x− t)

+ δ(x+ t)))) =
1

4
(g0(x− it) + g0(x+ it) + g0(x− t)

+ g0(x+ t)).

Застосуємо обернене перетворення Фур’є за x до лiнiйної комбiнацiї, що

є розв’язком рiвняння, враховуючи всi властивостi та пiдрахунки, наведенi

вище:

ω(t, ·) = 1

4

(
g0(x− it) + g0(x+ it) + g0(x− t) + g0(x+ t) (4.2)

+

∫ t

0

(g1(x− iτ) + g1(x+ iτ) + g1(x− τ) + g1(x+ τ))dτ

+

∫ t

0

∫ τ

0

(g2(x− iξ) + g2(x+ iξ) + g2(x− ξ) + g2(x+ ξ))dξdτ

+

∫ t

0

∫ τ

0

∫ ξ

0

(g3(x− iζ) + g3(x+ iζ) + g3(x− ζ) + g3(x+ ζ))dζdξdτ

)
Таким чином доведено теорему.

Теорема 4.1. Задача (2.3), (2.4) має єдиний розв’язок (4.2).



Роздiл 5
Дослiдження неоднорiдного

диференцiального рiвняння 4-ого

порядку з однорiдними крайовими

умовами
Перейдемо до наступного етапу розв’зку задачi (2.1), (2.2). Роз-

глянемо задачу Кошi з однорiдними крайовими умовами, тобто

g0(x), g1(x), g2(x), g3(x) дорiвнюють 0:

∂4ω

∂t4
=

∂4ω

∂x4
− 2δ′′′(x)u(t), (5.1)

ω(0, x) = 0,

∂ω

∂t
(0, x) = 0,

∂2ω

∂t2
(0, x) = 0,

∂3ω

∂t3
(0, x) = 0,

(5.2)

де t > 0, x ∈ R.

Знову зазначимо, що похiдна за x - це узагальнена похiдна, а похiдна за

t - похiдна за параметром в просторi Z ′.

Застосуємо перетворення Фур’є за x для кожного фiксованого t > 0

i отримаємо наступну задачу Кошi. Маємо лiнiйне рiвняння зi сталими

28
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коефiцiєнтами з правою частиною спецiального виду

y(4) = (iλ)4y −
√

2

π
(iλ)3u(t), t ∈ (0, T ), (5.3)

y(0, λ) = 0,

y′(0, λ) = 0,

y′′(0, λ) = 0,

y′′′(0, λ) = 0,

(5.4)

де t ∈ (0, T ), u ∈ L2(0, T ), λ ∈ C.

Задача Кошi (5.3), (5.4) мiстить параметр u.

У квалiфiкацiйнiй роботi рiвня бакалавр [6] було розглянуто задачу Ко-

шi з неоднорiдними крайовими умовами. У цьому роздiлi ми розглядаємо

таку задачу:

Задача 5.1. Знайти u ∈ L2(0, T ) так, щоб було виконано наступну умову:

y(T, λ) = Y T
4 ,

y′(T, λ) = Y T
3 ,

y′′(T, λ) = Y T
2 ,

y′′′(T, λ) = Y T
1 ,

(5.5)

i проаналiзувати для яких Y T таке u ∈ L2(0, T ) iснує.

Для знаходження параметра u ∈ L2(0, T ) ми одержуємо систему iнте-

гральних рiвнянь, необхiднi умови її розв’язностi та iлюструємо результати

прикладами.

Загальним розв’язком неоднорiдного лiнiйного диференцiального рiв-

няння є розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння i одного частинного

розв’язку неоднорiдного рiвняння.

Повернемось до нашого лiнiйного однорiдного рiвняння зi сталими кое-
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фiцiєнтами:

y(4) = (iλ)4y. (5.6)

Функцiї s1(λt),
s2(λt)

λ
,
s3(λt)

λ2
,
s4(λt)

λ3
утворюють фундаментальну систе-

му розв’язкiв рiвняння (5.6) згiдно з дослiдженнями, викладеними у роздiлi

3. Запишемо задачу в матричному виглядi:

Y (t, λ) =


y(t, λ)

y′(t, λ)

y′′(t, λ)

y′′′(t, λ)

 =


Y 0(t, λ)

Y 1(t, λ)

Y 2(t, λ)

Y 3(t, λ)

 .

Випишемо похiдну:

Ẏ (t, λ) =


Ẏ 0(t, λ)

Ẏ 1(t, λ)

Ẏ 2(t, λ)

Ẏ 3(t, λ)

 =


Y 1(t, λ)

Y 2(t, λ)

Y 3(t, λ)

λ4Y 0(t, λ)

+


0

0

0

f(t, λ)

 ,

де f(t, λ) = −
√

2

π
(iλ)3u(t).

А також

Ẏ (t, λ) =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

λ4 0 0 0

Y (t, λ) + F (t, λ).

Отже, отримано систему: Ẏ = AY + F,

Y (0) = 0,
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де

A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

λ4 0 0 0

 , F =


0

0

0

f

 , Y T =


Y T
4

Y T
3

Y T
2

Y T
1

 .

Далi розглянемо наступне однорiдне рiвняння:

Ẏ = AY.

Записуємо фундаментальну матрицю розв’язкiв, де, починаючи з друго-

го, елементи рядка є похiдними вiдповiдних елементiв попереднього рядка:

Φ(t) =



s1(λt)
s2(λt)

λ

s3(λt)

λ2

s4(λt)

λ3

λs4(λt) s1(λt)
s2(λt)

λ

s3(λt)

λ2

λ2s3(λt) λs4(λt) s1(λt)
s2(λt)

λ

λ3s2(λt) λ2s3(λt) λs4(λt) s1(λt)


. (5.7)

Розглянемо значення функцiй s1(λt), s2(λt), s3(λt), s4(λt) в нулi. Завдя-

ки побудовi функцiй, маємо:

s1(0) = 1, s2(0) = 0, s3(0) = 0, s4(0) = 0.

Враховуючи це,

Φ(0) = I,

Φ(t) = etA,

Φ−1(t) = e−tA.

За наслiдком з теореми про фундаментальнiсть матричної експоненти
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(див. [3, наслiдок 2.4.45]), загальний розв’язок має вигляд:

Y (t, λ) =

t∫
0

Φ(t)Φ−1(ξ)F (ξ, λ)dξ,

Φ(t)Φ−1(ξ) = e(t−ξ)A,

Y (t, λ) =

t∫
0

e(t−ξ)AF (ξ, λ)dξ.

Умова (5.5) еквiвалентна умовi Y (T, λ) = Y T , тому при t = T маємо:

Y T =

T∫
0

e(T−ξ)AF (ξ, ·)dξ =

T∫
0

eξAF (T − ξ, ·)dξ.

Далi пiдрахуємо:

eξAF (T − ξ, λ) =

=



s1(λξ)
s2(λξ)

λ

s3(λξ)

λ2

s4(λξ)

λ3

λs4(λξ) s1(λξ)
s2(λξ)

λ

s3(λξ)

λ2

λ2s3(λξ) λs4(λξ) s1(λξ)
s2(λξ)

λ

λ3s2(λξ) λ2s3(λξ) λs4(λξ) s1(λξ)




0

0

0

f((T − ξ), λ)



=



s4(λξ)

λ3
f((T − ξ), λ)

s3(λξ)

λ2
f((T − ξ), λ)

s2(λξ)

λ
f((T − ξ), λ)

s1(λξ)f((T − ξ), λ)


.



33

Маємо:

eξAF (T − ξ, λ) =



s4(λξ)

λ3
f(T − ξ, λ)

s3(λξ)

λ2
f(T − ξ, λ)

s2(λξ)

λ
f(T − ξ, λ)

s1(λξ)f(T − ξ, λ)


.

Маємо: 

Y T
4 (λ) =

∫ T

0

s4(λξ)

λ3
f((T − ξ), λ)dξ,

Y T
3 (λ) =

∫ T

0

s3(λξ)

λ2
f((T − ξ), λ)dξ,

Y T
2 (λ) =

∫ T

0

s2(λξ)

λ
f((T − ξ), λ)dξ,

Y T
1 (λ) =

∫ T

0

s1(λξ)f((T − ξ), λ)dξ.

(5.8)

Пiдбиваючи пiдсумки, одержуємо таку теорему:

Теорема 5.2. Задача (5.3)–(5.5) є розв’язною тодi i лише тодi, коли

розв’язною є система iнтегральних рiвнянь (5.8).

Далi розглянемо необхiднi умови розв’язностi системи iнтегральних рiв-

нянь (5.8).

Теорема 5.3. Якщо iснує u ∈ L2(0, T ), яке задовольняє (5.8), то Y T
1 ,

Y T
2 , Y T

3 , Y T
4 є цiлими функцiями i задовiльняють наступнi умови

Y T
m (λ) = i Y T

m (iλ).

Доведення.

(i)

Y T
4 (λ) =

i

2

√
2

π

∫ T

0

(sinh(λξ)− sin(λξ))u(T − ξ) dξ,
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(ii)
Y T
2 (λ)

(iλ)2
= − i

2

√
2

π

∫ T

0

(sinh(λξ) + sin(λξ))u(T − ξ) dξ,

(i-ii)

i

√
2

π

∫ T

0

sinh(λξ)u(T − ξ) dξ = Y T
4 (λ)− Y T

2 (λ)

(iλ)2
,

(i+ii)

i

√
2

π

∫ T

0

sin(λξ)u(T − ξ) dξ = −Y T
2 (λ)

(iλ)2
− Y T

4 (λ),

також для λ := iλ маємо

i

√
2

π

∫ T

0

i sin(λξ)u(T − ξ) dξ = Y T
4 (iλ)− Y T

2 (iλ)

(−λ)2
.

та

i

√
2

π

∫ T

0

i sinh(λξ)u(T − ξ) dξ = −Y T
2 (iλ)

(−λ)2
− Y T

4 (iλ).

Отримуємо

Y T
2 (λ)

λ2
− Y T

4 (λ) = −i

(
−Y T

2 (iλ)

λ2
+ Y T

4 (iλ)

)
,

Y T
2 (iλ)

λ2
+ Y T

4 (iλ) = −i

(
−Y T

4 (λ)− Y T
2 (λ)

λ2

)
.

Отже,

Y T
2 (λ) = i Y T

2 (iλ),

Y T
4 (λ) = i Y T

4 (iλ).

Далi розглянемо



35

(iii)

Y T
3 (λ) =

iλ

2

√
2

π

∫ T

0

(cosh(λξ)− cos(λξ))u(T − ξ) dξ,

(iv)
Y T
1 (λ)

(iλ)2
=

iλ

2

√
2

π

∫ T

0

(cosh(λξ) + cos(λξ))u(T − ξ) dξ,

(iv-iii)

iλ

√
2

π

∫ T

0

cos(λξ)u(T − ξ) dξ = −Y T
3 (λ) +

Y T
1 (λ)

(iλ)2
,

(iii+iv)

iλ

√
2

π

∫ T

0

cosh(λξ)u(T − ξ) dξ = Y T
3 (λ) +

Y T
1 (λ)

(iλ)2
,

також для λ := iλ маємо

−λ

√
2

π

∫ T

0

cos(λξ)u(T − ξ) dξ = Y T
3 (iλ) +

Y T
1 (iλ)

(−λ)2
,

та

−λ

√
2

π

∫ T

0

cosh(λξ)u(T − ξ) dξ = −Y T
3 (iλ) +

Y T
1 (iλ)

(λ)2
.

Отримали

i

(
Y T
3 (iλ) +

Y T
1 (iλ)

λ2

)
= Y T

3 (λ) +
Y T
1 (λ)

λ2
,

i

(
Y T
3 (iλ)− Y T

1 (iλ)

λ2

)
= Y T

3 (λ)− Y T
1 (λ)

λ2
.

Отже,

Y T
3 (λ) = i Y T

3 (iλ),
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Y T
1 (λ) = i Y T

1 (iλ)

Отримано необхiднi умови, при яких (5.8) має розв’язок.

Теорема 5.4. Нехай µ є цiлою функцiєю i

µ(λ) = i µ(iλ), λ ∈ C.

Тодi

µ(λ) =
∞∑
k=0

µ4k+3 λ
4k+3, λ ∈ C. (5.9)

Доведення. Маємо

µ(λ) =
∞∑
p=0

µp λ
p, λ ∈ C.

Отже,

i µ(iλ) =
∞∑
p=0

µp i
p+1 λp, λ ∈ C.

Оскiльки

ip+1 =



i, p = 4k,

− 1, p = 4k + 1,

− i, p = 4k + 2,

1, p = 4k + 3,

то звiдси одержуємо (5.9).

З теорем (5.3), (5.4) одержуємо висновок.
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Наслiдок 5.5. Якщо iснує u ∈ L2(0, T ), яке задовольняє (5.8), то Y T
1 ,

Y T
2 , Y T

3 , Y T
4 є цiлими функцiями i мають вигляд:

Y T
m (λ) =

∞∑
k=0

ωm
2k+3 λ

2k+3, λ ∈ C, m = 1, . . . , 4.

Зауваження 5.6. Отриманi результати гарно спiввiдносяться зi власти-

востями, одержаними для функцiй s1, s2, s3, s4, що наведенi у теоремi (3.5).

Розглянемо тепер приклади, якi iлюструють теорему 5.3. Перейдемо до

пiдрахування прикладiв з конкретним u.

Приклад 5.7. Нехай u = 1. Обчислимо Y T
1 , Y T

2 , Y T
3 , Y T

4 i перевiримо

необхiднi умови з теореми 5.3.

Порахуємо допомiжнi iнтеграли, що стануть у нагодi у подальших роз-

рахунках:

∫ T

0

sin(λξ) dξ =

 u = λξ, ξ =
u

λ

dξ =
1

λ
du

 =

∫ T

0

sinu

λ
du

= −cosu

λ

∣∣∣T
0
= −cosλξ

λ

∣∣∣∣T
0

= −cosλT

λ
+

1

λ
, (5.10)

∫ T

0

sinh(λξ) dξ =

 u = λξ, ξ =
u

λ

dξ =
1

λ
du

 =

∫ T

0

sinhu

λ
du

=
coshu

λ

∣∣∣∣T
0

=
coshλξ

λ

∣∣∣∣T
0

=
coshλT

λ
− 1

λ
, (5.11)

∫ T

0

cos(λξ) dξ =

 u = λξ, ξ =
u

λ

dξ =
1

λ
du

 =

∫ T

0

cosu

λ
du

=
sinu

λ

∣∣∣∣T
0

=
sinλξ

λ

∣∣∣∣T
0

=
sinλT

λ
, (5.12)
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∫ T

0

cosh(λξ) dξ =

 u = λξ, ξ =
u

λ

dξ =
1

λ
du

 =

∫ T

0

coshu

λ
du

=
sinhu

λ

∣∣∣∣T
0

=
sinhλξ

λ

∣∣∣∣T
0

=
sinhλT

λ
. (5.13)

Перейдемо до пiдрахування основних iнтегралiв.

f(T − ξ, λ) = −
√

2

π
(iλ)3,

Y T
4 (λ) =

∫ T

0

1

λ3
s4(λξ)f(T − ξ, λ) dξ

=

∫ T

0

i

2

√
2

π
(sinh(λξ)− sin(λξ)) dξ

=
i

2

√
2

π

∫ T

0

(sinh(λξ)− sin(λξ)) dξ

=
i

2

√
2

π

(∫ T

0

sinh(λξ) dξ −
∫ T

0

sin(λξ) dξ

)
=

i

2

√
2

π

(
coshλT

λ
− 1

λ
+

cosλT

λ
− 1

λ

)
=

i

2λ

√
2

π
(coshλT + cosλT − 2) ,

Y T
3 (λ) =

∫ T

0

1

λ2
s3(λξ)f(T − ξ, λ) dξ

=

∫ T

0

iλ

2

√
2

π
(cosh(λξ)− cos(λξ)) dξ

=
iλ

2

√
2

π

(∫ T

0

cosh(λξ) dξ −
∫ T

0

cos(λξ) dξ

)
=

iλ

2

√
2

π

(
sinhλT

λ
− sinλT

λ

)
=

i

2

√
2

π
(sinhλT − sinλT ) ,

Y T
2 (λ) =

∫ T

0

1

λ
s2(λξ)f(T − ξ, λ) dξ

=

∫ T

0

iλ2

2

√
2

π
(sinh(λξ) + sin(λξ)) dξ

=
iλ2

2

√
2

π

(∫ T

0

sinh(λξ) dξ +

∫ T

0

sin(λξ) dξ

)
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=
iλ2

2

√
2

π

(
coshλT

λ
− 1

λ
− cosλT

λ
+

1

λ

)
=

iλ

2

√
2

π
(coshλT − cosλT ) ,

Y T
1 (λ) =

∫ T

0

s1(λξ)f(T − ξ, λ) dξ

=

∫ T

0

iλ3

2

√
2

π
(cosh(λξ) + cos(λξ)) dξ

=
iλ3

2

√
2

π

(∫ T

0

cosh(λξ) dξ +

∫ T

0

cos(λξ) dξ

)
=

iλ3

2

√
2

π

(
sinhλT

λ
+

sinλT

λ

)
=

iλ2

2

√
2

π
(sinhλT + sinλT ) .

Отже, при u = 1

Y T
4 (λ) =

i

2λ

√
2

π
(coshλT + cosλT − 2) ,

Y T
3 (λ) =

i

2

√
2

π
(sinhλT − sinλT ) ,

Y T
2 (λ) =

iλ

2

√
2

π
(coshλT − cosλT ) ,

Y T
1 (λ) =

iλ2

2

√
2

π
(sinhλT + sinλT ) .

Тепер перевiримо, чи виконуються необхiднi умови. Порахуємо спочатку

Y T
1 (iλ), Y T

2 (iλ), Y T
3 (iλ) та Y T

4 (iλ):

Y T
1 (iλ) =

∫ T

0

1

2

(
−
√

2

π

)
(i2λ)3(cosh iλξ + cos iλξ)dξ

=
λ3

2

√
2

π

∫ T

0

(cosλξ + coshλξ)dξ =
λ2

2

√
2

π
(sinλT + sinhλT ),

Y T
2 (iλ) =

∫ T

0

1

2iλ

(
−
√

2

π

)
(i2λ)3(sinh iλξ + sin iλξ)dξ

=
λ2

2

√
2

π

∫ T

0

(sinλξ + sinhλξ)dξ =
λ

2

√
2

π
(coshλT − cosλT ),
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Y T
3 (iλ) =

∫ T

0

1

2(iλ)2

(
−
√

2

π

)
(i2λ)3(cosh iλξ − cos iλξ)dξ

= −λ

2

√
2

π

∫ T

0

(cosλξ − coshλξ)dξ =
1

2

√
2

π
(sinhλT − sinλT ).

Y T
4 (iλ) =

∫ T

0

1

2(iλ)3

(
−
√

2

π

)
(i2λ)3(sinh iλξ − sin iλξ)dξ

= −1

2

√
2

π

∫ T

0

(sinλξ − sinhλξ)dξ =
1

2λ

√
2

π
(coshλT + cosλT − 2).

Пiдставляємо:

Y T
1 (λ) = i Y T

1 (iλ),

iλ2

2

√
2

π
(sinhλT + sinλT ) =

iλ2

2

√
2

π
(sinhλT + sinλT ) ,

Y T
2 (λ) = i Y T

2 (iλ),

iλ

2

√
2

π
(coshλT − cosλT ) =

iλ

2

√
2

π
(coshλT − cosλT ),

Y T
3 (λ) = i Y T

3 (iλ),

i

2

√
2

π
(sinhλT − sinλT ) =

i

2

√
2

π
(sinhλT − sinλT ) ,

Y T
4 (λ) = i Y T

4 (iλ),

1

2λ

√
2

π
(coshλT + cosλT − 2) =

i

2λ

√
2

π
(coshλT + cosλT − 2).

Усi фiнальнi рiвностi виконуються, отже, необхiднi умови виконанi.

Приклад 5.8. Покладемо u = ξ. Знайдемо Y T
1 , Y T

2 , Y T
3 , Y T

4 i перевiримо

необхiднi умови з теореми (5.3).

Порахуємо допомiжнi iнтеграли, що стануть у нагодi у подальших роз-
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рахунках:

∫ T

0

ξ sinh(λξ) dξ =

 u = ξ, dv = sinhλξdξ

du = dξ v =
coshλξ

λ


=

ξ coshλξ

λ

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

coshλξ

λ
dξ

=
ξ coshλξ

λ

∣∣∣∣T
0

− sinhλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

= −sinhλT

λ2
+

T coshλT

λ
, (5.14)

∫ T

0

ξ sin(λξ) dξ =

 u = ξ, dv = sinλξdξ

du = dξ v = −cosλξ

λ


= − ξ cosλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+

∫ T

0

cosλξ

λ
dξ

= − ξ cosλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+
sinλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

= −T cosλT

λ
+

sinλT

λ2
, (5.15)

∫ T

0

ξ cosh(λξ) dξ =

 u = ξ, dv = coshλξdξ

du = dξ v =
sinhλξ

λ


=

ξ sinhλξ

λ

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

sinhλξ

λ
dξ

=
ξ sinhλξ

λ

∣∣∣∣T
0

− coshλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

=
T sinhλT

λ
− coshλT

λ2
+

1

λ2
, (5.16)

∫ T

0

ξ cos(λξ) dξ =

 u = ξ, dv = cosλξdξ

du = dξ v =
sinλξ

λ


=

ξ sinλξ

λ

∣∣∣∣T
0

−
∫ T

0

sinλξ

λ
dξ (5.17)

=
ξ sinλξ

λ

∣∣∣∣T
0

+
cosλξ

λ2

∣∣∣∣T
0

=
T sinλT

λ
+

cosλT

λ2
− 1

λ2
. (5.18)

Перейдемо до пiдрахування основних iнтегралiв:

f(T − ξ, λ) = −
√

2

π
(iλ)3ξ,
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Y T
4 (λ) =

∫ T

0

1

λ3
s4(λξ)f(T − ξ, λ) dξ

=

∫ T

0

i

2

√
2

π
ξ(sinh(λξ)− sin(λξ)) dξ

=
i

2

√
2

π

∫ T

0

ξ(sinh(λξ)− sin(λξ)) dξ

=
i

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ sinh(λξ) dξ −
∫ T

0

ξ sin(λξ) dξ

)
=

i

2λ2

√
2

π
(− sinhλT + Tλ coshλT + Tλ cosλT − sinλT ) ,

Y T
3 (λ) =

∫ T

0

1

λ2
s3(λξ)f(T − ξ, λ) dξ

=

∫ T

0

iλ

2

√
2

π
ξ(cosh(λξ)− cos(λξ)) dξ

=
iλ

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ cosh(λξ) dξ −
∫ T

0

ξ cos(λξ) dξ

)
=

i

2λ

√
2

π
(Tλ sinhλT − coshλT − cosλT − Tλ sinλT + 2) ,

Y T
2 (λ) =

∫ T

0

1

λ
s2(λξ)f(T − ξ, λ) dξ

=

∫ T

0

iλ2

2

√
2

π
ξ(sinh(λξ) + sin(λξ)) dξ

=
iλ2

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ sinh(λξ) dξ +

∫ T

0

ξ sin(λξ) dξ

)
=

i

2

√
2

π
(− sinhλT + Tλ coshλT − Tλ cosλT + sinλT ) ,

Y T
1 (λ) =

∫ T

0

s1(λξ)f(T − ξ, λ) dξ

=

∫ T

0

iλ3

2

√
2

π
ξ(cosh(λξ) + cos(λξ)) dξ

=
iλ3

2

√
2

π

(∫ T

0

ξ cosh(λξ) dξ +

∫ T

0

ξ cos(λξ) dξ

)
=

iλ

2

√
2

π
(Tλ sinhλT − coshλT + cosλT + Tλ sinλT ) .
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Отже, при u = ξ

Y T
4 (λ) =

i

2λ2

√
2

π
(− sinhλT + Tλ coshλT + Tλ cosλT − sinλT ) ,

Y T
3 (λ) =

i

2λ

√
2

π
(Tλ sinhλT − coshλT − cosλT − Tλ sinλT + 2) ,

Y T
2 (λ) =

i

2

√
2

π
(− sinhλT + Tλ coshλT − Tλ cosλT + sinλT ) ,

Y T
1 (λ) =

iλ

2

√
2

π
(Tλ sinhλT − coshλT + cosλT + Tλ sinλT ) .

Тепер перевiримо, чи виконуються необхiднi умови. Порахуємо Y T
1 (iλ),

Y T
2 (iλ), Y T

3 (iλ), Y T
4 (iλ):

Y T
1 (iλ) =

λ3

2

√
2

π

∫ T

0

ξ(cosλξ + coshλξ)dξ

=
λ

2

√
2

π
(Tλ sinλT + cosλT + Tλ sinhλT − coshλT ),

Y T
2 (iλ) =

λ2

2

√
2

π

∫ T

0

ξ(sinλξ + sinhλξ)dξ

=
1

2

√
2

π
(Tλ coshλT − Tλ cosλT − sinhλT + sinλT ),

Y T
3 (iλ) = −λ

2

√
2

π

∫ T

0

ξ(cosλξ − coshλξ)dξ

=
1

2λ

√
2

π
(2− Tλ sinλT − cosλT + Tλ sinhλT − coshλT ),

Y T
4 (iλ) =

1

2

√
2

π

∫ T

0

ξ(sinλξ − sinhλξ)dξ

=
1

2λ2

√
2

π
(− sinλT + Tλ coshλT + Tλ cosλT − sinhλT ).

Пiдставляємо:

Y T
1 (λ) = i Y T

1 (iλ),

iλ

2

√
2

π
(Tλ sinhλT − coshλT + cosλT + Tλ sinλT ) =
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iλ

2

√
2

π
(Tλ sinλT + cosλT + Tλ sinhλT − coshλT ),

Y T
2 (λ) = i Y T

2 (iλ),

i

2

√
2

π
(− sinhλT + Tλ coshλT − Tλ cosλT + sinλT ) =

i

2

√
2

π
(Tλ coshλT − Tλ cosλT − sinhλT + sinλT ),

Y T
3 (λ) = i Y T

3 (iλ),

i

2λ

√
2

π
(Tλ sinhλT − coshλT − cosλT − Tλ sinλT + 2) =

i

2λ

√
2

π
(2− Tλ sinλT − cosλT + Tλ sinhλT − coshλT ),

Y T
4 (λ) = i Y T

4 (iλ),

i

2λ2

√
2

π
(− sinhλT + Tλ coshλT + Tλ cosλT − sinλT ) =

i

2λ2

√
2

π
(− sinλT + Tλ coshλT + Tλ cosλT − sinhλT ).

Усi фiнальнi рiвностi виконуються, отже, необхiднi умови виконанi.



Роздiл 6
Розв’язання неоднорiдного

диференцiального рiвняння 4-ого

порядку з однорiдними крайовими

умовами
Повернiмося до нашої задачi Кошi (5.3), (5.4). Позначимо

v(ξ) = u(T − ξ), тодi маємо: f(T − ξ, λ) = −
√

2

π
(iλ)3v(ξ). А також,

F−1(f(T − ξ, λ)) = −2 δ
′′′
(x) v(ξ).

Далi розглянемо виведенi ранiше Y T
1 , Y T

2 , Y T
3 , Y T

4 . Розпочнемо з Y T
1 (λ),

яка має вигляд:

Y T
1 (λ) =

∫ T

0

s1(λξ) f(T − ξ, λ) dξ = −
√

2

π

∫ T

0

s1(λξ) (iλ)
3v(ξ)dξ.

Знайдемо обернене перетворення Фур’є вiд функцiї s1(λξ):

F−1(s1(ξ(·))) (x) =
1

2

√
π

2
(δ(x− iξ) + δ(x+ iξ) + δ(x− ξ) + δ(x+ ξ)).

Переходимо до оберненого перетворення Фур’є для самого Y T
1 (λ):

F−1(Y T
1 (λ))(x) =−

√
π

2

∫ T

0

v(ξ)(δ
′′′
(x− iξ) + δ

′′′
(x+ iξ)+

δ
′′′
(x− ξ) + δ

′′′
(x+ ξ))dξ.

45
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Тепер перейдемо до Y T
2 (λ):

Y T
2 (λ) =

∫ T

0

s2(λξ)

λ
f(T − ξ, λ) dξ = −

√
2

π

∫ T

0

s2(λξ) (iλ)
2v(ξ)dξ,

F−1(f(T − ξ, λ)) = −2 δ
′′
(x) v(ξ),

F−1(s2(ξ(·))) (x) =
1

2

√
π

2
(δ(x− iξ)− δ(x+ iξ) +

1

i
(δ(x+ ξ)− δ(x− ξ))).

Отже,

F−1(Y T
2 (λ))(x) =−

√
π

2

∫ T

0

v(ξ)(δ
′′
(x− iξ)− δ

′′
(x+ iξ)+

1

i
(δ

′′
(x+ ξ)− δ

′′
(x− ξ)))dξ.

Далi розглянемо Y T
3 (λ):

Y T
3 (λ) =

∫ T

0

s3(λξ)

λ2
f(T − ξ, λ) dξ = −

√
2

π

∫ T

0

iλ s3(λξ) v(ξ)dξ,

F−1(f(T − ξ, λ)) = −2 δ
′
(x) v(ξ),

F−1(s3(ξ(·))) (x) =
1

2

√
π

2
(δ(x− iξ) + δ(x+ iξ)− δ(x+ ξ)− δ(x− ξ)).

Отже,

F−1(Y T
3 (λ))(x) =−

√
π

2

∫ T

0

v(ξ)(δ
′
(x− iξ) + δ

′
(x+ iξ)−

δ
′
(x+ ξ)− δ

′
(x− ξ))dξ.

Тепер розглянемо Y T
4 (λ):

Y T
4 (λ) =

∫ T

0

s4(λξ)

λ3
f(T − ξ, λ) dξ = −

√
2

π

∫ T

0

s4(λξ) v(ξ)dξ,

F−1(f(T − ξ, λ)) = −2 δ(x) v(ξ),

F−1(s4(ξ(·))) (x) =
1

2

√
π

2
(δ(x− iξ)− δ(x+ iξ)− 1

i
(δ(x+ ξ)− δ(x− ξ))).
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Отже,

F−1(Y T
4 (λ))(x) =−

√
π

2

∫ T

0

v(ξ)(δ(x− iξ)− δ(x+ iξ)−

1

i
(δ(x+ ξ)− δ(x− ξ)))dξ.

Тепер розглянемо рiвностi, отриманi в Роздiлi (5) та проведемо над ними

певнi операцiї:

iλ

√
2

π

∫ T

0

cos(λξ)v(ξ) dξ = −Y T
3 (λ) +

Y T
1 (λ)

(iλ)2
,

(iλ)3
√

2

π

∫ T

0

cos(λξ)v(ξ) dξ = −(iλ)2Y T
3 (λ) + Y T

1 (λ).

Застосуємо обернене перетворення Фур’є, тодi отримаємо

1

2

√
2

π
(v(x) + v(−x))

′′′
= −GT ′′

3 +GT
1 , (6.1)

де функцiя v(ξ) має носiй [0, T ].

Розглянемо ще один вираз:

i

√
2

π

∫ T

0

sin(λξ)v(ξ) dξ = −Y T
2 (λ)

(iλ)2
− Y T

4 (λ),

(iλ)2i

√
2

π

∫ T

0

sin(λξ)v(ξ) dξ = −Y T
2 (λ)− (iλ)2Y T

4 (λ).

Застосуємо обернене перетворення Фур’є:

i

2

√
2

π
(v(−x)− v(x))

′′
= −GT ′′

4 (x)−GT
2 (x). (6.2)

Продиференцiюємо (6.2) та отримаємо наступне:

1

2

√
2

π
(v(x) + v(−x))

′′′
= −GT ′′

3 (x) +GT
1 (x), (6.3)

i

2

√
2

π
(v(−x)− v(x))

′′′
= −GT ′′′

4 (x)−GT ′

2 (x). (6.4)
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Якщо ми розглянемо цi рiвностi при x > 0, то в обох рiвностях в лiвiй

частинi залишиться лише −1

2

√
2

π
v(x) .Таким чином отримано наступнi те-

ореми:

Теорема 6.1. Якщо iснує u ∈ L2(0, T ), то

−GT ′′

3 +GT
1 = −GT ′′′

4 −GT ′

2 ,

при x > 0.

Теорема 6.2. Функцiя −GT ′′

3 +GT
1 має бути непарною функцiєю з носiєм

(−T, T ), а −GT ′′′

4 −GT ′

2 має бути парною функцiєю з носiєм (−T, T ).



Висновки

У ходi виконання квалiфiкацiйної роботи було дослiджено рiвняння

(0.7), яке пов’язане з крайовою задачею для функцiї w(t, x), продовженої

непарним чином за x. Застосування перетворення Фур’є за x дало змогу

звести початкове рiвняння до диференцiального рiвняння (0.8), фундамен-

тальна система якого складається з лiнiйних комбiнацiй аналогiв гiперболi-

чних та тригонометричних функцiй. Одержане рiвняння мiстить розв’язки,

що експоненцiально зростають, тому його коректний аналiз здiйснювався

у просторах розподiлiв D′ та Z ′.

У роботi було послiдовно описано цi простори, дослiджено задачу Кошi

для однорiдного рiвняння типу (0.7), проаналiзовано фундаментальну си-

стему розв’язкiв рiвняння (0.8) та побудовано розв’язок задачi Кошi для

цього рiвняння. Також вивчено властивостi неоднорiдних рiвнянь (0.7) та

(0.8) з однорiдними крайовими умовами. Окрему увагу придiлено впливу

параметра u(t) на кiнцеве значення розв’язкiв.
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