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Анотацiї

Возняк О.С. Розв’язання нелiнiйних систем в задачах керува-

ння.

У роботi розглядається задача нуль-керованостi з припущенням, що

початок координат не є точкою рiвноваги системи. Для цього вико-

ристовується поняття умови повертання на iнтервалi [8] та вiдповiд-

ний критерiй, отриманий В. I. Коробовим. Ця умова означає, що для

деякого iнтервалу 𝐼 для будь-якого 𝑇 ∈ 𝐼 можна побудувати та-

ке керування 𝑢𝑇 (𝑡), що траєкторiя, починаючи з початку координат,

може повернутися туди за час 𝑇 . Розглядається коливальна система

𝑥̇2𝑘−1 = 𝑘 𝑥2𝑘, 𝑥̇2𝑘 = −𝑘 𝑥2𝑘−1 + 𝑢, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛, з обмеженнями 𝑢 ∈ [𝑐, 1]

або 𝑢 ∈ {𝑐, 1}, 𝑐 > 0. Цю задачу можна записати як тригонометричну

проблему моментiв
∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡)𝑒𝑘𝑖𝑡 𝑑𝑡 = 0, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛, яка при кусково-

постiйному керуваннi перетворюється на нелiнiйну систему рiвнянь з не-

вiдомими точками перемикання. У цiй роботi запропоновано декiлька

розв’язкiв для коливальних систем з рацiональними коефiцiєнтами i зро-

блено певнi узагальнення.

Vozniak O.S. Solving nonlinear systems in control problems.

In this work the null-controllability problem with the assumption that

the origin is not an equilibrium point of the system is considered. Here we

use the concept of return condition on an interval [8] and the corresponding

criterion obtained by V. I. Korobov. This condition means that for some

interval 𝐼 for any 𝑇 ∈ 𝐼 we can construct a control 𝑢𝑇 (𝑡) such that the
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trajectory starting from the origin can return there in the time 𝑇 . We consider

the oscillating system 𝑥̇2𝑘−1 = 𝑘 𝑥2𝑘, 𝑥̇2𝑘 = −𝑘 𝑥2𝑘−1 + 𝑢, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛, with

constraints 𝑢 ∈ [𝑐, 1] or 𝑢 ∈ {𝑐, 1}, 𝑐 > 0. This problem can be written

as the trigonometric momentum problem

∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡)𝑒𝑘𝑖𝑡 𝑑𝑡 = 0, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛,

which in the case of piecewise control transforms into a nonlinear system

of equations with unknown switching points. In this work several solutions

are proposed for the oscillating systems with rational coefficients and certain

generalizations are made.
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Вступ

Математична теорiя керування з’явилась та почала iнтенсивно розви-

ватися в серединi ХХ столiття. Її виникнення пов‘язане з необхiднiстю

розв’язувати новi на той час задачi, насамперед задачi керування механi-

чними об’єктами, рух яких описується диференцiйними рiвняннями. Прин-

цип максимуму Понтрягiна став основою математичної теорiї керованих

процесiв. Подальший розв’язок теорiї керування пов’язаний з задачами ста-

бiлiзацiї, програмного керування, та iншими.

Задача керованостi для лiнiйних систем розглядається математиками з

60-х рокiв минулого столiття i з того часу отримано багато основних ре-

зультатiв. Однак деякi питання залишаються вiдкритими, або потребують

додаткової роботи враховуючи їхнiй теоретичний iнтерес i важливе при-

кладне значення. Однiєю iз таких задач є керованiсть лiнiйної системи з

обмеженим керуванням. Бiльш конкретно, розглядається лiнiйна керована

система виду

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝜑(𝑢), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ Ω ⊂ R𝑟. (0.1)

де 𝐴 — дiйсна матриця, а 𝜑(𝑢) — дiйсна неперервна вектор-функцiя.

Задача керованостi таких систем розглядалася переважно для випад-

ку керування в точку рiвноваги [1], [5], [4], [3]. Зокрема в статтi [3] В. I.

Коробовим був доведений геометричний критерiй нуль-керованостi, умови

якого можна легко перевiрити з точки зору параметрiв системи (0.1) (тобто

матрицi 𝐴 та множини 𝜑(Ω)). У той же час у загальнiй постановцi зада-

чi природно розглядати проблему керованостi до кiнцевої точки, яка не є

рiвноважною для системи (0.1). Для цього випадку також отримано цiкавi
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результати [4], [6], [8], наприклад в статтi [6] було показано, що для керова-

ностi не в точку спокою необхiдно i достатньо щоб приведена система була

повнiстю керованою та iснувало внутрiшнє зворотне керування. Iнший кри-

терiй, разом iз новим введеним поняттям умови повертання на iнтервалi,

було отримано В. I. Коробовим в статтi [8], а також зроблено висновки щодо

нуль-керованостi певних класiв систем. В нашiй роботi за допомогою дано-

го критерiю дослiджується керованiсть загальних коливальних систем, якi

мають велике прикладне значення i, зокрема, використовуються при опи-

саннi руху зв’язаних та незв’язаних маятникiв та моделюють коливання

струни.

В першому роздiлi даної роботи розглядається загальна теорiя нуль-

керованостi лiнiйних автономних систем для випадкiв коли початок ко-

ординат є i не є точкою рiвноваги, в другому роздiлi описуються основнi

результати роботи i в третьому наведено приклади програм i розрахункiв.



Роздiл 1

Геометричний критерiй

нуль-керованостi

1.1. Нуль-керованiсть лiнiйних автономних

систем

Розглянемо лiнiйну автономну керовану систему

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝜑(𝑢(𝑡)), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ Ω ⊂ R𝑟, (1.1)

де Ω – множина допустимих керувань.

Означення 1.1. [3] Множиною 𝑆 нуль-керованостi системи (1.1) на-

зивається множина точок 𝑥0 ∈ R𝑛, з яких можна потрапити в точку 0 за

скiнченний час по траєкторiї цiєї системи при деякому керуваннi 𝑢 ∈ Ω.

Означення 1.2. Система (1.1) називається локально нуль-керованою,

якщо 𝑆 мiстить 0 в якостi внутрiшньої точки i глобально нуль-керованою

якщо 𝑆 = R𝑛.

В статтi [3] отримано наступний критерiй нуль-керованостi для лiнiй-

них автономних систем, iз додатковою умовою, що iснує 𝑢0 ∈ Ω таке, що

𝜑(𝑢0) = 0, тобто точка 0 є точкою спокою.

Теорема 1.3. [3] Для того щоб лiнiйна автономна система (1.1) була

локально нуль-керованою, необхiдно i достатньо, щоб при деякому 𝑚 ≥ 0

опукла оболонка co𝐿, множини 𝐿 = {𝜑(Ω), 𝐴𝜑(Ω), . . . , 𝐴𝑚𝜑(Ω)}, i опукла
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оболонка co𝐿− множини 𝐿− = {𝜑(Ω),−𝐴𝜑(Ω), . . . , (−1)𝑚𝐴𝑚𝜑(Ω)}, мали

нуль у якостi внутрiшньої точки.

За допомогою цього критерiю покажемо, що система⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = 𝑢,

(1.2)

не є нуль-керованою при 0 ≤ 𝑢 ≤ 1.

Приклад 1.4. ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = 𝑢,

Ω = {𝑢 : 0 ≤ 𝑢 ≤ 1}, (1.3)

𝐴 =

⎛⎝0 1

0 0

⎞⎠ , 𝜑(𝑢) = 𝐵𝑢 =

⎛⎝0

1

⎞⎠ , 𝜑(0) = 0. (1.4)

Знайдемо множини 𝐿 i 𝐿−:

𝐵𝑢 =

⎛⎝0

𝑢

⎞⎠ , 𝐴𝐵𝑢 =

⎛⎝𝑢

0

⎞⎠ , 𝐴2𝐵𝑢 =

⎛⎝0

𝑢

⎞⎠ , 𝐴3𝐵𝑢 =

⎛⎝𝑢

0

⎞⎠ , . . . (1.5)

𝐿 = (𝐵𝑢,𝐴𝐵𝑢) =

⎛⎝0 𝑢

𝑢 0

⎞⎠ , (1.6)

𝐿− = (𝐵𝑢,−𝐴𝐵𝑢) =

⎛⎝0 −𝑢

𝑢 0

⎞⎠ . (1.7)

Зобразимо 𝐿 (рис. 1.1) i 𝐿− (рис. 1.2) графiчно, i покажемо, що

0 /∈ int(co𝐿) i 0 /∈ int(co𝐿−).
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Рис. 1.1: Множина 𝐿 Рис. 1.2: Множина 𝐿−

Зауважимо, що при обмеженнi на керування −1 ≤ 𝑢 ≤ 1 дана система

була б нуль-керованою. Покажемо тепер, що коливальна система⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑥1 + 𝑢,

(1.8)

буде нуль-керованою при 0 ≤ 𝑢 ≤ 1.

Приклад 1.5. ⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑥1 + 𝑢,

Ω = {𝑢 : 0 ≤ 𝑢 ≤ 1}, (1.9)

𝐴 =

⎛⎝ 0 1

−1 0

⎞⎠ , 𝜑(𝑢) = 𝐵𝑢 =

⎛⎝0

1

⎞⎠ , 𝜑(0) = 0. (1.10)

𝐵𝑢 =

⎛⎝0

𝑢

⎞⎠ , 𝐴𝐵𝑢 =

⎛⎝𝑢

0

⎞⎠ , 𝐴2𝐵𝑢 =

⎛⎝ 0

−𝑢

⎞⎠ , 𝐴3𝐵𝑢 =

⎛⎝−𝑢
0

⎞⎠ . (1.11)
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Тодi при 𝑚 = 3,

𝐿 =
{︀
𝐵𝑢,𝐴𝐵𝑢,𝐴2𝐵𝑢,𝐴3𝐵𝑢

}︀
=

⎧⎨⎩
⎛⎝0

𝑢

⎞⎠ ,

⎛⎝𝑢

0

⎞⎠ ,

⎛⎝ 0

−𝑢

⎞⎠ ,

⎛⎝−𝑢
0

⎞⎠⎫⎬⎭ (1.12)

𝐿− =
{︀
𝐵𝑢,−𝐴𝐵𝑢,𝐴2𝐵𝑢,−𝐴3𝐵𝑢

}︀
=

⎧⎨⎩
⎛⎝0

𝑢

⎞⎠ ,

⎛⎝−𝑢
0

⎞⎠ ,

⎛⎝ 0

−𝑢

⎞⎠ ,

⎛⎝𝑢

0

⎞⎠⎫⎬⎭
(1.13)

Рис. 1.3: Множини 𝐿 та 𝐿−

1.2. Геометричний критерiй нуль-керованостi

для точки, що не є точкою рiвноваги

В попереднiй теоремi важливим було припущення про те, що точка нуль

є точкою рiвноваги системи, тобто iснує 𝑢0 ∈ Ω таке, що 𝜑(𝑢0) = 0. Про-

блему нуль-керованостi системи з обмеженнями на керування для випадку

коли нуль не є точкою рiвноваги розглянуто в статтi [8]. Тодi пiд нуль-

керованiстю ми маємо на увазi iснування моменту часу 𝑇 *, такого що для

кожного моменту часу 𝑇 > 𝑇 * можна обрати керування, що переводить
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точку в початок координат за час 𝑇 . Для цього було введено нове поняття

умови повертання на iнтервалi.

Розглянемо систему

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝜑(𝑢),

𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ Ω ⊂ R𝑟.
(1.14)

Означення 1.6. [8] Будемо говорити, що для системи (1.14) виконує-

ться умова повертання на iнтервалi 𝐼 = [𝑇 *, 𝑇 * + 𝛼] , (𝛼 > 0, 𝑇 * ≥ 0), якщо,

для будь-якого 𝑇 ∈ 𝐼, iснує допустиме керування 𝑢𝑇 (𝑡), таке, що розв’язок

задачi Кошi 𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝜑(𝑢𝑇 (𝑡)), 𝑥(0) = 0, задовольняє умовi 𝑥(𝑇 ) = 0.

Тодi вiрною є наступна теорема:

Теорема 1.7. [8] Для того щоб лiнiйна автономна система (1.14) була

локально нуль-керованою, необхiдно i достатньо, щоб виконувались такi

умови:

1. на деякому iнтервалi 𝐼 = [𝑇 *, 𝑇 * + 𝛼] виконувалась умова повернення,

2. для деякого 𝑚 ≥ 0 виконуються включення:

0 ∈ int co{𝜑(Ω), 𝐴𝜑(Ω) , . . . , 𝐴𝑚𝜑(Ω)},

0 ∈ int co{𝜑(Ω),−𝐴𝜑(Ω) , . . . , (−1)𝑚𝐴𝑚𝜑(Ω)}.

Тобто умова повертання узагальнює умову рiвноваги, яка є її частинним

випадком. Зазвичай перевiрка умови повертання є найскладнiшою задачею

про доведеннi нуль-керованостi. Розглянемо лiнiйну керовану систему

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ Ω, (1.15)

Як вiдомо, якщо керування 𝑢(𝑡) переводить точку 𝑥0 в точку 𝑥1 за час 𝑇

то має виконуватись наступна рiвнiсть:

𝑥1 = 𝑒𝐴𝑡

(︂
𝑥0 +

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢(𝜏))𝑑𝜏

)︂
. (1.16)
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Пiдставляючи 𝑥0 = 𝑥1 = 0 отримуємо умову (1.17)

0 =

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝑡𝑏𝑢(𝑡)𝑑𝑡. (1.17)

Таким чином, умова повертання для лiнiйної системи є еквiвалентною за-

дачi (1.17), в якiй необхiдно знайти iнтервал 𝐼 = [𝑇 *, 𝑇 * + 𝛼] щоб для

кожного 𝑇 ∈ 𝐼 iснував розв’язок 𝑢𝑇 (𝑡).

Як приклад в статтi [8] було розглянуто таку систему:

Приклад 1.8.⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑥1 + 𝑢,

Ω = {1, 𝑐}, 0 < 𝑐 < 1. (1.18)

Покажемо, що умова повертання виконується на вiдрiзку [2𝜋 − 2𝛾, 2𝜋], де

𝛾 = arcctg((1− 𝑐)/
√︀

𝑐(2− 𝑐)). В цьому випадку умова (1.17) має вигляд⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∫︁ 𝑇

0

𝑢𝑇 (𝜏) sin 𝜏𝑑𝜏 = 0,∫︁ 𝑇

0

𝑢𝑇 (𝜏) cos 𝜏𝑑𝜏 = 0.

(1.19)

Введемо 𝑇1, 𝑇2, такi, що 0 < 𝑇1 < 𝜋 < 𝑇2 ≤ 𝑇 < 2𝜋 i будемо шукати

кусково-постiйне керування

𝑢𝑇 (𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇1,

𝑐, 𝑇1 < 𝑡 < 𝑇2,

1, 𝑇2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

(1.20)
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Умова (1.19) дає⎧⎪⎨⎪⎩−(1− 𝑐)(cos𝑇1 − cos𝑇2)− cos𝑇 + 1 = 0,

(1− 𝑐)(sin𝑇1 − sin𝑇2) + sin𝑇 = 0.

(1.21)

Тодi, ⎧⎪⎨⎪⎩
−(1− 𝑐) sin

𝑇1 − 𝑇2

2
sin

𝑇1 + 𝑇2

2
= sin2

𝑇

2
,

(1− 𝑐) sin
𝑇1 − 𝑇2

2
cos

𝑇1 + 𝑇2

2
= − sin

𝑇

2
cos

𝑇

2
.

(1.22)

Звiдки

tan
𝑇1 + 𝑇2

2
= tan

𝑇

2
. (1.23)

Оскiльки 0 < 𝑇1 < 𝜋 < 𝑇2 ≤ 𝑇 < 2𝜋, то з (1.23): 𝑇 = 𝑇1 + 𝑇2. Тодi з (1.22)

ми отримуємо

− (1− 𝑐) sin
𝑇1 − 𝑇2

2
= sin

𝑇1 + 𝑇2

2
. (1.24)

Тодi

(−2 + 𝑐) tan
𝑇1

2
= 𝑐 tan

𝑇2

2
, (1.25)

звiдки

𝑇2 = 2𝜋 − 2 arctan

(︂
2− 𝑐

𝑐
tan

𝑇1

2

)︂
. (1.26)

Для 𝑇 = 2𝜋 ми задаємо 𝑇1 = 0, 𝑇2 = 2𝜋, тодi (1.19) виконується. Розгляне-

мо тепер функцiю

𝑇 = 𝑇 (𝑇1) = 𝑇1 + 2𝜋 − 2 arctan

(︂
2− 𝑐

𝑐
tan

𝑇1

2

)︂
, 𝑇1 ∈ [0, 𝜋). (1.27)

Диференцiюючи по 𝑇1 отримуємо

𝑑𝑇

𝑑𝑇1
=

2𝑐− 2

𝑐

1− 2−𝑐
𝑐 tan2 𝑇1

2

1 +
(︀
2−𝑐
𝑐

)︀2
tan2 𝑇1

2

< 0, при 0 < tan
𝑇1

2
<

√︂
𝑐

2− 𝑐
. (1.28)

Тодi неперервна функцiя (1.27) спадає на вiдрiзку

[︂
0, 2 arctan

√︂
𝑐

2− 𝑐

]︂
вiд
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2𝜋− 2𝛾 i тодi для будь-якого 𝑇 ∈ [2𝜋− 2𝛾, 2𝜋] iснує керування виду (1.20)

що повертає початок координат за час 𝑇 .



Роздiл 2

Побудова кусково-неперервного

керування

2.1. Постановка задачi

В останньому прикладi будо показано, що для системи⎧⎪⎨⎪⎩𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑥1 + 𝑢,

Ω = {1, 𝑐}, 0 < 𝑐 < 1. (2.1)

виконується умова повертання для довiльного 0 < 𝑐 < 1, крiм того керуван-

ня можна записати у явному виглядi. В цiй роботi ми вирiшили розглянути

умову повертання для бiльш загальної коливальної системи:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑥1 + 𝑢,

𝑥̇3 = 2𝑥4,

𝑥̇4 = −2𝑥3 + 𝑢,

. . .

𝑥̇2𝑛−1 = 𝑛𝑥2𝑛,

𝑥̇2𝑛 = −𝑛𝑥2𝑛−1 + 𝑢,

, (2.2)

з обмеженнями на керування виду 𝑢 ∈ [𝑐, 1] або 𝑢 ∈ {𝑐, 1}, 𝑐 > 0. Ця

система є системою незв’язних маятникiв, крiм того вона також є системою,

що моделює коливання струни. Подiбнi системи виникають i для зв’язних

15
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маятникiв. Iнтерес такої постановки полягає в тому, що ми намагаємось

стабiлiзувати систему прикладаючи керування одного знаку, тобто дiючи

силою в одну i ту саму сторону, лише з рiзною величиною.

Матрицi 𝐴 i 𝑏 мають наступний вигляд:

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 0 . . . 0 0

−1 0 0 0 . . . 0 0

0 0 0 2 . . . 0 0

0 0 −2 0 . . . 0 0
... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 0 . . . 0 𝑛

0 0 0 0 . . . −𝑛 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0

1

0

1
...

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.3)

𝑒𝐴𝑡 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos 𝑡 sin 𝑡 0 0 . . . 0 0

− sin 𝑡 cos 𝑡 0 0 . . . 0 0

0 0 cos 2𝑡 sin 2𝑡 . . . 0 0

0 0 − sin 2𝑡 cos 2𝑡 . . . 0 0
... ... ... ... . . . ... ...

0 0 0 0 . . . cos𝑛 𝑡 sin𝑛 𝑡

0 0 0 0 . . . − sin𝑛 𝑡 cos𝑛 𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(2.4)

Умова (1.17) запишеться у виглядi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡) sin 𝑡𝑑𝑡 = 0,∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡) cos 𝑡𝑑𝑡 = 0,

. . . ,∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡) sin𝑛 𝑡𝑑𝑡 = 0,∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡) cos𝑛 𝑡𝑑𝑡 = 0,

. (2.5)
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Таким чином ми отримуємо тригонометричну проблему моментiв,

розв’язок якої 𝑢𝑇 (𝑡) має iснувати для кожного 𝑇 на деякому вiдрiзку

𝐼 = [𝑇 *, 𝑇 * + 𝛼]. Ця система може також бути записана в експоненцiаль-

нiй формi: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡)𝑒𝑖 𝑡𝑑𝑡 = 0,∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡)𝑒2 𝑖 𝑡𝑑𝑡 = 0,

. . . ,∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡)𝑒𝑛 𝑖 𝑡𝑑𝑡 = 0.

(2.6)

Ми шукатимемо розв’язок даної системи серед кусково постiйних функцiй:

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇1,

1, 𝑇1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇2,

𝑐, 𝑇2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇3,

. . .

1, 𝑇𝑘−1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇𝑘,

𝑐, 𝑇𝑘 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.

(2.7)

Пiдставляючи в (2.5) отримуємо⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐 sin𝑇1 + (sin𝑇2 − sin𝑇1) + · · ·+ 𝑐 (sin𝑇 − sin𝑇𝑘) = 0,

𝑐 cos𝑇1 − 𝑐+ (cos𝑇2 − cos𝑇1) + · · ·+ 𝑐 (cos𝑇 − cos𝑇𝑘) = 0,

. . . ,

𝑐

𝑛
sin𝑛𝑇1 +

1

𝑛
(sin𝑛𝑇2 − sin𝑛𝑇1) + · · ·+

𝑐

𝑛
(sin𝑛𝑇 − sin𝑛𝑇𝑘) = 0,

𝑐

𝑛
cos𝑛𝑇1 −

𝑐

𝑛
+

1

𝑛
(cos𝑛𝑇2 − cos𝑛𝑇1) + · · ·+

𝑐

𝑛
(cos𝑛𝑇 − cos𝑛𝑇𝑘) = 0.

(2.8)

Таким чином система перетворюється на систему нелiнiйних рiвнянь з не-



18

вiдомими змiнними 𝑇1, 𝑇2, ..., 𝑇𝑘, 𝑇 .

2.2. Керування, що має 2n точок перемика-

ння

Зауважимо, що при 𝑇 = 2𝜋 система (2.5) має розв’язок для довiльного

𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, зокрема для 𝑢 = 𝑐. Таким чином нам цiкаво знайти розв’язок

на трохи бiльшому, або меншому вiдрiзку трохи змiнюючи точки переми-

кання. Для 𝑐 =
1

2
можна написати загальне явне рiшення з 2𝑛 точками

перемикання. Для 𝑇 = 2𝜋 + 𝑎, 𝑎 ≥ 0 воно має такий вигляд:

𝑢𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋

𝑛+ 1
,

1,
2𝜋

𝑛+ 1
≤ 𝑡 ≤ 2𝜋

𝑛+ 1
+ 𝑎,

1

2
,

2𝜋

𝑛+ 1
+ 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 2

2𝜋

𝑛+ 1
,

1, 2
2𝜋

𝑛+ 1
≤ 𝑡 ≤ 2

2𝜋

𝑛+ 1
+ 𝑎,

. . .

1, 𝑛
2𝜋

𝑛+ 1
≤ 𝑡 ≤ 𝑛

2𝜋

𝑛+ 1
+ 𝑎,

1

2
, 𝑛

2𝜋

𝑛+ 1
+ 𝑎 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋 + 𝑎.

(2.9)

Доведення. Для керування (2.9) в позначеннях системи (2.8) маємо

𝑇1 =
2𝜋

𝑛+ 1
, 𝑇2 =

2𝜋

𝑛+ 1
+ 𝑎, . . . , 𝑇2𝑛−1 =

2𝜋𝑛

𝑛+ 1
, 𝑇2𝑛 =

2𝜋𝑛

𝑛+ 1
+ 𝑎, 𝑇 = 2𝜋 + 𝑎.

(2.10)
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I необхiдно показати, що⎧⎪⎨⎪⎩
𝑐

𝑚
sin𝑚𝑇1 +

1

𝑚
(sin𝑚𝑇2 − sin𝑛𝑇1) + · · ·+

𝑐

𝑚
(sin𝑚𝑇 − sin𝑛𝑇2𝑛) = 0,

𝑐

𝑚
cos𝑚𝑇1 −

𝑐

𝑚
+

1

𝑚
(cos𝑚𝑇2 − cos𝑛𝑇1) + · · ·+

𝑐

𝑚
(cos𝑚𝑇 − cos𝑛𝑇2𝑛) = 0,

(2.11)

для всiх 𝑚 ≤ 𝑛+ 1. При 𝑐 =
1

2
i 𝑇𝑖 з (2.10) отримуємо

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑛∑︁

𝑘=1

(︂
sin

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1
+ 𝑎

)︂
− sin

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂)︂
+ sin(2𝜋 + 𝑎) = 0,

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
cos

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1
+ 𝑎

)︂
− cos

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂)︂
+ cos(2𝜋 + 𝑎)− 1 = 0,

(2.12)

або ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑛∑︁

𝑘=0

(︂
sin

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1
+ 𝑎

)︂
− sin

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂)︂
= 0,

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
cos

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1
+ 𝑎

)︂
− cos

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂)︂
= 0,

(2.13)

Це рiвносильно ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑛∑︁

𝑘=0

sin
(︁𝑎
2

)︁
cos

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1
+ 𝑎

)︂
= 0,

𝑛∑︁
𝑘=0

sin
(︁𝑎
2

)︁
sin

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1
+ 𝑎

)︂
= 0,

(2.14)

або ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑛∑︁

𝑘=0

cos

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1
+ 𝑎

)︂
= 0,

𝑛∑︁
𝑘=0

sin

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1
+ 𝑎

)︂
= 0.

(2.15)
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Запишемо це як⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑛∑︁

𝑘=0

(︂
cos

(︁𝑎
2

)︁
cos

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂
+ sin

(︁𝑎
2

)︁
sin

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂)︂
= 0,

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
sin

(︁𝑎
2

)︁
cos

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂
+ cos

(︁𝑎
2

)︁
sin

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂)︂
= 0.

(2.16)

Для цього достатньо показати, що⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑛∑︁

𝑘=0

cos

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂
= 0,

𝑛∑︁
𝑘=0

sin

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂
= 0,

(2.17)

або
𝑛∑︁

𝑘=0

cos

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂
= 0, (2.18)

звiдки
𝑛∑︁

𝑘=0

(︂
cos

(︂
2𝜋𝑘

𝑛+ 1

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
2𝜋𝑘

𝑛+ 1

)︂)︂𝑚

= 0. (2.19)

Ця рiвнiсть є вiрною, оскiльки cos

(︂
2𝜋𝑘

𝑛+ 1

)︂
+𝑖 sin

(︂
2𝜋𝑘

𝑛+ 1

)︂
є коренями 𝑥𝑘+1

многочлена

𝑥𝑛+1 − 1 = 0, (2.20)

а за теоремою Вiєта:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + · · ·+ 𝑥𝑛+1 = 0,

𝑥1𝑥2 + 𝑥1𝑥3 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑥𝑛+1 = 0,

. . .

𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛 + · · ·+ 𝑥2𝑥3 . . . 𝑥𝑛+1 = 0

𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛+1 = −1.

=⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 + 𝑥2 + ...+ 𝑥𝑛+1 = 0,

𝑥21 + 𝑥22 + ...+ 𝑥2𝑛+1 = 0,

. . .

𝑥𝑛1 + 𝑥𝑛2 + ...+ 𝑥𝑛𝑛+1 = 0,

𝑥𝑛+1
1 + 𝑥𝑛+1

2 + ...+ 𝑥𝑛+1
𝑛+1 = 𝑛+ 1.

(2.21)
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Отже рiвнiсть є вiрною при 𝑚 ≤ 𝑛.

При 𝑇 = 2𝜋, 𝑢(𝑡) =
1

2
. Довжина вiдрiзкiв, на яких 𝑢(𝑡) = 1, збiльшується

разом iз збiльшенням часу 𝑇 . Графiк керування для 𝑛 = 6, 𝑐 =
1

2
, 𝑎 =

0.1 показано на рис. 2.1, окремi траєкторiї показанi на рис. 2.2. На рис.

2.3 i рис. 2.4 показанi фазовi траєкторiї для двох перших i двох останнiх

координат.

Рис. 2.1: Керування Рис. 2.2: Окремi траєкторiї

Рис. 2.3: Фазова траєкторiя для
𝑥1, 𝑥2

Рис. 2.4: Фазова траєкторiя для
𝑥11, 𝑥12

Зауваження 2.1. Керування 𝑢𝑛(𝑡) буде розв’язком для будь-якої системи

з власними числами 𝜆𝑗 = ±𝑘𝑗 𝑖, 𝑘𝑗 ≤ 𝑛, 𝑘𝑗 ∈ N.

Зауваження 2.2. Якщо 𝑘𝑗 ∈ Q, або 𝑘𝑗 ∈ R ∖ Q, але iснує 𝑘 таке, що
𝑘𝑗
𝑘
∈ Q для всiх 𝑖 = 1, ..., 𝑛, то пiсля замiни змiнних керування 𝑢𝑛(𝑡), при

деякому 𝑛, також буде розв’язком для цiєї системи.
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Для 𝑐 ̸= 1

2
важче отримати загальний розв’язок. Нам вдалося отримати

його в явному виглядi для випадку 𝑛 = 1 (є альтернативою для керування

в прикладi 1.8):

𝑇1 = arctan

⎛⎜⎜⎜⎝
sin

(︀
𝑎
2

)︀(︂√︂
2
(︁
cos(𝑎) + 2

(︀
1
𝑐

)︀2 − 4
𝑐 + 1

)︁
− 2 cos

(︀
𝑎
2

)︀)︂
cos

(︀
𝑎
2

)︀√︂
2
(︁
cos(𝑎) + 2

(︀
1
𝑐

)︀2 − 4
𝑐 + 1

)︁
− cos(𝑎) + 1

⎞⎟⎟⎟⎠+ 𝜋,

𝑇2 = arctan

⎛⎜⎜⎜⎝
sin

(︀
𝑎
2

)︀(︂√︂
2
(︁
cos(𝑎) + 2

(︀
1
𝑐

)︀2 − 4
𝑐 + 1

)︁
+ 2 cos

(︀
𝑎
2

)︀)︂
cos

(︀
𝑎
2

)︀√︂
2
(︁
cos(𝑎) + 2

(︀
1
𝑐

)︀2 − 4
𝑐 + 1

)︁
+ cos(𝑎)− 1

⎞⎟⎟⎟⎠+ 𝜋.

(2.22)

2.3. Керування з 2 точками перемикання

Iз постановки задачi та отриманих результатiв для побудови з 2𝑛 то-

чок можна припустити певну симетрiю в розташуваннi точок перемикан-

ня. Дiйсно, виявляється, що користуючись цим припущенням при 𝑐 =
1

2
ми

можемо побудувати керування, що має лише двi точки перемикання. Для

цього запишемо систему в експоненцiальнiй формi (2.6):⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡)𝑒𝑖 𝑡𝑑𝑡 = 0,∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡)𝑒2 𝑖 𝑡𝑑𝑡 = 0,

. . . ,∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡)𝑒𝑛 𝑖 𝑡𝑑𝑡 = 0,

(2.23)
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i розглянемо керування

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑐, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇1,

1, 𝑇1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇2,

𝑐, 𝑇2 ≤ 𝑇.

(2.24)

Покладемо 𝑇 − 𝑇2 = 𝑇1. Тодi, виконуючи замiну 𝑒𝑇1 = 𝑥, 𝑒𝑇 = 𝑠 ми отри-

муємо 𝑒𝑇2 =
𝑠

𝑥
, звiдки випливає система рiвнянь для змiнних 𝑥 i 𝑠:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−𝑐+ (𝑐− 1)𝑥+ (1− 𝑐)
𝑠

𝑥
+ 𝑐𝑠 = 0,

−𝑐+ (𝑐− 1)𝑥2 + (1− 𝑐)
𝑠2

𝑥2
+ 𝑐𝑠2 = 0,

. . .

−𝑐+ (𝑐− 1)𝑥𝑛 + (1− 𝑐)
𝑠𝑛

𝑥𝑛
+ 𝑐𝑠𝑛 = 0,

(2.25)

При 𝑐 =
1

2
, 𝑥 = 𝑠 – розв’язок. Поклавши деяке 𝑠 : |𝑠| = 1, отримуємо

розв’язок системи. Але 𝑥 = 𝑒𝑇1, 𝑠 = 𝑒𝑇 , отже 𝑇1 i 𝑇 визначаються з точнiстю

до 2𝜋. Оберемо 𝑇 = 2𝜋 + 𝑇1 i отримаємо розв’язок нашої задачi. На рис.

2.5 i рис. 2.6 показанi траєкторiї для окремих координат i пар координат.

Рис. 2.5: Окремi траєкторiї для
𝑛 = 4

Рис. 2.6: Парнi траєкторiї для
𝑛 = 4

Зауваження 2.3. Даний розв’язок 𝑢(𝑡) не залежить вiд розмiрностi за-
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дачi i буде вiрним для будь-якого 𝑛. Це означає що вiн буде розв’язком для

будь-якої системи з цiлими чисто уявними власними числами.

Зауваження 2.4. Можлива iнша побудова розв’язку, для обмеження

𝑢 ∈ {𝑐, 1− 𝑐, 1}, 0 < 𝑐 < 1, при якiй точки перемикання залишають си-

метричними але несиметричним обирається керування:

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑐, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇1,

1, 𝑇1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇2,

1− 𝑐, 𝑇2 ≤ 𝑇.

(2.26)

Оскiльки система залежить лише вiд експоненти матрицi 𝐴 i вектора 𝑏,

керування (2.23) або (2.24) вiрне для будь-яких 𝑛, то, враховуючи Заува-

ження 2.2, справедлива наступна теорема:

Теорема 2.5. Для системи

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, 𝑐 ≤ 𝑢 ≤ 1, 𝑐 ≤ 1

2
. (2.27)

з матрицею 𝐴 розмiром 2𝑛 × 2𝑛 i простими уявними власними значення-

ми ±𝑖𝜈𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 i такими, що rank
(︀
𝑏, 𝐴𝑏, . . . , 𝐴2𝑛−1𝑏

)︀
= 2𝑛, умова

повертання виконується, якщо 𝜈𝑘 є рацiональними числами.

Зауваження 2.6. В обох випадках нам необхiдно обмеження на керува-

ння у виглядi 𝑢 ∈ [𝑐, 1], 𝑐 ≤ 0.5 або 𝑢 ∈ {𝑐, 1}. Питання для довiльного 𝑐 в

загальному випадку залишається вiдкритим.

2.4. Випадок iррацiональних коефiцiєнтiв

Отриманi вище результати вiрнi для випадку коли уявнi частини вла-

сних чисел 𝜆1, ...𝜆𝑛 матрицi 𝐴 є рацiональними числами, або iрацiональни-
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ми, але такими, що iснує 𝜆 ∈ R ∖ Q така, що
𝜆𝑖

𝜆
∈ Q для всiх 𝑖 = 1, ..., 𝑛.

Ця умова гарантує нам, що iснує деякий час 𝑇 > 0, такий що⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡) sin 𝜈1 𝑡𝑑𝑡 = 0,∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡) cos 𝜈1 𝑡𝑑𝑡 = 0,

. . . ,∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡) sin 𝜈𝑘 𝑡𝑑𝑡 = 0,∫︁ 𝑇

0

𝑢(𝑡) cos 𝜈𝑘 𝑡𝑑𝑡 = 0,

(2.28)

вiрно при 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. В той же час такого часу 𝑇 точно не iснуватиме

для взаємно iррацiональних чисел. Варто зауважити, що це не означає,

що не можна побудувати керування, що повертає систему в точку 0, це

означає, що воно не може бути постiйним. Наприклад для випадку 𝑛 = 2

був отриманий наступний загальний результат.

Твердження 2.7. Для системи

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, 𝑐 ∈
{︂
1

2
, 1

}︂
, (2.29)

з власними значеннями матрицi 𝐴 𝜆12 = ±𝑎1𝑖, 𝜆34 = ±𝑎2𝑖 при

𝑎1 < 2𝑎2, 𝑎2 < 2𝑎1 керування вигляду

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

2
, 0 < 𝑡 <

𝜋

𝑎2
,

1,
𝜋

𝑎2
< 𝑡 <

2𝑚1𝜋

𝑎1
,

1

2
,
2𝑚1𝜋

𝑎1
< 𝑡 <

2𝑚1𝜋

𝑎1
+

𝜋

𝑎1
+

𝜋

𝑎2
,

1,
2𝑚1𝜋

𝑎1
+

𝜋

𝑎1
+

𝜋

𝑎2
< 𝑡 <

2𝑚1𝜋

𝑎1
+

𝜋

𝑎2
+

2𝑚2𝜋

𝑎2
,

1

2
,
2𝑚1𝜋

𝑎1
+

𝜋

𝑎2
+

2𝑚2𝜋

𝑎2
< 𝑡 <

2𝑚1𝜋

𝑎1
+

𝜋

𝑎1
+

𝜋

𝑎2
+

2𝑚2𝜋

𝑎2
,

(2.30)
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де числа 𝑚1,𝑚2 ∈ N обираються такими, що
𝜋

𝑎2
<

2𝑚1𝜋

𝑎1
,
𝜋

𝑎1
<

2𝑚2𝜋

𝑎2

повертає точку 0 за час 𝑇 =
2𝑚1𝜋

𝑎1
+

𝜋

𝑎1
+

𝜋

𝑎2
+

2𝑚2𝜋

𝑎2
.

На рис. 2.7 i рис. 2.8 показанi траєкторiї для координат i пар координат

для системи (2.31): ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑥1 + 𝑢,

𝑥̇3 =
√
5𝑥4,

𝑥̇4 = −
√
5𝑥3 + 𝑢.

(2.31)

Рис. 2.7: Окремi траєкторiї Рис. 2.8: Парнi траєкторiї

При обмеженнях на керування вигляду 𝑢 ∈ [𝑐, 𝑑], 𝑐 > 0, можна вико-

ристовувати iнший метод побудови керування, запропонований В. I. Ко-

робовим [9], який ґрунтується на методi функцiї керованостi i полягає в

наступному:

Розглянемо лiнiйну керовану систему

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑢 ∈ Ω = [𝑐, 𝑑], 𝑐 > 0. (2.32)

Введемо нове керування

𝑣 =
1

𝑑− 𝑐
(2𝑢− 𝑑− 𝑐), (2.33)
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тодi, 𝑣 ∈ [−1, 1]. Позначимо як 𝑏1, 𝑏2 вектори

𝑏1 =
𝑑− 𝑐

2
𝑏, 𝑏2 =

𝑑+ 𝑐

2
𝑏, (2.34)

тодi система (2.35) має вигляд

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏1𝑣 + 𝑏2, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑣 ∈ Ω1 = [−1, 1]. (2.35)

Маємо

𝑥(𝑡) = 𝑒𝐴𝑡

(︂
𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝐴𝜏𝑏𝑢(𝜏)𝑑𝜏

)︂
=

= 𝑒𝐴𝑡

(︂
𝑥0 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝐴𝜏𝑏1𝑣(𝜏)𝑑𝜏 +

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝜏𝑏2𝑑𝜏

)︂
.

(2.36)

Нехай керування 𝑣(𝑡) переводить точку 𝑥0 в точку 0 за деякий час 𝑡 = 𝑇 .

Потiм

𝑥0 +

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝜏𝐵2𝑑𝜏 = −
∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝜏𝐵1𝑣(𝜏)𝑑𝜏. (2.37)

Ця рiвнiсть означає, що керування 𝑣(𝑡) переносить точку

𝑦0 = 𝑥0 +

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝜏𝑏2𝑑𝜏 (2.38)

в точку 0 в силу системи

𝑦̇ = 𝐴𝑦 + 𝑏1𝑣. (2.39)

Оскiльки точка 0 є внутрiшньою для множини Ω1, цю задачу можна

розв’язати методом функцiї керованостi [2], якщо вiдомий час 𝑇 . Функцiя

керованостi знаходиться з рiвняння

2𝑎0Θ =
(︀
𝑁−11 𝑦, 𝑦

)︀
, (2.40)

де

𝑁1(Θ) =

∫︁ Θ

0

(︂
1− 𝑡

Θ

)︂
𝑒−𝑡𝐴𝑏1𝑏

*
1𝑒
−𝑡𝐴*

𝑑𝑡. (2.41)
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Керування 𝑣(𝑡) задається формулою

𝑣 = −1
2
𝐵*1𝑁

−1
1 (Θ)𝑦 (2.42)

Коефiцiєнт 𝑎0 обирається таким чином, щоб

|𝑣| ≤ 1. (2.43)

Для цього коефiцiєнт 𝑎0 обирається з нерiвностi

𝑎0 ≤
1

sup
Θ

Θ
(︀
𝑁−11 𝑏1, 𝑏1

)︀ , (2.44)

Знайдемо рiвняння для часу 𝑇 . Замiнимо Θ на 𝑇 i 𝑦 на 𝑦0 у рiвняннi

(2.41). Отримуємо рiвняння:

2𝑎0𝑇 =

(︂
𝑁−11 (𝑇 )

(︂
𝑥0 +

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝜏𝑏2𝑑𝜏

)︂
,

(︂
𝑥0 +

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝜏𝑏2𝑑𝜏

)︂)︂
, (2.45)

де 𝑁1(𝑇 ) =

𝑇∫︁
0

(︂
1− 𝑡

Θ

)︂
𝑒−𝐴𝑡𝑏1𝑏

*
1𝑒
−𝐴*𝑡𝑑𝑡.

Це рiвняння, в загальному випадку, має неєдиний розв’язок. Для ко-

жного моменту 𝑇 ми отримуємо керування i траєкторiю 𝑦(𝑡). Пiсля знахо-

дження 𝑇 знаходимо траєкторiю 𝑦(𝑡) як розв’язок задачi Кошi на iнтервалi

[0, 𝑇 ]

𝑦̇ = 𝐴𝑦 − 1

2
𝑏*1𝑁

−1
1 (Θ𝑦(𝑡))𝑦,

Θ̇ = −1,

𝑦(0) = 𝑦0 = 𝑥0 +

∫︁ 𝑇

0

𝑒−𝐴𝜏𝑏2𝑑𝜏.

(2.46)

Пiсля знаходження траєкторiї 𝑦(𝑡) знаходимо вираз для траєкторiї 𝑥(𝑡).

Зауваження 2.8. В данiй побудовi керування припускається, що систе-
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ма є глобально керованою. Для коливальної системи таке припущення є

вiрним.

Приклад 2.9. ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑥1 + 𝑢,

𝑥̇3 =
√
2𝑥4,

𝑥̇4 = −
√
2𝑥3 + 𝑢.

,Ω =

[︂
2

3
, 1

]︂
(2.47)

Тут

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0
√
2

0 0 −
√
2 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑏1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0
1

6

0

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑏2 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
5

6

0
5

6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (2.48)

Час руху 𝑇 = 30.595, траєкторiї 𝑦𝑖(𝑡) зображенi на (рис. 2.9):

Рис. 2.9: Траєкторiї 𝑦𝑖(𝑡)



Роздiл 3

Приклад програми

Для проведення розрахункiв, побудови керування та знаходження тра-

єкторiй ми використовували систему 𝑀𝑎𝑡ℎ𝑒𝑚𝑎𝑡𝑖𝑐𝑎.

Лiстинг 3.1: Побудова керування i траєкторiй з 2𝑛 точками перемикання

Clear [ "Global ‘* " ]

n = 6 ;

eAb = {} ;

For [ i = 0 , i < n , i++; eAb = Append [ eAb , Sin [ i
←˒

t ] ] ;

eAb = Append [ eAb , Cos [ i t ] ] ] ;

Ti = Table [ Symbol [ "T" <> ToString@i ] , { i , 2*n
←˒

} ] ;

T i i = Append [ Ti , T ] ;

z e r o s = ConstantArray [ 0 , 2*n ] ;

n i = { In t e g r a t e [ eAb*c , {t , 0 , T1 } ] } ;

uu = {{c , 0 <= t <= T1}} ;

i n i = {} ;

d i f f = {} ;

For [ i = 1 , i <= n ,

n i = Append [ ni , I n t e g r a t e [ eAb , {t , T i i [ [ 2 * i =
←˒

1 ] ] , T i i [ [ 2 * i ] ] } ] ] ;

n i = Append [ ni , c* I n t e g r a t e [ eAb , {t , T i i [ [ 2 * i
←˒

30
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] ] , T i i [ [ 2 * i + 1 ] ] } ] ] ;

i n i = Append [ i n i , (2 \ [ Pi ] ) /(n + 1) * i + 0 . 0 1 ] ;

i n i = Append [ i n i , (2 \ [ Pi ] ) /(n + 1) * i + 0 . 0 2 ] ;

uu = Append [ uu , {1 , T i i [ [ 2 * i = 1 ] ] <= t <= Ti i
←˒

[ [ 2 * i ] ] } ] ;

uu = Append [ uu , {c , T i i [ [ 2 * i ] ] <= t <= Ti i [ [ 2 * i
←˒

+ 1 ] ] } ] ;

d i f f = Append [ d i f f , S imp l i f y [ T i i [ [ 2 * i ] ] = Ti i
←˒

[ [ 2 * i = 1 ] ] ] ] ;

i ++];

nn = S imp l i f y [ Total [ n i ] ] ;

u [ t_ ] = Piecewi se [ uu ] ;

cond = Join [ Pa r t i t i on [ Ti , 1 ] , Pa r t i t i on [ i n i ,
←˒

1 ] , 2 ] ;

a = 0 . 1 ;

c = 1/2 ;

r1 = FindRoot [ ( nn / . {T => 2 \ [ Pi ] + a}) ==
←˒

zeros , cond ]

d i f f

d i f f / . r1

Plot [ ( u [ t ] / . r1 ) / . {T => 2 \ [ Pi ] + a } , {t , 0 ,
←˒

2 \ [ Pi ] + a } ,

P lotPo ints => 100 , AxesLabel => {" t " , "u" } ,

PlotLabel => "a␣=␣ 0 . 1 , ␣n␣=␣6" ]

x i = Pa r t i t i on [ Through [ Table [ Symbol [ "x" <>
←˒

ToString@i ] , { i , 2*n } ] [ t ] ] ,

1 ] ;
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A = ConstantArray [ ConstantArray [ 0 , 2*n ] , 2*n ] ;

b = {} ;

For [ i = 1 , i <= n , A[ [ 2 i = 1 , 2 i ] ] = i ; A[ [ 2
←˒

i , 2 i = 1 ] ] = = i ;

b = Append [ b , { 0 } ] ; b = Append [ b , { 1 } ] ;

i ++];

y i = NDSolveValue [ {D[ xi , t ] ==

A. x i + b * ( ( u [ t ] / . r1 ) / . {T => 2 \ [ Pi ]
←˒

+ a}) , ( x i / . { t =>

0}) == ze ro s } , F lat ten [ x i ] , { t ,
←˒

0 , 2 \ [ Pi ] + a } ] ;

y i / . { t => 0}

Plot [ yi , { t , 0 , 2 \ [ Pi ] + a } , PlotRange => Al l ]

Лiстинг 3.2: Побудова керування i траєкторiй з 2 точками перемикання

Clear [ "Global ‘* " ]

ur1 = =c + ( c = 1) x + c* s /x + (1 = c ) s ;

ur2 = =c + ( c = 1) x^2 + c *( s /x )^2 + (1 = c ) s
←˒

^2;

ur3 = =c + ( c = 1) x^3 + c *( s /x )^3 + (1 = c ) s
←˒

^3;

phi = \ [ Pi ] / 4 ;

c = 1 / 2 . ;

Cos [ phi ] + I Sin [ phi ]

s1 = NSolve [ { ur1 == 0} / . {x => Cos [ phi ] + I
←˒

Sin [ phi ] } , s ] [ [ 1 , 1 ] ]

T1 = phi ;

T = 2 . \ [ Pi ] + ArcSin [ Im [ s / . s1 ] ] ;
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T2 = T = T1 ;

{T1 , T2 , T}

u = Piecewi se [ {{ c , 0 < t < T1} , {1 , T1 < t < T2
←˒

} , {1 = c ,

T2 < t < T} } ] ;

N[ { ur1 , ur2 , ur3} / . {x => Cos [ phi ] + I Sin [ phi
←˒

] , s1 } ]

{x11 , x22 , x33 , x44 , x55 , x66 , x77 , x88} =

NDSolveValue [ { x1 ’ [ t ] ␣==␣x2 [ t ] , ␣x2 ’ [ t ] == =x1 [ t ]
←˒

+ u ,

x3 ’ [ t ] ␣==␣2␣x4 [ t ] , ␣x4 ’ [ t ] == =2 x3 [ t ] +
←˒

u , x5 ’ [ t ] ␣==␣3␣x6 [ t ] ,

␣␣␣␣␣␣␣␣ ␣␣␣␣␣␣␣␣x6 ’ [ t ] == =3 x5 [ t ] + u , x7 ’ [ t ] ␣==␣4␣x8 [
←˒

t ] , ␣x8 ’ [ t ] == =4 x7 [ t ] + u ,

x1 [ 0 ] == 0 , x2 [ 0 ] == 0 , x3 [ 0 ] == 0 , x4
←˒

[ 0 ] == 0 , x5 [ 0 ] == 0 ,

x6 [ 0 ] == 0 , x7 [ 0 ] == 0 , x8 [ 0 ] == 0} , {
←˒

x1 , x2 , x3 , x4 , x5 , x6 , x7 ,

x8 } , {t , 0 , T} ] ;

N[ { x11 [ t ] , x22 [ t ] , x33 [ t ] , x44 [ t ] , x55 [ t ] , x66 [
←˒

t ] , x77 [ t ] ,

x88 [ t ] } / . { t => T} ]

p1 = Parametr icPlot [ { x11 [ t ] , x22 [ t ] } , {t , 0 , T
←˒

} , P l o tS ty l e => Thick ]

p2 = Parametr icPlot [ { x33 [ t ] , x44 [ t ] } , {t , 0 , T
←˒

} ,
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P lo tS ty l e => {Thick , Red } ]

p3 = Parametr icPlot [ { x55 [ t ] , x66 [ t ] } , {t , 0 , T
←˒

} ,

P l o tS ty l e => {Thick , Green } ]

p4 = Parametr icPlot [ { x77 [ t ] , x88 [ t ] } , {t , 0 , T
←˒

} ,

P l o tS ty l e => {Thick , Purple } ]

Show [ p1 , p2 , p3 , p4 ]

x i = Pa r t i t i on [ Through [ Table [ Symbol [ "x" <>
←˒

ToString@i ] , { i , 2*n } ] [ t ] ] ,

1 ] ;

A = ConstantArray [ ConstantArray [ 0 , 2*n ] , 2*n ] ;

b = {} ;

For [ i = 1 , i <= n , A[ [ 2 i = 1 , 2 i ] ] = i ; A[ [ 2
←˒

i , 2 i = 1 ] ] = = i ;

b = Append [ b , { 0 } ] ; b = Append [ b , { 1 } ] ;

i ++];

y i = NDSolveValue [ {D[ xi , t ] ==

A. x i + b * ( ( u [ t ] / . r1 ) / . {T => 2 \ [ Pi ]
←˒

+ a}) , ( x i / . { t =>

0}) == ze ro s } , F lat ten [ x i ] , { t ,
←˒

0 , 2 \ [ Pi ] + a } ] ;

y i / . { t => 0}

Plot [ yi , { t , 0 , 2 \ [ Pi ] + a } , PlotRange => Al l ]



Висновки

Дана робота була присвячена задачi нуль-керованостi для лiнiйних

коливальних систем для випадку, коли точка нуль не є точкою рiв-

новаги системи. В ходi роботи було показано, що коливальна систе-

ма 𝑥̇2𝑘−1 = 𝑘 𝑥2𝑘, 𝑥̇2𝑘 = −𝑘 𝑥2𝑘−1 + 𝑢, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛 з обмеженнями виду

𝑢 ∈
{︂
1

2
, 1

}︂
та 𝑢 ∈ [𝑐, 1] може бути нуль керованою, були зробленi узагаль-

нення для довiльних лiнiйних систем з чисто уявними рацiональними та

iррацiональними взаємно простими власними значеннями. Для деяких си-

стем вдалося знайти явний вигляд перемикання у виглядi кусково-постiйної

функцiї, пошук якого зводиться до розв’язання системи нелiнiйних рiвнянь.

Для даної задачi може бути розглянуто велику кiлькiсть додаткових

питань, зокрема iснування керування для довiльного обмеження 𝑢 ∈ {𝑐, 1},

загальний випадок iррацiональних та не взаємно простих коренiв.
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