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АНОТАЦІЯ 

 

Станіна О.Д. Моделі та методи розміщення двоетапного 

виробництва з неперервно розподіленим ресурсом. − Кваліфікаційна 

наукова праця на правах рукопису. 

Дисертація на здобуття наукового ступеня кандидата технічних наук за 

спеціальністю 01.05.02 – математичне моделювання та обчислювальні методи 

(Технічні науки). – Національний технічний університет «Дніпровська 

політехніка» Міністерства освіти і науки України, Дніпро; Харківський 

національний університет імені В. Н. Каразіна Міністерства освіти і науки 

України, Харків, 2019. 

Дисертація присвячена удосконаленню процесів розміщення двоетапного 

виробництва шляхом побудови математичних моделей, методів та алгоритмів 

розв’язування, які враховують неперервність розподілення ресурсу та 

наявність декількох етапів виробництва. 

Розглянуто двоетапні процеси розподілу матеріальних потоків в 

транспортно-виробничих системах, структурними елементами яких є 

підприємства, що здійснюють збір деякого неперервно розподіленого на певній 

території ресурсу (центри першого етапу), і підприємства, які цей ресурс 

споживають або переробляють (центри другого етапу). У таких системах за 

кожним центром першого етапу закріплюється територія (зона) його 

обслуговування. Рух матеріальних потоків здійснюється спочатку в напрямку 

від кожної точки даної області безпосередньо до обслуговуючого її 

підприємства, а потім первинно оброблений або розсортований ресурс в 

певних кількостях перерозподіляється між підприємствами-споживачами цього 

ресурсу. 

В дисертаційній роботі запропоновано нові математичні моделі 

двоетапних задач розподілу матеріальних потоків. Розроблено моделі задачі 

розподілу матеріальних потоків у випадку, коли координати центрів першого і 

другого етапів відомі, з урахуванням (або ні) обмежених потужностей 
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підприємств першого етапу. В цих задачах необхідно визначити зони 

обслуговування підприємств першого етапу та обсяги перевезень між 

підприємствами першого і другого етапу. Другий клас запропонованих 

моделей – задачі, в яких необхідно, окрім зазначених вище характеристик, 

визначити також місця розміщення підприємств першого етапу. За 

результатами проведеного аналізу виявлено актуальний напрямок досліджень в 

галузі дослідження операцій – розвиток теорії неперервних задач оптимального 

розбиття множин (ОРМ) за рахунок її узагальнення на випадок опису 

двоетапних процесів руху матеріальних потоків в сучасних транспортно-

виробничих системах з ресурсом, неперервно розподіленим на певній 

території.  

Для задач із заданими центрами першого етапу сформульовані 

математичні постановки задачі оптимального розподілення неперервно 

розповсюдженого ресурсу при наявності обмежень на потужності підприємств 

першого етапу  та без обмежень у вигляді неперервної задачі ОРМ з 

двовимірного евклідового простору на підмножини з фіксованими центрами, 

обмеженнями у формі рівностей, які враховують потужності центрів першого 

етапу і додаткові зв'язки між центрами першого і другого етапів. Показано, що 

така задача може бути зведена до розв’язування (паралельно або послідовно) 

двох окремих задач: задачі ОРМ з фіксованими центрами при наявності 

обмежень-рівностей, і задачі лінійного програмування транспортного типу.  

Для задачі із фіксованими центрами першого етапи без обмежень на їх 

потужності запропоновано і теоретично обґрунтовано метод розв’язання, який 

базується на застосуванні основних положень теорії неперервних лінійних 

задач ОРМ, теорії двоїстості, а також методів розв'язання задач лінійного 

програмування транспортного типу. Показано, що формулювання двоетапної 

транспортно-виробничої задачі в неперервному варіанті (у вигляді задачі 

нескінченновимірної оптимізації) доцільне, коли кількість постачальників 

ресурсу дуже велика. 
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Двоетапну задачу розміщення-розподілення з неперервно 

розповсюдженим ресурсом і невизначеними центрами першого етапу 

сформульовано як неперервну задачу ОРМ з розміщенням центрів при 

наявності додаткових зв'язків, причому у двох постановках: з обмеженнями на 

потужність підприємств першого етапу та без таких обмежень. Для 

розв’язування цієї задачі використаний підхід, аналогічний підходу до 

розв’язування задачі із фіксованими центрами, а саме задачу сформульовано в 

термінах характеристичних функцій підмножин, що складають допустиме 

розбиття множини , далі для отриманої задачі, застосовуючи традиційний 

перехід ЛП-релаксації і теорію двоїстості, отримано оптимальні розв’язки 

двоетапних задач розміщення-розподілу з неперервно розповсюдженим 

ресурсом частково в аналітичному вигляді (при цьому аналітичний вираз може 

включати в себе параметри, які є оптимальним розв'язком допоміжної 

скінченновимірної оптимізаційної задачі з негладкою цільовою функцією).  

В роботі досліджено умови розв’язності розроблених моделей, 

сформульовані необхідні і достатні умови оптимальності для їх розв'язків.  

Для всіх запропонованих моделей сформульовані алгоритми 

розв’язування. Ітераційний алгоритм розв'язування задачі оптимального 

розбиття множин з додатковими зв’язками (ОРМДЗ) із заданими центрами 

включає використання методу потенціалів для розв'язування задачі лінійного 

програмування транспортного типу. Основою створених алгоритмів 

розв'язування задач ОРМДЗ з розташуванням центрів першого етапу є r-

алгоритм Шора, який використовується для розв'язування задач 

скінченновимірної оптимізації недиференційованої функції, до яких 

редукуються вихідні двоетапні задачі розміщення-розподілення за допомогою 

розробленого математичного апарату. Чисельна реалізація алгоритмів 

передбачає дискретизацію заданої області. 

Приведено детальний аналіз результатів обчислювальних експериментів, 

які  здійснювались з метою перевірки коректності роботи алгоритмів; 

виявлення залежності результатів і часу роботи алгоритмів від розміру сітки 
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дискретизації області; з'ясування параметрів задачі, що впливають на форму 

границь між підмножинами. Також оцінено виграш (зниження витрат), 

одержуваний за рахунок формулювання і розв'язування саме неперервних 

задач ОРМДЗ при формуванні систем двоетапного транспортування 

матеріальних (сировинних) ресурсів, які щільно розподілені на певній 

території. 

Результати обчислювальних експериментів дозволяють зробити наступні 

висновки про оптимальні розв'язки задач ОРМДЗ з фіксованими центрами 

першого етапу і з їх розташуванням. Якщо в задачі ОРМДЗ центри першого 

етапу є фіксованими, а відстань між точками обчислюється за евклідовою 

метрикою, то оптимальними границями між підмножинами, що визначають 

оптимальне розбиття заданої області, виявляються гіперболи. Цей факт 

повністю узгоджений з аналітичним виглядом границь між підмножинами, що 

складають оптимального розбиття, отриманими у дисертаційній роботі та 

відповідає теоретичним обґрунтуванням форм границь між підмножинами, що 

складають оптимальні розбиття в неперервних задачах ОРМ з обмеженнями у 

формі рівностей і нерівностей. При розв'язанні задач ОРМДЗ із розташуванням 

центрів першого етапу оптимальне розбиття, як правило, виявляється 

діаграмою Діріхле-Вороного.  

Основні наукові результати дисертації полягають у наступному: 

1. Вперше запропоновано математичні моделі неперервно-

дискретних задач розміщення-розподілу, які, на відміну від відомих, 

дозволяють враховувати неперервність розподілення представленого ресурсу, 

тим самим зменшуючи логістичні витрати. 

2. Набули подальшого розвитку моделі теорії непрерервних задач 

ОРМ, а саме задачі ОРМДЗ, що дозволяє на їх основі розробити методи 

розв’язування двоетапних задач розміщення з неперевно-розподіленим 

ресурсом. 

3. Вперше запропоновано методи розв'язання задач ОРМДЗ, 

отримано необхідні умови оптимальності для неперервних лінійних задач 
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ОРМДЗ; отримано умови розв’язності таких задач, що дозволяє удосконалити 

процес розміщення виробництва. 

4. Удосконалено методи розміщення двоетапного виробництва 

шляхом врахування неперервності розподілення ресурсу та наявності декількох 

етапів виробництва при побудові і реалізації математичних моделей 

відповідних задач. 

Отримані математичні моделі та обчислювальні методи є науково-

методичною основою для побудови алгоритмів та розробки програмного 

забезпечення для двоетапних задач розміщення-розподілу. В результаті 

забезпечується можливість розв’язування нових класів актуальних практичних 

задач, в яких необхідно враховувати неперервно розподілений ресурс та 

організацію виробництва в декілька етапів. 

Розроблені методи, алгоритми та програмний продукт дозволяють 

вирішувати цілий ряд практичних проблем, пов'язаних, наприклад, із 

завданнями стратегічного планування, які виникають у виробничій, соціальній, 

економічній сферах діяльності. Отримані теоретичні результати доведені до 

рівня конкретних рекомендацій, які можуть бути використані державними і 

приватними підприємствами при вирішенні логістичних задач, пов'язаних з 

організацією збору певного ресурсу і його доставкою до пунктів переробки, а 

також подальшого перевезення отриманого продукту до місць призначення. 

 

Ключові слова: оптимальний розподіл, двоетапне виробництво, задача 

розміщення-розподілу, оптимальне розбиття множин, r-алгоритм Шора, моделі 

оптимального розміщення підприємств, методи розміщення об’єктів 

інфраструктури. 

 



7 

 

 

ABSTRACT 

 

Olha D. Stanina. Models and methods to locate two-stage production with 

continuously allocated resources. − Qualification scientific paper, manuscript. 

Thesis for a Candidate Degree of Technical Sciences: Speciality 01.05.02 − 

Mathematical modeling and computational methods (Engineering Sciences). – 

National Technical University Dnipro Polytechnic, the Ministry of Education and 

Science of Ukraine, Dnipro; V. N. Karazin Kharkiv National University, 

the Ministry of Education and Science of Ukraine, Kharkiv, 2019.   

The thesis deals with the improvement of the processes to locate two-stage 

production by means of constructing mathematical models, methods, and algorithms 

for solutions which takes into consideration continuity of resources allocation and 

availability of several stages of production.  

Two-stage processes to distribute material flows within transportation and 

production systems have been considered; enterprises, collecting definite resource 

allocated continuously at certain territory (stage one centres), and enterprises, either 

consuming the resource or processing it (stage two centres) are their structural 

components. In terms of such systems, service territory (zone) is arranged for each 

centre of stage one. First, materials flow from each point of the area to its service 

enterprise immediately; then, certain amounts of the resource, which has already 

been processed previously or assorted, is allocated among enterprises consuming the 

resource. 

The thesis has proposed new mathematical models of two-stage problems 

concerning allocation of material flows. Models, concerning the problem of material 

flow allocation, have been developed when coordinates of stage one, and stage two 

centres are known taking into account (or ignoring) limited capacities of stage one 

enterprises. The problems should involve determination of service zones of stage one 

enterprises as well as traffic between stage one enterprises, and enterprises of stage 

two.  Type two of the proposed models is represented by the problems where it is 

required to determine locations of stage one enterprises in addition to the 
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abovementioned characteristics. Results of the analysis have helped determine 

topical research tendency, i.e. development of a theory of continuous problems of 

optimal set partitioning  (OSP) at the expense of its generalizing, if it is required to 

describe two-stage processes of material flows in the context of the available 

transportation and production system with the resources allocated continuously 

within certain territory.  

As for the problems with the preset centres of stage one, mathematical 

formulations concerning optimal allocation of continuously allocated resources have 

been proposed, if limitations for stage one enterprises are available or if they are not 

available, in the form of OSP continuous problem from two-dimensional Euclidean 

space per subsets with  the specified centres, and limitations in the form equalities, 

taking into consideration capacities of stage one enterprises as well as additional 

communications between centres of stage one and stage two.  It has been 

demonstrated that such a problem may be reduced to parallel solving or sequential 

solution of two separate problems: OSP problem with the specified centres if 

limitations-equalities are available, and problems of linear programming of a 

transport type.  

In the context of the problem with the specified centres of stage one, where their 

capacities are not limited, solution technique has been proposed and substantiated 

theoretically. The technique is based upon the use of foundations of continuous 

linear OSP problems, duality theory as well as solving techniques as for the problems 

of linear programming of a transport type. It has been demonstrated that formulation 

of the two-stage transportation and production problem in terms of continuous 

variant (i.e. in the form of a problem of infinitely dimensional optimization) is 

expedient when the number of the resources supplier is great.  

The two-stage problem of location-allocation with continuously allocated 

resources, and unspecified centres of stage one has been formulated as continuous 

OSP problem where centres are located is additional communications are available. 

Moreover, two formulations have been represented: with capacity limitations of 

stage one enterprises and without them. To solve the problem, an approach, similar 
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to that applied while solving a problem with the specified centres, has been used, i.e. 

the problem has been formulated in terms of characteristic functions of subsets 

making allowable a partition of set ; further, for the obtained problem,  optimum 

solutions for two-stage location-allocation problems with continuously allocated 

resources have produced in a partially analytical form while applying traditional LP 

relaxation transition as well as duality theory (in this context, the analytical 

expression may involve parameters being optimal solution of additional  finitely 

dimensional optimization with nonsmooth objective function).  

The thesis has analyzed conditions of solvability of the developed models; 

required optimality conditions as well as sufficient ones to solve them have been 

formulated.  

In the context of all of the proposed models, algorithms to solve them have 

been formulated. Iteration algorithm to solve OSPAC problem with the specified 

centres involves a method of potentials to solve a problem of linear programming of 

a transport type.  The developed algorithm to solve OSPAC problems with stage one 

centre location is based upon Shor’s r-algorithm used to solve problems of finitely 

dimensional optimization of nondifferentiable function down to which original two-

stage problems of location-allocation are reduced with the help of the developed 

mathematical apparatus. Numerical implementation of the algorithms involves 

discretization of the specified area.  

Computational experiments intended to test operational correctness of the 

algorithms have been analyzed in detail; dependence of the results and periods of the 

algorithms upon the dimension of the area discretization grid has been identified; and 

the problem parameters, effecting form of boundary between the subsets, have been 

determined. Moreover, benefits (i.e. cost reduction) resulting from formulation of the 

OSPAC problems and their solution while forming systems of two-stage 

transportation of material (raw material) resources, allocated tightly within certain 

territory, have been evaluated.   

Results of the computational experiments make it possible to conclude the 

following as for optimal solution of OSPAC problems with the specified centers of 
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stage one as well as with their location. If stage one centres are specified in the 

context of OSPAC problem, and distance between points is calculated with the help 

of Euclidean metric, then hyperbolas  are the optimal boundaries between  subsets 

determining optimum partitioning of the specified area. The fact has been completely 

agreed with analytical type of boundaries between subsets representing optimal 

partitioning obtaining by the thesis; moreover, it corresponds to theoretical 

substantiations of boundary forms between subsets representing optimal partitioning 

in terms of continuous OSP problems with limitations in the form of equalities and 

inequalities. Generally, in the process of OSPAC problem solving as for stage one 

centre location, optimal partitioning turns out to be Dirichlet-Voronoi diagram.  

Basic scientific results of the thesis are as follows: 

1. For the first time, mathematical models of discrete-continuous problems of 

placement-distribution have been proposed; contrary to the known ones, those 

models make it possible to take into account distribution continuity of the resource 

along with the decreasing logistic costs. 

2. Models of the theory of continual OSP problems, i.e. OSPAC ones, have 

been developed further, which allows using them as the basis for the elaboration of 

the methods to solve two-stage arrangement problems with the continuously 

distributed resource.    

3. For the first time, methods to solve OSPAC problems have been proposed; 

the required conditions of optimality for OSPAC continual linear problems have 

been obtained; conditions to solve those problems have been obtained as well 

making it possible to improve the process of production arrangement. 

4. Methods to locate two-stage production have been improved while 

involving resource allocation continuality, and availability of several production 

stages as well as implementation of mathematical models of corresponding 

problems.  

The obtained mathematical models and computational techniques are the 

scientific and methodological basis to develop algorithms and software for two-stage 

location-allocation problems. As a result, possibility to solve new types of actual 
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practical problems is provided since they involve continuously allocated resources as 

well as several-stage production implementation. 

The developed methods, algorithms, and software help solve a number of 

practical problems connected, for instance, with strategic planning problems, arising 

in production sphere, social sphere, and economic sphere of activities. The obtained 

theoretical results have been brought up to the level of specific recommendations 

which may be used by both state-owned enterprises and private ones while solving 

logistics problem connected with certain resource accumulation and its delivery to 

processing centres as well as further transportation of the obtained product to 

destination places.  

 

Keywords: two-stage production, location-allocation problem, optimum 

partitioning sets, Shor’s r-algorithm, optimal location models for enterprises, 

methods for locating infrastructure objects. 
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ВСТУП 

 

Обґрунтування вибору теми дослідження. В умовах сучасного 

економічного розвитку країни транспортно-виробничі системи, в яких 

реалізуються логістичні процеси кругообігу матеріальних ресурсів, є досить 

ємними і складними, оскільки характеризуються великою кількістю 

господарчих суб'єктів і посередників, розміщених в різних регіонах і на 

великих територіях, відмінностями у розмірах потреб у різних покупців, 

багатьма іншими факторами. Логістика матеріальних потоків здійснюється не 

тільки в рамках одного самостійного підприємства, але й за його межами, в 

інших, подібних до нього структурах, а це визначає таку властивість 

транспортно-виробничих процесів, як їх багатоетапність. Прикладами таких 

логістичних процесів і пов'язаних з ними оптимізаційних задач є: 

− раціональний збір сільськогосподарських культур і їх доставка 

спочатку до зерносховищ, а потім до кінцевого споживача; 

− формування мережі сучасних сміттєперевантажувальних і 

сміттєсортувальних станцій з метою скорочення питомих сумарних витрат на 

вивезення відходів; 

− планування лісосічних робіт і подальше вивезення деревини з 

організацією проміжних складів, враховуючи можливість використання місць 

штабелювання для доставки до них лісоматеріалів з сусідніх лісосік; 

− розподіл матеріальних потоків між клієнтами, пунктами прийому й 

переробки сировини, що забезпечує мінімальні транспортні витрати; 

− формування регіональної складської мережі, мережі поштових служб 

доставки та ін. 

В названих логістичних транспортно-виробничих системах 

структурними елементами є підприємства, які здійснюють збір деякого 

неперервно розподіленого на певній території ресурсу (у подальшому − центри 

першого етапу), і підприємства, які цей ресурс споживають або переробляють 

(центри другого етапу). За кожним центром першого етапу, як правило, 
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закріплюється територія (зона) його обслуговування. Рух матеріальних потоків 

здійснюється спочатку в напряму від кожної точки даної області безпосередньо 

до обслуговуючого її підприємства, а потім первинно оброблений або 

розсортований ресурс направляється в певних кількостях на підприємства, які є 

споживачами цього ресурсу. 

Вивченню неперервних одноетапних задач розміщення-розподілу, в яких 

множина, що підлягає розбиттю, є континуальною присвячені роботи  

H. W. Corley та S. D. Roberts, В.Р Хачатуров, І.В. Бейко. Різні класи 

неперервних задач оптимального розбиття множин (ОРМ) досліджувалися в 

роботах О.М. Кісельової, С.А. Ус, Л.С. Коряшкіної, Л.І. Лозовської, 

Т.Ф. Степанчук та ін. Дискретні багатотоетапні  задач розміщення-розподілу  

розглядалися  в роботах В.Л. Береснева, Е. Х. Гімаді, Ю.А. Кочетова, 

В.А. Трубіна, Д.Б. Юдіна та ін., але багатоетапні задачі, в яких ресурс, що має 

бути перерозподілений та займає щільно деяку територію в науковій літературі 

майже не представлені.  

Таким чином, створення нових математичних моделей логістичних 

процесів розміщення двоетапного виробництва, розробка та обґрунтування 

методів їх розв’язування, які враховують неперервність розподілення ресурсу 

та наявність декількох етапів виробництва є актуальною науковою та 

практичною задачею і визначає напрям дослідження дисертаційної роботи. 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Дисертаційна робота є складовою частиною досліджень, проведених в 

Національному технічному університеті «Дніпровська політехніка» за науково-

дослідницькою роботою «Рішення завдання генерації проектів оперативних 

планів бойових дій при ліквідації пожеж на шахтах на основі отологічних баз 

знань» (номер державної реєстрації №0113U0003913). Особистий внесок 

автора полягає у розробці методики розбиття множини планів ліквідації пожеж 

на шахті на класи складності і визначенні оптимальних маршрутів евакуації. 

Мета і завдання дослідження. Мета дисертаційного дослідження – 

удосконалення процесів розміщення двоетапного виробництва за рахунок 
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зменшення логістичних витрат шляхом побудови математичних моделей, 

розробки методів та алгоритмів розв’язування задач розміщення, які 

враховують неперервність розподілення ресурсу та наявність двох етапів 

виробництва. 

Для досягнення поставленої мети в роботі необхідно розв’язати такі 

основні задачі. 

1. Провести аналіз існуючих моделей, критеріїв і методів, які 

застосовуються при розв’язанні прикладних задач логістичного характеру. 

2. Побудувати нові математичні моделі оптимізації для розв’язування 

неперервних задач, які описують двоетапні задачі розміщення підприємств з 

неперервно-розподіленим ресурсом. 

3. Розробити методи розв’язування двоетапних задач розміщення. 

4. Створити чисельні алгоритми розв’язування двоетапних задач з 

неперервно-розподіленим ресурсом. 

5. Експериментально дослідити та проаналізувати розроблені моделі, 

методи та алгоритми  розв’язання задач оптимального розбиття множин з 

додатковими зв’язками (ОРМДЗ). 

6. Впровадити результати дослідження в практику. 

Об'єкт дослідження – процес розміщення двоетапного виробництва із 

неперервно розподіленим ресурсом.  

Предметом дослідження є математичні моделі та методи розміщення 

двоетапного виробництва із неперервно розподіленим ресурсом. 

У роботі використовуються наступні методи дослідження: при побудові 

математичних моделей задач розміщення двоетапного виробництва за основні 

використовувались методи системного аналізу, математичного моделювання; 

для доведення необхідних умов оптимальності застосовуються методи 

нескінченновимірної оптимізації та функціонального аналізу; для 

обґрунтування методів розв'язання задач використовується теорія опуклої 

оптимізації, двоїстості, теорія неперервних задач оптимального розбиття 
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множин; для розв’язання скінченновимірних задач оптимізації − методи 

недиференційованої оптимізації, методи лінійного програмування. 

Наукова новизна отриманих результатів. У дисертаційній роботі: 

1. Вперше запропоновано математичні моделі неперервно-дискретних 

задач розміщення-розподілу, які дозволяють враховувати неперервність 

розподілення ресурсу, тим самим зменшуючи логістичні витрати. 

2. Набули подальшого розвитку моделі теорії непрерервних задач ОРМ, а 

саме задачі ОРМДЗ, що дозволяє на їх основі розробити методи розв’язування 

двоетапних задач розміщення з неперевно-розподіленим ресурсом. 

3. Вперше запропоновано методи розв'язання задач ОРМДЗ, отримано 

необхідні умови оптимальності для неперервних лінійних задач ОРМДЗ; 

отримано умови розв’язності таких задач, що дозволяє та удосконалити процес 

розміщення виробництва. 

4. Удосконалено методи розміщення двоетапного виробництва шляхом 

врахування неперервності розподілення ресурсу та наявності декількох етапів 

виробництва при побудові і реалізації математичних моделей відповідних 

задач. 

Практичне значення отриманих результатів. У дисертаційній роботі 

розроблено математичні моделі, методи та алгоритми розв'язання двоетапних 

задач розміщення підприємств з неперервно-розподіленим ресурсом, на основі 

яких створено програмний продукт. Отримані теоретичні результати доведені 

до рівня конкретних рекомендацій, які можуть бути використані державними і 

приватними підприємствами при вирішенні логістичних задач, пов’язаних з 

організацією збору певного ресурсу, його доставкою до пунктів переробки, а 

також подальшого перевезення отриманого продукту за місцем призначення. 

Для ТОВ «Науково-виробнича агрокорпорація «Степова» складені 

практичні рекомендації щодо раціонального збору зернових культур за 

рахунок зонування його сільськогосподарських угідь, визначення оптимальних 

місць розташування зерносховищ, а також ефективної організації поставок 

зерна до пунктів подальшої переробки (акт впровадження від 23.04.18).  



24 

 

 

Результати теоретичного дослідження, висновки і рекомендації, що 

містяться в дисертаційній роботі, використано в навчальному процесі на 

факультеті інформаційних технологій НТУ «Дніпровська політехніка» при 

викладанні дисциплін «Методи оптимізації та дослідження операцій», 

«Системний аналіз», «Теорія прийняття рішень», а також при підготовці 

курсових і магістерських дипломних робіт студентами спеціальності «124 

Системний аналіз» (акт впровадження від 17.05.18). 

Особистий внесок здобувача. Всі результати дисертаційної роботи, які 

виносяться на захист, отримані особисто автором. У працях, які опубліковані в 

співавторстві, здобувачеві належать  наступні результати. В [1] проаналізовано 

поточний стан проблеми врахування неперервності розміщення ресурсу. В [2] 

побудовано алгоритм розв’язування двохетапної задачі розміщення 

виробництва з неперервно розподіленим ресурсом. В [3] представлено 

алгоритм розміщення двоетапного виробництва з неперервно розподіленим 

ресурсом. В [5] уточнена математична модель двоетапної задачі розміщення 

підприємства з неперервно розподіленим ресурсом. В [7] запропоновано метод 

врахування неперервно розподіленого ресурсу при розміщення двоетапного 

виробництва. В [8] представлено математичні моделі багатоетапних задач 

розміщення підприємств. В [9] розроблено різні математичні постановки задач 

ОРМДЗ. В [10] знайдено аналітичний розв’язок задачі ОРМДЗ.  

Апробація матеріалів дисертації. Включені в дисертацію результати 

досліджень доповідалися і обговорювалися на: ХІ, ХII міжнародних науково-

практичних конференціях «Математичне та програмне забезпечення 

інтелектуальних систем» (м. Дніпропетровськ, 2013-2014); VI міжнародної 

наукової конференції молодих вчених «Computer Science and Engineering 2013 

(CSE-2013)» (м. Львів, 2013); науково-технічних конференціях «Інформаційні 

технології в металургії та машинобудуванні» ITMM - 2014 та ITMM - 2016 

(м. Дніпропетровськ, 2014 та 2016 роки); ХVІ міжнародній науково-технічній 

конференції «Системний аналіз та інформаційні технології» САІТ 2014 

(м. Київ, 2014 року), І Всеукраїнській науково-технічній конференції 
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«Комп’ютерне моделювання та оптимізація складних систем КМОСС-2015» 

(м. Дніпропетровськ, 2015), VІI Всеукраїнській науково-практичній 

конференції за міжнародною участю «Інформатика та системні науки (ІСН-

2016)» (м. Полтава, 2016 р.); ІІІ міжнародній науково-технічній конференції 

«Комп'ютерне моделювання та оптимізація складних систем (КМОСС-2017)», 

(м. Дніпро, 2017р), IХ Міжнародна науково-практична конференція «Сучасні 

проблеми і досягнення в галузі радіотехніки, телекомунікацій та 

інформаційних технологій» (м. Запоріжжя, 2018 р.). 

Публікації. Основні результати дисертаційної роботи опубліковані в 

25 наукових працях, серед яких 5 статей у наукових фахових виданнях з 

технічних наук, 3 – з фізико-математичних наук, 2 статті в іноземних виданнях, 

1 стаття у журналі, що входить до наукометричної бази Scopus, 15 − в 

збірниках тез доповідей наукових конференцій. Отримано авторське свідоцтво 

на комп'ютерну програму «ОРДВ» (свідоцтво № 60587 від 09.07.15). 

Структура та обсяг роботи. Дисертаційна робота складається зі вступу, 

чотирьох розділів, загальних висновків, списку використаних джерел та восьми 

додатків. Обсяг загального тексту дисертації складає 188 сторінок, з них 

основного тексту 125 сторінок. Робота ілюстрована 13 таблицями та 

14 рисунками. Список використаних джерел містить 133 найменування.   
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РОЗДІЛ 1 

АНАЛІТИЧНИЙ ОГЛЯД 

 

1.1 Класифікація задач розміщення-розподілу 

 

Задачі розміщення-розподілу − це розповсюджені задачі оптимізації, що 

виникають при виборі місць розташування різних державних, промислових або 

комерційних центрів обслуговування, з огляду на потреби, які ці об'єкти мають 

на меті задовольнити. Оскільки ці задачі є, як правило, складними, 

формулювання моделі, а також аналіз варіантів розв’язання виконується 

спеціалістами-аналітиками, оскільки реалізація обраного варіанту місця 

розташування часто є дорогою і, коли вона вже виконана, не може бути легко 

змінена. Прикладом таких задач можуть бути: задачі розміщення виробництва  

або розподільчих центрів [11 – 13], розташування різних пунктів 

обслуговування (лікарні, магазини, пожежні депо та ін) [14]; формування 

генеральних планів підприємства [15]; проектування друкованих плат  та 

інтегральних схем [16 – 18]; конструювання літальних апаратів [19]; задачі 

зрошення [20]; проектування мереж мобільного зв'язку [21] та інші. 

Вперше такі задачі були сформульовані ще в XVII столітті. Їх 

виникнення і перші спроби розв’язування пов'язують з іменем П'єра Ферма, 

який сформулював, ймовірно, першу задачу розміщення, яка зараз відома, як 

точка Ферма: для заданих трьох точок знайти таку четверту, що сума довжин 

трьох відрізків, проведених з цієї точки до заданих, була б найменшою. Ця 

задача була частково розв’язана Е. Торрічеллі та Б. Кавальєрі в 1640 році. А 

вже у 1970 Т. Сімпсон модифікував її та узагальнив у напрямку врахування 

довільних ваг та зв'язків між об'єктами. 

Як зазначено в [22], становлення теорії просторового розміщення 

об’єктів пов'язують з роботою 1826 року Й. Тюнена «Ізольована держава в її 

відношенні до сільського господарства та національної економії». Тюнен 

ставив перед собою задачу виявити закономірність розміщення 
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сільскогосподарчих виробництв відносно центру попиту. Як результат, були 

створені так звані кільця Тюнена, що представляють собою систему 

концентричних кіл різного діаметру навколо центру міста. Значно пізніше 

Вебер назвав їх ізодапанами.  

В. Лаунхард (1882 р.) займався оптимальним розміщенням окремого 

промислового підприємства відносно місць розташування сировини та ринків 

збуту. Він, також як і Й. Тюнен, головним фактором розміщення виробництва 

вважав транспортні витрати.  

В 1909 році М. Вебер використав задачу розміщення як модель для 

оптимального розміщення фабрик при відомих місцях розташування ресурсів і 

споживачів. Зараз, така задача відома як задача Вебера [23 -25]. Вона є 

окремим випадком загальної задачі географічного розміщення господарської 

діяльності людини. Причому, фактором розміщення («штандартним» 

фактором) Вебер називав економічну вигоду − скорочення витрат на 

виробництво та збут продукції, що на практиці означало можливість 

виготовляти цей продукт в певному місці з меншими витратами в порівнянні з 

іншими місцями.  

Всі задачі розміщення можна розбити на два великі класи: задачі 

розміщення взаємопов'язаних об'єктів і задачі розміщення-розподілу (задачі 

розміщення підприємств). До першого класу належать задачі зі заздалегідь 

відомою структурою зв'язків між об'єктами: задачі Вебера [26, 27], квадратична 

задача про призначення [28, 29] і т.п. У задачах другого класу відсутні зв'язки 

між розміщеними об’єктами – «постачальниками» і відбувається розподіл 

фіксованих об'єктів –«клієнтів» між ними. До таких задач відносять задачі про 

р-медіану [30, 31] та р-центри [31, 32], найпростішу задачу розміщення [33-36] 

та ін. 

Крім того, важливим критерієм класифікації задач розміщення, і як 

наслідок, методів їх розв’язання, є тип об’єкту, що розміщується. Так, 

зазвичай, виділяють три типи об’єктів: точечні, лінійні та площадні [22]. До 

першого типу відносять задачі розміщення одного або декількох об’єктів, 
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розмірами яких можна знехтувати. Для розв’язку таких задач можна, 

наприклад, використати, метод Лаунхард або метод потенціалів, відомий з 

фізики.  

Для розв’язання задач другого типу, прикладом яких можуть бути задачі 

розміщення трубопроводу, ці методи вже не даватимуть коректні результати, 

адже потребують вивчення рельєфу поверхні та місцевих умов.  

При розв’язуванні задач розміщення площадних об’єктів, необхідно 

враховувати їх деякі геометричні характеристики. Вивченням таких задач 

займається Харківська школа, серед представників якої – В.Л. Рвачев, 

Ю.Г. Стоян, С.В. Яковлев та ін. В рамках цієї школи вивчаються задачі 

пакування, розкрою, розміщення об’єктів в просторі, а також задачі покриття 

та розбиття з урахуванням деякого критерію якості [19, 37].  

Наведемо приклади теоретичних і практичних задач, які зводяться в 

математичній постановці до задач розміщення: 

− задачі календарного планування [38],  

− стандартизації [39],  

− мінімізації поліномів від булевих змінних [40-42],  

− двохрівневі задачі вибору номенклатури виробів [43],  

− багатоетапні задачі розміщення [43-48] та ін.  

Слід зазначити, що велика частина робіт присвячена вивченню 

найпростішої задачі розміщення та її узагальненню на випадки додаткових 

певних умов: наприклад, обмежень на обсяг виробництва [48, 49], кількість 

видів продукції [50], стадій, динаміки [51 – 55], багатокритеріальність [52] та 

ін.  

В загальній постановці під задачею розміщення-розподілу (ЗРР) 

розуміють наступну: необхідно визначити кількість нових об'єктів і 

координати їх розміщення, а також розподілити перевезення між новими та 

існуючими об'єктами, при цьому передбачається, що нові об'єкти мають бути 

розташовані таким чином, щоб вартість транспортування від об'єктів до 

«споживачів» була мінімальна. 
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Зокрема, ЗРР можна сформулювати так [53]: необхідно розмістити N 

нових виробників 2
1 ... ,N i i(x , ,x ) x R   з урахуванням попиту вже існуючих М 

споживачів   2
1 ... ,m j jA= a , ,a a R   і з метою мінімізації суми додатньо 

зважених відстаней між ними. 

Розрізняють такі види задач ЗРР (рис. 1.1): 

− в залежності від кількості продуктів: одно-, багатопродуктові; 

− в залежності від кількості центрів, що розміщуються: одно-, 

багатоцентрові; 

− в залежності від кількості джерел: одно-, багатоджерельні; 

− в залежності від форми обєкту: точкові, лінійні, плоскі, просторові, 

на графі чи мережі; 

− в залежності від області розміщення: дискретні, неперервні. 

 

 

Рис. 1.1. Види задач розміщення-розподілу 

 

Так, математична постановка найпростішої ЗРР з одним джерелом (тобто 

таких, де споживач належить тільки одному виробникові) і без обмежень 

можна сформулювати наступним чином: 
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Задачі розміщення-розподілу 

Кількість 

продуктів 
Форма об’єкту 

о
д

н
о
п

р
о
д

у
к
то

в
і 

б
аг

ат
о
п

р
о
д

у
к
то

в
і 

то
ч

к
о
в
і 

Кількість 

центрів 

о
д

н
о
ц

ен
тр

о
в
і 

б
аг

ат
о
ц

ен
тр

о
в
і 

Кількість 

джерел 

о
д

н
о
д

ж
ер

ел
ь
н

і 

б
аг

ат
о
д

ж
ер

ел
ь
н

і 

Область 

розміщення 

д
и

ск
р
ет

н
а 

н
еп

ер
ер

в
н

а 

л
ін

ій
н

і 

п
л
о
ск

і 

п
р
о
ст

о
р
о
в
і 

н
а 

гр
аф

і 

м
ер

еж
ев

і 



30 

 

 

1 1

min
N M

ij i i j
i= j=

y w d(x ,a )  

при обмеженнях 

 
1

1, 1,...

1,0 1,... 1,...

N

ij
i=

ij

y = j = ,M,

y , j = ,M,i = ,N,


 

Тут булеві змінні 1,... 1,...ijy , j = ,M,i = ,N  містять інформацію про 

приналежність існуючого споживача новому виробнику, тобто 

1,  якщо  закріплений за 

0 в іншому випадку.

j i

ij

a x
y


= 


 

Дане обмеження, забезпечує виконання умови на наявність лише одного 

джерела для кожного споживача. Додатні ваги 1,...iw , i = ,N , можуть 

означати, наприклад, попит споживача  ja . Дана задача, при фіксованих 

центрах, може бути зведена до задачі розбиття дискретної множини. 

Перша ЗРР з множиною джерел та без обмежень була сформульована 

Купером в 1964 році  [54] у такий спосіб: 

Задача 1.1. Знайти 

1 1

min ( , )
N M

ij i j

i j

w d x a
= =

  

при обмеженнях 

1

, 1,...,
N

ij j

i

w r j M
=

= = , 

0, 1,..., , 1,...,ijw i N j M = = , 

2, 1,...,ix R i N = , 

де ijw  − кількість товару, що доставляється від виробника з номером i до 

споживача з номером j, ( , )i jd x a  − відстань від виробника i до споживача j. 

Задача містить обмеження, яке дозволяє доставляти кожному з покупців 

продукцію з jr  виробників. 
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В подальшому ці задачі ускладнювалися за допомогою введення 

обмежень на виробничі потужності [53]: 

1 1

min ( , )
N M

ij i i j

i j

c w d x a
= =

  

при обмеженнях 

1

, 1,...,
M

ij i

j

w s i N
=

= = , 

1

, 1,...,
N

ij j

i

w r j M
=

= = , 

0, 1,..., , 1,...,ijw i N j M = = , 

2, 1,...,ix R i N = , 

де 
ijc  − вартість транспортування одиниці товару, розрахована на одиницю 

відстані від виробника i до споживача j. 

Ця задача включає обмеження, які дозволяють не тільки доставляти 

кожному з покупців продукцію з 
jr  заводів, але й враховувати потужність is  

самих заводів. 

До даного часу вже розроблено велику кількість методів і алгоритмів 

розв’язання подібних задач, до них можна віднести: алгоритм гілок та меж [23, 

36], множників Лагранжа [56], метод пошуку з заборонами [57], метод р-

медіани [58], генетичний алгоритм [59, 60] та багато інших [61 − 69]. Однак всі 

ці методи застосовуються для задач, в яких множина споживачів дискретна. 

Вони не можуть бути беспосередньо використані при розв'язанні задач з 

споживачами, щільно розподіленими на заданій території, оскільки виникають 

складнощі з урахуванням попиту таких споживачів. Щоб вирішити такі 

питання, більшість алгоритмів, що зараз використовуються побудовано на 

принципі агрегації попиту [66]. Даний принцип, передбачає спрощення масиву 

вхідних даних, часто за рахунок використання середнього арифметичного, 

моди або медіани. В результаті такого підходу виникають часом досить істотні 

похибки, оцінки яких представлені, наприклад, в роботах [66, 67]. 
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Слід зазначити, що останнім часом все більша кількість дослідників 

звертає свою увагу на ЗРР в умовах нечіткості. Особливістю даної групи задач, 

є врахування того факту, що в більшості випадків досить складно, а часом і 

неможливо, отримати достовірну інформацію про стан навколишнього 

середовища. Тому моделі таких задач мають в собі стохастичні та нечіткі 

складові. У більшості випадків, в якості невизначеного фактора 

використовують попит споживачів [43, 70, 71]. 

Зараз з'явилося чимало робіт, які враховую неперервність попиту [43, 49, 

68]. Дані задачі умовно можна розділити на задачі з рівномірним і 

нерівномірним розподілом попиту. Однак, як показує практика, при 

розв’язанні ЗРР у звичайній постановці виникають складнощі, пов’язані з 

врахуванням обмежень. 

 

1.2 Математичні моделі і типи задач оптимального розбиття множин 

 

Велику кількість задач, які мають теоретичну та практичну цінність, 

можна звести до задач оптимального розбиття множин. Прикладом таких задач 

можуть бути задачі зрошення, територіального та складського планування, 

нескінченновимірні транспортні задачі, задачі розміщення та розподілу, 

комбінаторні геометричні задачі, задачі теорії класифікації та кластерізації, а 

також багато їм подібних.  

Існують різні класи задач ОРМ. Часто в основі класифікації задач ОРМ 

лежить деяка ознака. Так, наприклад: 

−  за видом функціоналу задачі розділяють на лінійні [33, 69, 72, 73] та 

нелінійні [42, 74, 75] ;  

− за потужністю множини, на якій розміщується об’єкти, – скінченні [45, 

69, 72, 75] та нескінченні [71, 76 - 78]; 

− за наявнісю параметрів, які змінюються з часом, – статистичні та 

динамічні; 
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− за характером параметрів, що включені до моделі, – стохастичні та 

детерміновані та ін. 

Задачі ОРМ часто умовно розділяють на два класи: дискретні та 

неперервні задачі (рис. 1.2) [79]. Перший клас − дискретні задачі − 

характеризуються наступною постановкою: є деяка скінченна множина, яка 

підлягаю розбиттю. Такий клас задач має цілий ряд підзадач, для яких 

сформульовано велику кількість підходів та алгоритмів розв’язування: 

– задачі розміщення-розподілу [41, 43, 60, 64, 78-83]; 

– задачі маршрутизації [84, 85]; 

– задачі розкладу [86, 87], тощо. 

Сформулюємо задачу ОРМ наступним чином: нехай множина 

 1,...,I N=  задає перелік можливих місць розташування підприємств, що 

виробляють деякий однорідний продукт. В будь-якому з пунктів i можна 

відкрити підприємство, величина 0ic   задає відповідні витрати. Відкрите 

підприємство може виробляти продукцію для споживачів в необмеженій 

кількості.  

Перелік споживачів задається множиною  1,...,J M= . Для кожної пари 

(i,j) відома величина 0ijg  , яка визначає витрати на виробництво та доставку 

продукції споживачам. Задача складається у тому, щоб знайти таку множину 

нових підприємств ,S I S  , яка з мінімальними витратами дозволяє 

задовольнити потреби всіх споживачів. З використанням введених позначень 

оптимізаційна постановка задачі може бути записана наступним чином: 

( ) min mini ij
i S S I

i S j J

F S c g
 

 

= + →  . 

Дискретні задачі ОРМ активно вивчаються, починаючи з середини 

минулого сторіччя [35, 88]. Перші алгоритми розв’язання таких задач з 

маленькими розмірностями мали комбінаторний характер та були досить добре 

досліджені. З розвитком техніки та виробництва виникла необхідність 

розв’язання задач більшої розмірності, що сприяло подальшому розвитку 
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дискретних задач ОРМ. В результаті цього було створено велику кількість 

методів та підходів [83, 89 − 91] для розв’язування подібних проблем. Варто 

зазначити, що більшість методів було представлено у виглядів евристичних 

алгоритмів, оскільки на практиці часто виникають складності при 

теоретичному доведенні методу розв’язку. На даний час, не дивлячись на 

велику кількість існуючих підходів до розв’язування, задача ОРМ  

 

Рис. 1.2. Класифікація задач ОРМ згідно з [79, c. 78] 

 

Задачі ОРМ 

однопродуктові багатопродуктові 

лінійні нелінійні 

детерміновані стохастичні 

в умовах повної інформації 

про вихідні дані (чіткі) 

в умовах неповної 

інформації про вихідні дані 

(нечіткі) 

статичні динамічні 

без обмежень з обмеженнями у формі 

рівностей та нерівностей 

з розміщенням центрів 

підмножин 

з фіксованими центрами 

підмножин 

одноетапні багатоетапні 
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все ще залишається актуальною, що підтверджується продовженням сучасних 

досліджень та удосконаленням вже існуючих алгоритмів [41, 59-62, 92]. 

Другий клас − неперервні задачі ОРМ − характеризуються наявністю 

континуальної множини, яка підлягає розбиттю. Такий клас задач є відносно 

новим, оскільки його реалізація є більш трудомісткою. Важливість розробки 

алгоритмів розв’язування неперервних задач незаперечна, оскільки велику 

кількість практичних проблем недоцільно вирішувати дискретними методами 

через недостатню точність одержуваних результатів. Серед задач, що зводяться 

до неперервних задач ОРМ, слід зазначити наступні: задача розміщення-

розподілу (при неперервному розподілі споживачів), нескінченномірні 

транспортні задачі, неперервні задачі про покриття і т.п. [70, 71]. Саме з цієї 

причини в 60-х роках починають займатися дослідженнями в області 

неперервних задач ОРМ. При цьому якщо в перших роботах досліджуються в 

основному задачі з відомими центрами при обмеженнях у вигляді нерівностей 

[93], то вже в 1976 році Е.М. Кисельовою запропонований алгоритм 

розв’язання неперервних задач ОРМ з відшуканням центрів підмножин [94]. 

На даний момент існує велика кількость задач, що зводяться до неперервних 

задач ОРМ, для яких запропоновані алгоритми та підходи розв’язування [70, 

71]. 

З розвитком теорії оптимального розбиття множин (ОРМ) був знайдений 

метод для розв’язування даної проблеми, що ґрунтується на моделях 

нескінченновимірних задач розміщення. Останні в свою чергу, мало чим 

відрізняються від задач розміщення-розподілу з неперервним попитом, 

оскільки перші є узагальненням останніх.  

У загальному вигляді неперервні задачі ОРМ можна представити таким 

чином: нехай споживач деякої однорідної продукції розподілений в області Ω 

[70]. Скінченне число N виробників, розташоване в ізольованих точках, області 

Ω, які відповідають системі точок 1 2, ,..., Nτ τ τ , причому координати деяких з 

них, а можливо навіть всіх, заздалегідь невідомі. Відомий попит ( )x  на 
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продукцію в кожній точці області Ω, а також вартість доставки продукції 

( ) N=iτx,c ii 1, , , − з пункту виробництва iτ  в пункт споживання x. 

Передбачається, що прибуток виробника залежить тільки від транспортних 

витрат. Потужність i - го виробника визначається сумою попиту споживачів, 

яких він обслуговує, і не повинен перевищувати заздалегідь відомих обсягів 

, 1,ib i N= . Необхідно розбити область Ω на зони обслуговування кожним з 

центрів, тобто на підмножини 1 2, ,..., N    так, щоб сумарні витрати на 

доставку продукції були мінімальні. 

У найпростішому випадку математична постановка неперервної лінійної 

задачі розбиття формулюється в такий спосіб [70]: нехай Ω − замкнена, 

обмежена,вимірна за Лебегом множина евклидового простору nE . Необхідно 

розбити її на N вимірюваних за Лебегом підмножин 1 2, ,..., N    так, щоб 

мінімізувати функціонал: 

( )1 2

1

( , ,..., ) ( , ) ( )

i

N

N i i i

i

F c x a x dx
= 

   =  +   

за умов: 

( ) 0,  ,  , 1,i jmes i j i j N  =  = ,  
1

N

i

i=

 = . 

Тут ( , ),  1,i ic x i N =  – дійсні, обмежені, вимірні за х для усіх i  1,...,i N= , 

визначені на Ω функції; ( )x  – дійсні функції, що інтегруються та визначені на 

Ω; i , 1,...,i N= , – задані точкі підмножини Ω, які називаються центрами, 

1,..., Nа а  – задані невід'ємні числа; ,  1,ib i N= , – задані дійсні числа, що 

задовольняють умові розв'язуваності задачі: 

1

,   ( )
N

i

i

b S S x dx
= 

 =   . 

Введення характеристичних функцій 

1,  ,   1,..., ,

0,  \ .

i

i

i

x i N

x

 =
 = 

 
 



37 

 

 

дозволяє записати задану ОРМ у вигляді: 

знайти  
( )

min ( ( ))I
  

  , 

де  
1

( ( )) [ ( , ) ] ( ) ( )
N

i i i i

i

I c x a x x dx
=

  =  +   ,  

 1( ) ( ( ),..., ( )) : ( ) 0 1,  ,  1,..., ;N ix x x x x i N =  =    =    =  

1

( ) 1,   м.в. для }
N

j

i

i

x x
=

 =  .
 

Очевидно, що дана задача є неперервною моделлю ЗРР з одним 

джерелом і без обмежень. 

Подальші удосконалення задачі ОРМ привели до:  

− визначення центрів підмножин: 

1 2 1 2

1

( , ,..., , , ,..., ) ( , ) ( )

i

N

N N i i

i

I c x x dx
= 

      =    

за умов:  

( ) 0,  ,  , 1,i jmes i j i j N  =  = , 
1

N

i

i=

 = ; 

− врахування обмежень у формі рівностей і нерівностей [95]:  

 ( ),
min ( ( ), )I
  

    

при обмеженнях 

( ) ( ) ,  1,...,i ix x dx b i p


  = = , ( ) ( ) ,  1,...,i ix x dx b i p N


   = + , 

( ) ,  N    ; 

− розробки алгоритму розв'язання багатопродуктової задачі ОРМ [96]: 

 ( ),
min ( ( ), )I
  

    

при обмеженнях 

1

( ) ( ) ,  1,...,
M

j j

i i

j

x x dx b i p
=

  = = ,   
1

( ) ( ) ,  1,...,
M

j j

i i

j

x x dx b i p N
=

   = + , 

( ) ,  N    , 
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де 

1 1

( ( ), ) ( , ) ( ) ( )i

M N
j j j

i i

j i

I c x x x dx
= =

   =    , 

 1

1( ) ( ( ),..., ( )) : ( ) 0 1,   м.в. для ,  1,..., ;M j

N ix x x x x i N =  =    =   =  


1

( ) 1,   м.в. для ,  1,...,
N

j

i

i

x x j M
=

 =  = , 

( , )j

i ic x    дійсні, обмежені, вимірні по аргументу х на , та опуклі по   на   

для всіх 1,..., ,  1,...,i N j M= = ; ( )j x  – дійсні, обмежені, вимірні і невід'ємні на 

  функції; (1) ( )( ,..., )n

i i i =    – задані точки підмножини j

i , та ж сама для всіх 

1,...,j M= , яка називається загальним центром підмножин 1,..., ,  1,...,M

i i i N  = ; 

− врахуванням додаткових обмежень (наприклад, на пропускні 

здатності) [78,97, 98]. 

Оскільки в даній роботі розглядатимуться виключно однопродуктові 

задачі, нижче наведемо постановку такого типу задач ОРМ при наявності 

обмежень у формі рівностей і нерівностей: 

знайти  

1

* *
( ( ), )

( ( ), ) min ( ( ), )
NГ

I I
    

   =    , 

при обмеженнях 

1 ( ) : ( ) 0 1,   м.в. для ,ix x x =   =    
1

( ) 1,   м.в. для ,
N

i

i

x x
=

 =   

( ) ( ) ,  1,..., ,i ix x dx b i p


  = = ( ) ( ) ,  1,...,i ix x dx b i p N


   = + . 

Метод розв'язання, алгоритм і результати застосування всіх 

перерахованих вище неперервних задач ОРМ зібрані і систематизовані в [70, 

71]. В цих же монографіях описаний єдиний підхід до розв’язання подібних 

задач. Він полягає в перетворенні вихідних задач в задачі 

нескінченновимірного математичного програмування, за допомогою 

характеристичних функцій, а потім в скінченномірну задачу оптимізації за 
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допомогою функціоналу Лагранжа. Крім того, для більшості задач наведені 

необхідні і достатні умови оптимальності.  

 

 

1.3 Багатоетапні задачі розміщення та їх математичні постановки 

 

Одним з перспективних напрямків подальшого розвитку теорії ОРМ є 

дослідження багатоетапних неперервних задач розміщення і розбиття множин. 

Зауважемо, що задачі розміщення багатоетапного виробництва з метою 

мінімізації відстані між його складовими елементами або ж покриття ними 

певної зони обслуговування [90, 99, 100]. Дані задачі представляють ще один 

клас задач розміщення-розподілу. Цей клас є узагальненням багатоетапних 

транспортно-виробничих задач, які останнім часом досить активно 

досліджуються. Основним припущенням в таких моделях є те, що існує якась 

група розміщуваних об'єктів, кожна з яких має свою множину можливих місць 

розміщення та існує певний порядок зв'язків між ними.  

Серед задач, які зводяться у математичній постановці до багатоетапної 

задачі розміщення, слід виділити: задачу вибору оптимального ряду виробів 

одноразового використання [39]; дворівневу задачу стандартизації [43]; задачу 

вибору оптимальних рядів виробів і комплектуючих вузлів [101]; задачу 

вибору індексів бази даних [102] та ін. [103]. 

Наведемо найбільш відому постановку багатоетапних виробничо-

транспортних задач на прикладі двоетапної задачі. Під двоетапною виробничо-

транспортною задачею розуміється така, що відображає послідовні процеси 

випуску одного виду продукції, доставки його в пункти переробки в іншу 

продукцію і доставки її кінцевим споживачам. У найпростіших постановках 

такої задачі розглядаються два продукти – «сировина» і «готовий продукт». 

Однак, можливі й такі найменування: «сировина», «напівфабрикат», «готовий 

продукт», в такому випадку, будемо говорити про багатоетапні задачі. При 

певних умовах і такі, формально багатопродуктові задачі, можуть бути зведені 
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до однопродуктових задач шахового типу [104] (тобто задач в яких всі 

ненульові коефіцієнти кожного рядка вихідної матриці симплекс-таблиці 

мають один і той же знак). 

Вперше, мабуть, багатоетапна задача розміщення була представлена у 

J. Krarup і P. Pruzan в 1983 році [105], однак більш детально вона починає 

розглядатися лише в 90-х. Наведемо математичну постановку такої задачі 

розміщення (ЗР) в разі двох етапів з використанням наступних булевих змінних 

вибору і призначення відповідно: 

Нехай 1 ( 1)i kx y= = , якщо підприємство 1-го (2-го) рівня розміщується в 

пункті 1 2 ( )i M k M  , та 0 ( 0)i kx y= =  в іншому випадку; 1 kijx = , якщо j-й 

пункт попиту обслуговується з k -го пункту 2-го рівня через i-й пункт 1-го 

рівня, та 0 kijx =  в іншому випадку. 

Нехай {1,..., }N n=  – множина пунктів попиту кінцевого продукту, 

rM N  – множина можливих пунктів розміщення r-го етапу, 1,2r = ; r

ig  – 

витрати на розміщення підприємства r-го етапу в пункті r, 0r

ig  ; 
ijc  – витрати, 

пов'язані з транспортуванням одиниці продукту з пункту r в пункт j, 

0,  ,ijc i j N  ; 
jb  – обсяг попиту в пункті j, 0,  jb j N  . 

Передбачається, що кожен пункт попиту кінцевої продукції і кожен 

пункт виробництва будь-якого рівня отримують продукцію тільки від одного 

виробника; при цьому підприємство другого рівня отримує продукцію від 

підприємства першого рівня. 

Потрібно вибрати підмножини пунктів розміщення кожного рівня (етапу) 

,  1,2r

rI M r = , і здійснити призначення обраних підприємств на пункти 

попиту так, щоб мінімізувати сумарні витрати на розміщення всіх обраних 

підприємств та на транспортування продукту. 

Формальна постановка найпростішої багатоетапної задачі матиме 

наступний вигляд [33, 104]: 
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1 2 2 1

1 2 ( ) mini i k k j ki ij kij

i M k M j N k M i M

g x g y b c c x
    

+ + + →      

2 1

1,  kij

k M i M

x j N
 

=   , 

2

1,  ,  kij i

k M

x x j N i M


   , 

1

2,  ,  kij k

i M

x y j N k M


   , 

, , {0,1}i k kijx y x  . 

Тут введені такі позначення: 

– М1 – множина можливих місць розміщення підприємств І-го етапу; 

– М2 – множина можливих місць розміщення підприємств ІІ-го етапу; 

– N – множина споживачів кінцевого продукту; 

– ig  – витрати на розміщення підприємства в точці i; 

– 
ijc  – витрати на транспортування продукції від пункту i до j;  

– jb  – попит в пункті споживання j. 

1, якщо в пункті і розміщується підприємство І-го етапу,

0, в іншому випадку.
ix


= 


 

1, якщо в пункті j розміщується підприємство ІI-го етапу,

0, в іншому випадку.
jy


= 


 

– ijx  – кількість продукту, перевезеного від пункту i першого етапу до 

пункту j другого етапу; 

– jkx  – кількість продукту, перевезеного від пункту j другого етапу до 

споживача k. 

Цільовою функцією є мінімізація всіх сумарних витрат на виробництво і 

транспортування сировини та готової продукції. 

Постановка більш узагальненої двоетапної задачі може бути задана в 

такий спосіб. Необхідно вибрати розташування підприємств першого і другого 

етапів та визначити кількість продукту, що доставляється від кожного 

підприємства першого етапу до підприємств другого етапу і від підприємств 
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другого етапу споживачам таким чином, щоб сумарні витрати на доставку 

продукції були мінімальні. 

Тоді математична модель матиме наступний вигляд: 

1 2 1 2 2

mini i j j ij ij jk jk
i M j M i M j M j M k N

g x + g y + c x + c x
     
      → , (1.1) 

при обмеженнях 

1

jk j k

j M

x y b


 , k N , (1.2) 

1

j ij i jk

i M k N

y x x x
 

  , 2j M , (1.3) 

0,  0jk ijx x  , k N , 2j M , 1i M , (1.4) 

,  {0,1}i jx y  . (1.5) 

Подальші удосконалення багатоетапної транспортної задачі призвели до:  

− врахування декількох видів вантажу [37]:  

, ,
1 1 1 1 1 1 1 1 1

min
ijl ikl kjl

q p q p qm n m n

ijl ijl ikl ikl kjl kjl
x y z

i j l i k l k j l

c x c y c z


= = = = = = = = =

 +  +  →   , 

при обмеженнях 

1 1

, 1, , 1,
pn

ijl ikl il

j k

x y a i m l q
= =

+  = =  , 

1 1

, 1, , 1,
pn

ijl kjl jl

j k

x z b j n l q
= =

+  = =  , 

1

, 1, , 1,
m

ikl kl

i

y c k p l q
=

 = = , 

1 1

, 1, , 1,
m n

ikl kjl

i j

y z k p l q
= =

= = =  , 

0, 0, 0, 1, , 1, , 1, , 1,ijl ikl kjlx y z i m j n k p l q   = = = = , 

де ila  – кількість виробляємого l-го виду вантажу в і-му пункті відправлення; 

jlb  – потреба в l-му виді вантажу в j-му пункті призначення; klc  – місткість k-го 

перевалочного пункту по відношенню до l-го виду вантажу; ijlc  – вартість 
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перевезення одиниці l-го виду вантажу з і-го пункту відправлення в j-й пункт 

призначення 1, , 1, , 1,i m j n l q= = = ; 
kjlc  – вартість перевезення одиниці l-го виду 

вантажу з і-го пункту відправлення в k-й перевалочний пункт 

1, , 1, , 1,i m k p l q= = = ; 
kjlc  – вартість перевезення одиниці l-го виду вантажу з k-

го перевалочного пункту в j-й пункт призначення 1, , 1, , 1,j n k p l q= = = ; 
ijlx  – 

кількість l-го виду вантажу, що перевозиться з і-го пункту відправлення в j-й 

пункт призначення; ikly  – кількість l-го виду вантажу, що перевозиться з і-го 

пункту відправлення в k-й перевалочний пункт; kjlz  – кількість l-го виду 

вантажу, що перевозиться з k-го перевалочного пункту в j-й пункт 

призначення; 

− зміни виду обмежень, наприклад, в залежності від попиту споживачів: 

, , ,
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

min
ijl ikl kjl il

q p q p q qm n m n m

ijl ijl ikl ikl kjl kjl il il
x y z s

i j l i k l k j l i l

c x c y c z t s


= = = = = = = = = = =

 +  +  + →     

при обмеженнях 

1 1

, 1, , 1,
pn

ijl ikl il

j k

x y s i m l q
= =

+  = =  , 

1 1

, 1, , 1,
pn

ijl kjl jl

j k

x z b j n l q
= =

+  = =  , 

1

, 1, , 1,
m

ikl kl

i

y c k p l q
=

 = = , 

1 1

, 1, , 1,
m n

ikl kjl

i j

y z k p l q
= =

= = =  , 

0, 0, 0, 0, 1, , 1, , 1, , 1,ijl ikl kjl ilx y z s i m j n k p l q    = = = = , 

де ils  – кількість виробленого l-го виду вантажу в і-му пункті відправлення; ilt  

– витрати на виробництво l-го виду вантажу в і-му пункті відправлення. 

На даний час було розроблено численні алгоритми і методи для 

розв’язання такого роду задач з урахуванням більшої розмірності і складності. 

Отримані результати відображені в значній кількості робіт [33, 45, 59, 60, 72, 



44 

 

 

106], в тому числі, і в публікаціях за останні кілька років [73, 107]. При цьому 

простежується орієнтація на використання евристичних алгоритмів [59, 60, 

106] через відсутність у них потреби в складних теоретичних доказах. 

Системні дослідження, пов'язані з питаннями побудови ефективних 

алгоритмів розв'язання багатоетапних та багатостадійних завдань розміщення-

розподіллення проводилися в різний час як вітчизняними, зокрема [9, 111], так 

і зарубіжними науковцями, наприклад, [45, 91, 92, 108-110, 112- 115] . 

В [108] представлена математична модель задачі мінімізації 

транспортних витрат, витрат на зберігання та втрати зерна з урахуванням 

двоетапної схеми перевезення зерна від комбайна до елеватору. 

В [109] запропонована модель формування системи двоетапного 

транспорту твердих муніципальних пальних відходів, що дозволяє отримувати 

інформацію про оптимальне розміщення і кількість сміттєперевантажувальних 

станцій. В [45] запропоновані економіко-математичні моделі для розв'язання 

багатоступеневих транспортно-виробничих задач планування та управління 

матеріальними потоками лісопромислових підприємств. Розглянуті приклади 

задач для вертикально-інтегрованих виробничих структур лісопромислового 

комплексу, варіанти їх використання в практиці роботи підприємств. 

В [110] розглядається двоетапна задача розміщення виробництв на 

древовидній мережі, за умови, що витрати на транспортування одиниць 

продукції з пункту до пункту дорівнюють сумі довжин ребра в ланцюгу, що 

з'єднує ці пункти. Запропонований алгоритм для точного розв'язання заданої 

задачі з трудомісткістю О (nm3), де n – кількість точок запиту кінцевого 

продукту, m – верхня границя числа можливих пунктів розміщення 

виробництва кожної стадії. 

Властивості задачі розташування підприємств з недорогими 

споживачами при неспадних нелінійних функціях виробничих витрат вивчено 

в [91, 92]. Там же сформульовано і доведено правила відбраковки 

неоптимальних рішень, розроблено алгоритми розв'язання задач дискретного 
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програмування, що поєднують в собі ідеї аппроксимативно-комбінаторного 

методу та методу гілок та меж. 

Задача розподілу товару з одного або декількох заводів через склади з 

очікуваними об'ємами потреб клієнтів і можливим перекриттям областей 

обслуговування для складів представлена в [114]. Тут сформульовано 

багатостадійну задачу стохастичного програмування з регресом і методом її 

розв'язування. При цьому проблема планування розподілення розглядається з 

горизонтом планування в N-етапів, коли етап визначається як період часу, 

протягом якого вимоги клієнтів реалізуються, а рішення повинні бути прийняті 

до реалізації наступних вимог. 

В [115] автори акцентують увагу на тому, що для підтримки ефективної 

роботи складних виробничих та транспортних систем такі параметри, як 

вартість, доступність, якість продукції та доставки, повинні бути одночасно 

пріоритетними. Важливий напрямок наукових досліджень у стратегічній 

перспективі автори виділяють розмаїття аналітичних та імітаційних моделей, 

які об'єднують основні етапи ланцюгів поставок. В представленому ланцюжку 

поставок продукції з [116]  враховуються такі аспекти попиту на продукт, як, 

наприклад, життєвий цикл продукту, прогнозування потреби ринку, 

багатосторонність продукту та маркетингові стандарти на час підготовки до 

випуску продукції та обслуговування. Така модель дозволяє виявляти природу 

попиту на продукцію, і вже на цій базі організувати постачання продукції так, 

що б якнайкраще задовольнити попит. 

В роботі [117] сформульовано задачу змішаного цілого програмного 

забезпечення для вирішення проблеми двоетапного планування розподілу, в 

якій: 1) клієнти можуть обслуговуватися різними товарами від ряду 

підприємств, через ряд проміжних точних складів; 2) для кожного заданого 

можливого місця розміщення складу передбачено фіксовану вартість відкриття 

відповідного складу, а також експлуатаційні витрати та максимальну 

пропускну здатність; 3) відомий попит кожного клієнту на кожний товар, а 

також вартість доставки з заводу на можливий склад, а потім до клієнта; 4) 
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потрібно вибрати місце для відкриття складів і скласти графік доставки таким 

чином, щоб загальна вартість була зведена до мінімуму. Для розв'язання задач 

автори застосували метод гілок та меж. 

В [118] розглядаються багатопрофільні мережі з кількома рівнями, що 

включають ряд виробничих майданчиків у фіксованих мегаполісах, ряд складів 

та розподільчих центрів та набір потенційних місць їх розміщення, і, натомість, 

декілька фіксованих зон клієнтів. Система математично моделюється як задача 

оптимізації частково цілочисельного лінійного програмування, в результаті 

розв'язування яких мають бути визначені кількість, місце та потужність 

складських та розподільних центрів, транспортні зв'язки, які необхідно 

встановити в мережі, а також потоки та темпи виробництва матеріалів. 

Критерієм оптимізації виступає мінімізація загальної річної вартості мережі з 

урахуванням як інфраструктури, так і експлуатаційних витрат. 

В [119] також підкреслюється важливість питання про ідентифікацію 

розташувань розподільчих центрів при розробці систем логістики, оптимізації 

рішень щодо місця розташування з урахуванням витрат на обладнання, на 

інвентар, транспортні витрати та відгуки клієнтів. Тут представлений підхід до 

моделювання, який забезпечує таке інтегроване представлення, і ілюструє, як 

він працює в контексті конкретного прикладу, пов'язаного з розповсюдженням 

автомобілів, вироблених автоконцерном. 

Робота [120] містить широкий перегляд сучасних наукових публікацій, 

пов'язаних з питаннями проектування систем розподілення. Представлені тут 

формулювання задач розміщення-розподілу варіюються за складністю від 

простих лінійних, одноступеневих, однопродуктових, детермінованих до 

нелінійних / ймовірнісних моделей. Алгоритми, які включають, серед іншого, 

локальний пошук і змішане цілечисельне програмування, оцінюються з точки 

зору комп'ютерної складності та продуктивності. Також у роботі 

представлений широкий спектр практичних прикладів. 

Дослідження оптимального планування багатоетапних виробничо-

розподільчих мереж, що включають пошук місця розташування заводів і 
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розподільчих центрів при конкретних обмеженнях, присвячено роботу [121]. 

Сформульована NР-повна задача враховує три стадії розподілу ресурсів в 

мережі і є більш точною абстракцією реального світу, оскільки ціни і 

транспортні витрати на сировину можуть значно відрізнятися серед 

постачальників, в залежності від їх місця розташування, інших факторів, які 

потрібно враховувати. Оскільки частково цілочисельна модель містіть велику 

кількість змінніх, для її розв'язання авторами запропоновано методологію, яка 

використовує генетичний алгоритм. 

Питанням розробки ефективних генетичних алгоритмів розв'язання задач 

частково цілочисельного математичного програмування, що є моделями 

оптимальних багатоетапних розподільчих мереж, присвячені такоже роботи 

[122, 123]. 

Цікавою з точки зору практичних прикладів є робота [124], в якій 

розглядається проблема проектування мережі постачання товарів з так званих 

«виникаючих» магазинів, які можна відкрити протягом декількох тижнів або 

місяців до закриття сезону. Мережа поставок спроектована для компанії, яка є 

однією з виробників рослинних масел в Туреччині, і включає склад, 

розташований між постачальником і заводами для зберігання матеріальніх 

цінностей, а також магазини, відкриті між підприємствами та клієнтами. 

Запропонована модель є багатоперіодичною та багатоступеневою з трьома 

критеріями якості і обмеженнями на запас ресурсу. Перший крітерій – 

мінімізація суми транспортних витрат на всіх етапах; друга ціль – мінімізація 

витрат на створення розповсюджувальних магазинів, третій крітерій якості – 

зменшення витрат на мінімально витрати на інвентарізацію та позабюджетні 

витрати. Так само, як і в багатьох вищезгаданих роботах, тут сформульовано і 

розв'язано задачу лінійного програмування частково цілочисельного типу з 

векторним критерієм. 

Для вирішення проблеми проектування логістичних систем з 

багатоетапною структурою з урахуванням планування виробництва / розподілу 

в [125] розроблений генетичний алгоритм з елементами нечіткої логіки для 
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управління його параметрами. На уніфікацію концепцій та опис багатоетапних 

транспортних систем, а також їх інтеграцію в системи управління ланцюжками 

поставок спрямована робота [126]. 

В [127] наведений всесторонній огляд наукових досліджень, проведених 

протягом останніх 40 років в області моделювання та вирішення завдань 

визначення місцезнаходжень об'єктів у багаторівневій мережі, для ефективного 

обслуговування клієнтів як на самому низькому рівні иерархії (з метою 

мінімізації витрат), так і на високому рівні ієрархії (ціль – максимізація 

доступності послуг). Опубліковані тут ієрархічні моделі класіфікуються на 

основі таких характеристик, як тип потокового шаблону, доступність послуг, 

термічна конфігурація, цільова функція, охоплення, рівні мережі, наявність 

елементу часу, можливості, ємності та ін. Крім того, представлена класифікація 

методів розв'язання таких задач для реальних практичних застосувань. 

Двоетапні задачі розміщення об'єктів з обмеженими потужностями 

розглядаються в [128]. 

На відміну від всіх вищезгаданих робіт, у [8, 9, 129] при формулюванні 

багатоетапних задач розміщення-розподілу передбачається, що початковий 

ресурс займає щільно деяку територію. У цьому випадку математичні моделі 

набувають неперервного характеру і представляють собою задачі нескінченно-

вимірного програмування. Неперервність може бути обумовлена також і 

можливістю розташування центрів першого етапу у будь-якій точці заданої 

континуальної множини. Складність таких задач полягає у необхідності не 

тільки оптимізувати вартість доставки продукції, але й визначити «сфери 

впливу» для кожного з виробників. І, якщо перша частина проблеми є 

властивістю багатоетапних задач, то друга обумовлює необхідність 

додаткового розв'язання неперервної задачі оптимального розбиття множин. 

Системне дослідження та розробка методів та алгоритмів розв'язання саме 

таких нескінченновимірних багатоетапних задач не проводилося. Побудовані 

дискретні моделі передбачають спрощення проблеми, які суттєво можуть 

вплинути на кінцевий результат.  
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Висновки до розділу 1 

 

Аналіз літературних джерел свідчить про те, що задачі оптимального 

розміщення-розподілу мають широкий спектр практичних застосувань і, отже, 

побудова адекватних математичних моделей, розробка ефективних алгоритмів 

їх розв'язування залишаються актуальними питаннями наукових досліджень.   

Добре вивченими на даний момент є задачі в дискретній постановці, в яких 

множина, на якій розміщуються обєкти, є дискретною.  

Особливий клас складають багатоетапні і багатостадійні задачі 

розміщення-розподілу. Системні дослідження, пов'язані з питаннями побудови 

ефективних алгоритмів розв'язання таких задач проводилися в різний час як 

вітчизняними, так і зарубіжними вченими. Але, більшість наукових робіт 

присвячена формулюванню дискретних постановок таких задач і використанні 

відомих методів цілочисельного лінійного прогамування або евристичних 

алгоритмів для їх розв'язування. 

Для вирішення проблем оптимального розміщення – розподілу, в яких 

попит на товар чи послугу є неперервним, на сьогодні розроблені моделі і 

алгоритми розв'язання неперервних задач оптимального розбиття множин в 

різних варіантах – лінійні, нелінійні, з  розміщенням центрів, з обмеженнями 

на їх потужності та інші. Такі задачі, в основному, розглядалися в науковій 

літературі з точки зору одностадійного процесу розподілу товару чи послуги на 

заданій території. 

Проте, сучасні транспортно-логістичні системи, в яких реалізуються 

процеси кругообігу матеріальних ресурсів, є досить ємними і складними, 

оскільки характеризуються великим числом господарюючих суб'єктів і 

посередників, розміщених в різних регіонах і на великих територіях, 

відмінностями в розмірах потреб у різних покупців, багатьма іншими 

факторами, що визначають особливості організації процесу руху матеріальних 

ресурсів. Також існують системи, структурними елементами яких є 
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підприємства, що здійснюють збір деякого неперервно розподіленного на 

певній території ресурсу, і підприємства, які цей ресурс споживають або 

переробляють. Рух матеріальних потоків здійснюється спочатку в напрямку від 

кожної точки заданої області безпосередньо до обслуговуючого її 

підприємства, а потім первинно оброблений або розсортований ресурс 

направляється в певних кількостях на підприємства, які виступають в якості 

споживачів цього ресурсу. 

На відміну від добре вивчених дискретних багатоетапних задач 

розміщення-розподілу багатоетапні задачі, в яких початковий ресурс займає 

щільно деяку територію, в науковій літературі майже не представлені. Іх 

математичні моделі набувають неперервний характер, тому перспективним є 

дослідження багатоетапних задач розміщення підприємств з неперервно 

розподіленим ресурсом як різновид неперервних задач оптимального розбиття 

множин (ОРМ).  

Результати досліджень даного розділу наведено в публікаціях [1, 5, 8]. 
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РОЗДІЛ 2 

РОЗРОБКА МОДЕЛЕЙ І МЕТОДІВ РОЗВ’ЯЗАННЯ ДВОЕТАПНИХ 

ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО РОЗПОДІЛЕННЯ РЕСУРСУ, НЕПЕРЕРВНО 

РОЗПОВСЮДЖЕНОГО НА ЗАДАНІЙ ТЕРИТОРІЇ 

 

2.1 Загальна постановка двоетапної задачі оптимального 

розподілення неперервно розповсюдженого ресурсу 

 

Змістовну постановку задачі оптимального розбиття множин з 

додатковими зв'язками (ОРМДЗ) можна сформулювати у такий спосіб. Нехай 

маємо деяке виробництво, що пов'язане з суб'єктами, які отримують сировину 

від постачальників неперервно розподілених на певній території, переробляють 

його і відправляють для реалізації (або подальшої переробки) в пункти, 

розташування яких заздалегідь відомо. Пункти, що переробляють сировину, 

будемо називати пунктами первинної переробки або підприємствами першого 

етапу, а пункти подальшої переробки, сортування, фасування – пунктами 

подальшої переробки або підприємствами другого етапу. Припустимо також, 

що відомо: 

– попит II

jb  на продукцію для підприємства другого етапу, 1,2,..,j M= ; 

– запас ( )x  ресурсу в кожній точці області , 

– вартість доставки одиниці ресурсу ( , )I I

i ic x  , 1,2,...,i N=  – з точки х в 

пункт первинної переробки I

i ,  

– вартість перевезення одиниці продукту ( , )II I II

ij i jc    з пункту первинної 

переробки I

i  в пункт II

j .  

Окрім того, будемо вважати, що потужність i-го виробника першого 

етапу визначається сумарним запасом ресурсу в області, що обслуговується, та 

має бути не менше заданих обсягів I

ib , 1,2,...,i N= , а прибуток підприємства 

залежить тільки від транспортних витрат. 
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Припустимо, що кожен постачальник сировини x  пов'язаний тільки з 

одним підприємством першого етапу I

i , 1,i N= , який в свою чергу може бути 

пов'язаний з одним або декількома підприємствами другого етапу II

j , 1,j M= . 

Необхідно визначити зони обслуговування для підприємств першого 

етапу та обсяги перевезень між підприємствами першого та другого етапів 

таким чином, щоб забезпечити мінімальну сумарну вартість доставки сировини 

і кінцевої продукції. Схематично цю задачу можна зобразити, як показано на 

рис. 2.1. Будемо вважати, що постачальники сировини та підприємства 

першого та другого етапів знаходяться в одній і тій самій області, яка в свою 

чергу поділена між пунктами первинної переробки сировини на зони 

обслуговування. 

 

   

 Підприємства другого етапу 

 

 

 

   Підприємства першого етапу 

С 

Сировина 

 

Рис. 2.1. Схема задачі ОРМДЗ 

 

Зауваження 1. У випадку, коли розглядається задача про раціональний 

збір і розподілення сільськогосподарських (с/г) культур, підприємствами 

першого і другого етапів виступають зерносховища і сортувальні та переробні 

пункти відовідно, самі с/г культури – ресурс, неперевно розподілений на певній 

території.  
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При планування лісосічних робіт, ресурс – деровина, а двоетапне 

виробництво складають  місця штабелювання та дерервообробні фабрики.  

В мережі підприємств, що здійснюють збір у населення та сортування 

(переробку) сміття, вочевидь, сміття є ресурсом, а  сміттєперевантажувальні і 

сміттєсортувальні станції – підприємства першого та другого етапів 

відповідно. 

Умовимося надалі, в математичних постановках вказаних вище і 

подібних практичних задач територію, на якій розподілений ресурс, називати 

множиною, а зони обслуговування – підмножинами. До того ж, при описанні  

практичних задачах слова «територія», «регіон», «область» будемо вважати 

синонімами. 

Зауваження 2. При побудові математичних моделей потрібно 

враховувати той факт, що, так само як і в теорії ОРМ, тут можна 

сформулювати кілька видів задач, а саме: задачі з обмеженнями на потужність 

підприємств першого етапу або без обмежень. Таким чином, в даному розділі 

будуть розглянуті наступні задачі: 

– задача ОРМДЗ при фіксованих центрах без обмежень на потужність 

підприємств першого етапу; 

– задача ОРМДЗ при фіксованих центрах при наявності обмежень на 

потужність підприємств першого етапу. 

Сформулюємо відповідні математичні моделі та розглянемо їх 

докладніше, зберігаючи позначення та термінологію, введену в 

монографії [70].  
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2.2 Двоетапні задачі оптимального розподілення неперервно 

розповсюдженного ресурсу при наявності обмежень на потужності 

підприємств першого етапу 

 

2.2.1 Математична постановка  

Для формування математичних постановок названої та наступних 

двоетапних задач ОРМДЗ введемо такі позначення: 

− Ω – область, в якій розміщуються підприємства 

− N – необхідна кількість підприємств І етапу,  

− M – кількість підприємств II- го етапу; 

− 
I

ib  – потужність i -го підприємства I- го етапу; 

− 
II

jb  – потужність j -го підприємства II- го етапу; 

– ( , )I I

i ic x   – вартість доставки одиниці сировини з точки x  до i-го 

підприємства І етапу; 

− ( , )II I II

ij i jc    – вартість доставки одиниці сировини від i- го підприємства 

І етапу до j- го підприємства ІІ етапу;  

− ( )x  – кількість ресурсу в точці x області Ω; 

− 1 2( , )r r r

i i i =    – координати i- го підприємства r- го етапу; 

− 
ijv  – обсяг продукції, що постачається від i- го підприємства І етапу до 

j- го підприємства ІІ етапу; 0ijv  , 1,2,...,i N= , , 1,2,...,i j N= . 

Сумарні витрати на доставку сировини і переробленої продукції тоді 

можуть бути записані у такому вигляді: 

1 11

1 1 1

({ ,..., },{ ,... }) ( , ) ( ) ( , )

i

N N M
I I II I II

N NM i i ij i j ij

i i j

F v v c x x dx c v
= = =

  =   +    , 

де 
1

( , ) ( )

i

N
I I

i i

i

c x x dx
= 

    – вартість доставки сировини, 
1 1

( , )
N M

II I II

ij i j ij

i j

c v
= =

   – 

вартість доставки напівфабрикату. 
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Нехай  – замкнута, обмежена, опукла, вимірна за Лебегом множина 

евклідового простору E2. Введемо до розгляду множину всіх можливих 

розбиттів множини   на N підмножин, що не перетинаються: 

1

1

{( ,..., ) : , ( ) , , , 1,..., }
N

N

N i i j

i

mes i j i j N

=

 =    =   =  = . 

Тоді математична модель задачі ОРМДЗ може бути записана у такий 

спосіб: 

Задача 1. (Задача ОРМДЗ з фіксованими центрами при наявності 

обмежень на потужність підприємств першого етапу) 

Потрібно знайти такі розбиття множини  на N вимірних за Лебегом 

підмножин 1 2( , ,..., )N    (серед яких можуть бути і порожні) і обсяги 

перевезень 11,..., NMv v , які забезпечують 

1 11

1 11
{ ,..., },{ ,... }

min ({ ,..., },{ ,... })
N NM

N NM
v v

F v v
 

  , (2.1) 

при обмеженнях 

( )

i

I

ix dx b


 = , 1,i N= , (2.2) 

1

M
I

ij i

j

v b
=

= , 1,i N= , 
(2.3) 

1

N
II

ij j

i

v b
=

= , 1,j M= , 
(2.4) 

1( ,..., ) N

N    , (2.5) 

0ijv  , 1,2,...,i N= , 1,2,...,j N= .  (2.6) 

де (1) ( )( ,..., )nx x x=  ; II

jb , 1,j M= , I

ib , 1,i N= , – задані дійсні невід'ємні 

числа; функції ( , )I I

i ic x   – дійсні, обмежені, визначені на  , вимірні за 

аргументом х при будь-якому фіксованому I

i  з   для всіх 1,i N= ; I

i , 1,i N= , 

II

j , 1,j M= – задані точки області ; ( , )II I II

ij i jc   , 1,i N= , 1,j M=  – задані дійсні 

невід'ємні числа. 
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В сформульованій задачі обмеження (2.2) враховують той факт, що 

сумарні запаси ресурсу в зоні обслуговування i-го підприємства І етапу 

дорівнюють потужності цього підприємства; умова (2.3) передбачає, що 

кількість продукту, вивезеного з i-го підприємства І етапу дорівнює потужності 

цього підприємства; умова (2.4) відповідає тому, що кількість продукту, 

доставленого до j-го підприємства ІI етапу дорівнює виробничій потужності 

цього підприємства; обмеження (2.5) передбачають, що кожне підприємство 

першого етапу має свою зону обслуговування, ці зони не перетинаються і 

покривають всю область. 

 

2.2.2 Метод розв’язання задачі 

Розглянемо умови, за яких задача 1 має розв’язок.  

Лема 2.1. Для того щоб, множина допустимих розв’язків задачі 1 була 

непорожньою, необхідно і достатньо, щоб виконувалася наступна подвійна 

умова: 

1 1

( )
N M

I II

i j

i j

b x dx b
= =

=  =  . 
 

Доведення. Нехай 1 11{( ,..., ),( ,... )}N NMv v   – допустимий розв’язок задачі 

1. Просумуємо рівності (2.2) по всім 1,...,i N= : 

1 1

( ) ( )

i

N N
I

i

i i

b x dx x dx
= =  

=  =    . 

Просумувавши рівності (2.3) по всім 1,...,i N= , а рівності (2.4) по всім 

1,...,j M= , отримаємо: 

1 1 1 1 1 1

N N M M N M
I II

i ij ij j

i i j j i j

b v v b
= = = = = =

= = =    . 

Отже, з того, що 1 11{( ,..., ),( ,... )}N NMv v   – допустимий розв’язок задачі 1, 

випливає виконання умови: 
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1 1

( )
N M

I II

i j

i j

b x dx b
= =

=  =  . 
(2.7) 

Це означає, що (2.7) – необхідна умова непорожності множини 

допустимих розв’язків задачі 1.  

Достатність умови (2.7) очевидна. Таким чином, має місце лема 2.1. 

Розглянемо математичну модель задачі 1. Вона містить дві групи 

обмежень: обмеження (2.2) і (2.5) визначають розбиття множини , а 

обмеження (2.3), (2.4) і (2.6) – структуру перевезень між центрами I-го і II-го 

етапів. З огляду на сепарабельність цільового функціоналу, в цьому випадку 

вихідна задача може бути зведена до розв’язання двох задач: задачі ОРМ з 

фіксованими центрами при наявності обмежень-рівностей, і задачі лінійного 

програмування транспортного типу. А саме: 

Задача 1.1. (задача ОРМ з фіксованими центрами при обмеженнях-

рівностях) Знайти таке розбиття множини  на N вимірних за Лебегом 

підмножин 1 2, ,..., N    (серед яких можуть бути і порожні), щоб функціонал 

1 1

1

({ ,..., }) ( , ) ( )

i

N
I I

N i i

i

F c x x dx
= 

  =   , 

досягав мінімального значення при обмеженнях: 

( )

i

I

ix dx b


 = , 1,i N= , 

1( ,..., ) .N

N     

Оскільки задача 1.1 є задачею ОРМ з фіксованими центрами при 

обмеженнях-рівностях, для її розв’язку може бути застосований метод, 

запропонований в [70]. 

Задача 1.2. (Задача лінійного програмування транспортного типу) 

Визначити такі значення змінних 11,..., NMv v , які забезпечують мінімум 

функціоналу 

2 11

1 1

({ ,... }) ( , )
N M

II I II

NM ij i j ij

i j

F v v c v
= =

=   , 
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при обмеженнях 

1

M
I

ij i

j

v b
=

= , 1,i N= , 

1

N
II

ij j

i

v b
=

= , 1,j M= , 

0ijv  , 1,2,...,i N= , 1,2,...,j N= . 

Задача 1.2 – є задачею лінійного програмування транспортного типу, для 

розв’язання якої може бути застосований, наприклад, метод потенціалів [130]. 

При цьому умови (2.7) забезпечують можливість одночасного 

розв'язання транспортної задачі та задачі ОРМ. 

Зауваження. Якщо у вихідній задачі обмеження матимуть вигляд 

« »,така декомпозиція задачі 1 не матиме місця. 

 

2.2 Двоетапні задачі оптимального розподілення неперервно 

розповсюдженого ресурсу без обмежень на потужності підприємств 

першого етапу 

 

2.2.1 Математична постановка  

Припустимо, що у сформульованій в параграфі 2.1 задачі потужності 

підприємств першого етапу не відомі заздалегідь, а визначаються величиною 

області, яку вони обслуговують. Тоді математична модель задачі може бути 

представлена у вигляді задачі ОРМДЗ при фіксованих центрах підмножин без 

обмежень на потужність центрів першого етапу. Наведемо математичну 

постановку цієї задачі.  

Задача 2.1 (Задача ОРМДЗ при фіксованих центрах підмножин без 

обмежень на потужність центрів першого етапу). 

Потрібно знайти таке розбиття множини  на N вимірних по Лебегу 

підмножин 1 2, ,..., N    (серед яких можуть бути і порожні) і такі обсяги 

перевезень 11,..., NMv v , які забезпечують 
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1 11

1 11
{ ,..., },{ ,... }

min ({ ,..., },{ ,... })
N NM

N NM
v v

F v v
 

  , (2.16) 

при обмеженнях  

 
1

( )

i

M

ij

j

x dx v
=

 = , 1,i N= , 
(2.17) 

1

N
II

ij j

i

v b
=

= , 1,j M= , 
(2.18) 

1{ ,..., } N

N    ,  

0ijv  , 1,2,...,i N= , 1,2,...,j N= .  

Тут умови (2.17) та (2.18) у сукупності визначають обмеження на 

виробничі потужності центрів першого та другого етапів. 

Функції ( , )I I

i iс x  , 1,i N=  – дійсні, обмежені, вимірні по аргументу х на ; 

( )x  – дійсна, інтегрована, визначена на  функція; I

i , 1,i N= , II

j , 1,j M= – 

задані точки області ; ( , )II I II

ij i jc   , 1,i N= , 1,j M=  – задані дійсні невід'ємні 

числа; II

jb , 1,j M=  – задані дійсні невід'ємні числа, що задовольняють умову 

розв'язуваності задачі: 

1

( )
M

II

j

j

b x dx
= 

=   . 
(2.19) 

 Лема 2.2. Для того щоб допустима множина розв’язків задачі 2.3 не була 

порожньою, необхідне виконання наступної умови: 

1

M
II

j

j

b S
=

= , 

де ( )S x dx


=  . 

Доведення. Нехай пара елементів 1{{ ,..., }, }N v   задовольняє 

обмеженням (2.17), (2.18) і така, що NMv R+ . Тоді  

1

1 1 1 1 1 1

( ) ( )

i

MM N N M N
II

j ij ij

j j i i j i

b v v x dx x dx S
= = = = = =  

= = =  =  =     . 
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Теорема доведена. 

 

2.2.2 Метод розв’язання задачі 

За аналогією з методом розв’язання неперервної задачі оптимального 

розбиття множин, представленим в [70], введемо характеристичну функцію 

підмножини i  у вигляді: 

1,  ,   
( )

0,  \ , 1,..., .

i

i

i

x
x

x i N


 = 

  =
 

Розглянемо функціонал 

1 1 1

( ( ), ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
N N M

I I II I II

i i i ij i j ij

i i j

I v c x x x dx c v
= = =

  =    +    . 

Очевидно, що має місце рівність 

1 11( ( ), ) ({ ,..., },{ ,..., })N NMI v F v v  =   . 

Перепишемо задачу 2.1 в термінах характеристичних функцій ( )i   

підмножин i , 1,i N=  в наступному вигляді. 

Задача 2.2. Знайти 

( ),
min ( ( ), )

v
I v

 
  , 

при обмеженнях 

1

N
II

ij j

i

v b
=

= , 1,2,...,j M= , 
(2.20) 

1

( ) ( )
M

ij i

j

v x x dx
= 

=    , 1,2,...,i N= , (2.21) 

1( )iλ Г  , 
+ NMRv , 

де  

1 1{ ( ) ( ),..., ( )) : ( ) 0 1, 1, ,  м.в. для N ix x x x i N x =  =   =  =  , 

1

( ) 1  м.в. для  
N

i

i

x x
=

 =  }. 
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Задача 2.2 відносно ( )   є задачею нескінченновимірного математичного 

програмування з булевими змінними ( )λ  . Перейдемо від неї до задачі зі 

значеннями ( )λ   з відрізка [0,1]. 

Задача 2.3. Знайти *

2( )    та + NMRv*  такі, що 

2

* *

( ) ,
( ( ), ) min ( ( ), )

NMv R
I v I v

+   
  =   , 

1

N
II

ij j

i

v b
=

= , 1,2,...,j M= , 
(2.22) 

1

( ) ( ) ,  1,2,...,
M

ij i

j

v x x dx i N
= 

=   =  , 
(2.23) 

де  

2 1

1

{ ( ) ( ),..., ( )) : ( ) ,  ( ) 1 м.в. для } 
N

N i

i

x x
=

 =   =        =  , 

1{ ( ) ( ( ),..., ( )) : 0 ( ) 1  ,   1, }N i x x i N =   =          =  

Визначимо, які умови мають задовольняти константи II

jb , щоб допустима 

множина задачі 2.3 не була порожня. 

Покажемо, що задача 2.3 має розв’язок.  

В [70] показано, що множина 2  – обмежена, опукла множина 

гільбертова простору 2 ( )NL   з нормою 

 
12

2

1

( ) ( ( ) )
N

i

i

x dx
=

  =  . 

Зафіксуємо довільний допустимий вектор NMv R+ , що задовольняє умову 

(2.22). Розглянемо наступну задачу.  

Задача 2.3(v). Знайти 

2( )
min ( ( ), )

v
I v

  
  , 

де  

2

1

{ ( ) :0 ( ) 1, 1, ,  ( ) 1  м.в. для ,
N

v

i i

i

x i N x x
=

 =      =  =   
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1

( ) ( ) ,  1,
M

ij i

j

v x x dx i N
= 

=   =  }. 

Має місце наступні твердження (аналогічні відповідним твердженням з 

[70] для неперервної задачі ОРМ з фіксованими центрами при обмеженнях у 

формі рівностей). 

Лема 2.3. При кожному фіксованому v  множина 
2

v  є опуклою, 

замкненою, обмеженою множиною гільбертова простору 2 ( )NL  .  

Твердження 2.1. При кожному фіксованому v , що задовольняє умови 

(2.22), функціонал ( ( ), )I v   задачі 2.3(v) лінійний по ( )   на 2

v .  

Твердження 2.2. Функціонал ( ( ), )I v   задачі 2.3(v) обмежений на 

множині 2

v  при кожному фіксованому v . 

Твердження 2.3. При кожному фіксованому v  множина 2

vГ  гільбертова 

простору 2 ( )NL   слабо компактно і (згідно з теоремою Крейна -Мільмана), 

містить, принаймні, одну крайню точку. 

Твердження 2.4. Серед множини точок 2

vГ *, в яких лінійний щодо ( )   

функціонал ( ( ), )I v   досягає мінімального за ( )   значення на множині 2

vГ , 

знайдеться хоча б одна крайня точка 2

vГ . 

Твердження 2.5. Крайні точки множини 2

vГ , є характеристичними 

функціями деяких підмножин i , 1,...,i N= , що утворюють розбиття множини 

 . 

Отже, функціонал ( ( ), )I v   при кожному фіксованому v  лінійний, 

обмежений, неперервний щодо ( )   на 2

v . 

Тоді, в силу вище наведених тверджень і узагальненої теореми 

Вейєрштрасса випливає, що при кожному фіксованому NMv R+  лінійний, 

неперервний за вектор-функцією ( )   функціонал на опуклій, замкненій, 

обмеженій множині 2

v  гільбертова простору 2 ( )NL   досягає своєї нижньої 

границі. Крім того, серед множини оптимальних розв’язків задачі 2.3(v) 
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містяться оптимальні розв’язки задачі 2.2, сформульованої для фіксованого 

параметру v . Тоді, в силу довільності вибору вектору v , можна стверджувати, 

що серед множини оптимальних розв’язків задачі 2.2 (тобто серед точок 

множини 
2

v *, в яких лінійний щодо ( )   функціонал ( ( ), )I v   досягає 

мінімального значення на множині 2

v ) знайдеться хоча б одна точка множини 

2

v  (її існування гарантує твердження 2.3). А крайні точки множини 
2

v  є 

характеристичними функціями підмножин i , 1,...,i N= , що утворюють 

розбиття множини. Звідси випливає, що серед множини оптимальних 

розв’язків задачі 2.3 міститься оптимальний розв’язок задачі 2.2. 

Надалі буде корисною наступна теорема. 

Теорема 2.1. Нехай в задачі 2.1: 1)  – замкнута, обмежена, вимірна за 

Лебегом множина евклідового простору E2; 2) функції ( , )I I

i ic x  , 1,i N=  – 

дійсні, обмежені, вимірні за аргументом х для всіх 1,i N= ; 3) виконується 

умова (2.19).  

Тоді задача 2.3 має розв’язок. 

Доведення. Згідно леми 2.2, за умов теореми, множина допустимих 

розв’язків задачі 2.3 непорожня.  

Нехай NMv R+  – довільний вектор, для якого виконується умова (2.18). 

Покажемо, що цільовий функціонал задачі 2.3 обмежений на допустимій 

множині розв’язків.  

Як вже зазначалося, функціонал ( ( ), )I v   є аддитивним за своїми 

змінними, і для нього справедливий запис:  

1 2( ( ), ) ( ( )) ( )I v I I v  =   + ,  

де 1

1

( ( )) ( , ) ( ) ( )
N

I I

i i i

i

I c x x x dx
=

  =    , 2

1 1

( ) ( , )
N M

II I II

ij i j ij

i j

I v c v
= =

=     

Оцінимо знизу доданок 1( ( ))I   : 
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1
1,

1 1

1,
1

( ( )) ( , ) ( ) ( ) ( )min ( , ) ( )

( )min min ( , ) ( )

i i

i

N N
I I

i i i i
i N

i i

N
I

i i
x i N

i

I c x x x dx x c x x dx

x c x x dx

=
= = 

 =
= 

  =        

   

  

 

. 

Оскільки min
, 1,

min min ( , ) 0I

i
x i N

c x c
 =

 =  , тоді 

min

1

( , ) ( ) ( )

i

N
I

i i

i

c x x x dx c S
= 

     . 

Вочевидь, якщо 1,i N = , I

i  , то min 0c = . 

Покажемо, що доданок 2 ( )I v  обмежений. Умови (2.23) та невід’ємність 

ijv  забезпечують виконання нерівності: 

0 II

ij jv b  . 

Тоді: 

2

1 1 0 0

1 1

( ) ( , ) ( , ) 0 ( , )

min(0, ) .

II II
ij ij

N M
II I II II I II II I II II

ij i j ij ij i j ij i j j

i j c c

N M
II II

ij j

i j

I v c v c c b

c b

= =  

= =

=       +    =

= 

  



 

Отже, в силу довільності вибору 
ijv , що задовольняє умові (2.18), можна 

зробити висновок про обмеженість знизу функціоналу задачі 2.3 на допустимій 

множині розв’язків. Отже допустима множина розв’язків замкнена і обмежена. 

Згідно з теоремою Вейерштрасса задача 2.3 розв’язна. Теорему доведено. 

 

2.2.3 Обґрунтування методу розв’язання задачі 

Розглянемо задачу 2.3. Для отримання необхідних і достатніх умов 

екстремуму введемо функціонал Лагранжа для задачі 2.3 в наступному вигляді: 

1 1 1

( ( ), , ( )) ( , ) ( ) ( ) ( , )
N N M

I I II I II

i i i ij i j ij

i i j

L v c x x x dx c v
= = =

    =    +   +   

0

1 1 1 1 1

( ) ( )( ( ) 1) ( ( ) ( ) )
M N N N M

II

j ij j i i i ij

j i i i j

v b x x dx x x dx v
= = = = = 

 − + +   − +    − =       

(2.24) 
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1 1 1

( ( , ) ) ( ) ( ) ( ( , ) )
N N M

I I II I II

i i i i ij i j j i ij

i i j

c x x x dx c v
= = =

 +   +   − − −   

0

1 1

( )( ( ) 1)
M N

II

j j i

j i

b x x dx
= =

+  +   −  , 

де ( ) ,    +
NMRv , ( ),x x   – вектор-функція, ( )   , 

2

0 0{ ( ) ( ( ), , ) : ( ) , , }N ML E E =   =          . 

Пару елементів  ( ( ) ( ))λ ,v ,    назвемо сідловою точкою функціоналу 

(2.24) на множині  { }+

NMR  , якщо виконуються наступні нерівності: 

* * * * * *({ ( ), }, ( )) ({ ( ), }, ( )) ({ ( ), }, ( ))L v L v L v               

 для всіх ( )   , NMv R+ , ( )   , або 

* * *

( ) ( ){ , } { , }
({ ( ), }, ( )) min max ({ , }, ( )) max min ({ , }, ( )).

NM NMv R v R
L v L v L v

+ +        
    =    =     

Покажемо, що задача 2.3 може бути зведена до задачі знаходження 

сідлової точки функціонала (2.24). 

Введемо до розгляду множину V: 

1

{ : , 1, }
N

II

NM ij j

i

V v R v b j M+

=

=  = = . 

Теорема 2.4. (Необхідна умова екстремуму). Якщо пара  * * *( ( ) ( ))λ ,v ,    

є сідловою точкою функціоналу Лагранжа (2.24), то  * *( )λ ,v  є розв’язком 

задачі 2.3. 

Доведення. Нехай пара * * *({ ( ) } ( )) ({ } )+
NMλ ,v , Г R       – сідлова точка 

функціоналу (2.24), тобто має місце така подвійна нерівність: 

* * * *

0

1 1 1

( ( ), ) ( ) ( )( ( ) 1)
M N N

II

j ij j i

j i i

I v v b x x dx
= = =

  +  − + +   − +    

* * * * * *

1 1 1 1

( ( ) ( ) ) ( ( ), ) ( )
N M M N

II

i i ij i j ij j

i j j i

x x dx v I v v b
= = = =

+    −    +  − + +   

* * * * *

0

1 1 1

( )( ( ) 1) ( ( ) ( ) ) ( ( ), )
N N M

i i i ij

i i j

x x dx x x dx v I v
= = = 

+   − +    −    +     

(2.25) 
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* * *

0

1 1 1 1 1

( ) ( )( ( ) 1) ( ( ) ( ) )
M N N N M

II

j ij j i i i ij

j i i i j

v b x x dx x x dx v
= = = = = 

+  − + +   − +    −       

2

0( ) ( )+

NM N M,v R , L , E , E           . 

Покажемо, що *

2( )   , Vv * . З лівої нерівності (2.25) при *
00  =  та 

*
 =  отримуємо 

* *

1 1

( )( ( ) ( ) ) 0
N M

i i i ij

i j

x x dx v
= =

 −   −    

при будь-яких 1( ,..., )N NE   , що можливо тільки, коли 

* *

1

( ) ( )
M

ij i

j

v x x dx
= 

=     
(2.26) 

Далі, при 
*

 =  та * = , з лівої нерівністі (2.25) також випливає 

наступне: співвідношення 

* *

0 0

1

( ( ) ( ))( ( ) 1) 0
N

i

i

x x x dx
=

 −  −    

при будь-яких 2
0 ΩL)(ψ  , можливе тільки за умови  

1
1

* =(x)λ
N

=i
i , м.в. для x . 

(2.27) 

Крім того, при *
00  =  та * = , ліва нерівність (2.25) дає 

* *

1 1

( )( ) 0
N N

II II

i i ij j

i i

v b
= =

 − − +    при будь-яких ME , що можливо тільки при  

*

1

N
II

ij j

i

v b
=

= . 
(2.28) 

Отже, показано, що *

2( )λ Г  , Vv *
 за умови (2.23). З оглядом на 

рівності (2.26) – (2.28) та з урахуванням правої нерівності (2.25), при будь-

якому 2( )λ Г  , Vv  матимемо 

* * * *

0

1 1 1

( ( ), ) ( ( ), ) ( ) ( )( ( ) 1)
M N N

II

j ij j i

j i i

I v I v v b x x dx
= = =

     +  − + +   − +    
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*

1 1

( ( ) ( ) ))
N M

i i ij

i j

x x dx v
= =

   −  . 

В силу того, що пара  ( )λ ,v  – допустима пара в задачі 2.3, тобто 

виконуються умови (2.22), (2.23), другий та четвертий доданки в наведеній 

нерівності дорівнюють нулю. З того, що 2λ( ) Г   випливає рівність нулю і 

третього доданку. Тобто, * *( ( ), ) ( ( ), )I v I v     . Теорема доведена. 

Лема 2.4. Для того, щоб пара * * *({ ( ) } ( )) ({ } )+
NMλ ,v , Г R       була 

сідловою точкою функціоналу (2.24), необхідно і достатньо існування такого, 

відмінного від тотожного нуля, вектора *( )  , щоб виконувалися умови: 

1) * * * *({ ( ) , }, ( )) ({ ( ), }, ( ))L v L v         , ( ) +
NMГ,v R    , 

2) *

1

( ) 1
N

i
i

x =
=

 , *

1

( ) ( )
M

i ij
j

x x dx v
=

  =  , *

1

N
II

ij j

i

v b
=

= . 

Необхідність умов леми випливає з доведення теореми 2.4, достатність 

умов є очевидною. 

Теорема 2.5. Для того, щоб пара  **)( v,λ   була розв’язком задачі 2.3, 

необхідно і достатньо існування такої, відмінної від тотожного нуля, вектор-

функції  )(*
, що виконувалися б наступні умови: 

1) пара  **)( ,vλ   є розв’язком такої задачі: 

* *

( ) ,
({ ( ) , }, ( )) min ({ ( ), }, ( ))

NMГ v R
L v L v

+   
    =     , (2.29) 

для будь-якої фіксованої вектор-функції )( ; 

2) задовольняються рівності (2.22), (2.23) та  

1
1

* =(x)λ
N

=i
i , м.в. для x . 

(2.30) 

Доведення.  

Достатність. Достатність умов теореми випливає з теореми 2.4 і леми 2.4. 

Необхідність. Нехай  ** v,λ  - оптимальний розв’язок задачі 2.3, тобто 
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* *

2( ( ), ) ( ( ), ), ( ) ,I v I v Г v V         , (2.31) 

та виконується умова (2.23). 

Припустимо, що пара  **)( ,vλ   не є оптимальним розв’язком задачі (2.29) 

при фіксованій вектор-функції * * * *

0( ) ( ( ), , )  =      . Тоді, в силу того, що 

задача (2.29) при кожних фіксованій вектор-функції  )(  має розв’язок 

(згідно з тверджень 2.1-2.5 та теореми 2.1), при * = , * =  знайдуться такі 

1 1( ) , NMГ v R+    , що задовольняють рівності (2.22), (2.23), (2.30), та має місце 

нерівність 1 1 * * * *({ ( ), }, ( )) ({ ( ), }, ( ))L v L v         .  

Оскільки  

* * * * * * * * *

0

1 1 1

({ ( ), }, ( )) ( ( ), ) ( ) ( )( ( ) 1)
M N N

j ij j i

j i i

L v I v v b x x dx
= = =

    =   +  − + +   − +     

* * * 1 1 * 1

1 1 1 1

( ( ) ( ) ) ( ( ), ) ( )
N M M N

i i ij j ij j

i j j i

x x dx v I v v b
= = = =

+    −    +  − + +     

* * * * 1 1 1 *

0

1 1 1

( )( ( ) 1) ( ( ) ( ) ) ({ ( ), }, ( ))
N N M

i i i ij

i i j

x x dx x x dx v L v
= = = 

+   − +    − =        . 

Тоді, 1 1( ( ), ) ( ( ), )I x v I x v    , що суперечить (2.31). Отже, пара  **)( ,vλ   

– оптимальний розв’язок задачі 2.3.Теорему доведено. 

Легко показати, що має місце наступне твердження. 

Твердження 2.6. Задача 2.3 рівносильна задачі 

Задача 2.3.1. Знайти вектор-функцію * *{ ( ), } NMv R+    та вектор-

функцію *( )   , такі що 

* * *

( ) ,
({ ( ) , }, ( )) min ({ ( ), }, *( ))

NMГ v R
L v L v

+   
    =      

за умов 

*

1

( ) 1
N

i
i

x =
=

 , м.в. для x , 

*

1

N
II

ij j

i

v b
=

= , 1,2,...,j M= , 
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* *

1

( ) ( ) ,  1,2,...,

i

M

ij I

j

v x x dx i N
= 

=   =  . 

Перейдемо до розв’язання задачі 2.3.1. Нехай ( )   – будь-яка фіксована 

вектор-функція з  . Розглянемо задачу (2.29) при довільному, але фіксованому 

v , що задовольняє умовам (2.22), (2.23): 

мінімізувати 

0

1

( ( ), , ( )) ( ( , ) ( ) ( )) ( )
N

I I

i i i i

i

L v c x x x x dx
=

    =   + +   +  

0

1 1 1

( ( , ) ) ( )
N M M

II I II II

ij i j j i ij j j

i j j

c v b x dx
= = = 

+   − − +  −    , 

(2.32) 

за умов 

0 ( ) 1i x   , 1,i N= . (2.33) 

Очевидно, що  

0
( )

1 1 1

min ( ( ), , ( )) ( ( , ) ) ( )
N M M

II I II II

ij i j j i ij j j

i j j

L v c v b x dx
  

= = = 

    =   − − +  −  +    

0
0 ( ) 1

1

min [( ( , ) ( ) ( )) ( )]
i

N
I I

i i i i
x

i

c x x x x dx
 

=

+   + +   . 

Тоді легко показати, що оптимальний розв’язок задачі (2.32) – (2.33) має 

вигляд: 

0

*

0

0

0,  якщо ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,

( ) 1,  якщо ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,

[0,1], якщо ( ( , ) ( )) ( ) 0,  1, ,   ( ) .

I I

i i i

I I

i i i i

I I

i i i

с x x x x

x с x x x x

с x x x i N

   + +  


 =   + +  

  + +  = =   

 (2.34) 

З усіх ( )    виберемо такі *( )  , що відповідні їм за формулою (2.34) 

*( )i x  будуть характеристичними функціями множини *

i , 1,i N= , та 

задовольнятимуть умову (2.27), тобто для будь-яких 1,i N= , x  

*

0*

*

0

0,  якщо ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,  тоді ,
( )

1,  якщо ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,  тоді ,

I I

i i i i

i I I

i i i i

с x x x x x
x

с x x x x x

   + +   
 = 

  + +  = 

 (2.35) 
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та 0( : ( , ) ( ) ( ) ( ) 0) 0I I

i i imes x с x x x x   + +   = , або для будь-яких 1,i N= , 

x  

*

0*

*

0

0,  якщо ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,  тоді ,
( )

1,  якщо ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,  тоді ,

I I

i i i i

i I I

i i i i

с x x x x x
x

с x x x x x

   + +   
 = 

  + +   

 (2.36) 

та 0( : ( , ) ( ) ( ) ( ) 0) 0I I

i i imes x с x x x x   + +  = = . 

Нехай *v v= , *( ) ( )  =  , а *( )   – обрана за (2.35). Тоді, з леми 2.4 та 

теореми 2.5 випливає, що пара * * *({ ( ), }, ( ))v     – сідлова точка функціоналу 

Лагранжа (2.24). Теж саме можна сказати про пару * * *({ ( ), }, ( ))v    , де *( )   

визначається з (2.36). 

Порівнюючи (2.35) та (2.36), можна побачити, що *( )i   з (2.35) та *( )i   з 

(2.36) визначають одне й те саме розбиття * *

1( ,..., )N  , різна тільки форма 

запису умов приналежності точки х підмножині *

i , 1,i N= . Тому вирази (2.35) 

та (2.36) можна вважати різною формою запису однієї і тієї ж сідлової точки 

* * *({ ( ), }, ( ))v    . 

Форма запису (2.36) зручніша за (2.35) тим, що вираз для функції *( )i   в 

цьому випадку майже всюди для x  може бути записано у компактному 

вигляді через функцію ( )sign  : 

*

0

1
( ) {1 ( ( , ) ( ) ( ) ( ))}

2

I I

i i i ix sign с x x x x = −   + +  , 1,i N=  (2.37) 

Умову 0( : ( , ) ( ) ( ) ( ) 0) 0I I

i i imes x с x x x x   + +  = =  будемо називати 

умовою сильної регулярності функціоналу (2.32). 

Підставивши *( )i   з (2.37) в рівності (2.21), (2.27), отримаємо майже 

всюди для x : 

0

1

0

1

( ( , ) ( ) ( ) ( )) 2

( ) ( ( , ) ( ) ( ) ( ) 2 ,    1, .

N
I I

i i i

i

M
I I

i i i ij

j

sign с x x x x N

x sign с x x x x dx S v i N

=

=


  + +  = −



    + +  = − =






 (2.38) 
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Таким чином, при виконанні умов сильної регулярності для функціоналу 

(2.32) оптимальний розв’язок задачі (2.29) однозначно визначається за 

формулами (2.37), причому функція *

0( )   та константи * *

1,..., N   – розв’язок 

системи (2.38). 

Далі, якщо виконуються умови: 

( ) 0x  , майже всюди для x , (2.39) 

0mesK = , { : ( , ) ( , ) , , , 1, }I I I I

i i j jK x с x с x const i j i j N=   −  =  =  (2.40) 

то справедливо наступне твердження. 

Твердження 2.7. Нехай 0 1( ), ,..., Nx    задовольняє системі (2.38), і тоді 

для функціоналу ( ( ), , ( ))L v     умова сильної регулярності виконується. 

Доведення. Введемо до розгляду вектор-функцію 1( ) ( ( ),..., ( ))Ng x g x g x= , 

де 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( )I I

i i i ig x с x x x x=   + +  , 1,i N= . Покажемо спочатку, що ніякі 

дві компоненти ( ), ( ), , , 1,i jg x g x i j i j N = , вектор-функції ( )g x  не дорівнюють 

одночасно нулю, за винятком множини точок x  нульової міри.  

Нехай це не так, тоді 

0 0( , ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ),I I I I

i i i j j jс x x x x с x x x x i j  + + =   + +   , 

на множині ненульової міри, отже отримаємо ( , ) ( , ) ,I I I I

i i j i j iс x с x i j −  = −  , 

на множині ненульової міри, але це суперечить умові (2.40). 

Нехай тепер i-та компонента ( )g x  дорівнює нулю на множині ненульової 

міри. Тоді на цій множині, за виключенням множини нульової міри, і-й 

доданок в (2.38) дорівнює нулю, а інші дорівнюють або 1, або -1. Але тоді 

система (2.38) не має розв’язку на множині ненульової міри, а це суперечить 

тому, що 0 1( ), ,..., Nx    – розв’язок системи (2.38). Отже, жодна з компонент 

( )g x  не дорівнює нулю на множині x  ненульової міри. Твердження 

доведено.  

Твердження 2.8 Нехай v v=  – довільний допустимий вектор з множини 

NMR+ , для якого виконуються умови (2.22), (2.23). Якщо виконані умови (2.39) – 
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(2.40), то множини перших оптимальних компонент розв’язків задач 2.2 та 2.3 

збігаються. 

Доведення. Очевидно, що 1 2   , причому 1  складається з граничних 

точок множини 2 . Нехай 1( )   – оптимальний розв’язок задачі 2.2. Тоді, 

1( ( ), ) ( ( ), )I v I v     , 1( )   . 

Нехай *( )   – оптимальний розв’язок задачі 2.3. Тоді, 

*( ( ), ) ( ( ), )I v I v     , 2( )   . З того що 1 2    випливає, що 

* 1( ( ), ) ( ( ), )I v I v     . (2.41) 

З того що виконується умова сильної регулярності для функціоналу 

(2.32) та з вигляду оптимального розв’язку (2.35) (або (2.36)) для задачі (2.29), 

випливає, що оптимальний розв’язок задачі 2.3 досягається на границі 

множини 2 , а отже *

1( )x  , тоді 

1 *( ( ), ) ( ( ), )I x v I x v   . (2.42) 

З (2.41) – (2.42) випливає, що 1 *( ( ), ) ( ( ), )I x v I x v =  . Твердження доведено.  

Доведемо тепер необхідну умову оптимальності розбиття * * *

1 2( , ,..., )N    

для задачі 2.1 при виконанні умов (2.39), (2.40). 

Зафіксуємо в задачі 2.1 довільний вектор NMv R+ , що задовольняє умову 

(2.21). Розглянемо допоміжну задачу: 

1

1
{ ,..., }

({ ,..., }) min
N

N

v

NF
  

  → , (2.43) 

за умови 

1

( ) ( ) ,  1,2,...,

i

M

I ij

j

x x dx v i N
=

  = = , 

де 1 1 11({ ,..., }) ({ ,..., },{ ,..., })v

N N NMF F v v  =   . 

Для задачі (2.43) має місце наступна теорема. 
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Теорема 2.6. Нехай в задачі 2.43 , ( ) 0x   майже всюди для x . Тоді, 

якщо можливе розбиття * * *

1 2( , ,..., )N    є оптимальною компонентою розв’язку 

для задачі 2.43, то існують дійсні константи 1 ,..., N  , для яких  

( , ) ( , )I I I I

i i j i j iс x с x −  = −  майже всюди для *, , 1,ix i j N =  (2.44) 

Доведення. Нехай * * *

1 2( , ,..., )N    є оптимальним для задачі 2.43 та нехай 

x  – довільна точка однієї з підмножин *, 1,i i N = , множини  . Якщо v v= , то 

(2.43) еквівалентна задачі 2.2 при фіксованому v v= , а остання еквівалентна 

задачі 2.3(v). 

1. Вважатимемо спочатку, що множина *

i  ідентифікується 

характеристичною функцією ( )i   виду: 

0

0

*0,   якщо ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,  тоді  ,
*( )

*1,   якщо  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,  тоді ,

I I

i i i

I I

i i i

с x x x x x i
xi

с x x x x x i

   + +   
 = 

   + +   


 

(2.45) 

де 2( )
0

L  


. 

Тоді згідно (2.45), *

ix   матиме місце система нерівностей: 

1 0 1

1 0 1

0

1 0 1

0

( , ) ( ) ( ) ( ) 0,

...

( , ) ( ) ( ) ( ) 0,

( , ) ( ) ( ) ( ) 0,

( , ) ( ) ( ) ( ) 0,

...

( , ) ( ) ( ) ( ) 0.

I I

i

I I

i i i

I I

i i i

I I

i i i

I I

N i N

с x x x x

с x x x x

c x x x x

c x x x x

c x x x x

− −

+ +

   +  +   


   +  +   


  +  +   


  +  +   



  +  +   

 

(2.46) 

З того що задача 2.3(v) має розв’язок (теорема 2.1) випливає, що система 

нерівностей (2.46) сумісна. За умови сильної регулярності функціоналу (2.32) 

функцію ( )
0

   в системі (2.46) майже всюди для *

ix  можна обрати у 

вигляді: 
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1
( ) (( ( , ) ) min( ( , ) )) ( ),

0 2

I I

i jc c xi jj i
  = −   +  +   +  


 

(2.47) 

де 
1,

( , ) min( ( , ) )I I I I

i i i k k k
k N

c x c x
=

 + =  + . 

Підставляючи знайдений вираз для 0 ( )x  в i-у нерівність системи (2.46), 

цю систему можна переписати у такий спосіб майже всюди для ix : 

1
( ) ( ( , ) ) min( ( , ) ) 0, 1,

2

I I I I

i i i j j j
j i

x c x c x j N


   + −  +  =
  

. 

Звідси, з урахуванням умови, що ( ) 0x   майже всюди для ix , та 

довільності індексу {1,..., }i N , отримуємо виконання умови: 

( , ) ( , )I I I I

i i i j j jc x c x +   +  майже всюди для , , 1,ix i j N = . 

Отже, коли *( )i   визначається за формулою (2.45), нерівність (2.44) 

доведена. 

2. Будемо вважати тепер, що множина i  ідентифікується 

характеристичної функцією ( )i x  виду: 

*0,   якщо ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,  тоді  ,
0*( )

*1,   якщо ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,  тоді .
0

I I

i i

I I

i i

c x x x x xi i
xi

c x x x x xi i

   +  +    
 = 

   +  +   = 


 

(2.48) 

Тоді, згідно з (2.48), має місце система нерівностей майже всюди для 

ix : 

1 0 1

1 0 1

0

1 0 1

0

( , ) ( ) ( ) ( ) 0,

...

( , ) ( ) ( ) ( ) 0,

( , ) ( ) ( ) ( ) 0,

( , ) ( ) ( ) ( ) 0,

...

( , ) ( ) ( ) ( ) 0.

I I

i

I I

i i i

I I

i i i

I I

i i i

I I

N i N

c x x x x

c x x x x

c x x x x

c x x x x

c x x x x

− −

+ +

   +  +   


   +  +   


  +  +  =


  +  +   



  +  +   

 

(2.49) 

Отже, майже всюди для x  система (2.49) може бути записана у 

вигляді 0( , ) ( ) ( ) ( ) 0, 1,I I

i i ic x x x x i N  +  +   = . 
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Із системи (2.49) випливає, що 

*

0( ) ( ( , ) ) ( ),   м. в. для I I

i i i ix c x x x = −  +   . (2.50) 

Підставляючи знайдений вираз для 0( )x  в j-у, нерівність , 1,j i j N =  

системи (2.49), отримуємо 

*( , ) ( ) ( ( , ) ( )) ( ) ( ) 0 , м. в. для I I I I

j j i i i j ic x x c x x x x x  −  +  +    . 

Звідси, з урахуванням умови ( ) 0x   майже всюди для x  та 

довільності індексу {1,..., }i N , отримаємо ( , ) ( , )I I I I

i i i j j jc x c x +   +  майже 

всюди для *, , 1,ix i j N = . 

Теорема доведена. 

Нагадаємо, що оптимальний розв’язок задачі 2.3(v) для 1,i N=  та майже 

всіх x  можна представити в такий спосіб: 

0

0

*0,   якщо  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,  тодi  ,
*( )

*1,   якщо  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,  тодi ,

I I

i i

I I

i i

c x x x x xi i
i

c x x x x xi i

   + +   
  = 

   + +   


 

(2.51) 

За умов, що 0{ :  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0} 0I I

i i imes x c x x x x   + +  = = , 

* * *

0

1
( ) { ( ( , ) ) min( ( , ) } ( )

2

I I I I

i i i j j j
i j

c x c x x


  = −  + +  +  , 
(2.52) 

де * *

1,
( , ) min( ( , ) )I I I I

i i i k k k
k N

c x c x
=

 + =  + , 
* *

1,..., N   визначаються з системи (2.26), 

після підстановки * *( ), i    згідно з (2.51), (2.52) відповідно. 

Або для 1,i N=  та майже всіх x  можна представити в такий спосіб: 

0

0

*0,   якщо  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,  тодi  ,
*( )

*1,   якщо  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0,  тодi ,

I I

i i i

I I

i i i

c x x x x x i
i

c x x x x x i

   + +   
  = 

   + +  = 


 

(2.53) 

за умов, що 0{ :  ( , ) ( ) ( ) ( ) 0} 0I I

i i imes x c x x x x   + +   = , 

* *

0
1,

( ) min( ( , ) } ( )I I

k k k
k N

c x x
=

  = −  +  , (2.54) 

* *

1,..., N   визначаються з системи (2.26), після підстановки * *( ), i    згідно з 

(2.53), (2.54) відповідно. 
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Покажемо, що при будь-якій фіксованій вектор-функції ( )   , 

0( ) ( ( ), , )i j  =      має місце рівність 

( )( ( ), )

( )

min ({ ( ), }, ( )) min min ({ ( ), }, ( ))

min min ({ ( ), }, ( ))

NM NM

NM

Гv Г R v R

Гv R

L v L v

L v

+ +

+

      

  

    =     =

   
 

(2.55) 

Нехай ( )    довільна, але фіксована вектор-функція. Для стислості 

викладення введемо наступні позначення: 

0 0

0 0

1

( , ( ), ) ( ( , ) ( ) ) ( ),

( , ) ( , ) ,

( , ( )) ( ) .

I I

i i i i i

I II

ij j i ij i j j i

M
II

j j j

j

g x c x x

s c

C b x dx
= 

   =  +   +  

  =   −  −

   =  −  

 

Очевидно, при фіксованих 0( ), , 1,i i N   = , , 1,j j M = , 0( , ( ), )i ig x     – 

функція змінної х, а ( , )ij j is    та 0( , ( ))jC     – сталі величини. 

Нехай 

* *

( )
( , ( )) min ({ ( ), }, ( )) ({ ( ), }, ( ))

Г
L v L v L v

  
  =     =     , (2.56) 

тобто функціонал ({ ( ), }, ( ))L v     при фіксованій решті параметрів приймає 

мінімальне значення по змінній ( )    в точці *( )  . 

Тоді має місце нерівність: 

*({ ( ), }, ( )) ({ ( ), }, ( ))L v L v         , ( )   . (2.57) 

Розглянемо різницю: 

* *

0

1 1 1

0 0 0

1 1 1

*

0

1

( , ( )) ({ ( ), }, ( )) ( , ( ), ) ( ) ( , )

( , ( )) ( , ( ), ) ( ) ( , ) ( , ( ))

( , ( ), )( ( ) ( )) .

N N M

i i i ij j i ij

i i j

N N M

i i i ij j i ij

i i j

N

i i i i

i

L v L v g x x dx s v

C g x x dx s v C

g x x x dx



= = =

= = =

=

  −     =     +   +

+    −     −   −    =

=     − 

 

 



 

Згідно з (2.57) маємо: 
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*

0

1

( , ( ), )( ( ) ( )) 0
N

i i i i

i

g x x x dx
=

    −  , 
(2.58) 

при будь-яких ( )    та фіксованих 0( ), , 1,i i N   = .  

Тепер нехай 

* *( ( ), ( )) min ({ ( ), }, ( )) ({ ( ), }, ( ))
NM

v
v R

L L v L v
+

    =     =     , (2.59) 

Розглянемо різницю: 

* *

0

1 1 1

0 0 0

1 1 1

*

1 1

( ( ), , ( )) ({ ( ), }, ( )) ( , ( ), ) ( ) ( , )

( , ( )) ( , ( ), ) ( ) ( , ) ( , ( ))

( , )( ).

N N M

i i i ij j i ij

i i j

N N M

i i i ij j i ij

i i j

N M

ij j i ij ij

i j

L v L v g x x dx s v

C g x x dx s v C

s v v

= = =

= = =

= =

    −     =     +   +

+    −     −   −    =

=   −

 

 



 

В силу (2.59) можна записати для будь-якого NMv R+ : 

*

1 1

( , )( ) 0.
N M

ij j i ij ij

i j

s v v
= =

  −   
(2.60) 

Просумуємо нерівності (2.58) та (2.60) для будь-яких ( )   , NMv R+ : 

* *

0

1 1 1

( , ( ), )( ( ) ( )) ( , )( ) 0.
N N M

i i i i ij j i ij ij

i i j

g x x x dx s v v
= = =

    − +   −    

Залишимо доданки з ( )*    та *

NMv R+  зліва, інші доданки перенесемо 

в праву сторону нерівності: 

* *

0 0

1 1 1 1

1 1

( , ( ), ) ( ) ( , ) ( , ( ), ) ( )

( , ) .

N N M N

i i i ij j i ij i i i

i i j i

N M

ij j i ij

i j

g x x dx s v g x x dx

s v

= = = = 

= =

    +        +

+  

   


 

Додамо до обох частин отриманої нерівності один і той самий доданок 

0( , ( ))jC     та отримаємо для будь-яких ( )   , NMv R+  наступну нерівність: 

* *({ ( ), }, ( )) ({ ( ), }, ( ))L v L v         . (2.61) 
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А це означає, що пара   + NMR,v**)(  забезпечує мінімальне значення 

функціоналу ({ ( ), }, ( ))L v     на всій множині ( ( ), ) NMv R+    при фіксованій 

вектор-функції ( )   .  

З огляду на те, що рівність (2.56) має місце при будь-яких фіксованих 

NMv R+  та ( )   , підставимо в (2.56) *v v=  з (2.59): 

* * *

( ) ( )
( , ( )) min ({ ( ), }, ( )) min min ({ ( ), }, ( ))

NM
Г Г v R

L v L v L v
+

      
  =     =     . 

З іншого боку з (2.61) випливає, що 

* * * *

( ( ), )
( , ( )) ({ ( ), }, ( )) min ({ ( ), }, ( ))

NMv Г R
L v L v L v

+
   

  =     =     . 

Аналогічно, підставляючи в (2.59) *( ) ( )  =    з (2.56) і враховуючи (2.61) 

можна показати, що 

* *

( ) ( ( ), )
( ( ), ( )) min min ({ ( ), }, ( )) min ({ ( ), }, ( ))

NM NM

v
v R v R

L L v L v
+ +     

    =     =     . 

Таким чином справедливість співвідношення (2.55) доведена. 

За допомогою функціоналу Лагранжа (2.24) побудуємо функціонали: 

( )
({ ( ), }) max ({ ( ), }, ( ))X v L v

  
  =     , +

NMRvГ,)(    

( ) ,
( ( )) min ({ ( ), }, ( ))

NMГ v R
U L v

+   
  =     ,  )(   

Розглянемо задачі: 

({ ( ), }) minX v  → , +

NMRvГ,)(   (2.62) 

( ( )) maxU   → ,  )(  (2.63) 

Задачу (2.62) будемо називати прямою, а (2.63) двоїстою до задачі (2.62). 

Введемо до розгляду множину W: 

2
1

{( ( ), ) : ;  ; ( ) ( ) ,   1, }
M

ij i
j

W v λ(x) Г v V v x x dx i N
= 

=     =   =  . 

Лема 2.5. Задача (2.29) рівносильна задачі 2.3, тобто 

( ( ), )( )( ) ,
min max ({ ( ), }, ( )) min ( ( ), )

NM
v Wv R

L v I v
+        

    =   . 

Доведення. Якщо ( ( ), )v W   , то  
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1

( ) ( ) 0
M

i ij

j

x x dx v
=

  − = , 1,i N= ,   
1

0
N

II

j ij

i

b v
=

− = , 1,j M= . 

Якщо ж ( ( ), )v W   , то знайдеться такий номер ,   1 ,i i N   чи такий 

,   1 j M j   , що або 
1

( ) ( ) 0
M

i ij

j

x x dx v
=

  −   або 
1

0
N

II

j ij

i

b v
=

−  . 

Тоді суму 
1 1 1 1

( ( ) ( ) ) ( )
N M M N

II

i i ij j ij j

i j j i

x x dx v v b
= = = =

   − +  − +     за рахунок 

вибору   та  можна зробити як завгодно великою. Отже, функціонал 

( ( ), )X v   можна конкретизувати в такий спосіб:  

( )

( ( ), ),( ( ), ) ,
( ( ), ) max ({ ( ), }, ( ))

,( ( ), ) .

I v v W
X v L v

v W  

    
  =     = 

+   
 

Отже мінімум ( ( ), )I v   збігається з мінімаксом функціоналу ( ( ), )X v  : 

( ( ), )( )( ) ,
min max ({ ( ), }, ( )) min ( ( ), )

NM
v Wv R

L v I v
+        

    =   . 

Лему доведено. 

Встановимо співвідношення між задачами (2.62) і (2.63) 

Лема 2.6. При будь-яких ( ) , , ( )NMГ v R+       , 

( ( )) ( ( ), )U U I X v        . 

Доведення. Очевидно, що 

,
( ( )) min ({ ( ), }, ( )) ({ ( ), }, ( ))

NMv R
U L v L v

+ 
  =          , 

*

( ) ( )
max ( ( )) max ({ ( ), }, ( )) ( ( ), )U G L v X v
     

=        =   . 

Отже U I  . Лема доведена. 

З'ясуємо, коли * * *( ( )) ( ( ) , )U I v  =   . Справедлива наступна теорема. 

Теорема 2.7. Якщо пара * * *({ ( ), }, ( )) ({ } )NMv Г R+        – сідлова точка 

функціоналу Лагранжа (2.24), то * *{ ( ), }v   – оптимальний розв’язок прямої 

задачі, а * *{ , }   – оптимальний розв’язок двоїстої задачі та 

* * *( ( )) ( ( ), )U I v  =   . 



80 

 

 

Доведення теореми 2.7 аналогічне доведенню теореми 2.2. 

Теорема 2.8. Нехай в задачі 2.3 ( ) 0x   майже всюди для x  . Тоді 

для того щоб пара * *( ( ), ) NMv R+    була розв’язком задачі 2.3 необхідно й 

достатньо, щоб існували такі , 1,...,i i N =  та , 1,...,j j M = , за яких 

виконувались б умови: 

1) *

1,  якщо  ( ( , ) ) min( ( , ) ),
( )

0,  якщо  ( ( , ) ) min( ( , ) ),  ,  1, ,

I I I I

i i i k k k
k

i I I I I

i i i k k k
k

с x с x

с x с x x i N

  +  =  + 


  = 
 +    +    =

 

2) 

*

*

( , ) ,  якщо 0,

( , ) . якщо 0.

II I II

ij i j i j ij

II I II

ij i j i j ij

c v

c v

   =  +  


    +  =

 

Доведення. З урахуванням доведеної вище рівності (2.55), конкретизуємо 

вираз для функціоналу ( ( ))U   : 

( )( ) ,

0
( )

1 1 1

0

1

( ( )) min ({ ( ), }, ( )) min min ({ ( ), }, ( ))

min (min (( ( , ) ( ) ) ( ) ( ) ( ( , )

) ) ( ) .

NM NM

NM

v R v R

N N M
I I II I II

i i i ij i j j
v R

i i j

M
II

i ij j j

j

U L v L v

c x x x x dx c

v b x dx

+ +

+

      

  
= = =

= 

  =     =     =

=  + +    +   −  −

− +  − 

 

 

 (2.64) 

Необхідність. Нехай * *( ( ), ) NMv R+    – оптимальний розв’язок задачі 

2.3. З теореми 2.6 випливає, що функцію *( )   , яка мінімізує перший 

доданок у виразі (2.64), можна записати у такий спосіб: 

*

1,  якщо  ( ( , ) ) ( ) min( ( , ) ) ( ),
( )

0,  якщо  ( ( , ) ) ( ) min( ( , ) ) ( ),  ,  1, .

I I I I

i i i k k k
k

i I I I I

i i i k k k
k

с x x с x x

с x x с x x x i N

  +   =  +  


  = 
 +     +     =

 

(2.65) 

Тоді, підставляючи (2.54) та (2.65) в (2.64), отримаємо 

1,
1 1

1

({ , }) min( min( ( , ) ) ( ) ( ( , ) )

).

NM

N M
I I II I II

k k k ij i j j i ij
k Nv R

i j

M
II

j j

j

U c x x dx c v

b

+ =
= =

=

  =  +   +   −  − +

+ 




 (2.66) 
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Оскільки праворуч у виразі (2.66) немає функції 2

0( ) L   , то позначимо 

( ( ))U   через ( , )G   , тобто введемо до розгляду на множині ( )N ME E  

функцію: 

1,
1 1 1

( , ) min( ( , ) ) ( ) min( ( ( , ) ) )
NM

N M M
I I II I I II

k k k ij i j j i ij j j
k N v R

i j j

G с x x dx c v b
+= 

= = =

  =  +  +   − − +  

 Очевидно 

0
1 1

0,  якщо ( , ) 0
min ( ( , ) )

,  якщо ( , ) 0

II I II
N M

ij i j j iII I II

ij j i ij II I IIv
i j ij i j j i

c
c v

c
= =

   −  − 
  −  − = 

−   −  − 
  

(2.67) 

Отже задачу, двоїсту до задачі (2.62), можна записати у такий спосіб: 

,
( , ) max

N ME E
G

 
  →  (2.68) 

за умов  ,  , 1, ,  , 1,i j ijc i N j M −   = = . 

З (2.67) випливає, що компонента *

ijv  – оптимальний розв’язок задачі 2.3 і 

тому задовольняє умовам: 

*
0,  якщо ( , ) ,  

0,  якщо ( , ) .

II I II

ij i j i j

ij II I II

ij i j i j

c
v

c

   =  + 
= 

    + 

     

Отже, виконання нерівностей 1), 2) за умови, що * *( ( ), ) NMv R+   – 

оптимальний розв’язок задачі 2.3 доведено.  

Достатність. Нехай виконуються умови 1) та 2) теореми. Згідно з лем 2.5, 

2.6, та урахуванням незалежності першого доданку функціоналу (2.64) від 

NMv R+ , а другого від ( )    перепишемо (2.64) у вигляді: 

0
( )

1 1 1

1

( ( )) min (( ( , ) ( ) ) ( ) ( ) min( ( ( , )

) ).

NM

N N M
I I II I II

i i i ij i j j
v R

i i j

M
II

i ij j j

j

U c x x x x dx c

v b

+   
= = =

=

  =  + +   +   − −

− + 

 


 

Очевидно, що умова 1) забезпечує, згідно з теоремою 2.6, мінімальне значення 

першого доданку функціоналу ( ( ))U   . Другий доданок досягає своєї точної 

нижньої грані за умов 2) теореми, оскільки  
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0
1 1

0,  якщо ( , ) 0,
min ( ( , ) )

,  якщо ( , ) 0.

II I II
N M

ij i j j iII I II

ij j i ij II I IIv
i j ij i j j i

c
c v

c
= =

   −  − 
  −  − = 

−   −  − 
  

Отже, достатність виконання нерівностей 1), 2) для того щоб пара 

* *( ( ), ) NMv R+    була оптимальним розв’язком задачі 2.3 доведена, і теорему 

доведено.  

Наслідок 1. Якщо *

ijx  та * 0ijv  , то рівняння границі можна записати у 

вигляді:  

( , ) ( , ) ( , ) ( , )I I II I II I I II I II

i i ij i j k k kj i jc x c c x c +   =  +   . 

Доведення. Якщо зв'язок * 0ijv   істотний, то згідно з умовою 2) 

теореми 5: ( , )II I II

ij i j j ic   =  +  або  

( , )II I II

i j ij i jc = − −   . (2.69) 

Згідно з умовою 1) теореми 5: 

k
I
k

I
ki

I
i

I
i xcxc  −− ),(),( , Nkxki ,...,1,, = ,  

тоді рівняння границі має вигляд:  

k
I
k

I
ki

I
i

I
i xcxc  −=− ),(),( . 

При наявності одного центру другого типу II

j , підставивши в рівняння 

границі (2.69), отримаємо: 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )I I II I II I I II I II

i i j ij i j k k j kj i jc x c c x c + +   =  + +   , Nkxki ,...,1,, = . 

Таким чином, точка х належить границі, якщо виконується рівність: 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )I I II I II I I II I II

i i ij i j k k kj i jc x c c x c +   =  +   . 

Тобто центри першого типу I

i  можуть розглядатися як транзитні пункти, 

через які фактично здійснюється забезпечення пунктів споживання неперервно 

розподіленим ресурсом. 

Справедлива й зворотня теорема. 
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Теорема 2.9. Якщо * * * *( , ) ( ( ), )G I v  =   , * *{ ( ), }v   – оптимальний 

розв'язок прямої задачі, а * *{ , }   – оптимальний розв'язок двоїстої задачі, то 

пара * * * *({ , },{ , }) ( )NM N Mv Г R E+

+       – сідлова точка функціоналу Лагранжа 

(2.24). 

Доведення. 

* *

* * * * * *( , ) min ({ ( ), }, ( )) min ({ ( ), }, ( ))
, ,

* * * *max ({ ( ), }, ( )) ( ( ), ) ( ( )), )
,

G L v L v
v v

L v X v I v

  =          =
 

    =   =  
 

 

За умовою * * * *( , ) ( ( ), )G I v  =   . Тому попередні нерівності 

перетворюються в рівності: 

* * * * * * * *({ ( ), }, ( )) min ({ ( ), }, ( )) max ({ ( ), }, ( )) ( ( ), )
,,

L v L v L v I v
v

    =     =     =  
 

. 

Звідси має нерівність  

* * * * * *({ ( ), }, ( )) ({ ( ), }, ( )) ({ ( ), }, ( ))L v L v L v               

для всіх , , ( )Г v R
NM
+     . 

Теорема доведена. 

Отже, враховуючи еквівалентність задач 2.2 і 2.3, для задачі 2.2 має місце 

наступні твердження. 

Твердження 2.6. Нехай в задачі 2.2 ( ) 0x   майже всюди для x  . Тоді 

для того щоб пара * *

1( ( ), ) NMv R+    була розв’язком задачі необхідно й 

достатньо, щоб існували такі , 1,...,i i N =  та , 1,...,j j M = , за яких виконувалися 

б умови 1) і 2) теореми 2.8. 

Твердження 2.7. Точка х належить границі між підмножинами *

i  та *

k , 

якщо виконується рівність  ( , ) ( , ) ( , ) ( , )I I II I II I I II I II

i i ij i j k k kj k jc x c c x c     + = + . 
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2.2.4 Наближений алгоритм розв’язання  

Для розв'язання поставленої задачі, запропоновано ітераційний алгоритм, 

складовою частиною якого є метод потенціалів розв'язання транспортної задачі 

[130]. Наведемо запропонований алгоритм. 

Алгоритм 1. 

Крок 0. 

1. Задаємо довільне допустиме початкове наближення вектор-функції 

( )0 ,x x    (наприклад, що відповідає діаграмі Діріхле-Вороного, 

побудованої для набору центрів першого етапу).  Розраховуємо значення (0)I

ib , 

1, ,i N=  за формулою: 

( ) ( )(0) 0I

i ib x x dx


=   ; 

2. Визначаємо початкові значення 
( )0

ijv , 1, , 1,i N j M= =  і значення 

потенціалів  
( )0

i , 1,i N=  и 
( )0

j , 1,j M= , розв'язуючи транспортну задачу 

такого виду:  

( )0

1 1

( , ) min
N M

II I II

ij i j ij

i j

c
= =

   → ,                      (2.70) 

( )0

1

N
II

ij j

i

v b
=

= , 1,2,...,j M= ,     (2.71) 

( ) ( )0 0

1

,  1,2,...,
M

I

ij i

j

v b i N
=

= = ,              (2.72)  

( )0
0ij  , 1,2,...,i N= , 1,2,...,j M=  

Нехай в результаті k кроків алгоритму 1,2,k =  отримані значення 

потенціалів ( ) ( ) ( )

1 2, ,k k k

N   . 

Опишемо ( )1k + -й крок. 

1. Обчислюємо значення 1( )k

i x+  за такою формулою: 
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( ) ( )

1
1,   якщо ( , ) ( ) ( ) min( ( , ) ) ( ),

( )
0,   в інших випадках.

I I k I I k

i i i l l lk l
i

c x x x c x x
x+

   +   =  +  
 = 



 

2. Розраховуємо значення ( 1)I k

ib + , 1, ,i N=  

( )1( 1) ( )
kI k

i ib x dx
++



=   . 

3. Визначаємо значення 
( )1k

ijv
+

, 1,i N= , 1,j M= , і значення потенціалів 

( )1k

i

+
  , 1,i N=  та 

( )1k

j

+
 , 1,j M= , вирішуючи транспортну задачу (2.70) – (2.72). 

4. Обчислюємо значення цільового функціоналу за формулою (2.16) при 

( )1
( ) ( )

k

i ix x
+

 =  , 1, ,i N=  
( )1k

ij ijv v
+

= , 1, , 1, .i N j M= =  

5. Якщо хоча б одна з умов:  

1 ,   0k kF F −−      або 1 ,   0k k− −               (2.73) 

виконується, то переходимо до п. 14, якщо жодна з них не виконана, то до 

( )2k + -го кроку алгоритму.  

6. Ввважаємо 
( )*( ) ( )
l

i ix x =  , 
( )* l

ij ijv v= , 1, , 1,i N j M= = , * l

i i = , 1,i N= , та 

( )* l

j j =  , 1,j M= , де l – номер ітерації, на якій виконується умова (2.73). 

7. Обчислюємо оптимальне значення цільового функціоналу за 

формулою (2.16) при *( ) ( )i ix x =  , *

ij ijv v= , 1, , 1,i N j M= = , і для контролю 

правильності розрахунків – значення двоїстого функціоналу за формулою 

(2.66) при *

i i =  , 1,i N=  та *

j j =  , 1,j M= . 

Алгоритм описаний. 

Зауваження. Повна похибка, з якою може бути отримано наближений 

розв'язок задачі (2.1) − (2.6) за допомогою описаного вище алгоритму, 

складається з абсолютної похибки алгоритму (в нашому випадку ця похибка 

визначається похибкою обчислення функціоналів прямої (двоїстої) задачі, 

похибкою, що виникає в результаті наближеного обчислення потужностей 

центрів першого етапу, що визначається обмеженням (2.2), абсолютної 

похибки округлень в результаті реалізації алгоритму на ЕОМ, і абсолютної 
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похибки за рахунок неточності початкових даних. Наведемо тут нестрогі 

міркування про похибку, яка виникає за рахунок наближеного обчислення всіх 

інтегралів при реалізації алгоритму.  

Якщо припустити, що множина  2

1 2 1 2( , ) :  0 1;  0 1x x R x x =      , а 

всі подвійні інтеграли обчислюються за допомогою кубатурної формули 

трапецій, тобто шляхом повторного застосування складеної формули трапецій 

для однократних інтегралів, з однаковим кроком розбиття по двом осям 

координат nhh /121 == , то, згідно [131], відносно до загальної кількості вузлів 

інтегрування ( )21+= nm  похибка обчислення подвійного інтегралу має порядок 

1( )O m− . Якщо врахувати, що з такою похибкою обчислюються величини I

ib , 

1, ,i N=  ця похибка буде закладена і в параметри i , 1, ,i N=  внаслідок чого 

можна стверджувати, що значення характеристичних функцій 1( )k

i x+  також 

будуть знайдені з похибкою 1( )O m− . Отже, порядок похибки обчислення 

цільового функціоналу становить 2( )O m− . 

 

Висновки до розділу 2 

 

У розділі 2 сформульовані нова математична постановка двоетапної 

задачі розподілення ресурсу, який щильно розповсюджений на заданій 

території. Математична модель вказаної задачі є узагальненням неперервної 

задачі оптимального розбиття двовимірної множини Ω на підмножини з 

фіксованими їх центрами при обмеженнях у формі рівностей за рахунок 

врахування додаткових зв'язків між підприємствами першого та другого етапів. 

Отримана задача сформульована в термінах характеристичних функцій 

підмножин у вигляді задачі нескінченновимірного математичного 

програмування з булевими змінними. Теоретично обґрунтований перехід до 

відповідної задачі зі значеннями з відрізка [0,1]. Наведено необхідні умови 

оптимальності для отриманої задачі, а також побудовані конструктивні умови 
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її розв'язання. Обґрунтовано метод розв’язання однопродуктової задачі, який 

синтезує методи розв'язання неперервних задач ОРМ [70] і методи розв'язання 

задач лінійного програмування транспортного типу. 

Таким чином, розділ 2 присвячений дослідженням, розпочатим в роботах 

[132-133], а результати в цьому розділі є узагальненням й поширенням 

результатів з [70, 71] на випадок наявності додаткових зв'язків в задачах ОРМ з 

фіксованими центрами і обмеженнями у формі рівностей. 

Результати досліджень даного розділу наведено в публікаціях [2, 9, 10]. 
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РОЗДІЛ 3 

МОДЕЛІ І АЛГОРИТМИ РОЗВ’ЯЗАННЯ ДВОЕТАПИХ ЗАДАЧ 

РОЗМІЩЕННЯ-РОЗПОДІЛЕННЯ З РЕСУРСОМ, НЕПЕРЕРВНО 

РОЗПОВСЮДЖЕНИМ НА ЗАДАНІЙ ТЕРИТОРІЇ  

 

3.1 Побудова математичних моделей задач оптимального розбиття 

множин з розміщенням центрів при наявності додаткових зв'язків 

 

Розглянемо задачі оптимального розбиття множин з розміщенням 

центрів при наявності додаткових зв'язків. За аналогією з задачами 

попереднього розділу будемо розглядати: 

– двоетапні задачі оптимального розміщення-розподілення без обмежень 

на потужність підприємств першого етапу; 

– двоетапні задачі оптимального розміщення-розподілення при наявності 

обмежень на потужність підприємств першого етапу. 

Задача 3. (двоетапна задача оптимального розміщення-розподілення без 

обмежень на потужність підприємств першого етапу) 

Потрібно знайти таке розбиття множини  на N підмножин 1 2, ,..., N   , 

визначити координати ,...,I I

i N   центрів цих підмножин та такі обсяги 

перевезень 11,..., NMv v , які забезпечують мінімум функціоналу: 

1 1 11

1 1 1

({ ,..., },{ ,..., },{ ,... }) ( , ) ( ) ( , )

i

N N M
I I I I II I II

N N NM i i ij i j ij

i i j

F v v c x x dx c v
= = =

    =   +     

(3.1) 

і задовольняють обмеження 

1

( )

i

M

ij

j

x dx v
=

 = , 1,i N= , (3.2) 

1

N
II

ij j

i

v b
=

= , 1,j M= , (3.3) 

1{ ,..., } N

N    , (3.4) 
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0II

ijv  , 1,2,...,i N= , 1,2,...,j N= , 1 2( , ,..., )I I I I

N =    , I N  . 

   

тут (1) ( )( ,..., )nx x x=  ; II

jb , 1,j M= , – задані дійсні невід'ємні числа. В розділі 

2 (лема 2.2) доведено, що за умови 

1

( )
M

II

j

j

b x dx
= 

=   , 

множина допустимих розбиттів 
N

  не порожня. 

Функції ( , )I I

i ic x  , 1,i N=  – дійсні, обмежені, вимірні по аргументу х на , 

та опуклі по   на   для всіх 1,i N= ; ( )x  – дійсна функція, що інтегрується і 

визначена на множині ; II

j , 1,j M=  – задані точки області , ( , )II I II

ij i jc   , 

1,i N= , 1,j M=  – задані невід'ємні числа.  

Так само, як в задачі 1, тут обмеження (3.2) висловлюють баланс між 

потужностями підприємств першого та другого етапів, отже мають бути 

виконані умови розв'язності задачі.  

Задача 4. (двоетапна задача оптимального розміщення-розподілення при 

наявності обмежень на потужність підприємств першого етапу).  

Потрібно знайти таке розбиття множини  на N вимірних за Лебегом 

підмножин 1 2, ,..., N    (серед яких можуть бути і порожні), визначити 

координати ,...,I I

i N   центрів цих підмножин, та такі обсяги перевезень 

11,..., NMv v , які забезпечують мінімум функціоналу 

1 1 11

1 1 1

({ ,..., },{ ,..., },{ ,... }) ( , ) ( ) ( , )

i

N N M
I I I I II I II

N N NM i i ij i j ij

i i j

F v v c x x dx c v
= = =

    =   +    , 

при обмеженнях 

( )

i

I

ix dx b


 = , 1,i N= , 
(3.5) 

1

M
I

ij i

j

v b
=

= , 1,i N= , (3.6) 
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1

N
II

ij j

i

v b
=

= , 1,j M= , (3.7) 

1{ ,..., }
N

N 
   , 

(3.8) 
0ijv  , 1,2,...,i N= , 1,2,...,j M= , 1 2( , ,..., )I I I I

N =    , I N  , 

тут x ; I

ib , 1,i N= , II

jb , 1,j M=  – задані дійсні невід'ємні числа, що 

задовольняють умову леми 2.1; II

j  та функції ( , )I I

i ic x  , 1,i N= ; ( )x , 1,j M= , 

( , )II I II

ij i jc   , 1,i N= , 1,j M=  – такі самі, як і в задачі 3. 

 

3.2 Метод розв'язання двоетапної задачі оптимального розміщення-

розподілення без обмежень на потужності 

 

3.2.1 Метод розв’язання задачі 

З оглядом на те, що математична модель двоетапної задачі розміщення-

розподілу є узагальненням неперервної задачі оптимального розбиття множин 

з розміщенням центрів підмножин при обмеженнях за рахунок наявності 

додаткових зв’язків між центрами двох етапів, для розробки методу її 

розв'язання скористаємося методикою з [70]. Введемо характеристичну 

функцію підмножини i  у вигляді: 

1,  ,   1,..., ,
( )

0,  \ .

i

i

i

x i N
x

x

 =
 = 

 
 

Розглянемо функціонал 

1 1 1

( ( ), , ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
N N M

I I I II I II

i i i ij i j ij

i i j

I v c x x x dx c v
= = =

   =    +    ,  (3.9) 

де вектор-функція 1( ) ( ( ),..., ( )),  Nx x x x =    , 1( ,..., )I I I N

i N =    , вектор 

11( ,..., )NM NMv v v R+=  . 

Очевидно, що має місце рівність 

1 1 11( ( ), , ) ({ ,..., },{ ,..., },{ ,..., })I I I

N N NMI v F v v   =     . 
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Перепишемо задачу 3 в термінах характеристичних функцій ( )i x  

підмножини i , 1,i N=  в наступному вигляді. 

Задача 3.1. Знайти 

( ), ,
min ( ( ), , )

I

I

v
I v

  
   ,     (3.10) 

при обмеженнях 

1

( ) ( )
M

i ij

j

x x dx v
=

  = , 1,i N= , 

1

N
II

ij j

i

v b
=

= , 1,j M= ; 

1( )λ Г  , 1 2( , ,..., )I I I I

N =    , I N  , + NMRv ; 

де  

1 1{ ( ) ( ),..., ( )) : ( ) 0 1, 1, ,   м.в. для N iГ λ x i N x=   =    =  =  , 

1

( ) 1,   м.в для 
N

i

i

x x
=

 =  }. 
(3.11) 

Задача 3.1 є задачею нескінченновимірного математичного 

програмування з булевими змінними ( )  . Перейдемо від неї до задачі зі 

значеннями ( )   з відрізка [0,1]. 

Задача 3.2. Знайти *

2( )   , *

I N   и *

ij NMv R+  такі, що 

2

* *

*
( ) , ,

( ( ), , ) min ( ( ), , )
I N

NM

I I

ij
Г v R

I v I v
+     

   =    , 

1

( ) ( )
M

i ij

j

x x dx v
=

  = , 1,i N= , 
 

1

N
II

ij j

i

v b
=

= , 1,j M= , 
 

де  

2 1

i 1

{ ( ) ( ( ),..., ( )) : ( ) ,  ) 1,   м.в. для } 
N

N iГ λ λ λ λ x Г λ (x x
=

=  =    =  , 

1{ ( ) ( ( ),..., ( )) : 0 ( ) 1,   ,   1, }N iГ λ λ λ λ x x i N=  =       = . 
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Згідно леми 2.1, 2  – опукла, замкнена, обмежена множина гільбертова 

простору 2 ( )NL  .  

Зрозуміло, що 

2

* *

*
( ),

( ( ), , ) min min ( ( ), , )
I N

NM

I I

Гv R
I v I v

+     

    =   
  

, 
(3.12) 

З результатів параграфу 2.1 розділу 2 випливає, що при кожній 

фіксованій парі I N   та + NMRv  внутрішня задача (3.12) лінійна відносно 

( )   на 2  і є глобально розв’язною. Крім того, серед множини оптимальних 

розв’язків задачі 3.2 є оптимальні розв’язки задачі 3.1. 

 

3.2.2 Обґрунтування методу розв’язання задачі 

Для отримання необхідних і достатніх умов оптимальності для задачі 3 

введемо функціонал Лагранжа в наступному вигляді: 

1 1 1

({ ( ), , }, ( )) ( , ) ( ) ( ) ( , )
N N M

I I I II I II

i i i ij i j ij

i i j

L v c x x x dx c v
= = =

     =    +   +   

0

1 1 1 1 1

( ) ( ( ) 1) ( ( ) ( ) )
M N N N M

II

j ij j i i i ij

j i i i j

v b x dx x x dx v
= = = = = 

+  − + +   − +    − =       

1 1 1

( ( , ) ( )) ( ) ( ) ( ( , ) )
N N M

I I II I II

i i i i ij i j j i ij

i i j

c x x x x dx c v
= = =

=  +   +   − − +   

0

1 1

( ( ) 1)
M N

II

j j i

j i

b x dx
= =

+  +   −  , 

(3.13) 

де ( )λ ,   I N  , +
NMRv , ( ),x x   – вектор-функція, ( )   , 

2

0 0{ ( ) ( ( ), , ) : ( ) , , }N ML E E =   =          .  

Пару елементів  * * *

*( ( ) , ( ))Iλ , v ,    назвемо сідловою точкою 

функціоналу (3.13) на множині  ( )N +

NMÃ R   , якщо 

     * * * * * *

* *({ ( ) , ( )) ( ( ) , ( )) ( ( ) , ( ))I I IL λ , v , L λ , v , L λ , v ,               для всіх 

( )λ ,   I N  , ( )   ,
+
NMRv  або 
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 
 

 

 
 

* * * *

( )( ) ,

( ) ( ) ,

( ( ) , ( )) min max ( ( ) , ( ))

max min ( ( ) , ( )) .

I N
NM

I N
NM

I I

λ , v Г R

I

λ , v Г R

L λ , v , L λ , v ,

L λ , v ,

+

+

      

       

     =     =
  

 
=     

 

 

Перейдемо до розв’язання наступної задачі: 

 
 

 * * * *

( ) ( ) ,

( ( ) , ( )) max min ( ( ) , ( ))
I N

NM

I I

λ , v Г R

L λ , v , L λ , v ,
+       

    =     . 

Позначимо 

 
 

( ) ,

( ( )) min ( ( ) , ( )),  ( ) .
I N

NM

I

λ , v Г R

G L λ , v ,
+    

  =         

тоді, задача, двоїста до задачі 3.2 має вигляд: 

( ( )) max,  ( ) .G   →     (3.14) 

Функціонал задачі (3.14) також можна записати у вигляді: 

 
 

( ),

min min ( ( ) , ( )) , ( )
I N

NM

I

λ Гv R

L λ , v ,
+    

       , (3.15) 

Позначимо  

   1
( )

( , ( )) min ( ( ) , ( )) , ( )I I

λ Г
G v , L λ , v ,

 
   =        , (3.16) 

Розглянемо детальніше функцію  1( , ( ))IG v ,   : 

   1
( )

( )
1 1 1

0

1 1

( , ( )) min ( ( ) , ( )) 

min ( ( , ) ( )) ( ) ( ) ( ( , ) )

( )( ( ) 1) , ( ) .

I I

λ

N N M
I I II I II

i i i i ij i j j i ij
λ

i i j

M N
II

j j i

j i

G v , L λ , v ,

c x x x dx c v

b x x dx

 

 
= = =

= =

   =     =


 +     +   −  − +




+  +   −   



 

 

 
(3.17) 

Згідно результатів розділу 2, при будь-яких фіксованих I , 

( )  мінімальне значення (3.17) по   функціоналу  ( ( ) , ( ))IL λ , v ,     

досягається при: 

1,
1,   якщо  ( , ) ( ) ) ( ) min( ( , ) ) ( ),

( )   
0,   в інших випадках,

I I I I

i i i k k k
k N

i

c x x x c x x
x =

   +  =  + 
 = 


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Тоді функціонал  1( , ( ))IG v ,    можна конкретизувати у такий спосіб: 

   1
( ) 1,

1 1 1

( , ( )) min ( ( ) , ( )) min( ( , ) ) ( )

( ( , ) ) , , .

I I I I

k k k
λ Г k N

N M M
II I II II

ij i j j i ij j j N M

i j j

G v , L λ , v , c x x dx

c v b ψ E η E

  =


= = =

   =     =  +   +

+   − − +   



 
 (3.18) 

Будемо позначати  

   
1,

1 1 1

( , ) min( ( , ) ) ( )

( ( , ) ) , , .

I I I

k k k
k N

N M M
II I II II

ij i j j i ij j j N M

i j j

Q v , ψ,η c x x dx

c v b ψ E η E

=


= = =

 =  +   +

+   − − +   



 
 

Функція    ( , )IQ v , ψ,η  за змінною 0ijv   буде обмежена знизу, якщо 

виконується умова: 

( ( , ) ) 0,
,

( , )

II I II

ij ij i j j i

II I II

ij i j j i

v с

с

   −  − =


    + 

 1,i N= , 1,j M=  
(3.19) 

Зауважимо, що ці умови аналогічні умовам доповнюючої нежорсткості 

для транспортної задачі в закритій формі.  

Справедлива теорема. 

Теорема 3.1. Нехай для задачі 3 виконуються умови леми 2.2. Тоді 

сідлова точка   )η,ψ,v,λ( I ***** ,)(   функціоналу Лагрнанжу (3.13) для задачі 

3 (де перша компонента  * * *( ) ,Iλ , v   є оптимальним розв’язком задачі 3 на 

множині    ( )N
NM N MГ R E E +    визначається в такий спосіб:  

* * * *

* 1,
1,   якщо {x : ( , ) min( ( , ) )},

( )   
0  в інших випадках,

I I I I

i i i i k k k
k N

i

x c x c x
x =

  =   + =  + 
 = 



 

де в якості 
**** ,, η,ψvI  обирається оптимальний розв'язок двоїстої задачі, 

приведеної до вигляду: 
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 
 

   

 

1
,

,
1 1

1

( ) min ( , )

min min( ( , ) ) ( ) ( ( , ) )

max, , 1 1

I N
NM

I N
NM

I

v R

N M
I I II I II

k k k ij i j j i ij
kv R

i j

M
II

j j N M

j

G ψ,η G v , ψ,η

c x x dx c v

b ψ E ,η E  i ,N, j ,M

+

+

  

  
= =

=

=  =


=  +  +   −  − + 



+  →   = =





 

(3.20) 

за умов: 

( ( , ) ) 0II I II

ij i j j ic   − −  . 

Отже, має місце наступне твердження. 

Твердження 3. Нехай в задачі 5 функція ( ) 0x   майже всюди для x , і 

виконується умова (14). Тоді трійка  * * *

0( ) ,I N

NMλ , v R+      буде 

оптимальним розв'язком задачі 5, сформульованої в термінах 

характеристичних функцій підмножин, що складають розбиття , тоді і тільки 

тоді, коли знайдуться такі дійсні константи *, 1,...,i i N = , і * , 1,...,j j M = , за 

яких для 1,...,i N=  і майже всіх x   

* *

* *

* *

1,якщо  ( , ) ( , ) ,

( )  м.в. для , 1,..., ,  тоді ,

0  в інших випадках,

i

I I I I

i i j j j

i i

с x с x

x i j x j N x

  +    + 


 =   = 



 

а *

I

i , *, 1,...,i i N = , * , 1,...,j j M = , були б оптимальним розв'язком наступної 

задачі:  

( ) max, N MG ψ,η ψ R ,η R→    

де 

( )G ψ,η
 

 ( )1
,

min ,
I N

NM

I

v R

G v ,ψ,η
+  

=  , 

 ( )1

1 1 1

,

min( ( , ) ) ( ) ( ( , ) ) .

I

N M M
I I II I II II

k k k ij i j j i ij j j
k

i j j

G v ,ψ,η

c x x dx c v b
= = =

 =

=  +   +   −  − +    
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3.2.3 Наближений алгоритм розв’язання 

Для розробки алгоритму розв’язання задачі 3 запропоновано два підходи. 

Обидва засновані на результатах теореми 3.1. Перший підхід передбачає 

використання алгоритму розділу 2 сумісно з r-алгоритмом Шора. При другому 

підході застосовується лише r-алгоритм Шора. 

Для реалізації першого підходу перепишемо задачу (3.20) в наступному 

вигляді: 

( )
 

 ( )
 

 ( )

 ( ) ( )

1 1
, ,, ,

1
,

max min , = min max , =

= min min max , = min , 

N M N MI N I N
NM NM

I N I NN M
NM

I I

ψ R η R ψ R η Rv R v R

I I

v R ψ R η R

G ψ,η G v ,ψ,η G v ,ψ,η

G v ,ψ,η Q

+ +

+

        

     

=  

 

 

де  

( )  ( )1
,

min max ,
N M

NM

I I

v R ψ R η R
Q G v ,ψ,η

+  
 =  . 

При кожному фіксованому векторі I N   значення функції ( )IQ   є 

оптимальним значенням двоїстого функціоналу, побудованого для 

сформульованої в термінах характеристичних функцій підмножин неперервної 

задачі ОРМДЗ із заданими центрами. Тому складовою частиною наведеного 

нижче алгоритму розв'язання задачі 3 є алгоритм 1. Ключова ж роль відведена 

методу субградієнтного спуску з розтягуванням простору в напрямку різниці 

двох послідовних субградіентов − r -алгоритм Шора. 

Алгоритм 2 (комбінація алгоритму 1 та r-алгоритму Шора) 

Крок 0. 

Область Ω заключаємо в паралелепіпед П, сторони якого паралельні осях 

декартової системи координат, вважаємо ( ) 0x = , при \x  . 

Паралелепіпед П покриваємо прямокутної сіткою. 

1. Нехай 0k = . Задаємо початкове наближення координат центрів 

( )I I k =  , і вектор-функції ( )( ) ( )kx x =   для усіх точок сітки x .  

2. Розраховуємо значення ( )I k

ib  за формулою: 

( ) ( )( ) ( )I k k

i ib x x dx


=   , 1,i N= . 
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3. Визначаємо початкові значення ( )k

ijv , 1, , 1,i N j M= = , розв’язуючи 

методом потенціалів наступну транспортну задачу:  

( )

1 1

( , ) min
N M

II I k II

ij i j ij

i j

c
= =

   → ,     (3.21) 

( )

1

N
k II

ij j

i

v b
=

= , 1,2,...,j M= ,    
( )( )

1

,  1,2,...,
M

I kk

ij i

j

v b i N
=

= = ,   (3.22) 

( ) 0k

ij  , 1,2,...,i N= , 1,2,...,j M= .    (3.23) 

В якості значень двоїстих змінних ( )k

j , 1,j M= , і ( )k

i , 1,i N= , обираємо 

значення відповідних потенціалів, які отримані на останній ітерації методу 

потенціалів. 

Нехай в результаті ( )l  кроків алгоритму 0,1,2,l =  отримані значення 

потенціалів ( ) ( ) ( )
, , ...,1 2

l l l

N   . Опишемо ( 1)l + -ий крок.  

Крок ( 1)l + . 

4. Обчислюємо значення ( 1) ( )l x+  в вузлах сітки за формулою:  

( )( ) ( ) ( ) ( )

( 1)
1,   якщо ( , ) ( ) ( ) min( ( , ) ) ( ),

( )   
0  в інших випадках, 1, .

I I l l I I l l

i i i m m ml m
i

c x x x c x x
x

i N

+
   +  =  + 

 = 
=

 (3.24) 

5. Обчислюємо значення ( 1)l

ijv + , 1, , 1,i N j M= = , розв’язуючи методом 

потенціалів транспортну задачу (3.22) − (3.23). В якості значень двоїстих 

змінних ( 1)l

j

+ , 1,j M= , і ( 1)l

i

+ , 1,i N= , обираємо значення потенціалів, які 

відповідають оптимальному розв'язку задачі (3.22) − (3.23). 

6. Обчислюємо компоненти субградієнту ( , , )
I

Qg v    у вузлах сітки за 

формулою: 

1 1

( ) ( )
I I I
i i i

I II

N M

Q i ijc c
i j

g x g x dx g v
  

= =

=   + , 1,i N= . 
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де 
I
i
Ic

g


 – i-я компонента 2N-мірного вектору узагальненого градієнту 
I

cg   

функції I

ic  в точці I , 
I
i
IIc

g


– i-я компонента 2N-мірного вектора узагальненого 

градієнту 
I

cg   функції II

ijc  в точці I  при ( ) ( 1),I I l l+ =   = , ( 1)l+ =  , ( 1)lv v += , 

( 1)l+=  . 

7 Обираємо крок 0lh   r-алгоритму і знаходимо: 

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1)( ( , , , ))I l I l I l l l l

П l l QP h B g v v+   + + + =  −    

де РП – оператор проектування на П, lB   – оператор перетворення простору в 

основний простір EN, що має вигляд: 

1 1 1

1
( ( 1) ( ) ))T

l l l lB B I   

− − −= + −  


     (3.25) 

де I – одинична матриця відповідної розмірності, 1l



−  - відповідає нормованому 

вектору різниці двох послідовних субградієнтів у перетвореному просторі, 

тобто: 

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1

1 ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1

( ) ( ( , , , ) ( , , , ))

( ) ( ( , , , ) ( , , , ))

T l l l l w l l l l

l Q Q

l T l l l l l l l l

l Q Q

B g v g v

B g v g v

  + + + − + + +

−

−   + + +  − + + +

−

   −   
 =

   −   
, (3.26) 

за умови, що ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 0( ) ( ( , , , ) ( , , , ))T l l l l l l l l

l Q QB g v g v  + + +  − + + +

−    −      , та 

1 0l



− =  в інших випадках. Тут 0  - точність представлення нуля ЕОМ. 

8 Якщо умова ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( , , , ) ( , , , ) , 0l l l l l l l lv v+ + + +   −        , 

виконується, то переходимо до п.9, якщо ні – здійснюється перехід на ( 2)l +  

крок.  

9. Розраховуємо значення цільового та двоїстого функціоналів. Кінець 

алгоритму. 

Алгоритм описаний. 

Представимо також найбільш зручніший компактний запис цього 

алгоритму, в якому використаємо Н-форму r-алгоритму Шора. 

Алгоритм 2 (Н-форма). 
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Ініціалізація. Вибираємо (0)I N   – довільне початкове наближення набору 

N  точок. За допомогою алгоритму 1 обчислюємо значення компонент вектора 

(0) ( )x  в кожній точці x , а також початкові наближення параметрів (0)

ijv , 

1,i N= , 1,j M= .  

Обчислюємо компоненти субградієнта (0)( )I

Qg   функції ( )IQ   в точці (0)I   за 

формулою: 

1 1

( ) ( )
I I I
i i i

I II
i ij

N M

Q i ijc c
i j

g x g x dx g v
  

= =

=   + , 1,i N= , 

при (0) =  , (0)v v= . Тут 
I
i
I
ic

g


, 
I
i
II
ijc

g


 – i-і компоненти N -вимірнихх векторів 

узагальнених градієнтів ( , )I
ic

g x   і ( , )II
ij

II

c
g    функцій ( , )I I

i ic x   та ( , )II I II

i jc   , 

1,..., ,i N=  1,..., ,i M=  відповідно в точці 1( ,..., ,..., )I I I I

i N =    , (1) (2)( , )i i i =   .  

 Задаємо 0 2NH I=  (одиничну матрицю) і параметри 
1

1, 1   = 


.  0k = . 

1. Нехай на k -й ітерації ( )I k  – вектор точок з N ; 

, ,k k k =   =   .  

2. За допомогою алгоритму 1 обчислюємо значення компонент вектора 

( ) ( )k x  в кожній точці x , і поточні наближення параметрів ( )k

ijv , 1,i N= , 

1,j M= . 

3. Обчислюємо ( )( )I k

Qg   – субградієнт функції ( )IQ   в точці ( )I k  при 

( )k =  , ( )kv v= . 

4. Розраховуємо наступне наближення  ( 1)I k+  за формулою 

( )

( 1) ( )

( ) ( )

( )

( ( ),  ( ))
N

I k

k QI k I k

k I k I k

k Q Q

g
h

g g

+



  
  =   −
   
 

,   (3.27) 

де ( )N u


  − оператор проектування, під яким розуміємо повернення (у той чи інший 

спосіб) в допустиму множину N  точки u  у випадку, якщо вона вийшла за межі N ; 
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0kh   – кроковий множник, обирається з умови мінімуму функції за напрямом 

( )k

k k Qp H g x= − .  

5. Обчислюємо ( 1)( )I k

Qg +  – субградієнт функції ( )IQ   в  точці ( 1)I k+ .   

  Нехай ( 1) ( )( ) ( )I k I k

k Q Qr g g+=  −  . 

6. Розраховуємо матрицю 

( )
2 2

1 ( 1) ( 1) .
,

k k k k k k k k
k k k T

k k kk k k

H r r H H r r H
H H H

r H rH r r

 

+ = +  − = +  −   (3.28) 

Якщо хоча б один з критеріїв закінчення ітераційного процесу 

( 1) ( )k kQ Q+ −      або ( 1) ( )I k I k+ −    , 0  ,   (3.29) 

виконаний, то здійснюэмо перехід на крок 7. Інакше : 1k k= +  і переходимо на крок 2. 

7. Розраховуємо значення цільового функціоналу. Кінець алгоритму. 

Алгоритм 2 (Н-форма) описаний. 

Зауваження. Наведений алгоритм використовує для розв'язання задачі 

умовної за I  задачі оптимізації метод проекції узагальненого градієнта. Але 

цей алгоритм легко модифікується на випадок використання, наприклад, 

методу зовнішнього штрафу для врахування обмежень невиходу за границі 

множини Ω центрів першого етапу, які розташовуються. Такий модифікований 

алгоритм, представлено у додатку Б. 

 

3.3 Двоетапна задача оптимального розміщення-розподілення 

неперервно розповсюдженого ресурсу з обмеженнями на потужності 

підприємств першого етапу 

 

3.3.1 Метод розв’язання задачі 

Розглянемо задачу 4 у термінах характеристичних функцій підмножин 

i , 1,...,i N= , що складають розбиття заданої множини. 

Задача 4.1. Знайти 

( ), ,
min ( ( ), , )

v
I v

  
   , 
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при обмеженнях 

1

( ) 1,   м.в для ,
N

i

i

x x
=

 =   
(3.30) 

( ) ( )

i

I

i ix x dx b


  = , 1,i N= ,  (3.31) 

1

M
I

ij i

j

v b
=

= , 1,i N= , 
(3.32) 

1

N
II

ij j

i

v b
=

= , 1,j M= , 
(3.33) 

1( )x Г  , I N  , +
NMv R ,  

де  

1 1 1

( ( ), , ) ( , ) ( ) ( ) ( , )
N N M

I II I II

i i i ij i j ij

i i j

I v c x x x dx c v
= = =

   =    +    , 

1 1{ ( ) ( ),..., ( )) : ( ) 0 1, 1, ,   м.в для }N iГ x x x x i N x   = = =  =  . 

Задача 4.1 є задачею нескінченновимірного математичного 

програмування з булевими змінними ( )  .  

Введемо до розгляду наступну множину: 

N
1

11

i 1 1

{ : ( ,..., ) :   ,   , , 1, , 1, }
M

II II II I

NM NM NM ij j ij i

j

R v v v v R v b v b i N j M+

= =

=  = = =   . 

Будемо вважати що для задачі 4.1 виконуються умови (2.7) за яких 

допустима множина розв'язків задачі не є порожньою. 

Перейдемо від задачі 4.1 до задачі, в якій компоненти вектор-функції ( )   

можеть приймати значення з відрізка [0,1]. 

Задача 4.2. Знайти 
*

2( )x Г   та 1
NMij Rv   такі, що 

1
2

* * *

( ) , ,
( ( ), , ) min ( ( ), , )

N
NMx Г v R

I x v I x v
   

  =   , 

де  

2 1
1

{ ( ) ( ),..., ( )) : ( ) ,  ( ) 1,   м.в. для ,  
N

N i
i

x x x x Г x x
=

 = =  =       
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( ) ( ) ,  1,N}I

i ix x dx b i


  = =  

1{ ( ) ( ( ),..., ( )) : 0 ( ) 1,   ,   1, }N ix x x x x i N    = =     = . 

Згідно з леммою 2.1, 2  – опукла, замкнена, обмежена множина 

гільбертова простору 2 ( )NL  .  

Зрозуміло, що 

1
2

* * *

( ),
( ( ), , ) min min ( ( ), , )

N
NM

x Гv R
I x v I x v

  

   =  
  

. 
(3.34) 

З результатів параграфу 2.2 розділу 2 випливає, що за умов (2.7) при 

кожній фіксованій парі I N   та 1
NMRv  внутрішня задача (3.34) лінійна 

відносно ( )   на 2  та глобально вирішувана. Крім того, серед множин 

оптимальних розв’язків задачі 4.2 є оптимальні розвязки задачі 4.1. 

 

3.3.2 Обґрунтування методу розв’язання задачі 

Для отримання необхідних і достатніх умов екстремуму введемо 

функціонал Лагранжа для задачі 4.2 в наступному вигляді: 

1 1 1

({ ( ), , }, ( )) ( , ) ( ) ( ) ( , )
N N M

I I II I II

i i ij i j ij

i i j

L v c x x x dx c v
= = =

     =    +   + 

1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ( ) ( ) )
N M M N N

I II I

i ij i j ij j i i

i j j i i

v b v b x x dx b
= = = = = 

+  − + +  − + +    − +       

0

1 1

( )( ( ) 1) ( ( , ) ) ( ) ( )
N N

I I

i i i i i

i i

x x dx c x x x dx
= = 

+   − =  +   +  

0

1 1 1 1 1

( )( ( ) 1) ( ( , ) )
N N M N M

II I II I II

i ij i j i j ij i i j j

i i j i j

x x dx c v b b
= = = = =

+   − +   − −  +  +     , 

 

 

 

(3.35) 

де ,λ(x)   I N  , Vv , ( )    − вектор-функція;  

 2
0 0 ,( ) ( ( ), , , ) : ( ) , , ,N N ML E E E        =   =       . 

Пару елементів   ),v,λ( )(, ****   назвемо сідловою точкою 

функціоналу (3.35) на множині  ( )N
NMГ R +  , якщо 
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     * * * * * * * *({ , ( )) ( , ( )) ( , ( ))L λ , v , L λ , v , L λ, v ,            

для всіх , RNM  +   чи 

 
 

 

 
 

* * * *

( ), ,

( ) , ,

( , , , ( )) min max ( , , , ( ))

max min ( , , , ( ))

N
NM

N
NM

v Г R

v Г R

L v L v

L v

+

+

      

       

    =     =

=    
 

Перейдемо до розв'язання задачі: 

 
 

 
2

* * * *

, ,( )
( , , , ( )) max min ( , , , ( ))

N
NMv R

L v L v
+      

    =      

Позначимо 

 
 

( ), ,
( ( )) min ( ( ), , , ( )),  ( ) .

N
NMv R

G L v
+    

  =          

Тоді задача, двоїста до задачі 4.2, має вигляд: 

( ( )) max,  ( ) .G   →     (3.36) 

Цю задачу також можна записати у такий спосіб: 

 
 

( ),
min min ( ( ) , ( )) , ( )

N
NM

λv R
L λ , v ,

+    
       , (3.37) 

Позначимо в (3.37) 

   1
( )

( , ( )) min ( ( ) , ( )) , ( )
Г

G v , L λ , v ,
  

   =        , (3.38) 

Конкретизуємо (3.38): 

   1
( )

( )
1 1 1

0

1 1 1

( , ( )) min ( ( ) , ( )) 

min ( ( , ) ( )) ( ) ( ) ( ( , ) )

( )( ( ) 1) , ( ) .

λ

N N M
I I II I II

i i i i ij i j i j ij
λ Г

i i j

N M N
I II

i i j j i

i j i

G v , L λ , v ,

c x x x x dx c v

b b x x dx

 

 
= = =

= = =

   =     =

=  +    +   −  − +

+  +  +   −   

 

  

 

(3.39) 

Згідно з результатів розділу 2, у виразі (3.39) мінімальне значення 

функціоналу  ( ( ) , ( ))L λ , v ,     по змінній ( )   досягається при 

 
1,   якщо { : ( ( , ) ) ( ) min( ( , ) ) ( )},

( )   
0,   в інших випадках, 1, ,

I I I I

i i i k k k
k

i

x x c x x c x x
x

i N

  =   +  =  +  
 = 

=
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і за таких компонент фектор-функції ( )   функціонал  1( , ( ))G v ,    набуває 

наступного вигляду: 

   1
( )

1

2

1 1 1 1

( , { , , }) min ( ( ) , ( )) min( ( , ) ) ( )

( ( , ) ) , { , , } .

N
I I

k k k
λ k

i

N M N M
II I II I II N M

ij i j i j ij i i j j

i j i j

G v , L λ , v , c x x

c v b b E

 
=

+

= = = =

    =     =  +   +

+   − − +  +     



  
 

 

 

(3.40) 

Має місце наступна теорема (доведення аналогічне доведенню 

теореми 3.1). 

Теорема 3.1. Оптимальний розв'язок  * * *( ), ,v    задачі 4.2 визначається 

в наступному вигляді:  

* * * *

*
1,   якщо x { : ( ( , ) ) ( ) min( ( , ) ) ( )},

( )   
0,   в інших випадках, 1, ,

I I I I

i i i k k k
k

i

x c x x c x x
x

i N

  =   +  =  +  
 = 

=

 

а компоненти * *,v , поряд з двоїстими параметрами 
** *,ψ ,η  утворюють 

оптимальний розв'язок двоїстої задачі, приведеної до виду: 

 
 

   
 

1
, ,

1

1 1 1 1

( , ) min ( , , ) min min( ( , )

) ( ) ( ( , ) ) max

N N
NM NM

N
I I

k k
kv R v R

i

N M N M
II I II I II

i ij i j i j ij i i j j

i j i j

G ψ,η G v , ψ,η c x

x c v b b

+ +     
=

= = = =


 =   =  +




+  +   −  −  +  +  →





  

 

 

(3.41) 

Згідно необхідних і достатніх умов оптимальності задач лінійного 

програмування транспортного типу на оптимальному розв'язку вираз 

1 1

( ( , ) )
N M

II I II

ij i j i j ij

i j

c v
= =

  − −  має набувати нульового значення. А, отже, мають 

місце наступні умови доповнюючої нежорсткості: 

0,  якщо ( , ) ,

0,  якщо ( , ) .

II I II

ij ij i j i j

II I II

ij ij i j i j

v с

v с

    =  + 


=     + 
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3.3.3 Наближений алгоритм розв’язання 

Опишемо алгоритм розв'язання задачі 4, який передбачає використання 

алгоритму розділу 2 сумісно з r-алгоритмом Шора. Так само, як і в алгоритмі 2, 

спочатку запишемо задачу 3.41 у вигляді: 

   
0, , ,

min min ( , , )  
N N v

G v , ψ,η
    

  
  

. 

Алгоритм 4. 

Крок 0. 

Область Ω заключаємо в паралелепіпед П, сторони якого паралельні осям 

декартової системи координат, вважаємо ( ) 0x = , при \x  . 

Паралелепіпед П покриваємо прямокутної сіткою. 

1. Нехай 0k = . Задаємо початкове наближення координат центрів 

( )I I k =  , ( )k =  і вектор-функції ( )( ) ( )kx x =   для усіх точок сітки x . 

2. Обчислюємо значення ( ) ( )k x  в вузлах сітки за наступними 

формулами: 

( )0,   якщо ( , ) ( ) min( ( , ) ) ( ),
( )   

1,   в інших випадках,

I I I I

i i i m m m
m

i

c x x c x x
x

  +   =  +  
 = 



1,i N=  (3.41) 

3. Визначаємо початкові значення ( )k

ijv , 1, , 1,i N j M= = , розв’язуючи 

методом потенціалів наступну транспортну задачу::  

( )

1 1

( , ) min
N M

II I k II

ij i j ij

i j

c
= =

   → ,     (3.42) 

1

N
k II

ij j

i

v b
=

= , 1,2,...,j M= ,    
1

,  1,2,...,
M

k I

ij i

j

v b i N
=

= = ,   (3.43) 

0k

ij  , 1,2,...,i N= , 1,2,...,j M= .    (3.44) 

В якості значень двоїстих змінних ( )k

j , 1,j M= , і ( )k

i , 1,i N= , обираємо 

значення відповідних потенціалів, які отримані на останній ітерації методу 

потенціалів 
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Нехай в результаті ( )l  кроків алгоритму 1,2,l =  отримані значення 

потенціалів ( ) ( ) ( )
, , ...,1 2

l l l

N   . Опишемо ( 1)l + -ий крок.  

Крок ( 1)l + . 

4. Обчислюємо значення ( 1) ( )l x+  в вузлах сітки за формулою (3.41) при 

( )l = , ( )lv v= , ( )l= . 

5. Обчислюємо значення ( 1)l

ijv + , 1, , 1,i N j M= = , розв’язуючи методом 

потенціалів транспортну задачу (3.42) − (3.43). В якості значень двоїстих 

змінних ( 1)l

j

+ , 1,j M= , і ( 1)l

i

+ , 1,i N= , обираємо значення потенціалів, які 

відповідають оптимальному розв'язку задачі (3.42) − (3.43). 

6. Обчислюємо компоненти субградієнту ( , , )
I

Gg v    у вузлах сітки за 

формулою: 

1 1

( ) ( )
I I I
i i i

I II

N M

G i ijc c
i j

g x g x dx g v
  

= =

=   + , 1,i N= . 
 

де 
I
i
Ic

g


 – i-я компонента 2N-мірного вектору узагальненого градієнту 
I

cg   

функції I

ic  в точці I , 
I
i
IIc

g


– i-я компонента 2N-мірного вектора узагальненого 

градієнту 
I

cg   функції II

ijc  в точці I  при ( ) ( 1),I I l l+ =   = , ( 1)l+ =  , ( 1)lv v += , 

( 1)l+=  . 

7. Обираємо крок 0lh   r-алгоритму і знаходимо: 

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1)( ( , , , ))I l I l I l l l l

П l l GP h B g v v+   + + + =  −    

де РП – оператор проектування на П, lB   – оператор перетворення простору в 

основний простір EN, що має вигляд: 

1 1 1

1
( ( 1) ( ) ))T

l l l lB B I   

− − −= + −  


     (3.45) 

де I – одинична матриця відповідної розмірності, 1l



−  - відповідає нормованому 

вектору різниці двох послідовних субградієнтів у перетвореному просторі, 

тобто: 
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( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1
1 ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1

( ) ( ( , , , ) ( , , , ))

( ) ( ( , , , ) ( , , , ))

T l l l l w l l l l

l G G
l T l l l l l l l l

l G G

B g v g v

B g v g v

  + + + − + + +
 −
−   + + +  − + + +

−

   −   
 =

   −   
,  (3.46) 

за умови, що ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 0( ) ( ( , , , ) ( , , , ))T l l l l l l l l

l G GB g v g v  + + +  − + + +

−    −      , та 

1 0l



− =  в інших випадках. Тут 0  - точність представлення нуля ЕОМ. 

8. Якщо умова ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( , , , ) ( , , , ) , 0l l l l l l l lv v+ + + +   −        , 

виконується, то переходимо до п.9, якщо ні – здійснюється перехід на ( 2)l +  

крок.  

9. Розраховуємо значення цільового та двоїстого функціоналів. Кінець 

алгоритму. 

Алгоритм описаний. 

 

Висновки до розділу 3 

 

В розділі 3 наведено математичне забезпечення двоетапної задачі 

розподілу матеріальних потоків в транспортно-виробничій системі, 

структурними елементами якої є підприємства, які здійснюють збір деякого 

неперервно розподіленого на певній території ресурсу (центри першого етапу), 

і підприємства, які цей ресурс споживають або переробляють (центри другого 

етапу). Математична модель задачі виявилася узагальненням неперервної 

задачі оптимального розбиття множини з розташуванням центрів підмножин 

при обмеженнях у формі рівностей на випадок наявності додаткових зв’язків 

між центрами першого і другого етапів. Задачу розглянуто в двох варіантах – 

без обмежень на потужність підприємств першого етапу та при їх наявності. 

Реалізація побудованих моделей дозволяє забезпечити зниження транспортних 

витрат при організації багатоетапного виробництва, сировинний ресурс якого 

неперервно розподілений на деякій території. 

Математичне забезпечення вказаних задач розроблено з використанням 

основних положень теорії неперервних лінійних задач ОРМ з розміщенням 

центрів підмножин, теорії двоїстості, а також методів розв'язання задач 



108 

 

 

лінійного програмування транспортного типу. Показано, що формулювання 

двоетапної транспортно-виробничої задачі в неперервному варіанті (у вигляді 

задачі нескінченновимірної оптимізації) доцільно, коли кількість 

постачальників ресурсу дуже велика. Застосування розробленого 

математичного апарату дає можливість знайти оптимальний розв'язок 

двоетапної задачі розміщення-розподілу в аналітичному вигляді, при цьому 

аналітичний вираз включає параметри, які є оптимальним розв'язком 

допоміжної скінченновимірної оптимізаційної задачі з негладкою цільовою 

функцією. Запропонований ітераційний алгоритм розв'язання сформульованої 

задачі розроблений на основі модифікації r-алгоритму Шора і методу 

потенціалів. 

Розроблені моделі та алгоритми, можуть бути узагальнені на випадки: 

– наявності додаткового етапу (реалізації перероблюючего підприємства з 

метою доставки готової продукції до кінцевого споживача). при цьому 

виникає питання дослідження умов розв’язності таких задач (тобто 

отримання умов відповідності початкових даних); 

– наявності обмежень у вигляді нерівностей на споживання і пропозицію 

сировини та напівфабрикату; 

– коли існує лише скінчена кількість можливих місць розташування 

підприємств першого етапу. 

Результати досліджень даного розділу наведено в публікаціях [6, 7, 9]. 
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РОЗДІЛ 4 

ЕКСПЕРЕМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ І АНАЛІЗ РЕЗУЛЬТАТІВ 

РОЗВ'ЯЗАННЯ МОДЕЛЬНИХ ЗАДАЧ 

 

4.1 Аналіз впливу вхідних параметрів на оптимальні розв'язки 

двоетапних задач оптимального розміщення-розбиття з фіксованими 

центрами 

 

Алгоритми 1 і 2 програмно реалізовані в середовищі Delphi 7.0 для 

випадку, коли множина, що розбивається, є квадрат  ( , ):0 1,0 1= x y x y     . 

Чисельна реалізація алгоритмів передбачає дискретизацію заданої 

області. Для обчислення кратних інтегралів в розробленій програмі 

застосовується кубатурна формула трапецій (оцінка похибки обчислення 

функціоналу задачі наведена нижче). Задача лінійного програмування 

транспортного типу розв'язується за допомогою методу потенціалів. 

Обчислювальні експерименти були спрямовані на: 

- перевірку коректності роботи алгоритмів; 

- виявлення залежності значення функціоналу і часу розв'язання задачі 

ОРМДЗ від розміру сітки дискретизації області; 

- з'ясування параметрів задачі, що впливають на форму границь між 

підмножинами в задачах з фіксованими центрами першого етапу; 

- обґрунтування доцільності постановки і розв'язування неперервних 

задач ОРМДЗ при вирішенні практичних питань, повязаних з формуванням 

систем двоетапного транспортування матеріальних (сировинних) ресурсів, які 

неперервно розподілені на певній території. 
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4.1.1 Аналіз впливу розміру сітки на значення функціоналу задачі і 

час розв'язання 

Для дослідження було проведено експерименти, в яких всі дані, крім 

розміру кроку дискретизації по кожній з осей координат, були незмінними. 

Далі наведемо вихідні дані для однієї серії експериментів, а також результати 

досліджень. 

 Вихідні дані:  

−  ( , ):0 1,0 1= x y x y     ;  

− ( , ) 1 ( , )x y x y =   ; 4;N =  2M = ;  

− 1 (0,97;0,1)I = , 2 (0,86;0,03)I = , 3 (0,87;0,84)I = , 4 (0,47;0,7)I = ;  

− ( )1 0,33;0,26II = , ( )2 0,73;0,31II = ; ( )0,45;0,55IIb = ;  

− функції витрат: ( ) ( )
2 2

1 2( , , )I I I I

i i i ic x y x y = −  + −  , 1,i N= ,  

( ) ( )
2 2

1 1 2 2( , )II I II I II I II

ij i j i j i jc   =  −  +  −  , 1, , 1,i N j M= = . 

В табл. 4.1 представлені результати обчислювальних експериментів з 

досліджень впливу розміру сітки на час розв'язання задачі і значення цільового 

функціоналу. Умовою припинення розрахунків було виконання одного з 

нерівностей:  

1k kI I −− 10−6, 

1k k− −   10−6. 

 

Табл. 4.1 

Результати обчислювальних експериментів з досліджень впливу 

розміру сітки на час розв'язання задачі і значення цільового функціоналу 

 
Номер 

експери

менту 

 

Крок 

дискретизації 

 

Розмір сітки 

Час роботи 

алгоритму, с 

Значення 

функціоналу 

1 2 3 4 5 

1* 0,1 0,1  11 11 121 =  
122,0094 10−  0,9933 

2 0,05 0,05  21 21 441 =  
124,2866 10−  1,0324 

3 0,04 0,04  26 26 676 =  
128,3054 10−  1,0551 
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Продовження таблиці 4.1 

1 2 3 4 5 

4 0,025 0,025  41 41 1681 =  
112,7328 10−  1,0834 

5 0,01 0,01  101 101 10201 =  
101,8634 10−  1,1135 

6 0,005 0,005  201 201 40401 =  
106,6980 10−  1,12372 

 

*При реалізації алгоритму розв'язання задачі з великим розміром сітки 

виявляється незначне порушення умови балансу (2.18), що може бути пояснене 

похибкою, з якою обчислюються потужності центрів першого етапу. В решті 

представлених експериментів умови балансу виконуються з точністю, що не 

перевищує 10-5. 

 

Табл. 4.2 містить оптимальне розбиття множини  , отримані у ході 

відповідних експериментів. На рис. 4.1 представлений графік залежності часу 

роботи алгоритму 2 розв'язання задачі ОРМДЗ від розміру сітки дискретизації, 

побудований за результатами експериментів 1 − 6. Побудована лінія тренду 

свідчить про те, що алгоритм 2 працює за поліноміальний час 4( ) ( )T n O n= . 

 

Графік залежності часу роботи розв'язання задачі 

ОРМДЗ від розміру сітки дискретизації
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Рис. 4.1. Графік залежності часу роботи розв'язання задачі  

ОРМДЗ від розміру сітки дискретизації і лінія тренду 
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Табл. 4.2 

Оптимальне розбиття квадрату на чотири підмножини, отримане при 

різних розмірах сітки 

 

   

Експеримент 1 Експеримент 2 Експеримент 3 

   
Експеримент 4 Експеримент 5 Експеримент 6 

 

Різницю в значеннях цільового функціоналу можна пояснити по-перше, 

відмінністю (хоча й незначною) в площах знайдених оптимальних підмножин 

(див. сумарну площу в табл. 4.2), а, відповідно, й у розмірі перевезень між 

пунктами першого і другого етапів (див. табл. 4.3 і 4.4). По-друге, як відомо, 

подрібнення сітки дискретизації не завжди покращує результат обчислення 

кратних інтегралів, що буде показано нижче. 

Зазначимо, що при чисельній реалізації алгоритмів 2 і 3 обчислення 

першого доданку функціоналу задачі, а також потужностей центрів першого 

етапу здійснювалось за допомогою кубатурної формули лівих прямокутників. 
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Табл. 4.3  

Площі підмножин, що складають оптимальне розбиття, 

знайдені у ході експериментів 1 − 6 

 
Підмножина 

 
Експеримент 

 1 № 2 № 3 № 4 № 5 №6 

1   0,05 0,11 0,1136 0,1143 0,1204 0,1218 

2  0,07 0,2425 0,2495 0,26 0,268 0,2708 

3  0,02 0,035 0,032 0,0368 0,0392 0,0403 

4  0,67 0,515 0,5263 0,5393 0,5523 0,5568 

Сумарна 

площа 
0,81 0,9025 0,9214 0,9504 0,9799 0,9897 

 

 

Табл. 4.4  

Обсяги перевезень між пунктами першого і другого етапів, що 

знайдені у ході експериментів 1 − 6 

 
Обсяги 

перевезень 

 

Експеримент 

№ 1 № 2 № 3 № 4 № 5 №6 

11v  0,05 0,1175 0,1136 0,1143 0,1204 0,1218 

12v  0 0 0 0 0 0 

21v  0,07 0,2425 0,2496 0,26 0,2681 0,2709 

22v  0 0 0 0 0 0 

31v  0 0 0 0 0 0 

32v  0,02 0,035 0,032 0,0368 0,0392 0,0404 

41v  0,3345 0,0045 0,0913 0,0801 0,066 0,0618 

42v  0,3354 0,51045 0,435 0,4592 0,4864 0,4951 

 

4.1.2 Аналіз впливу кількості центрів першого етапу на значення 

функціоналу задачі і час розв'язання 

Результати обчислювальних експериментів з розв'язання задачі ОРМДЗ з 

фіксованими центрами за допомогою розробленого алгоритму 2 свідчать про 

те, що збільшення кількості центрів першого етапу при незмінній решті 

вихідних даних несуттєво впливають на час роботи алгоритму. Зміни 
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виявляються лише в подрібненні розбиття множини (відповідно до заданої 

кількості центрів першого етапу), і в розмірах перевезень між центрами обох 

етапів. На рис. 4.2 представлені графіки залежності значення функціоналу 

задачі від кількості центрів першого етапу, побудовані за результатами 

розв'язування задачі ОРМДЗ з такими вихідними параметрами:  

−  ( , ):0 1,0 1= x y x y     ; розмір сітки дискретизації: 101 101 10201 = ; 

− ( , ) 1 ( , )x y x y =   ;  5M = ;  

−
1

I , 2

I , …, I

N  − представлені на рисунках, які містять оптимальне розбиття 

(див. табл. 4.5, 4.6); 

− ( )1 0,55;0,59II = , ( )2 0,39;0,29II = ; ( )0,5;0,5IIb =  при 2M = ;  

− ( )1 0,01;0,61II = , ( )2 0,03;0,18II = ; ( )3 0,52;0,02II = ; ( )4 0,17;0,76II = ; 

( )5 0,81;0,33II = ; ( )0,1818;0,1818;0,1818;0,1818;0,2728IIb =  при 5M = ;  

− функції витрат − як і в попередніх дослідженнях. 

   

Залежность оптимальних значень 

функціоналу задачі ОРМДЗ від кількості центрів

0,6

0,7

0,8

0,9

1

1,1

1,2
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1,4
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Ц
Ф
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Рис. 4.2. Графік залежності оптимальних значень  

функціоналу задачі ОРМДЗ від кількості центрів 
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Значення цільового функціоналу при збільшенні кількості центрів 

першого етапу від 2 до 25 наведені в табл. 4.5. Таблиці 4.6, 4.7 містять 

оптимальні розбиття множини й додаткові зв’язки, отримані при 2M =  і 

5M =  відповідно. Центри першого етапу тут і надалі зазначені чорним колом, 

а центри другого етапу – червоним колом. Розташування кожного додаткового 

центру з кожним наступним експериментом зазначено на рисунках червоним 

квадратом. 

 

Табл. 4.5  

Значення цільового функціоналу в експериментах 7 – 30 

 
Кількість 

центрів 

першого 

етапу 

№ 

експерименту 

Значення 

функціоналу 

при М=2 

№ 

експерименту 

Значення 

функціоналу 

при М=5 

2 7 1,32 31 1,27 

3 8 1,154 32 1,246 

4 9 1,275 33 1,119 

5 10 1,138 34 1,072 

6 11 0,983 35 1,029 

7 12 0,95 36 0,763 

8 13 0,8209 37 0,966 

9 14 0,94 38 0,9701 

10 15 0,9541 39 0,9469 

11 16 0,978 40 0,9412 

12 17 0,863 41 0,9952 

13 18 0,867 42 0,9479 

14 19 0,877 43 1,034 

15 20 0,875 44 1,094 

16 21 0,89 45 1,2804 

17 22 0,94 46 0,9286 

18 23 0,91 47 1,159 

19 24 0,832 48 1,022 

20 25 0,834 49 0,9779 

21 26 0,833 50 0,9879 

22 27 0,8861 51 0,977 

23 28 0,9652 52 0,9744 

24 29 0,8801 53 1,1303 

25 30 0,8706 54 1,061 
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Табл. 4.6  

Оптимальне розбиття квадрату на N  підмножин, отриманих в 

експериментах 7 – 30 
 

    

Експеримент 7 Експеримент 8 Експеримент 9 Експеримент 10 

    
Експеримент 11 Експеримент 12 Експеримент 13 Експеримент 14 

    
Експеримент 15 Експеримент 16 Експеримент 17 Експеримент 18 

    

Експеримент 19 Експеримент 20 Експеримент 19 Експеримент 20 

    
Експеримент 23 Експеримент 24 Експеримент 25 Експеримент 26 

    
Експеримент 27 Експеримент 28 Експеримент 29 Експеримент 30 
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Табл. 4.7  

Оптимальне розбиття квадрату на N  підмножин, отриманих в 

експериментах 31 – 54 
 

    
Експеримент 31 Експеримент 32 Експеримент 33 Експеримент 34 

    
Експеримент 35 Експеримент 36 Експеримент 37 Експеримент 38 

    

Експеримент 39 Експеримент 40 Експеримент 41 Експеримент 42 

    
Експеримент 43 Експеримент 44 Експеримент 45 Експеримент 46 

    
Експеримент 47 Експеримент 48 Експеримент 49 Експеримент 50 

    
Експеримент 51 Експеримент 52 Експеримент 53 Експеримент 54 
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Наведені дані, а також результати ряду подібних обчислювальних 

експериментів свідчать про те, що спочатку з появою кожного додаткового 

центру першого етапу значення функціоналу поступово зменшується. Це, 

очевидно, має місце за рахунок того, що вартість доставки зібраного з ділянок 

ресурсу до відповідних центрів зменшується, хоча й може зростати вартість 

перевезень продукту від підприємств першого етапу до підприємств другого 

етапу. Так, наприклад, було виявлено, що при 2M = , оптимальна (за 

значенням функціоналу задачі) кількість центрів першого етапу набуває 

значення з проміжку [4,8]; при 5M =  такий проміжок [6,9].  

Також можна помітити на рис. 4.5, що згодом зростання кількості зон, на 

яких збирається ресурс, а відповідно, й підвищення вартості перевезення 

продукту від центрів першого до центрів другого етапу, компенсується 

кількістю самого продукту, що має бути перевезений. Неоднозначний характер 

зміни функціоналу при цьому пояснюється вибором місця розташування 

чергового центру. Але ж, оскільки загальна кількість ресурсу, розподіленого на 

заданій множині, не змінюється, то все менша й менша кількість продукту має 

бути зібрана кожним центром першого етапу і доставлена до центрів другого 

етапу. Тому не має сенсу при формулюванні задачі ОРМДЗ з розташуванням 

центрів першого етапу вимагати розміщення великої кількості останніх. 

З іншого боку, при розв'язанні задач ОРМДЗ з достатньо великим 

значенням N, може виявитися така ситуація, що деякі з центрів набуватимуть 

статус фіктивних, тобто цим центрам не буде ставитися у відповідність ніякої 

зони, які вони можуть обслуговувати. Саме так відбувається в експериментах 

№ 19 – 30, 40 – 54 (див. табл. 4.5, 4.6). 

Отже, за допомогою розробленого математичного і алгоритмічного 

апарату для задачі ОРМДЗ вдається не тільки отримати оптимальне розбиття 

множини і оптимальні зв’язки між центрами першого і другого етапів, а й 

відповісти на питання: якою має бути мінімальна кількість центрів першого 

етапу, щоб вони з мінімальними сумарними затратами на доставку ресурсу і 
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продукту могли обслуговувати і свої зони впливу, і споживачів, при фіксованій 

кількості центрів другого етапу. 

 

4.1.3. Аналіз впливу кількості центрів другого етапу на значення 

функціоналу, оптимальне розбиття і час розв'язання задачі 

 Результати розв'язання за допомогою розробленого алгоритму 2 

модельних задач ОРМДЗ з фіксованими центрами при змінній кількості 

центрів другого етапу свідчать про те, що збільшення останніх при незмінній 

решті вихідних даних не впливає суттєво на час роботи алгоритму. Цікавими 

виявляються лише границі між підмножинами в оптимальному розбитті 

заданої множини, а також розподіл продукту між центрами першого та другого 

етапів. Наведемо тут оптимальні розв'язки задач ОРМДЗ, отриманих у ході 

обчислювальних експериментів. 

Експеримент 55. Початкові дані:  

−  ( , ):0 1,0 1= x y x y     ; розмір сітки дискретизації: 

101 101 10201 = ; 

− ( , ) 1 ( , )x y x y =   ; 2N =  і 6M = ;  

− 1 (0,89;0,12)I = , 2 (0,43;0,23)I = ; 

− ( )1 0,55;0,19II = , ( )2 0,44;0,31II = , ( )3 0,68;0,68II = , ( )4 0,48;0,46II = , 

( )5 0,03;0,25II = , ( )6 0,27;0,72II = ; ( )0,15;0,15;0,15;0,15;0,15;0.25IIb = ;  

− функції витрат − як і в попередніх дослідженнях. 

Оптимальне розбиття множини   представлене на рис.4.3. Обсяги 

перевезень та потужності підприємств першого етапу представлені в 

таблиці 4.8. Значення цільового функціоналу 1,2218.  
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Рис. 4.3. Оптимальне розбиття 

множини   і схема перевезень в 

експерименті 55 
 

Таблиця 4.8  

Обсяги перевезень між центрами першого та друго етапу взадачі ОРМДЗ 

(експеримент 55) 

 

 
1

II  2

II  3

II  4

II  5

II  6

II  Ib  

1

I  0 0 0 0,1515 0 0,123 0,2745 

2

I  0,1515 0,1515 0,1515 0 0,1515 0,1194 0,7254 

 

Експеримент 56. Початкові дані:  

−  ( , ):0 1,0 1= x y x y     ; розмір сітки дискретизації: 

101 101 10201 = ; 

− ( , ) 1 ( , )x y x y =   ; 2N =  і 12M = ;  

−центри першого етапу: а) 1 (0,89;0,12)I = , 2 (0,43;0,23)I = ; б) 

1 (0,36;0,59)I = , 2 (0,7;0,57)I = ; 

− координати центрів , 1,12II

j j =  відповідають зображеним на рис. 4.4 а) 

та б) відповідно; 0.076, 1,11II

jb j= = , 12 0.166IIb = ; 

− функції витрат − як і в попередніх дослідженнях. 

Оптимальні розв’язки задачі ОРМДЗ у випадках а) та б) отримані вже на 

другій ітерації. Схема додаткових зв’язків між центрами першого та другого 

етапів, а також саме розбиття множини представлені на рис. 4.4. Там же 
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наведені оптимальні значення функціоналу і двоїстих змінних 1 2,  , які 

впливають на форму границь між підмножинами. Обсяги перевезень та 

потужності підприємств першого етапу представлені в таблицях 4.9 та 4.10 

відповідно.  

 

  

а) I= 1, 285; 1 20,265; 0,0 = −  =  б) I= 1,246; 1 20,236; 0,0 =  =  

Рис. 4.4. Оптимальне розбиття множини   і схема перевезень в 

експерименті 56 

 

 

Таблиця 4.9  

Обсяги перевезень між центрами першого та другого етапів в задачі 

ОРМДЗ (експеримент 56, а) 

 

 
1

II  2

II  3

II  4

II  5

II  6

II  7

II  8

II  9

II  10

II  11

II  12

II  
I

ib  

1

I  0,076 0 0 0,076 0 0 0 0,076 0 0,076 0,075 0,167 0,544 

2

I  0 0,076 0,076 0 0,076 0,076 0,076 0 0,076 0 0,001 0 0,455 

 

Таблиця 4.10  

Обсяги перевезень між центрами першого та другого етапів в задачі 

ОРМДЗ (експеримент 56, б) 

 

 
1

II  2

II  3

II  4

II  5

II  6

II  7

II  8

II  9

II  10

II  11

II  12

II  
I

ib  

1

I  0 0,076 0,076 0 0 0 0 0 0,076 0,028 0 0 0,235 

2

I  0,076 0 0 0,076 0,076 0,076 0,076 0,012 0 0,047 0,076 0,167 0,745 
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Вплив значень двоїстих змінних на форму границь добре простежується 

на рис. 4.4. На рисунку 4.4. а) границя між підмножинами 1 2,   вигинається в 

напрямку від 
1

I  до 
2

I , а на рис. 4.4 б) в протилежному напрямку. Відповідно, 

значення змінної 1  менше та більше за нуль.  

Результати інших обчислювальних експериментів з розв’язання задачі 

ОРМДЗ з фіксованими центрами з достатньо великою кількістю центрів 

другого етапу наведемо без детального опису в таблиці 4.11.  

 

Таблиця 4.11  

Оптимальні розвязки, отримані в результаті обчислювальних 

експериментів 57-67) 

 

№ експерименту 

Вихідні данні 

Розбиття Значення 

функціоналу 

Кількість пасивних 

центрів I етапу 

1 2 3 4 

№57 

4N = , 13M = ; 

0.07, 1,12II

jb j= =

13 0.06IIb =  

 

0,911 0 

№58 

5N = , 13M = ; 

0.07, 1,12II

jb j= =

13 0.06IIb =  

 

1,185 0 
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Продовження таблиці 4.11 

1 2 3 4 

№59 

5N = , 15M = ; 

0.06, 1,14II

jb j= =

10 0.16IIb =  

 

1,1917 1 

№60 

6N = , 13M = ; 

0.07, 1,12II

jb j= =

13 0.06IIb =  

 

0,9123 3 

№61 

8N = , 10M = ; 

0.084, 1,9II

jb j= =

10 0.244IIb =  

 

0,901 0 

№62 

8N = , 13M = ; 

0.07, 1,12II

jb j= =

13 0.06IIb =  

 

0,9574 2 

№63 

9N = , 15M = ; 

0.06, 1,14II

jb j= =

10 0.16IIb =  

 

0,9985 3 
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Продовження таблиці 4.11 
 

1 2 3 4 

№64 

14N = , 6M = ; 

0.15, 1,5II

jb j= =

10 0.25IIb =  

 

1,0436 0 

№65 

18N = , 6M = ; 

0.15, 1,5II

jb j= =

10 0.25IIb =  

 

0,9456 2 

№66 

25N = , 15M = ; 

0.06, 1,14II

jb j= =

10 0.16IIb =  

 

1,0219 9 

№67 

30N = , 15M = ; 

0.06, 1,14II

jb j= =

10 0.16IIb =  

 

1,056 12 

  

Наявність значної кількості пасивних центрів першого етапу в 

оптимальних розв'язках задач ОРМДЗ з великою кількістю N свідчить про те 

що, не варто збільшувати кількість центрів першого етапу навіть при достатньо 
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великій кількості підприємств другого етапу. На структуру розбиття і форми 

границь між підмножинами суттєво впливають координати розміщення центрів 

першого і другого етапів, а також обсяги потреб підприємств другого етапу. 

Аналіз результатів розв'язання модельних задач двоетапного 

отпимального розподілення неперервно розповсюдженого ресурсу, що 

проводилися з метою дослідження форми границь між зонами впливу центрів 

першого етапу, наведені в додатку В. 

 

4.2 Експериментальне дослідження роботи алгоритму розв'язання 

двоетапних задач оптимального розбиття множин з розміщенням центрів 

при наявності додаткових зв’язків 

 

4.2.1 Аналіз результатів обчислювальних експериментів з 

розв'язання задачі ОРМДЗ з розташуванням центрів першого етапу 

Наведемо декілька прикладів розв'язання задачі оптимального розбиття 

множини з додатковими зв’язками і з розташуванням центрів першого етапу, 

які свідчать про коректність роботи алгоритму 2. Зазначимо, що врахування 

обмежень на координати центрів, що розміщуються, здійснювалося за 

допомогою функції зовнішнього штрафу вигляду: 

15

0, ,
( ) 1, .

10 , ,

I
iI

i I
i

P i N
 

= =






 

Тобто при чисельній реалізації алгоритму 2 замість методу проекції градієнта 

для розв'язання задачі (3.20) було застосовано метод штрафних функцій.  

 Задача 1 (експеримент 68). Вихідні дані:  

−  ( , ):0 1,0 1= x y x y     ;  

− ( , ) 1 ( , )x y x y =   ; 2;N =  2M = ;  

− ( )1 0,25;0,5II = , ( )2 0,75;0,5II = ; ( )0,5;0,5IIb = ;  

− функції витрат: ( ) ( )
2 2

1 2( , , )I I I I

i i i ic x y x y  = − + − , 1,i N= , 
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( ) ( )
2 2

1 1 2 2( , )II I II I II I II

ij i j i j i jc      = − + − , 1, , 1,i N j M= = ; 

В якості початкового наближення центрів першого етапу були обрані 

наступні точки: ( )1 0,1;0,3I = , ( )2 0,8;0,6I = .  

На 58-й ітерації r-алгоритму отримані наступні значення вихідних 

параметрів:  

− координати центрів першого етапу ( )*

1 0,2632;0,4975I = , 

( )*

2 0,7517;0,5015I = ; 

− оптимальні об’єми перевезень між центрами першого та другого етапів; 

* * *

11 12 220,5; 0,0168; 0,4832 =  =  = ;  

− Значення цільового функціоналу - I = 0,3039. 

Оптимальне розбиття і роміщення центрів наведено на рис. 4.5. 

 

 

Рис. 4.5. Оптимальне розбиття множини в задачі 1 

 

Отже, при розв’язанні двоетапної задачі 1 ОРМДЗ, в якій центри другого 

етапу збігаються з (0,25;0,5) та (0,75;0,5), центри першого етапу були 

розміщені майже в цих самих точках. Оптимальне розбиття одиничного 

квадрату отримано у вигладі діаграми Діріхле-Вороного для цих точок. У 

такому випадку другий доданок цільового функціоналу дорівнює майже нулю, 

а перший доданок співпадає оптимумом задачі оптимального розбиття 

одиничного квадрату на дві підмножини з розташуванням центрів. 
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Зазначимо, що задача ОРМ одиничного квадрату з Е2 на N підмножин з 

відшуканням координат центрів підмножин у випадку, коли 

( , ) 1 ( , )x y x y =   , а функція (( , ), )I I

i ic x y   – евклідова відстань, детально 

досліджувалась в [70]. Тут доведено, що при N=2 назані вище точки поряд з 

парою (0,5;0,25) та (0,5;0,75) і відповідні діаграми Діріхле-Вороного складають 

глобальні оптимальні розв’язки задачі ОРМ одиничного квадрату з 

розміщенням центрів підмножин. Значення цільового функціоналу при цьому 

дорівнює 0,2966.  

Як можна помітити значення цільового функціоналу отриманого в 

результаті розв’язку задачі 1 відрізняється від глобалього мінімума критерію 

якості розбиття задачі ОРМ на величину =0,3039-0,2966=0,0073. Отже, можна 

зробити висновок про глобальність (з певною точністю) знайденого 

оптимального розв’язку задачі ОРМДЗ і коректність роботи алгоритму 2. 

Слід зауважити, що обчислювальна ефективність алгоритмів 2 і 3, 

складовою частиною яких є r-алгоритм Шора, в першу чергу залежить від 

коефіцієнту разтягнення простору   і параметрів адаптивного регулювання 

кроку 1 2, , hq q n  з ( )r  -алгоритму. Згідно [76], параметри необхідно обирати 

таким чином, щоб адаптивний спосіб регулювання крокового множника 

дозволяв би збільшувати точність пошуку мінімуму функції за напрямом 

узагальненого градієнту у процесі обчислень і при цьому не робив би великої 

кількості кроків за вказаним напрямком. При реалізації алгоритму 2 

розв'язання задачі ОРМДЗ з розташуванням центрів першого етапу були задані 

наступні значення вищеназваних параметрів ( )r  -алгоритму: 2 3 =  , 0 1h = , 

1 1q = , 2 1.1 1.2q =  , 2 3hn =  , де 1q  коефіцієнт зменшення кроку, якщо умова 

спуску за напрямом виконується за один крок, 2q  – коефіцієнт збільшення 

кроку, при цьому натуральне число hn  ( 1hn  ) задає кількість кроків 

одновимірного спуску, після яких крок буде збільшений у 2q  разів. 

Наведемо інші приклади розв'язання задачі ОРМДЗ з розміщенням 

центрів першого етапу. 
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 Задача 2 (експерименти 69-71). Вихідні дані:  

−  ( , ):0 1,0 1= x y x y     ;  

− ( , ) 1 ( , )x y x y =   ; 2;N =  2M = ;  

− ( )1 0,19;0,6II = , ( )2 0,21;0,26II = ; ( )0,5;0,5IIb = ;  

− функції витрат: ( ) ( )
2 2

1 2( , , )I I I I

i i i ic x y x y= − + −   , 1,i N= , 

( ) ( )
2 2

1 1 2 2( , )II I II I II I II

ij i j i j i jc = − + −      , 1, , 1,i N j M= = ; 

− центри другого етапу і їх потужності: 

а) ( )1 0,19;0,6II = , ( )2 0,21;0,26II = ; ( )0,5;0,5IIb = ;  

б) ( )1 0,38;0,73II = , ( )2 0,23;0,3II = ; ( )0,5;0,5IIb = ; 

в) ( )1 0,48;0,41II = , ( )2 0,28;0,89II = ; ( )0,21;0,79IIb = . 

На рис. 4.6 наведені оптимальні розміщення двох центрів першого етапу 

і відповідні оптимальні розбиття множини  , які отримані на 39 і 33 ітераціях 

( )r  -алгоритму відповідно для задач а) і б). При цьому були задані наступні 

параметри алгоритму: розмір сітки дискретизації: 101 101 10201 = ; початкові 

координати ( )1 0,1;0,0I = , ( )2 0,7;0,9I = ; точність виконання критерію 

закінчення ітераційного процесу, який включає пошук оптимального розбиття 

на кожній ітерації ( )r  -алгоритму, 1 0.001= ; точність виконання критерію 

виходу із самого ( )r  -алгоритму 610−= . 

 

       

а)    б)    в) 

Рис. 4.6. Оптимальне розбиття множини в задачі 2 
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– оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. 4.12); 

 

Таблиця 4.12  

Обсяги перевезень між пунктами першого і другого етапів, що 

знайдені у ході експериментів1, а, б, в 

 
Обсяги 

перевезень 

 

Експеримент 

№ 1,а № 1,б № 1,в 

11v  0,5 0,2915 0,21 

12v  0,144 0 0,526 

21v  0 0,2085 0 

22v  0,335 0,5 0,243 

 

– потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно: 

а) 1

Ib = 0,654; 2

Ib = 0,336;  

б) 1

Ib = 0,2915; 2

Ib = 0,7085;  

в) 1

Ib = 0,7366; 2

Ib = 0,2433; 

– мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою (3.12): 

а) I = 0,399; б) I = 0,436; в) I = 0,647. 

 Задача 3 (експеримент 72). Вихідні дані:  

−  ( , ):0 1,0 1= x y x y     ;  

− ( , ) 1 ( , )x y x y =   ; 3;N =  4M = ;  

− ( )1 0,67;0,31II = , ( )2 0,15;0,43II = , ( )3 0,06;0,67II = , ( )4 0,83;0,37II = ; 

( )0,2;0,22;0,2;0,38IIb = ;  

− функції витрат такі самі, як в задачі 2; 

− початкові наближення центрів першого етапу: ( )(0)

1 0,18;0,75I = , 

( )(0)

2 0,91;0,08I = , ( )(0)

3 0,62;0,03I = ;  

− початкове розбиття і розташування центрів на множині  , наведені на 

рис. 4.7 (а). 
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Оптимальний розв’язок знайдено на 48-й ітерації. На рис. 4.7 (б) 

наведено оптимальні розміщення центрів першого етапу і відповідні 

оптимальні розбиття множини  .  

 

          

а)    б) 

Рис. 4.7. Оптимальне розбиття множини в задачі 3 

 

– оптимальні обсяги перевезень: 11 0 0903v ,= , 12 0 22v ,= , 24 0 3187v ,= , 

31 0 1097v ,= , 33 0 2v ,= , 34 0 0613v ,= ; 

– потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно: 1

Ib = 0,3103; 

2

Ib = 0,3187; 3

Ib =0,37; 

– мінімальне значення цільового функціоналу (формула (3.12)): I = 0,8373. 

Інші приклади розбиття одиничного квадрату на N підмножин, 

пов’язаних з центрами першого етапу, у кожного з яких в свою чергу можливі 

два додаткових зв’язки з центрами другого етапу, наведені в додатку Г. 

Особливістю задачі в експерименті 73 є розташування центрів другого 

етапу у точках (0,25; 0,5) та (0,75; 0,5) що мають однакову потужність  0,5, як і 

в задачі 1. В оптимальному розв’язку по два центри першого етапу розміщенні 

симетрично відносно відповідних центрів другого етапу. на відмінно від 

оптимального розв'язку задачі ОРМ з розміщенням центрів підмножин [70] 

(див. рис.4.8), центри, що розташовуються, зміщені в напрямку найближчого 

центру другого етапу.  
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Рис. 4.8. Оптимальне розташування центрів і відповідне розбиття 

 

Результати решти експериментів, наведених вдодатку Г, свідчать про те, 

що в оптимальних розв'язках задач ОРМДЗ з розміщенням центрів першого 

етапу, останні, як правило, розміщуються групами поблизу центрів другого 

етапу. При цьому, частіше за все, центри другого етапу виявляються центрами 

тяжіння багатокутника, який є опуклою оболонкою точок, що відповідають 

найближчим центрам першого етапу. Іноді, одному з центрів другого етапу 

відповідають 2-3 центри першого етапу. розбиття множини, навколо іншого 

центру другого етапу при цьому подрібнюється.  

Оптимальні компоненти вектору двоїстих змінних i  в усіх наведених 

експериментах дорівнюють нулю, в наслідок чого оптимальним розбиттям в 

задачах ОРМДЗ з розміщенням центрів виявляється класична діаграма Діріхле-

Вороного, побудована для розташованих точок. Границі між підмножинами в 

оптимальному розбитті є прямими лініями, на відміну від отптимального 

розбиття в задачах ОРМДЗ з фіксованими центрами підмножин, де границі між 

підмножинами – гіперболи.  

В таблиці 4.13 наведені результати експериментів, в яких кількість 

центрів другого етапу змінюється від 3 до 9. В оптимальному розбитті, так 

самого як і в попередньому випадку, можна відстежити діаграми Діріхле-

Вороного, точками-генераторами яких є розташовані центри. Останні, як 

правило, розташовуються групами в околі центрів другого етапу. Центри 

другого етапу, в свою чергу виступають при цьому центрами тяжіння 

многокутника, описаного навколо розташованих поблизу центрів.  
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Таблиця 4.13  

Оптимальні розв’язки, отримані в результаті обчислювальних 

експериментів 83-86 

 

№ експерименту 

Вихідні данні 

Оптимальне розбиття Оптимальне значення 

функціоналу  

№ 83 

2N = , 3M = ; 

(0,25;0.27;0.48)IIb =  

 

 

I=0,7227 

№ 84 

2N = , 5M = ; 

1 20,18; 0.17;II IIb b= =  

3 0.19;IIb =  

4 50,18; 0.27II IIb b= =  
 

 

I=0,835 

№ 85 

4N = , 9M = ; 

1 20,1; 0.12;II IIb b= =  

3 40,1; 0.12;II IIb b= =  

5 60,09; 0.1;II IIb b= =  

7 80,1; 0.11;II IIb b= =  

9 0,153IIb =  
 

 

I=0.93453 

№ 86 

12N = , 3M = ; 

(0,31;0.32;0.37)IIb =  

 

 

I=0,6517 
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В усіх наведених експериментах, виконується з точністю до 0,01 

обмеження рівності. Така похибка обумовлена використанням кубатурної 

формули лівих прямокутників для обчислення потужностей центрів першого 

етапу. 

 

4.2.2 Експериментальне підтвердження доцільності моделювання 

двоетапних задач розміщення – розподілу з неперервно-розповсюдженим 

ресурсом у вигляді неперервних задач ОРМДЗ 

Наведемо приклад, який показує наскільки важливо для отримання 

синергетичного ефекту формулювати задачу оптимізації двоетапних 

транспортно-виробничих процесів з неперервно-розподіленим ресурсом у 

вигляді задач ОРМДЗ. Уявімо ситуацію, коли на тому ж одиничному квадраті 

рівномірно розподілений ресурс. Необхідно розбити квадрат на 10 зон, 

розмістити відповідні центри першого етапу і визначити їх можливі зв'язки з 

двома центрами другого етапу (причому 0.5, 1,2II
jb j= = ) так, щоб мінімізувати 

сумарні витрати на доставку ресурсу до центрів першого етапу і витрати на 

подальше транспортування ресурсу до центрів другого етапу. Розташування 

центрів другого етапу див. на рис. 4.9 (а). На цьому рисунку представлено 

також оптимальне розташування центрів першого етапу, відповідні їм зони 

обслуговування, а також вказані додаткові зв'язки між підприємствами 

першого і другого етапів. Досягнуте при цьому таке значення цільового 

функціоналу: 0,33069I = . Якщо ж вирішувати послідовно – спочатку задачу 

ОРМ з розміщенням центрів підмножин з критерієм, що дорівнює першому 

доданку в функціоналі (2.1), а потім, при отриманих координатах центрів 

першого етапу, звичайну задачу транспортного типу (критерій якості – другий 

доданок в (2.1)), то можна отримати оптимальне розміщення центрів першого 

етапу і відповідні їм зони, представлені на рис. 4.9 (б). 

Значення цільових функціоналів вказаних двох задач: 1 0,1222I =  и 

2 0,300964I = , що при додаванні дорівнює 1 2 0,423164I I+ = . І, отже, виграш в 
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значенні функціоналу при моделюванні двоетапного транспортно-виробничого 

процесу у вигляді неперервної задачі ОРМДЗ очевидний. 

 

 

 

а         б  

Рис 4.9. Оптимальне розбиття множини   і розміщення центрів в 

задачі: 

а − ОРМ з додатковими зв’язками;  

б − ОРМ з розташуванням центрів підмножин 

 

4.3 Есперементальне дослідження обчислювальної складності 

алгоритму розв'язання задачі ОРМДЗ за рахунок дискретизації множини 

 

Неперервність моделей розглянутих в роботі задач визначається, по-

перше, неперервно-розподіленим на заданій множині ресурсом; по-друге, 

можливістю розташування центрів першого етапу виробництва в будь-якій 

точці заданої континуальної множини. 

Розглянемо дискретний варіант задачі ОРМДЗ, в якій ресурс 

розподілений на множині   в ізольованих точках , ,K  =  . Крім того, 

будемо вважати, що існує лише скінчена множина точок, в яких можна 

розмістити центри першого етапу. Позначимо множину цих точок через W . З 

кожним постачальником ресурсу будемо пов’язувати індекс , 1,k k K= , з 

центром першого етапу – індекс , 1,i i I= , з центром другого етапу – індекс 



135 

 

 

, 1,j j M= . Для математичного формулювання задачі введемо ще такі 

позначення: 

N  – кількість центрів першого етапу, які мають бути розміщені; 

kic  – витрати на транспортування ресурсу від постачальника k  до до пункту 

I

i ;  

ijc  – витрати на транспортування продукції від пункту I

i  до II

j ;  

jb  – попит в пункті споживання II

j ; 

k  – кількість ресурсу в точці k ; 

1,  якщо в пункті і розміщується підприємство І-го етапу,

0, в іншому випадку.
ix


= 


 

ijv  – кількість продукту, перевезеного від пункту I

i  до II

j ; 

kiy  – кількість ресурсу, перевезеного від постачальника k  до пункту I

i . 

Тоді математична модель матиме наступний вигляд: 

1 1 1 1

K I I M

ki ki ij ij

k i i j

c y c v min
= = = =

+ →   
(4.1) 

при обмеженнях 

1

I

i

i

x N
=

= ,  (4.2) 

1 1

, 1,
K M

k ki ij

k j

y v i I
= =

 =  =   (4.3) 

0 , 1, , 1,ij j iv b x i I j M   = = , (4.4) 

0 , 1, , 1,ki k iy x i I k K    = =  (4.5) 

1

, 1,
I

ij j

i

v b j M
=

= = . (4.6) 

Тут обмеження (4.3) є аналогом умови (2.17), (4.4) – означає, що 

перевозка ijv  може бути ненульовою лише у випадку, коли відповідна змінна 

1ix = , тобто в і-й точці розташований центр першого етапу, а обмеження (4.5) 
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відповідає тому, що k -й постачальник сировини може направити ресурс в I

i  

лише у випадку, якщо в i -й точці розташований центр першого етапу.  

Задача (4.1) – (4.6) є задачею частково-цілочисельного програмування. 

Для її розв’язання може бути застосований, наприклад, метод гілок та меж, 

метод відсікань або відомі евристичні алгоритми. На практиці такі задачі, 

зазвичай, розв’язуються з використанням промислових пакетів оптимізації 

IBM ILOG CPLEX, GUROBI Optimizer, MOSEK та ін.  

Порівнювати результати розв’язання задачі ОРМДЗ у дискретній та 

неперервній постановках має сенс лише тоді, коли кількість постачальників 

ресурсу і місць розташування центрів першого етапу достатньо велика.  

Оцінимо розмірність сформульованої задачі (4.1) – (4.6). кількість 

невідомих змінних в цій задачі дорівнює ( 1)I M K+ + , кількість обмежень 

визначається виразом 1 (1 ) ( )I I M I K M M I M I K+ +  +  + = +  + +  . 

У випадку, коли кількість постачальників ресурсу велика, наприклад 

порядку кількості точок дискретизації множини   в представлених вище 

алгоритмах, тобто K~10000, а I~50, M~20, кількість змінних і обмежень в 

сформульованій задачі зростає до 501050 та 501470 відповідно. Для таких 

наборів даних, отримання точного розв’язку за допомогою навіть таких 

потужних розв’язувачів, як IBM ILOG CPLEX або LpSolve, ускладнюється 

через можливість вичерпання віртуальної пам'яті. 

На рис. 4.10 представлені результати розв'язання за допомогою пакету 

прикладних програм Matlab 6.0 задачі ОРМДЗ, в якій ресурс неперервно 

розподілений на заданій множині [0;1]×[0;1], а кількість місць можливого 

розміщення 15N =  центрів першого етапу – 50K = . Задача розв’язувалась за 

допомогою генетичного алгоритму, з використанням алгоритму 2 розв’язання 

задачі ОРМДЗ з фіксованими центрами. При цьому були задані такі параметри 

генетичного алгоритму: кількість поколінь – 50, розмір популяції – 100 особин, 

ймовірність мутації – 0,4. Значення цільового функціоналу за перерахованих 

параметрів 1.1004I = . На рисунку 4.10 (а) потенційні центри позначені 
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зірочками, оптимальні з них обведені квадратами, центри другого етапу 

позначені квадратами з вписаними колами. Фактичні зв’язки між центрами 

першого та другого етапів відображені відрізками, що поєднують відповідні 

центри. На рисунку 4.10 (б) представлені границі між підмножинами в 

оптимальному розбитті заданої множини. Як і при розв’язанні неперервної 

задачі ОРМДЗ з фіксованими центрами першого етапу, границі між 

підмножинами виявились гіперболами.  

При розв’язанні неперервної задачі ОРМДЗ з розташуванням 15N =  

центрів першого етапу за допомогою алгоритму 3 було отримано оптимальне 

розбиття, наведене на рис. 4.11. За рахунок того, що шукані центри обиралися з 

будь-яких точок заданої континуальної множини, знайдений розв’язок з 

оптимальним значенням цільового функціоналу 0.5727I = , що значно менший 

за наведений вище.  

Отже, формулювання задачі ОРМДЗ в неперервній постановці доцільно у 

випадку, коли постачальників ресурсу на заданій множині велика кількість. 

Така постановка надає змогу за допомогою методів функціонального аналізу та 

нескінченновимірної оптимізації отримати для частини невідомих розв’язок 

задачі в аналітичному вигляді і, тим самим, зменшити розмірність задачі. 
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Рис. 4.10. Результати розв’язання задачі ОРМДЗ з розташуванням центрів на 

дискретній множині точок 
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Рис. 4.11. Результати розв’язання задачі ОРМДЗ з розташуванням центрів 

на всій множині  

 

Зазначимо також, що у випадку невеликої кількості постачальників 

ресурсу порівнювати результати розв’язання задач (4.1) – (4.6) і (3.1) – (3.4), 

немає сенсу. А якщо в задачі ОРМДЗ залишити неперервно-розподілений 

ресурс, то, вочевидь, оптимальне значення функціоналу задачі (3.1) – (3.4) 

виявиться меншим за найменше значення функції (4.1) за рахунок розширення 

множини допустимих значень невідомих змінних. 

 

Висновки до розділу 4 

 

В даному розділі наведений аналіз результатів обчислювальних 

експериментів, які проводилися з метою перевірки коректності роботи 

алгоритмів; виявлення залежності результатів і часу розв'язання задачі ОРМДЗ 

від розміру сітки дискретизації множини; віявлення параметрів задачі, що 

впливають на форму границь між підмножинами; оцінювання виграшу 

(зниження витрат), одержуваного за рахунок постановки і розв'язання 

неперервних задач ОРМДЗ при формуванні систем двоетапного 

транспортування матеріальних (сировинних) ресурсів, що суцільно займають 

певну територію. 
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Результати наведених і багатьох інших обчислювальних експериментів 

дозволяють зробити наступні висновки про оптимальні розв'язки задач ОРМДЗ 

з фіксованими центрами першого етапу і з їх розташуванням.  

1. Якщо в задачі ОРМДЗ центри першого етапу є фіксованими, то 

оптимальними границями між підмножинами, що визначають оптимальне 

розбиття заданої множини, виявляються гіперболи. Цей факт повністю 

узгоджений з аналітичним виглядом границь між підмножинами, що складають 

оптимального розбиття, отриманими у розділі 2 (наслідок 1 з теореми 2.8) і 

відповідає наведеним в [70] теоретичним обґрунтуванням форм границь між 

підмножинами, що складають оптимальні розбиття в задачах ОРМ з 

обмеженнями у формі рівностей і нерівностей. 

2. При розв'язанні задач ОРМДЗ із розташуванням центрів першого етапу 

оптимальне розбиття, як правило, виявляється діаграмою Діріхле-Вороного. 

3. Якщо в задачах ОРМДЗ з фіксованими центрами кількість центрів 

другого етапу є значно меншим за число центрів першого етапу, то зони 

впливу деяких із останніх можуть виявитися порожніми. Отже, при 

розв'язуванні задач ОРМДЗ можна отримати відповідь на питання про 

раціональну кількість центрів першого етапу, яких буде достатньо для того, 

щоб зібрати неперервно розподілений ресурс з відповідних ділянок і з 

мінімальними витратами перевезти перероблений продукт до центрів другого 

етапу. 

Запропонований алгоритм узагальнено на випадок розвязання 

нескінченновимірної задачі розміщення на заданій території двоетапного 

виробництва, що збирає однорідну сировину, розподілену на цій території, з 

обмеженнями на потужності підприємства першого та другого етапів.  

Отже, результати обчислювальних експериментів свідчать про 

коректність роботи алгоритмів. Достовірність отриманих результатів 

підтверджується їх відповідністю логічно аргументованим очікуванням, а 

також їх узгодженістю з теоретичними висновками. 

Результати досліджень даного розділу наведено в публікаціях [2, 3, 4]. 
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ВИСНОВКИ 

 

У дисертаційній роботі здійснено вирішення нової актуальної науково-

технічної задачі, а саме, створення нових математичних моделей процесів 

розміщення двоетапного виробництва, розробка та обґрунтування методів їх 

розв’язування, які враховують неперервність розподілення ресурсу та 

наявність декількох етапів виробництва.  

Основні наукові результати дисертації полягають у наступному: 

1. Проведено аналіз ефективності моделей, критеріїв і методів, які 

застосовуються при розв’язанні прикладних задач розміщення-розподілу. 

2. Сформульовано нові математичні моделі двоетапних задач розміщення 

підприємств з неперервно-розподіленим ресурсом, зокрема, запропоновано 

нову математичну постановку неперервної задачі оптимального розбиття 

множини з обмеженнями у формі рівностей і наявністю додаткових зв'язків.  

3. Вперше побудовано умови розв’язку неперервних лінійних задач 

оптимального розбиття множин з додатковими зв'язками; отримано необхідні 

умови оптимальності для таких задач.  

4. Вперше розроблено і теоретично обґрунтовано методи розв’язування 

неперервних лінійних задач ОРМДЗ як при фіксованих центрах першого етапу, 

так і за умов їх розташування в заданій області. 

5. Удосконалено процеси розміщення двоетапного виробництва за 

рахунок зменшення транспортних витрат шляхом побудови і реалізації 

математичних моделей відповідних задач з врахуванням неперервності 

розподілення ресурсу та наявності декількох етапів виробництва.  

6. На базі розроблених методів створено алгоритми; розроблено 

програмний продукт для розв’язування широкого класу неперервних лінійних 

двоетапних задач ОРМ, який застосовано до розв’язування неперервних задач 

розміщення-розподілу. Достовірність отриманих результатів підтверджується 

їх відповідністю логічно аргументованим сподіванням, а також їх 

узгодженістю з теоретичними висновками. 
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7. Отримані математичні моделі та обчислювальні методи є науково-

методичною основою для побудови алгоритмів та розробки програмного 

забезпечення для двоетапних задач розміщення-розподілу. В результаті 

забезпечується можливість розв’язування нових класів актуальних практичних 

задач, в яких необхідно враховувати неперервно розподілений ресурс та 

організацію виробництва в декілька етапів.  

Розроблені методи можуть бути використані на практиці при 

розв’язуванні задач створення територіально-розподілених багаторівневих 

компаній та регіонального планування. Це дозволить знизити витрати на 

просування матеріальних потоків, а також підвищити ефективність 

використання природних ресурсів. 

Практичне значення одержаних в дисертаційній роботи результатів 

підтверджується їх впровадженням. Обґрунтованість і достовірність наукових 

результатів, висновків і рекомендацій, що сформульовано у дисертаційній 

роботі, забезпечується: використанням фундаментальних досліджень в теорії 

оптимізації; математичного моделювання і теорії оптимального розбиття 

множин, доказом запропонованих положень та порівняльним і якісним 

аналізом обчислювальних експериментів.  

Виходячи з аналізу отриманих результатів, можна зробити висновок, що 

мету дисертаційної роботи досягнуто, основні задачі дисертаційної роботи 

вирішені.  
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ДОДАТОК Б 

МОДИФІКОВАНИЙ АЛГОРИТМ РОЗВЯЗКУ ЗАДАЧІ ОРМДЗ 

 

Для другого підходу розглянуто таку розширену функцію: 

1,
1 1

2 2

1 1 1 1 1

( , , , ) min( ( , ) ) ( ) ( ( , ) )

max (0; ) max (0; ( , )),

N M
I I II I II

i i i ij i j j i ij
k N

i j

M N M N M
II II I II

j j ij i j ij i j

j i j i j

P v c x x dx c v

b D v D c

=
= =

= = = = =

   =  +   +   −  − +

+  + − +  − −  



  
 

де D – досить велике додатне число (значно більше максимального з 

множників Лагранжа для функції (3.13)). 

Алгоритм 3. 

Крок 0. 

Множину Ω заключаємо в паралелепіпед П, сторони якого паралельні 

осях декартової системи координат, вважаємо ( ) 0x = , при \x  . 

Паралелепіпед П покриваємо прямокутної сіткою. 

1. Задаємо початкове наближення (0) (0)( , ) ( , )I I  =    та (0) (0)( , ) ( , )v v =  . 

2. Обчислюємо значення (0) ( )x  в вузлах сітки за формулою (3.24) при 

(0) (0),I I =   = . 

3 Обчислюємо компоненти псевдоградієнту функції у вузлах сітки за 

формулами: 

1 1 1

( ) ( ) 2 max(0; ( , ))i i i i
I II II

M N M
II I II

P i ij j i ij i jc c c
j i j

g x g x dx g v D c g
   

= = =

=   + +  + −     , (Б.1) 

1 1

( ) ( ) 2 max(0; ( , )),i

M M
II I II

P i ij j i ij i j

j j

g x x dx v D c


= =

=   − +  + −     (Б.2) 

де 
I
i
Ic

g


 – i-а компонента 2N-мірного вектору узагальненого градієнту 
I

cg 
 

функції I

ic  в точці I , 
I
i
IIc

g


– i-а компонента 2N-мірного вектору узагальненого 

градієнту 
I

cg 
 функції II

ijc  в точці I : 



164 

 

 

jη

1 1

2 max(0; ( , ))
N N

II II I II
P ij j j i ij i j

i= i=

g = v b D c   − + + + −  , 
(Б.3) 

( , ) 2 max(0; )ij I II
P ij j i ijg с D v


   = − − − − , (Б.4) 

При (0) (0),I I =   = , (0) =  , (0)v v= , (0)=  . 

3.3 Обираємо початковий пробний крок 0 0h   r-алгоритму і знаходимо: 

(0) (0) (0) (0) (0) (0)

0 0( ( , , , ))I I I

ПP h g v v =  −    

( ) (0) (0) (0) (0) (0)

0 ( , , , )l I

Pψ = ψ h g v   +  

( ) (0) (0) (0) (0) (0)

0 ( , , , )l I

Ph g v    = +  

( ) (0) (0) (0) (0) (0)

0 ( , , , )l v I

Pv v h g v  = −  

де РП – оператор проектування на  . 

Нехай вже проведено ( 1)l −  крок алгоритму, опишемо l-ий шаг.  

Крок l. 

1. Обчислюємо значення ( ) ( )l x  в вузлах сітки за формулою (3.24) 

2. Обчислюємо компоненти псевдоградієнту функції в вузлах сітки за 

формулами (Б.1) – (Б.4) при ( 1)I I l− =  , ( 1)l− = , ( 1)l− =  , ( 1)lv v −= , ( 1)l−=  . 

3. Проводимо l-ий шаг r-алгоритму і знаходимо: 

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1( ( , , , ))I l I l I l l l l

l l pP h B g v−   − − − −

 − =  −    , 

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 ( , , ,l l ψ ψ I l l l l

l l pψ =ψ +h B g v )  − − − − −

−
, 

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 , , ,l l η η I l l l l

l l pη = η +h B g ( v )  − − − − −

−
, 

( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 ( , , , )l l I l l l l

l l ph B g v     − − − − −

−= − , 

де hl – кроковий множник, вибір якого здійснюється з умови мінімуму у 

напрямку , , , , v

l l l lB B B B    – оператори перетворення простору в основний 

простір, які перераховуються за формулами, аналогічними формулам (3.25) − 

(3.26). 

4. Якщо виконується умова  

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)( , , , ) ( , , , ) , 0l l l l l l l lv v− − − −   −         
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перехід на п.5, якщо ні – ( 1)l l= +  і перехід на п.1.  

5. Розраховуємо значення цільового та двоїстого функціоналів. Кінець 

алгоритму. 

Алгоритм описаний. 
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ДОДАТОК В 

ДОСЛІДЖЕННЯ ВПЛИВУ ДОДАТКОВИХ ЗВЯЗКІВ НА ФОРМУ 

ГРАНИЦЬ МІЖ ПІДМНОЖИНАМИ В ОПТИМАЛЬНОМУ РОЗБИТТІ 

ЗАДАНОЇ МНОЖИНИ 

 

Наведемо результати розвязання модельних задач ОРМДЗ в яких 

спеціальним чином розташовані центри першого та другого етапів.  

Модельна задача 1. Нехай на території, що має форму квадрату  

 ( , ) :0 1,0 1x y x y=     , рівномірно розподілений ресурс, який 

використовує двоетапне виробництво. Припустимо, що цей ресурс може бути 

перероблений чотирма підприємствами першого етапу, а продукт переробки 

направляється для подальшого використання на два підприємства другого 

етапу. Відомі координати розташування підприємств першого ( )1 0,25;0,25I = , 

( )2 0,25;0,75I = , ( )3 0,75;0,75I = , ( )4 0,75;0,25I =  і другого ( )1 0,3;0,4II = , 

( )2 0,8;0,8II =  етапів. 

Функція, що описує витрати на транспортування сировини від 

постачальника з координатами ( ),x y  до підприємства з координатами 

( )1 2,I I I

i i i =   , для всіх підприємств однакова і задана у вигляді:  

( ) ( )
2 2

1 2( , , )I I I I

i i i ic x y x y = −  + −  , 1,4i = .   (В.1) 

Витрати на транспортування продукції від підприємства ( )1 2,I I I

i i i =    

першого етапу до підприємства ( )1 2,II II II

j j j =    другого етапу описуються у 

вигляді:  

( ) ( )
2 2

1 1 2 2( , )II I II I II I II

ij i j i j i jc   =  −  +  −  , 1, , 1,i N j M= = .  (В.2) 

Запаси сировини рівномірно розподілені на обмеженій території  Ω. Для 

простоти вважаємо, що ( , ) 1x y = . Обмеження на виробничі потужності 

підприємств другого етапу, задані рівними 0,2, і 0,8 відповідно. 



167 

 

 

Необхідно розбити територію Ω на зони збору сировини і визначити 

обсяги поставок продукції від підприємств першого етапу до підприємств 

другого етапу таким чином, щоб мінімізувати функціонал сумарних витрат 

(2.16) доставку сировини і готової продукції за умов (2.17) – (2.18).  

На рис. В.1, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів. 

При цьому в якості початкових значень компонент вектор-функції 

( )  обирались наступні:  

(0)
0, 1,2,3

( )
1, 4,

i

i
x

i x

=
 = 

=  
 

Тобто напочатку вважалося, що усі точки x  належать лише 

підмножині 4 . 

Для розв'язання поставленої задачі множина Ω покривалася сіткою з 

кроком h = 0,01. Умовою припинення рахунку було виконання одного з 

нерівностей:  

1k kI I −− 10−6, 

1k k− −   10−6. 

В результаті застосування описаного алгоритму були отримані наступні 

результати: 

– оптимальне розбиття множини Ω, представлене на рис. В.2; 

– оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.1.); 

– потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно: 

1

Ib = 0,438; 2

Ib = 0,119; 3

Ib = 0,069; 4

Ib = 0,373. 

– мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16): I = 1,42; 

– значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G* = 1,42. 
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Рис. В.1. Вихідні дані 

модельної задачі 3 

 
Рис. В.2. Результат розв'язання 

модельної задачі 3 

 

Таблиця В.1  

Обсяги перевезень, отримані при розв’язанні модельної задачі 3 

 
1

II  2

II  

1

I  0.2 0.238 

2

I  0 0.119 

3

I  0 0.069 

4

I  0 0.373 

 

Для порівняння ця ж задача була розв’язана без врахування розміщення 

підприємств другого етапу (задача ОРМ при фіксованих центрах підмножин 

без обмежень). Оптимальне розбиття множини Ω, отримане в результаті 

розв'язання задачі показано на рис. В.3.  

 

 

Рис. В.3. Результат розв'язання ОРМ 
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Отримані значення потужностей підприємств: 

1

Ib = 0,2474; 2

Ib = 0,2426; 3

Ib = 0,2476; 4

Ib = 0,2425. 

Значення цільового функціоналу: I = 0,5753 

Як бачимо, поява додаткових зв'язків (підприємства другого етапу) 

істотно впливає на розбиття. Якщо таких зв'язків немає - множина розділена на 

рівні за потужністю підмножини, при врахуванні таких зв'язків - велику площу 

має територію обслуговування підприємства, яке знаходиться ближче до 

підприємств другого етапу– 1

I , і відповідно, менші витрати на перевезення 

готового продукту до підприємств другого етапу. 

Модельна задача 1а. Нехай на території  ( , ) :0 1,0 1x y x y=      

рівномірно розподілений ресурс, який використовує двоетапне виробництво. 

Припустимо, що цей ресурс може бути перероблений чотирма підприємствами 

першого етапу, які розташовані на території  . Продукт переробки 

направляється для подальшого використання на три підприємства другого 

етапу.  

Відомі координати розташування підприємств першого ( )1 0,25;0,25I = , 

( )2 0,25;0,75I = , ( )3 0,75;0,75I = , ( )4 0,75;0,25I =  і другого ( )1 0,3;0,4II = , 

( )2 0,4;0,3II = , ( )3 0,3;0,8II =  етапів. Функція, що описує витрати на 

транспортування сировини від постачальника з координатами ( ),x y  до 

підприємства з координатами ( )1 2,I I I

i i i =   , для всіх підприємств однакова і 

задана у вигляді (В.1), а витрати на транспортування продукції від 

підприємства ( )1 2,I I I

i i i =    першого етапу до підприємства ( )1 2,II II II

j j j =    

другого етапу описуються у вигляді (В.2). 

Запаси сировини рівномірно розподілені на території Ω. Для простоти 

вважаємо, що ( , ) 1x y = . Обмеження на виробничі потужності підприємств 

другого етапу, задані рівними 0,2, 0,4 і 0,4 відповідно. 
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На рис. В.4, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів.  

В результаті застосування алгоритму 1 отримані наступні результати: 

 – оптимальне розбиття множини Ω, представлено на рис. В.5; 

– оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.2); 

– потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно: 

1

Ib = 0,5853; 2

Ib = 0,2965; 3

Ib = 0,072; 4

Ib = 0,0462. 

– Мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16): I = 0,97690; 

– значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G* = 0,97301. 

 
 

Рис. В.4. Вихідні дані 

модельної задачі 1 

 
 

Рис. В.5. Результат розв'язання 

модельної задачі 1 

 

Таблиця В.2  

Обсяги перевезень, отримані при розв’язанні модельної задачі 1 

 

 
1

II  2

II  3

II  

1

I  0,2 0,385 0 

2

I  0 0 0,297 

3

I  0 0 0,072 

4

I  0 0,015 0,031 
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Очевидно, що зміна виду додаткових зв'язків також істотно впливає на 

вигляд розбиття множини. 

Зміна розміщення центрів другого етапу 

Модельна задача 1б. Нехай на території  ( , ) :0 1,0 1x y x y=      

рівномірно розподілений ресурс, який використовує двоетапне виробництво. 

Припустимо, що цей ресурс може бути перероблений чотирма підприємствами 

першого етапу, які розташовані на території  . Продукт переробки 

направляється для подальшого використання на два підприємства другого 

етапу.  

Функція, що описує витрати на транспортування сировини від 

постачальника з координатами ( ),x y  до підприємства з координатами 

( )1 2,I I I

i i i =   , для всіх підприємств однакова і задана у вигляді:  

( ) ( )
2 2

1 2( , , )I I I I

i i i ic x y x y = −  + −  , 1,4i = . 

Витрати на транспортування продукції від підприємства ( )1 2,I I I

i i i =    

першого етапу до підприємства ( )1 2,II II II

j j j =    другого етапу описуються у 

вигляді:  

( ) ( )
2 2

1 1 2 2( , )II I II I II I II

ij i j i j i jc   =  −  +  −  , 1, , 1,i N j M= = . 

Запаси сировини рівномірно розподілені в області Ω. Для простоти 

вважаємо, що ( , ) 1x y = . Обмеження на виробничі потужності підприємств 

другого етапу, задані рівними 0,2, і 0,8 відповідно. 

Необхідно розбити область Ω на зони збору сировини і визначити обсяги 

поставок продукції від підприємств першого етапу до підприємств другого 

етапу таким чином, щоб мінімізувати функціонал сумарних витрат (2.16) 

доставку сировини і готової продукції за умов (2.17) - (2.18).  

На рис. В.6, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів. 
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При цьому в якості початкових значень компонент вектор-функції 

( )  обирались наступні:  

(0)
0, 1,2,3

( )
1, 4,

i

i
x

i x

=
 = 

=  
 

Тобто напочатку вважалося, що усі точки x  належать лише 

підмножині 4 . 

Для розв'язання поставленої задачі область Ω покривалася сіткою з 

кроком h = 0,01. Умовою припинення рахунку було виконання одного з 

нерівностей:  

1k kI I −− 10−6, 1k k− −   10−6. 

В результаті застосування описаного алгоритму були отримані наступні 

результати: 

– оптимальне розбиття області Ω, представлене на рис. В.7; 

– оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.3.); 

– потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно: 

1

Ib = 0,82; 2

Ib = 0; 3

Ib = 0,153; 4

Ib = 0,027. 

– мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16): I = 0,92363; 

– значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G* = 0,91954. 

 

Рис. В.6. Вихідні дані 

модельної задачі 2 

 
Рис. В.7. Результат розв'язання 

модельної задачі 2 
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Таблиця В.3 

Обсяги перевезень, отримані при розв’язуванні модельної задачі 2 

 
1

II  
2

II  

1

I  0.2 0.62 

2

I  0 0 

3

I  0 0.153 

4

I  0 0.027 

 

Модельна задача 1в. Нехай в області  ( , ) :0 1,0 1x y x y=      

рівномірно розподілений ресурс, який використовує двоетапне виробництво. 

Припустимо, що цей ресурс може бути перероблений чотирма підприємствами 

першого етапу, які розташовані в області  . Продукт переробки направляється 

для подальшого використання на два підприємства другого етапу.  

Функція, що описує витрати на транспортування сировини від 

постачальника з координатами ( ),x y  до підприємства з координатами 

( )1 2,I I I

i i i =   , для всіх підприємств однакова і задана у вигляді:  

( ) ( )
2 2

1 2( , , )I I I I

i i i ic x y x y = −  + −  , 1,4i = . 

Витрати на транспортування продукції від підприємства ( )1 2,I I I

i i i =    

першого етапу до підприємства ( )1 2,II II II

j j j =    другого етапу описуються у 

вигляді:  

( ) ( )
2 2

1 1 2 2( , )II I II I II I II

ij i j i j i jc   =  −  +  −  , 1, , 1,i N j M= = . 

Запаси сировини рівномірно розподілені в області Ω. Для простоти 

вважаємо, що ( , ) 1x y = . Обмеження на виробничі потужності підприємств 

другого етапу, задані рівними 0,2, і 0,8 відповідно. 

Необхідно розбити область Ω на зони збору сировини і визначити обсяги 

поставок продукції від підприємств першого етапу до підприємств другого 
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етапу таким чином, щоб мінімізувати функціонал сумарних витрат (2.16) 

доставку сировини і готової продукції за умов (2.17) - (2.18).  

На рис. В.8, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів. 

При цьому в якості початкових значень компонент вектор-функції 

( )  обирались наступні:  

(0)
0, 1,2,3

( )
1, 4,

i

i
x

i x

=
 = 

=  
 

Тобто напочатку вважалося, що усі точки x  належать лише 

підмножині 4 . 

Для розв'язання поставленої задачі область Ω покривалася сіткою з 

кроком h = 0,01. Умовою припинення рахунку було виконання одного з 

нерівностей:  

1k kI I −− 10−6, 

1k k− −   10−6. 

В результаті застосування описаного алгоритму були отримані наступні 

результати: 

– оптимальне розбиття області Ω, представлене на рис. В.9; 

– оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.4.); 

– потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно: 

1

Ib = 0,15; 2

Ib = 0,5; 3

Ib = 0,16; 4

Ib = 0,19. 

– мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16): I = 0,9756; 

– значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G* = 0,98505. 
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Рис. В.7. Вихідні дані 

модельної задачі 2 

 
Рис. В.8. Результат розв'язання 

модельної задачі 2 

 

Таблиця В.4 

Обсяги перевезень, отримані при розв’язуванні модельної задачі 2 

 
1

II  2

II  

1

I  0,15 0 

2

I  0 0,5 

3

I  0 0.16 

4

I  0,5 0,14 

 

Модельна задача 1г. Умови цієї задачі аналогічні задачі 1а, за 

виключенням місць розташування підприємств другого етапу, а саме: 

( )1 0,3;0,4II = , ( )2 0,4;0,3II = , ( )3 0,5;0,6II =  

На рис. В.9, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів.  

В результаті застосування описаного алгоритму були отримані наступні 

результати: 

– оптимальне розбиття області Ω, представлене на рис. В.10; 

– оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.5.); 

– потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно: 

1

Ib = 0,14; 2

Ib = 0,31; 3

Ib = 0,25; 4

Ib = 0,30. 

– мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16): I = 1,11259 
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– значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G* = 1,11963. 

 

 

Рис. В.9 - Вихідні дані 

модельної задачі 2 

 
Рис. В.10. Результат розв'язання 

модельної задачі 2 

 

Таблиця В.5 

Обсяги перевезень, отримані при розв’язуванні модельної задачі 2 

 
1

II  2

II  3

II  

1

I  0,14 0 0 

2

I  0,06 0,25 0 

3

I  0 0,15 0,1 

4

I  0 0, 0,3 

 

Модельна задача 1д. Умови цієї задачі аналогічні задачі 1а, за 

виключенням місць розташування підприємств другого етапу, а саме: 

( )1 0,3;0,4II = , ( )2 0,4;0,3II = , ( )3 0,3;0,5II =  

На рис. В.11, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів.  

В результаті застосування описаного алгоритму були отримані наступні 

результати: 

– оптимальне розбиття області Ω, представлене на рис. В.12; 

– оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.6.); 

– потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно: 
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1

Ib = 0,24; 2

Ib = 0,44; 3

Ib = 0,16; 4

Ib = 0,16. 

– мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16): I = 1,0516 

– значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G* = 1,05466. 

 

 

Рис.В.11. Вихідні дані 

модельної задачі 2 

 
Рис. В.12. Результат розв'язання 

модельної задачі 2 

 

Таблиця В.6 

Обсяги перевезень, отримані при розв’язуванні модельної задачі 2 

 
1

II  2

II  3

II  

1

I  0,2 0 0,04 

2

I  0 0,08 0,36 

3

I  0 0,16 0 

4

I  0 0,16 0 

 

Модельна задача 1е. Умові цієї задачі аналогічні задачі 1а, за 

виключенням місць розташування підприємств другого етапу, а саме: 

( )1 0,3;0,4II = , ( )2 0,4;0,3II = , ( )3 0,8;0,2II =  

На рис. В.13, представлені вихідні дані, взяті для розв'язання задачі і 

розміщення центрів підприємств першого (кола) і другого (квадрати) етапів.  

В результаті застосування описаного алгоритму були отримані наступні 

результати: 
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– оптимальне розбиття області Ω, представлене на рис. В.14; 

– оптимальні обсяги перевезень (вказані в табл. В.7); 

 

Рис. В.13. Вихідні дані 

модельної задачі 2 

 
Рис. В.14. Результат розв'язання 

модельної задачі 2 

 

 

Таблиця В.7 

Обсяги перевезень, отримані при розв’язуванні модельної задачі 2 

 
1

II  2

II  3

II  

1

I  0,04 0 0 

2

I  0 0,16 0 

3

I  0 0,19 0 

4

I  0,16 0,05 0,4 

 

– потужності підприємств першого етапу, рівні відповідно: 

1

Ib = 0,04; 2

Ib = 0,16; 3

Ib = 0,19; 4

Ib = 0,61. 

– мінімальне значення цільового функціоналу, отримане за формулою 

(2.16): I = 1,32187 

– значення двоїстого функціоналу, отримане за формулою (2.66): 

G* = 1,33131. 
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ДОДАТОК Г 

ОПТИМАЛЬНІ РОЗВ’ЯЗКИ, ОТРИМАНІ В РЕЗУЛЬТАТІ ЧИСЕЛЬНИХ 

ЕКСПЕРИМЕНТІВ  

 
№ експерименту 

Вихідні данні 

Оптимальне 

розбиття 

Оптимальні координати центрів підмножин та 

їх потужності  

№ 73 

4N = ; 

0.5, 1,2II

jb j= =  

 

       

I=0,8731 

№ 74 

4N = ; 

0.5, 1,2II

jb j= =  

 

     

I=0,8175 

№ 75 

5N = ; 

0.5, 1,2II

jb j= =  

 
    

I=0,6075 

№ 76 

6N = ; 

0.5, 1,2II

jb j= =  

     

I=0,5243 

№ 77 

6N = ; 

0.5, 1,2II

jb j= =  

 

       

I=0,5896 
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№ 78 

6N = ; 

0.5, 1,2II

jb j= =  

 

       

I=0,6222 

№ 79 

8N = ; 

0.5, 1,2II

jb j= =  

 
       

I=0,6005 

№ 80 

12N = ; 

0.5, 1,2II

jb j= =  

 
    

I=0,8293 

№ 81 

16N = ; 

0.5, 1,2II

jb j= =  

 

     

I=0,6625 

№ 82 

20N = ; 

0.5, 1,2II

jb j= =  

       

I=0,4334 
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ДОДАТОК Д 

СВІДОТСТВО ПРО АВТОРСЬКЕ ПРАВО 
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ДОДАТОК Е 

АКТ ВПРОВАДЖЕННЯ ДЛЯ ТОВ «НАУКОВО-ВИРОБНИЧА 

АГРОКОРПОРАЦІЯ «СТЕПОВА» 
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ДОДАТОК Ж 

АКТ ВПРОВАДЖЕННЯ ДЛЯ НТУ «ДНІПРОВСЬКА ПОЛІТЕХНІКА» 
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ДОДАТОК З 

ДОВІДКА ПРО НАУКОВО-ДОСЛІДНИЦЬКУ РОБОТУ 
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