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АНОТАЦIЯ

Роботу присвячено дослiдженню багатої природи кореляцiй в основно-
му станi ультрахолодних атомiв, захоплених станозалежними оптичними
ґратками. Зокрема, ми розглядаємо взаємодiйнi фермi-гази атомiв iтербiю
та стронцiю, що дають змогу реалiзувати двоорбiтальну модель Габбар-
да з двома спiновими компонентами. Модель проаналiзовано у випадку
одновимiрної системи з експериментально релевантною iєрархiєю амплi-
туд тунелювання та взаємодiй за допомогою пiдходiв точної дiагоналiзацiї
та методу матричних множникiв. Крiм того, нами обраховано кореляцiйнi
функцiї в секторi густини, спiновому та орбiтальному секторах як функцiї
змiнної густини атомiв в основному та метастабiльному збуджених станах.
Це дає змогу зробити ряд важливих висновкiв, що в певних дiапазонах
густин цi атомнi системи мають сильнi густинно-хвильовi, феро- та анти-
феромагнiтнi, а також антифероорбiтальнi кореляцiї.
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ABSTRACT

We explore the rich nature of correlations in the ground state of ultracold
atoms trapped in state-dependent optical lattices. In particular, we consider
interacting fermionic ytterbium or strontium atoms, realizing a two-orbital
Hubbard model with two spin components. We analyze the model in one-
dimensional setting with the experimentally relevant hierarchy of tunneling and
interaction amplitudes by means of exact diagonalization and matrix product
states approaches, and study the correlation functions in density, spin, and
orbital sectors as functions of variable densities of atoms in the ground and
metastable excited states. We show that in certain ranges of densities these
atomic systems demonstrate strong density-wave, ferro- and antiferromagnetic,
as well as antiferroorbital correlations.



4

ЗМIСТ
ВСТУП . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
Огляд лiтератури . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
РОЗДIЛ 1 Лужноземельнi та їм подiбнi атоми в оптичних ґратках . 12

1.1 Атом у пастцi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2 Магнiтооптичнi пастки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3 Взаємодiї мiж атомами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.4 Резонанс Фешбаха . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.5 Лужноземельнi та їм подiбнi атоми . . . . . . . . . . . . 18

РОЗДIЛ 2 Модель Габбарда . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.1 Формулювання моделi Габбарда . . . . . . . . . . . . . . 21
2.2 Властивостi моделi Габбарда . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.2.1 Граничнi випадки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.3 Двоорбiтальна модель Габбарда . . . . . . . . . . . . . . 29

РОЗДIЛ 3 Теоретичнi пiдходи . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.1 Точна дiагоналiзацiя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
3.2 Перетворення Йордана–Вiгнера . . . . . . . . . . . . . . 35
3.3 Метод матричних множникiв . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.3.1 Хвильова функцiя як добуток матричних множникiв . 39
3.3.2 Вимiрювання . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.3.3 Оператори матричних множникiв . . . . . . . . . . . . 43
3.3.4 MPO у випадку моделi Гейзенберга зi спiном 1/2 . . . . 44
3.3.5 MPO у випадку двоорбiтальної моделi Фермi-Габбарда 46
3.3.6 Група перенормування матрицi густини . . . . . . . . . 47
3.4 Перетворення Шрiффера-Вольфа для двоорбiтальної

моделi Фермi-Габбарда . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.4.1 Основний стан з локальними спiн-триплетними пара-

ми . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.4.2 Канонiчне перетворення . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.4.3 Розрахунки комутатора [H+

tγ ,H
−
tγ ] . . . . . . . . . . . . . 54

3.4.4 Основний стан з парами атомiв у станах g або e на вузлi 59
РОЗДIЛ 4 Результати . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

4.1 Усередненi за спiном локальнi величини . . . . . . . . . 65



5

4.2 Спiновi та орбiтальнi корелятори мiж найближчими
вузлами ґратки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

4.3 Границя сильної взаємодiї при половинному заповнен-
нi ґратки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

ВИСНОВКИ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ . . . . . . . . . . . . . . . . . 77



6

ВСТУП

До кiнця XIX столiття фiзика, як самоузгоджена та майже завершена
наука того часу, спиралася на закони класичної механiки. Будь-яке при-
родне явище пiдпорядковувалося механiцi Ньютона, статистицi Больцмана
та електродинамiцi Максвелла. Тим не менш, технологiчний прогрес вiд-
крив новi можливостi для реалiзацiї серiї експериментiв, результати яких
виходили за межi класичної механiки. Початок ХХ столiття – час зародже-
ння революцiйного пiдходу, здатного пояснити виявленi парадокси, – час
зародження квантової механiки.

З моменту свого зародження квантова механiка пройшла величезний
шлях i призвела до цiлої низки значних вiдкриттiв. Її закони пiдпорядко-
вують не тiльки атоми та субатомнi частинки, вони лежать в основi тер-
модинамiки, фiзики твердого тiла тощо. Першi задачi квантової механiки
було присвячено вивченню окремих мiкроскопiчних складових свiту, та-
ких як електрони, фотони та атоми. Подальшi експериментальнi реалiза-
цiї, зокрема, вiдкриття надпровiдностi, стали поштовхом для застосування
квантово-механiчного пiдходу до вивчення конденсованих фаз речовини.
Таким чином, у фокусi опинилися системи, що складаються з великої кiль-
костi взаємодiючих атомiв або молекул.

Сьогоднi фiзика конденсованого середовища – окрема широка галузь
науки. Перелiк конденсованих середовищ надзвичайно великий, серед них
i кристали, i квантовi рiдини, i спiновi ланцюжки тощо. Проте через скла-
днiсть реальних матерiалiв точний опис таких систем надзвичайно про-
блематичний та, як правило, можливий лише для дуже простих випадкiв.
Звiдси слiдує, що основний пiдхiд фiзики конденсованих середовищ – ма-
ксимальне спрощення опису системи шляхом застосування певних мате-
матичних моделей, що зберiгають лише основнi ступенi вiльностi. Звичай-
но, що усi моделi передбачають низку апроксимацiй та припущень, а отже
потребують як експериментальної реалiзацiї, так i вiдповiдних чисельних
пiдходiв для отримання максимально точних теоретичних результатiв.

Задачi фiзики багатьох тiл найчастiше вирiшуються шляхом квантових
симуляцiй, зокрема, квантового моделювання з ультрахолодними атома-
ми в оптичних ґратках. Застосування саме таких атомiв обумовлюється
вiдмiнною керованiстю параметрiв системи та вдосконаленими методами
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вимiрювання. Бiльш того, ультрахолоднi атомнi гази – засiб для реалiзацiї
рiзних природних явищ та режимiв, недоступних в iнших системах, а саме
кросовер Бардiна–Купера–Шрiффера до конденсату Бозе–Ейнштейна або
генерацiя сильних ефективних магнiтних полiв через штучнi калiбрувальнi
поля.

Ця дипломна робота присвячена теоретичному аналiзу кореляцiй в одно-
вимiрних системах з лужноземельними та їм подiбними атомами за допо-
могою двоорбiтальної моделi Фермi-Габбарда з двома спiновими ступенями
вiльностi. Мотивацiєю до вивчення саме цiєї моделi стала її нещодавня ре-
алiзацiя в станозалежнiй ґратцi [1–3], яка породила низку нових питань
щодо оптимальних режимiв для подальшої реалiзацiї певних сильно ко-
рельованих явищ у нових системах ультрахолодних атомiв. У широкому
дiапазонi заселення ґратки а також iз вiдповiдними до експерименту ам-
плiтудами тунелювання та характерними взаємодiями, наша увага сфоку-
сована безпосередньо на дослiдженнi властивостей основного стану систем,
що складаються з атомiв 87Sr, 171Yb та 173Yb.

Структура роботи подiлена на чотири основнi роздiли, що включають
формулювання моделi та її складовi частини, вiдомостi про теоретичнi ме-
тоди та результати, отриманi за допомогою останнiх. Спочатку ми розгля-
немо основнi положення механiки охолоджувальних пасток та оптичних
ґраток, опишемо зовнiшнi сили, що змушують атом охолоджуватися та вза-
ємодiяти з iншими частинками. Крiм того, бiльш детально зосередимося на
методицi контролю низькозв’язних енергетичних станiв атому, а саме резо-
нансах Фешбаха [4], а також надамо основнi властивостi лужноземельних
та їм подiбних атомiв як головних об’єктiв дослiдження.

За допомогою математичного апарату та низки апроксимацiй, почина-
ючи вiд простого припущення щодо формування статичної ґратки iонами
твердого тiла, ми отримаємо гамiльтонiан двоорбiтальної моделi Фермi–
Габбарда. Крiм цього, розглянемо граничнi випадки моделi, її симетрiї, що
обумовлюють збереження певних величин, та проiлюструємо усi можливi
у системi взаємодiї.

Особлива увага придiляється застосованим у ходi роботи методам, як
аналiтичним, так i чисельним. Обрана нами модель дослiджувалася за до-
помогою точної дiагоналiзацiї та методу матричних множникiв, що тiсно
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пов’язаний iз одним iз найбiльш ефективних алгоритмiв сьогодення – алго-
ритмом групи перенормування матрицi густини. Ми детально розглянемо
концепцiї обох пiдходiв, обговоримо їх переваги та недолiки, а також деякi
особливостi, на якi слiд звернути увагу для спрощення реалiзацiї алгори-
тмiв. Для методу матричних множникiв, на зразку простої моделi Гей-
зенберга, ми пояснимо принцип побудови гамiльтонiана системи у виглядi
добутку матриць та наведемо вiдповiдне розкладання для двоорбiтальної
моделi Фермi–Габбарда iз чотирма ступенями вiльностi.

Результати та висновки роботи сформульовано в останньому роздiлi,
подiленому за змiстом на три окремi частини. Отримавши параметри Габ-
барда та варiюючи кiлькiсть атомiв у ґратцi, ми розрахуємо усередненi за
спiном локальнi величини, зокрема, подвiйну заселенiсть вузлiв та модуля-
цiю хвилi густини. В межах аналiзу ми визначимо, за якого саме вiдноше-
ння густин атомiв система проявляє те чи iнше впорядкування. Для трьох
згаданих вище iзотопiв (87Sr, 171Yb та 173Yb) розглянемо спiновi та орбiталь-
нi корелятори мiж найближчими вузлами ґратки. Спираючись на отриманi
результати, за умови режиму половинного заповнення системи та границi
сильної взаємодiї, ми виконаємо перетворення Шрiффера–Вольфа [5], щоб
отримати ефективну модель системи.
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Огляд лiтератури

Сьогоднi ультрахолоднi квантовi гази – потужна платформа для мо-
делювання корельованих систем багатьох частинок [6]. Рiзноманiття ре-
алiзованих багаточастинкових квантових станiв починається вiд iзолято-
рiв Мотта [7–9] i фермiонних надплинних рiдин [10] до антиферомагнiтних
квантових магнiтiв [11–13]. Контроль взаємодiї атомiв, правильний вибiр
геометрiї ґратки та вимiрностi дослiджуваної системи були невiдмiнними
складовими вдалих експериментiв, бiльшiсть яких проводилася iз атомами
лужних металiв.

Лужноземельнi та їм подiбнi атоми (AEL, атоми iтербiю, стронцiю,
кальцiю тощо) привернули до себе увагу вiдносно нещодавно. Iнтерес до
таких атомiв у якостi “iнструменту” для вивчення фiзики багатьох тiл
з’явився як наслiдок реалiзацiї вироджених бозонних та фермiонних газiв
AEL, про що було повiдомлено в роботах груп з унiверситетiв Кiото [14, 15],
Iнсбрука [16], Райса [17] та фiзико-технiчного iнституту Брауншвейга [18].
Бiльш багата електронна структура лужноземельних та їм подiбних атомiв
обумовлена наявнiстю двох валентних електронiв на зовнiшнiй оболонцi.
Саме ця особливiсть широко використовувалася для точних вимiрювань з
так званим годинниковим переходом [19, 20], а також у квантовiй iнфор-
мацiї та квантовiй обробцi [21]. Для посилення контролю квантових ста-
нiв було розроблено серiю механiзмiв, а саме оптичний резонанс Фешбаха
[22–25], високоточну спектроскопiю [26, 27], фотоасоцiацiю [28–30] тощо. Цi
експериментальнi розробки вiдкрили нове поле для дослiдження квантових
моделей, багато з яких не можуть бути так легко реалiзованi в системах з
атомами лужних металiв.

Наявнiсть у фермiонних AEL атомiв SU(N) симетрiї – що є ще однiєю
характерною особливiстю – була виявлена за допомогою пригнiченого про-
цесу ядерної спiнової релаксацiї в основному станi атомiв 87Sr [31]. У [31]
було вимiряно верхню межу коефiцiєнта непружної спiнової релаксацiї для
рiзних спiнових конфiгурацiй. Знижуючи температуру шляхом збiльшення
кiлькостi спiнових станiв, iснування SU(N) симетрiї також спостерiгало-
ся в SU(N) iзоляторi Мотта [32]. Використовуючи переваги високоточного
годинникового лазера, безпосереднє спостереження SU(N) симетрiї була
успiшно проведено за допомогою тактової спектроскопiї на двоорбiтальних
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атомах 87Sr [26].
Узагальнену модель Габбарда iз SU(N) симетрiєю початково було за-

пропоновано для дослiдження високоспiнових ефектiв у оксидах перехi-
дних металiв [33]. У [32] для випадку тривимiрної кубiчної оптичної ґратки
була експериментально реалiзована SU(6) модель Габбарда з атомами 173Yb
в основному станi 1S0. Спостерiгаючи за подвiйно заселеними вузлами ґра-
тки, був досягнутий SU(6) iзолятор Мотта. Як результат, було встановлено,
що температура SU(6) iзолятора в 2-3 рази менша, нiж у системi з SU(2)
симетрiєю.

SU(N) симетрiя фермiонних лужноземельних та їм подiбних атомiв мо-
же бути додатково збагачена орбiтальними ступенями вiльностi (напри-
клад, стани годинника 1S0 i 3P0) [34, 35]. Таке “розширення” дає змогу до-
слiджувати фундаментальнi орбiтальнi моделi оксидiв перехiдних металiв
i важких фермiонних сполук. SU(N) спiн-орбiтальну модель експеримен-
тально реалiзовано на атомах Sr та Yb. Крiм того, на атомах 87Sr [26] було
дослiджено нерiвноважний двоорбiтальний магнетизм за допомогою спе-
ктроскопiї Рамзея та визначено довжини розсiювання для обох орбiталей.
Мiжорбiтальнi спiн-обмiннi взаємодiї було отримано в квантово виродже-
ному режимi атомiв 173Yb [36, 37].

У 1975 роцi було запропоновано використання лазерного свiтла для охо-
лодження атомiв [38], а трохи пiзнiше було заявлено про першу зупинку
атомного пучка за допомогою лазера [39], створення оптичної патоки [40] та
магнiто-оптичної пастки (MOП), за допомогою якої реалiзується захоплен-
ня та утримання атомiв. Перша демонстрацiя MOП вiдбулася на атомному
променi натрiю, який був спочатку сповiльнений лазерним випромiнюван-
ням з перебудовою частоти. ”За створення методiв охолодження й утрима-
ння атомiв лазерним променем” у 1997 роцi була присуджена Нобелiвська
премiя [41].

Теоретичний пiдхiд розв’язання задач фiзики квантових систем бага-
тьох частинок потребує сучасних наближених алгоритмiв, здатних охопити
якомога бiльше ступенiв вiльностi. За останнi десятилiття розвинулося нове
поколiння непертурбативних методiв чисельного аналiзу. Серед них тензор-
нi мережевi методи [42–47], що забезпечують ефективний опис квантових
сильно корельованих станiв багатьох тiл на основi їх властивостей заплута-
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ностi. Одним iз прикладiв тензорних мереж є метод матричних множникiв
[48–50]. Пiдходи з використанням MPS лежать в основi ефективного алго-
ритму групи перенормування матрицi густини (DMRG) [43, 51], сучасно-
го методу для чисельного квазiточного розв’язання сильнокорельованих
одновимiрних задач, що мiнiмiзує енергiю за набором матричних множни-
кiв. Окрiм застосування у фiзицi багатьох тiл, тензорнi мережi також мо-
жна використовувати для вивчення багатьох фундаментальних результатiв
квантової iнформацiї.
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РОЗДIЛ 1

Лужноземельнi та їм подiбнi атоми в оптичних ґратках

1.1 Атом у пастцi
В електромагнiтному полi частинка iз зарядом q та швидкiстю v зна-

ходиться пiд дiєю електромагнiтної сили

F = q(E + v ×B), (1.1)

де E та B позначають електричне та магнiтне поля вiдповiдно. Проте атом,
як нейтральна частинка, має нульовий заряд q = 0, а отже F дорiвнює ну-
лю. Для нейтрального атому перший ненульовий внесок дає дипольний
момент, який можна зiндуковати за допомогою змiнного поля (досить ча-
сто використовується поле оптичного дiапазону) iз частотою близькою до
резонансної [52]. При взаємодiї зi свiтлом атом поглинає квант свiтла та
збуджується. Повернення атому до основного стану супроводжується або
спонтанним, або вимушеним випромiнюванням. Розглянемо оптичнi сили,
що дiють на атом пiд дiєю свiтла.

Радiацiйнi оптичнi сили. В результатi поглинання кванта, атом i
свiтловий промiнь обмiнюються iмпульсами iз силою рiвною

F =
dp

dt
= ℏkγp. (1.2)

Коефiцiєнт збудження атомiв γp залежить вiд рiзницi мiж частотою атом-
ного резонансу та частотою лазера. У разi невисокої iнтенсивностi свiтла
повернення атома до основного стану може вiдбуватися за допомогою спон-
танного випромiнювання. У цьому випадку випромiнене свiтло з iмпульсом
ℏk рухається у випадковому напрямi, тобто середнiй iмпульс обмiну до-
рiвнює нулю. Вимушене випромiнювання, яке присутнє за умови високої
iнтенсивностi свiтла, характеризується протилежними напрямами погли-
неного та випромiнюваного свiтла. А отже загальний переданий iмпульс
також дорiвнює нулю.

Дипольнi оптичнi сили. Для свiтлових пучкiв з рiзними k-векторами,
наприклад зустрiчних пучкiв, вимушене випромiнювання забезпечує нену-
льовий переданий iмпульс, оскiльки поглинене свiтло вiд одного променя
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випромiнюється в iнший. Вiдбувається зсув рiвнiв атомної енергiї, як на-
слiдок, виникає потенцiал атому.

Надамо бiльш детальне пояснення. Коли на атом дiє лазерне свiтло [53],
осцилююче електричне поле E iндукує дипольний момент d

d = α(ω)E, (1.3)

де α(ω) – це комплексна поляризовнiсть iз частотою ω. Взаємодiя iндуко-
ваного диполя з електричним полем створює наступний потенцiал

V (r) = −1

2
⟨d · E⟩ = −1

2
Re(α(ω))|E|2. (1.4)

Градiєнт потенцiалу атома породжує силу

F = −∇V (r) ∝ Re(α(ω))∇I(r), (1.5)

iз I ∝ |E|2.
Визначимо величину розладження як ∆ ≡ ω−ωr, тобто рiзницю мiж ча-

стотою лазера ω та резонансною частотою ωr. Зазвичай ця рiзниця досить
мала i |∆| ≪ ωr. Враховуючи вище сказане, потенцiал взаємодiї набуває
вигляду

V (r) =
3πc2

2ω3
r

Γ

∆
I(r). (1.6)

Γ – коефiцiєнт спонтанного розпаду збудженого рiвня або коефiцiєнт за-
гасання. З рiвняння (1.6) можна побачити, що у випадку ∆ > 0 (червоне
розладжене свiтло) потенцiал взаємодiї є негативним, тобто притягальним,
тодi як для ∆ < 0 (синє розладжене свiтло) вiн позитивний, а отже вiд-
штовхувальний. У першому випадку атоми знаходяться в мiнiмумах потен-
цiалiв, у другому – атоми вiдштовхуються максимумами iнтенсивностi. Два
зустрiчних лазерних променi з однаковою частотою та iнтенсивнiстю разом
iз осцилюючим електричним полем E(z) = E0 sin(kz) cos(ωt − θ) створю-
ють одновимiрний перiодичний потенцiал ґратки. Розрахувавши середнє
значення за часом, отримуємо:

V (z) = V0 sin2(kz), (1.7)
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Рис. 1.1: Схема магнiтооптичної пастки: пунктирнi лiнiї – лазернi променi з
позначеними поляризацiями, кола – котушки, що генерують магнiтне поле.

z — напрямок, вздовж якого орiєнтована вiсь променя. Глибина ґратки
V0 зазвичай задають в одиницях енергiї вiддачi атому Er = ℏ2k2/2m, де
k = 2π/λ – хвильовий вектор. Для багатовимiрного випадку потенцiал
можна записати наступним чином:

V (r) =
d∑

i=1

V0,i sin2(kixi), (1.8)

де d – просторова вимiрнiсть ґратки.

1.2 Магнiтооптичнi пастки
Магнiтооптичнi пастки (МОП) є одним iз найпопулярнiших засобiв одно-

часного охолодження та захоплення атомiв. Для тривимiрного випадку не-
однорiдне магнiтне поле разом iз шiстьма лазерними променями створює
силу, яка охолоджує атоми та змушує їх залишатися в центрi пастки (див.
Рис. 1.1).

Для створення магнiтного поля потрiбнi двi магнiтнi котушки радiусом
R, розташованi на вiдстанi d одна вiд одної так, що d = R [54]. Оскiльки
струм I проходить через них у протилежних напрямках, магнiтне поле мiж
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двома котушками на лiнiї центрiв вiдсутнє.
Три пари зустрiчних лазерних променiв напрямленi вздовж кожної з

тривимiрних осей i перетинаються в центрi пастки. Саме така конфiгура-
цiя не дозволяє атомам покинути центр MOП. У загальному випадку не
виключена взаємодiя мiж атомами i шiстьма лазерними променями, проте
конфiгурацiя пастки є такою, що основне розсiювання вiдбувається лише
за допомогою променiв, якi штовхають атом до центру. Як показано на
Рис. 1.1, лазери, що дiють вздовж однiєї осi, є протилежно поляризова-
ними. Частоти, на яких працюють лазери, обираються трохи нижчими,
нiж частота атомного переходу. Рiзниця в значеннях змушує атоми вико-
ристовувати свою кiнетичну енергiю для компенсацiї нестачi збудження.
Охолодження атомiв вiдбувається за допомогою багаторазового обмiну iм-
пульсом мiж фотонами та атомами.

1.3 Взаємодiї мiж атомами
Низькоенергетичнi взаємодiї мiж двома частинками можна описати за

допомогою теорiї розсiювання [55]. У системi центра мас зi зведеною масою
m = m1m2/(m1 + m2) (m1 – маса однiєї частинки та m2 – маса iншої),
хвильова функцiя може бути записана як сума плоскої eikz та розсiяної
хвиль, а саме

ψ = eikz + ψsc(r). (1.9)

Вище ми вважаємо, що вiсь z задає напрям вiдносної швидкостi до розсi-
ювання. Крiм того, при великих r функцiя ψsc(r) представляє собою сфе-
ричну хвилю f(k)eikr/r з хвильовим вектором k i амплiтудою розсiювання
f(k). Припускаючи, що потенцiал має сферичну симетрiю, можемо пред-
ставити хвильову функцiю у наступний спосiб:

ψ = eikz + f(θ)eikr/r. (1.10)

У виразi (1.10) величина θ позначає кут мiж напрямами вiдносного iмпуль-
су до i пiсля розсiювання. Кожному стану вiдповiдає енергiя

E =
ℏ2k2

2m
. (1.11)
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У разi низької E розсiювання може розглядатися як s-хвильове. У цьому
випадку амплiтуда розсiювання f(θ) визначається довжиною розсiювання
a, f(θ) ≈ −a. Додатнi значення довжини розсiювання (a > 0) вiдповiдають
взаємодiї вiдштовхування, а вiд’ємнi (a < 0) – взаємодiї тяжiння.

За визначенням диференцiальний ефективний перерiз

dσ

dΩ
= |f(θ)|2 , (1.12)

де dΩ = 2π sin θdθ. Осьова симетрiя хвильової функцiї виникає з припуще-
ння щодо сферичної симетрiї потенцiалу. Отже, застосовуючи роздiлення
змiнних, отримуємо ψ

ψ =
∞∑
l=0

AlPl(cos θ)Rkl(r), (1.13)

де Rkl(r) – радiальна хвильова функцiя, а Pl(cos θ) – полiноми Лежандра.
Пiсля необхiдних математичних операцiй амплiтуда розсiювання набуває
вигляду

f(θ) =
1

2ik

∞∑
l=0

(2l + 1)(ei2δl − 1)Pl(cos θ), (1.14)

де δl позначає фазовi зсуви. Отже, вираз для повного перерiзу σ:

σ =
4π

k2

∞∑
l=0

(2l + 1) sin2 δl. (1.15)

При k → 0 фазовi зсуви досить малi. Це призводить до того, що найбiль-
ший вплив має доданок з l = 0, i амплiтуда розсiювання набуває спроще-
ного вигляду f = δ0/k. Таким чином, можна отримати спiввiдношення для
повного поперечного перерiзу

σ = 4πa2. (1.16)

Звернемо увагу, що при низьких енергiях з рiвняння (1.16) можна побачити,
що описати розсiювання атомiв можна лише за допомогою параметра a

[56]. Також варто зазначити, що для двох однакових фермiонiв σ = 0, що
пов’язано з принципом заборони Паулi.
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Рис. 1.2: Iлюстрацiя двоканальної моделi, в якiй можлива реалiзацiя ре-
зонанса Фешбаха. Пара атомiв зiштовхується в енергетичному вiдкритому
каналi Vbg. Утворена молекула перебуває в енергетичному закритому ка-
налi V з енергiєю зв’язку Ec.

1.4 Резонанс Фешбаха
Короткодiйнi взаємодiї мiж атомами можна контролювати за допомо-

гою резонансiв Фешбаха [4]. Для початку розглянемо двi потенцiальнi кривi
Vbg(r) i Vc(r) (див. Рис. 1.2). Перша вiдповiдає фоновому потенцiалу, тобто
описує зв’язок мiж двома вiльними атомами i являє собою енергетично вiд-
критий канал (вхiдний канал) [57]. Друга позначає закритий канал, який, у
свою чергу, служить для пiдтримки низькозв’язаних енергетичних станiв,
близьких до вiдкритого каналу.

Резонанс Фешбаха виникає, коли зв’язаний молекулярний стан май-
же дорiвнює стану розсiювання у вхiдному каналi. Отже, для змiшування
цим двом каналам достатньо навiть слабкого зв’язку. Управлiння рiзницею
енергiй мiж каналами вiдбувається за допомогою магнiтного поля, а вiдпо-
вiдний резонанс називають магнiтним резонансом Фешбаха. В свою чергу
оптичний резонанс Фешбаха реалiзується за допомогою оптичних методiв.

Враховуючи тiльки один закритий канал, довжину розсiювання можна
представити у виглядi суми довжини розсiювання abg для вiдкритого ка-
налу та довжини розсiювання ar(B), створеної магнiтним полем:

a(B) = abg + ar(B). (1.17)
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Загалом довжина s-хвильового розсiювання при магнiтному резонансi Феш-
баха задають виразом:

a(B) = abg

(
1 − ∆B

B −B0

)
. (1.18)

Величина ∆B визначає ширину резонанса, а B0 – резонансне значення, при
якому a→ ±∞.

Для атомiв iз нульовим орбiтальним моментом (J = 0), наприклад, для
лужноземельних та їм подiбних атомiв, метод магнiтного резонансу Феш-
баха не застосовують. Проте, незважаючи на деякi недолiки, обумовленi
спонтанним випромiнюванням, використовується оптичний резонанс Феш-
баха [58].

1.5 Лужноземельнi та їм подiбнi атоми

Рис. 1.3: Часткова дiаграма (не в масштабi) енергетичних рiвнiв 173Yb.
Стрiлками вiдображенi можливi оптичнi переходи з вiдповiдними довжи-
нами хвиль λ i коефiцiєнтами розпаду Γ. Надтонка взаємодiя вiдмiчена
пунктирною стрiлкою. Усi значення λ та Γ взято з: [28] (1S0 →1 P1), [59]
(1S0 →3 P2, 1S0 →3 P0), [60] (1S0 →3 P1).

Оскiльки ця робота присвячена вивченню систем, що складаються з
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розрiджених газiв лужноземельних та їм подiбних атомiв, нижче ми на-
ведемо деяку iнформацiю щодо їх основних властивостей. Група об’єднує
лужноземельнi елементи (Be, Mg, Ca, Sr, Ba i Ra), елементи перехiдних
металiв з d-блоку (Zn, Cd, Hg) i f -блоку (Yb, No). Усi елементи, перелiченi
вище, мають подiбну структуру – повнiстю заповненi внутрiшнi оболон-
ки та зовнiшню s-оболонку. Подiбно до атома гелiю, енергетичний спектр
атомiв подiляють на спiн-синглетний (S = 0) i спiн-триплетний (S = 1).
Оскiльки в дипольному наближеннi переходи типу спiн-флiп (∆S ̸= 0) за-
бороненi, переходи мiж згаданими станами дуже вузькi [61]. Крiм того,
однiєю з особливостей дослiджуваних нами атомiв (що вiдрiзняє iх вiд лу-
жних), є те, що всi оптичнi переходи вiдбуваються на довжинах хвиль у
видимому дiапазонi електромагнiтного спектра (див. Рис. 1.3).

Наявнiсть довгоiснуючих метастабiльних збуджених станiв, таких як
3P0 та 3P2, робить лужноземельнi та їм подiбнi атоми унiкальними канди-
датами для реалiзацiї рiзних моделей мiжорбiтальних взаємодiй. Переходи
мiж збудженими станами та основним станом 1S0 є надвузькими, оскiль-
ки вони в 108 разiв вужчi за звичайнi оптичнi. Цi ультравузькi переходи,
зокрема 1S0 →3 P0, вважаються високоефективними оптичними стандар-
тами частоти [19, 20, 62, 63].

Як основний стан, так i збуджений стан 3P0 мають нульовий орбiталь-
ний момент (J = 0), а отже перехiд мiж ними заборонений. Однак надтон-
ка взаємодiя (HFI), яка є типовою для фермiонних iзотопiв з ненульовим
ядерним спiном I, змiшує стани з однаковим повним атомним орбiтальним
моментом F . Тому чистий стан 3P0 змiшується разом iз станами 3P1, 3P2 i
1P1:

|3P0⟩ = |3P 0
0 ⟩ + α0|3P1⟩ + β0|1P1⟩ + γ0|3P 0

2 ⟩. (1.19)

Коефiцiєнти α0, β0, та γ0 називають коефiцiєнтами змiшування HFI i бiльш
детально розглядаються в [64]. У результатi, таке змiшування уможливлює
перехiд 1S0 →3 P0.

Оскiльки лужноземельнi та їм подiбнi атоми мають ненульовий ядер-
ний спiн I i нульовий кутовий момент J , їх повний кутовий момент F

визначається як F = |J + I| = I, а ядернi та електроннi ступенi вiльностi
сильно роз’єднанi. Така особливiсть породжує SU(N)-симетрiю взаємодiй
(Рис. 1.4). Наприклад, взаємодiйний газ атомiв 87Sr з I = 9/2 може мати
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... ...

Рис. 1.4: Графiчне представлення спiнових та орбiтальних ступенiв воль-
ностi лужноземельних та їм подiбних атомiв з SU(N)-симетрiєю

симетрiю SU(10) в якостi найвищої. У цiй роботi розглядаються атомнi си-
стеми з симетрiєю SU(2) у спiновому секторi, тобто вiдокремлюються двi
компоненти з певними проєкцiями спiну ядра.
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РОЗДIЛ 2

Модель Габбарда

Модель Габбарда вiдiграє важливу роль у сучаснiй фiзицi, особливо
у вивченнi сильних електронних кореляцiй у теоретичнiй фiзицi конден-
сованого стану. У 1963 роцi, незалежно один вiд одного, модель запропо-
нували Дж. Габбард, М. Гуцвiллер i Й. Канаморi [65–67] для пояснення
електронних кореляцiй у вузьких енергетичних зонах. Хоча модель була
введена для вивчення «мандрiвного» феромагнетизму в перехiдних мета-
лах, сьогоднi вона охоплює рiзноманiтнi фази та режими [68]. Серед них
феромагнетизм[69], антиферомагнетизм [70], хвилi зарядової густини [71],
надпровiднiсть [72], топологiчно впорядкованi фази та iншi.

Проста, але все ж таки нетривiальна, модель Габбарда враховує двi кон-
куруючi сили, якi впливають на електрони: вiдштовхувальна кулонiвська
взаємодiя U i сила, яка змушує електрони стрибати до найближчих атомiв
з амплiтудою t. Розв’язати модель можна у двох граничних випадках – у
разi вiдсутностi кулонiвської взаємодiї, U = 0, або вiдсутностi тунелювання
t = 0. Перший випадок представляє атомну границю, тодi як другий може
бути описаний моделлю сильного зв’язку.

Незважаючи на простоту, точний розв’язок моделi Габбарда можна отри-
мати лише для одновимiрної однозонної моделi. Iншi точнi чисельнi методи,
наприклад точна дiагоналiзацiя, є дуже обмеженими через складнiсть об-
числень. Ця проблема стала поштовхом для створення ряду наближених
методiв для роботи з експоненцiально зростаючим гiльбертовим простором:
метод Монте-Карло [73], теорiя динамiчного середнього поля [74], алгоритм
Ланцоша [75] тощо.

2.1 Формулювання моделi Габбарда
Спираючись на велику рiзницю мас iонiв та електронiв, припустимо, що

йони створюють статичну ґратку, а електрони – динамiку системи. В та-
кому випадку система, що складається з N електронiв, може бути описана
гамiльтонiаном

H =
∑
i

(
p2
i

2m
+ Vion(ri)

)
+
∑
i<j

VC(ri − rj), (2.1)



22

де Vion(r) – перiодичний потенцiал iонiв i VC(r) – кулонывська сила вiд-
штовхування [76]. Застосуємо наближення середнього поля та визначимо
допомiжний перiодичний потенцiал Va(r), перiод якого збiгається з перi-
одом потенцiалу iонiв. Тож рiвняння (2.1) можна переписати наступним
чином:

H =
∑
i

(
p2
i

2m
+ Vion(ri) + Va(ri)

)
+
∑
i<j

VC(ri − rj) (2.2)

−
∑
i<j

1

N − 1
(Va(ri) − Va(rj))

=
∑
i

(
p2
i

2m
+ V (ri)

)
+
∑
i<j

U(ri, rj).

Скориставшись апроксимацiєю середнього поля, знехтуємо другим чле-
ном гамiльтонiана та застосуємо вторинне квантування. Оскiльки усi по-
тенцiали перiодичнi, для зручностi запишемо хвильову функцiю через фун-
кцiї Блоха. Для цього власнi стани одночастинкового гамiльтонiана

H1 =
p2

2m
+ V (r). (2.3)

необхiдно представити як

ψαk(r) = eik·ruαk(r). (2.4)

Вище плоска хвиля eik·r модулюється перiодичною функцiєю uαk(r). Перiод
uαk(r) збiгається з перiодом ґратки. Iндекс α позначає зону, а k – вектор
iмпульсу кристала.

Надалi можна ввести функцiї Ваньє

wα(r−Ri) =
1√
Nion

∑
k,i

ψαk(r−Ri), (2.5)

де Ri позначає вектор ґратки на вузлi i, Nion – число iонiв. Головною пе-
ревагою цього кроку є перехiд до повного набору ортогональних функцiй.
Таким чином, за допомогою оберненого перетворення Фур’є отримаємо ста-
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ни Блоха у термiнах функцiй Ваньє:

ψαk(r) =
1√
Nion

∑
i

eik·Riwα(r−Ri). (2.6)

З цього моменту ми можемо представити основнi оператори методу вто-
ринного квантування. За визначенням оператор c†αk,σ створює частинку зi
спiном σ = {↑, ↓}, тодi як оператор cαk,σ зменшує кiлькiсть електронiв на
одиницю. c†αk,σ та cαk,σ називаються операторами народження та знищення
вiдповiдно. Згiдно з перетвореннями Фур’є:

ĉ†αi,σ =
1√
Nion

∑
k

eik·Ri ĉ†αk,σ; (2.7)

ĉαi,σ =
1√
Nion

∑
k

e−ik·Ri ĉαk,σ. (2.8)

Нагадаємо основнi властивостi ĉ†αi,σ i ĉαi,σ. По-перше, дiя добутку ĉ†αi,σĉαi,σ
на хвильову функцiю не змiнює кiлькiсть електронiв у системi, а саме
ĉ†αi,σĉαi,σ = n̂i,σ, де n̂i,σ – локальний оператор густини, який дiє на вузлi i.
У той же час зворотна комбiнацiя ĉαi,σĉ

†
αi,σ = 1 − Ni. Це призводить до

наступного антикомутацiйного спiввiдношення:

{ĉ†αi,σ, ĉαi,σ} = 1. (2.9)

Або у загальному випадку:

{ĉ†αi,σ, ĉαj,σ′} = δijδσσ′, (2.10)

δij та δσσ′ – символи Кронекера. У свою чергу:

{ĉ†αi,σ, ĉ
†
αj,σ′} = {ĉαi,σ, ĉαj,σ′} = 0. (2.11)

Повертаючись до (2.6) та використовуючи математичний апарат, опи-
саний вище, можна ввести поняття польового оператору [56]:

Ψ̂†
σ(r) =

∑
αk

ψ∗
αk(r)ĉ†αk,σ =

∑
αi

w∗
α(r−Ri)ĉ

†
αi,σ; (2.12)
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Ψ̂σ(r) =
∑
αi

wα(r−Ri)ĉαi,σ. (2.13)

Оператор Ψ̂†
σ(r) створює частинку зi спiном σ на вiдстанi r, а Ψ̂σ(r) знищує

ту саму частинку.
За допомогою (2.12) та (2.13) вираз для гамiльтонiану (2.2) можна спро-

стити:

Ĥ =
∑
σ

∫
Ψ̂†

σ(r)Ĥ1Ψ̂σ(r)dr (2.14)

+
1

2

∑
σ,σ′

∫ ∫
Ψ̂†

σ(r)Ψ̂†
σ′(r′)U(r, r′)Ψ̂σ′(r′)Ψ̂σ(r)drdr′

=
∑
σ,α,i,j

∫
w∗

α(r−Ri)ĉ
†
αi,σĤ1wβ(r−Rj)ĉβj,σdr

+
1

2

∑
α,β,γ,δ,
i,j,m,n,
σ,σ′

∫ ∫
wα(r−Ri)ĉ

†αi, σwβ(r′ −Rj)ĉ
†βj, σ′U(r, r′)

× wγ(r′ −Rm)ĉγm, σ′wδ(r−Rn)ĉδn,σdrdr
′.

Або у ще бiльш компактнiй формi

Ĥ =
∑
σ,α,i,j

tαβij ĉ
†
αi,σĉαj,σ +

1

2

∑
σ,σ′

∑
α,β,γ,δ,
i,j,m,n

Uαβγδ
ijmn ĉ

†
αi,σĉ

†
βj,σ′ ĉγm,σ′ ĉδn,σ, (2.15)

де матричнi елементи tαβij та Uαβγδ
ijmn дорiвнюють

tαβij =

∫
w∗

α(r−Ri)Ĥ1wβ(r−Rj)dr; (2.16)

Uαβγδ
ijmn =

∫ ∫
w∗

α(r−Ri)w
∗
β(r′ −Rj)U(r, r′)wγ(r′ −Rm)wδ(r−Rn)drdr′.

(2.17)
Застосуємо деякi наближення до рiвняння (2.15). Якщо поверхня Фермi

розташована в однiй зонi провiдностi, багатоорбiтальна модель Габбарда
перетворюється на однозонну модель i

Ĥ =
∑
σ,i,j

tij ĉ
†
i,σĉj,σ +

U

2

∑
σ,σ′

∑
i

ĉ†i,σĉ
†
i,σ′ ĉi,σ′ ĉi,σ. (2.18)
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Оскiльки σ = {↑, ↓}, тодi

Ĥ =
∑
σ,i,j

tij ĉ
†
i,σĉj,σ + U

∑
i

n̂i,↑n̂i,↓. (2.19)

Iнше поширене спрощення рiвняння (2.19) походить вiд наближення мо-
делi сильного зв’язку. Це означає, що функцiї Ваньє сильно локалiзованi
навколо Ri, а отже можливi лише тi стрибки, що вiдбуваються мiж сусi-
днiми вузлами

Ĥ = −t
∑
σ,i

ĉ†i,σĉi+1,σ + U
∑
i

n̂i,↑n̂i,↓. (2.20)

Враховуючи, що тунелювання можливе в обох напрямах, запишемо

Ĥ = −t
∑
σ,i

(
ĉ†i,σĉi+1,σ + ĉ†i+1,σĉi,σ

)
+ U

∑
i

n̂i,↑n̂i,↓. (2.21)

Отриманий гамiльтонiан є найпоширенiшим способом запису одноорбiталь-
ної моделi Фермi-Габбарда з вiдштовхуючою кулонiвською взаємодiєю U та
амплiтудою тунелювання t.

2.2 Властивостi моделi Габбарда
Визначимо базис моделi Габбарда. Iснує чотири варiанти заселення ву-

зла i. Усi вони зазначенi в Табл. 1. Отже, розмiрнiсть гiльбертового про-
стору для системи з L вузлами дорiвнює 4L.

|0⟩ | ↑⟩ | ↓⟩ | ↑↓⟩
порожнiй вузол заселенiсть заселенiсть подвiйна заселенiсть

↑-електроном ↓-електроном
|0⟩i ĉ†i,↑|0⟩i ĉ†i,↓|0⟩i ĉ†i,↑ĉ

†
i,↓|0⟩i

Табл. 1: Базиснi стани одноорбiтальної моделi Фермi-Габбарда.

Дотримуючись позначень з Табл. 1, довiльний стан, що складається з
N електронiв, визначається ланцюжком N операторiв народження

|i,σσσ⟩ = ĉ†iN ,σN
ĉ†iN−1,σN−1

...ĉ†i2,σ2
ĉ†i1,σ1

|0⟩, (2.22)
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де i = {i1, i2, ..., iN−1, iN} i σσσ = {σ1, σ2, ..., σN−1, σN}, is – позицiя s-го еле-
ктрона. Крiм того, оскiльки система пiдкоряється принципу Паулi, вузол i
не може бути заселено двома електронами з однаковим спiном σ. У резуль-
татi (ĉ†i,σ)2 = 0.

Для обчислення кiлькостi частинок на одному вузлi, можна визначити
оператор числа частинок для електронiв зi спiном σ =↑,

N̂↑ =
L∑
i=1

n̂i,↑, (2.23)

та зi спiном σ =↓,

N̂↓ =
L∑
i=1

n̂i,↓. (2.24)

Звiдси маємо, що N̂ = N̂↑+N̂↓, де N̂ — оператор загального числа части-
нок. Для n̂i,σ в термiнах операторiв народження та знищення справедливi
такi спiввiдношення: [n̂i,σ, ĉ

†
j,σ′] = δijδσσ′ ĉ†j,σ′ та [n̂i,σ, ĉj,σ′] = −δijδσσ′ ĉj,σ′. Ви-

конавши пiдсумовування за вузлами, отримуємо

[N̂σ, ĉ
†
j,σ′] = δσσ′ ĉ†j,σ′, [N̂σ, ĉj,σ′] = −δσσ′ ĉj,σ′. (2.25)

Згiдно з комутацiйною властивiстю, а саме [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ]:

[N̂σ, ĉ
†
i,σ′ ĉj,σ′] = [N̂σ, ĉ

†
i,σ′]ĉj,σ′ + ĉ†i,σ′[N̂σ, ĉj,σ′] = 0. (2.26)

Таким чином, повний гамiльтонiан моделi Габбарда комутує з оператором
числа частинок N̂σ. Оскiльки оператор загального числа частинок є сумою
N̂↑ i N̂↓, можна отримати

[Ĥ, N̂ ] = 0. (2.27)

Отже, у системi зберiгається загальна кiлькiсть частинок.
Враховуючи усе вище сказане, неважко перевiрити, що

[Ĥ, Ŝz] = 0, (2.28)

де за визначенням Ŝz = 1
2

(
N̂↑ − N̂↓

)
.

На ґратцi з двома пiдґратками (ґратку роздiлено на двi пiдґратки A i B
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так, що кожен вузол A оточений вузлами B) для половинного заповнення
вiдбувається збереження ще однiєї симетрiї, а саме симетрiї частинка-дiрка.
У цьому випадку справедливе наступне перетворення:

ĉ†i,σ → ηiĉi,σ, ĉi,σ → ηiĉ
†
i,σ, (2.29)

де

ηi =

1, i ∈ A;

−1, i ∈ B.
(2.30)

Варто зазначити, що загальна форма моделi Габбарда такого типу си-
метрiї не проявляє, оскiльки перетворення (2.29) змiнює доданок, що вiд-
повiдає за тунелювання.

2.2.1 Граничнi випадки

Наприкiнцi роздiлу розглянемо два граничнi випадки одноорбiтальної мо-
делi Габбарда.

Невзаємодiйна система

У випадку, коли кулонiвська взаємодiя вiдсутня, а саме U = 0, модель
Габбарда (2.20) має вигляд

Ĥ0 = −t
∑
σ,i

(
ĉ†i,σĉi+1,σ + ĉ†i+1,σĉi,σ

)
. (2.31)

Наразi можна перевизначити оператори народження та знищення

ĉ†k,σ =
1√
L

∑
j

e
2πi
L kRj ĉ†j,σ; (2.32)

ĉk,σ =
1√
L

∑
j

e
−2πi
L Rj ĉj,σ;

а потiм виконати оберненi перетворення Фур’є

ĉ†j,σ =
1√
L

∑
k

e
−2πi
L Rjkĉ†k,σ; (2.33)
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ĉj,σ =
1√
L

∑
k

e
2πi
L Rjkĉk,σ, де j = 1, 2, ..., L− 1, L

i замiнити ĉ†j,σ, ĉj,σ на описанi вище спiввiдношення. В результатi отримаємо
гамiльтонiан системи

Ĥ0 =
∑
k

∑
σ

ϵ(k)ĉ†k,σĉk,σ, (2.34)

де
ϵ(k) = −t

∑
i

eik(Ri−Ri+1) + eik(Ri+1−Ri) = −2t
∑
i

cos(ka) (2.35)

з a = Ri −Ri+1.

Безстрибкова система

За границi t → 0 енергетичний спектр системи є сильно виродженим. На-
приклад, якщо кiлькiсть електронiв менша за кiлькiсть вузлiв ґратки, кра-
тнiсть виродження сягає 2NCN

L , де 2N обумовлене спiновими ступенями
вiльностi, а CN

L – кiлькiсть способiв заповнення ґратки N електронами.
Зауважимо, що гамiльтонiан системи

Ĥ = U
∑
i

n̂i,↑n̂i,↓ (2.36)

вже має дiагональну форму. Це дозволяє нам розглядати Ĥ як суму неза-

лежних вузлiв, тобто Ĥ =
L∑
i

Ĥi. З повного набору вузлiв можна вибрати

двi пiдмножини A i B так, щоб одна з них була заселена електронами зi
спiном ↑, а друга – електронами зi спiном ↓. Враховуючи таку заселеннiсть,
у загальному випадку хвильова функцiя представлена як

Ψ =

(∏
i∈L1

ĉ†i,↑

)(∏
i∈L2

ĉ†i,↓

)
|0⟩, (2.37)

що призводить до наступного виразу для власних значень:

E =
∑

i∈L1∩L2

Ui. (2.38)
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Очевидно, що для системи з N < L подвiйно заселених вузлiв немає i
енергiя основного стану дорiвнює нулю.

2.3 Двоорбiтальна модель Габбарда
У пiдроздiлi 2.1 ми отримали спiввiдношення (2.16) та (2.17), якi опи-

сують амплiтуди тунелювання та кулонiвської взаємодiї вiдповiдно. Наразi
наша увага буде зосереджена на двоорбiтальнiй моделi Фермi-Габбарда.

Така система має чотири внутрiшнi ступенi вiльностi – двi орбiтальнi
i двi спiновi. У порiвняннi з одноорбiтальною моделлю Габбарда, двоор-
бiтальна модель передбачає бiльше рiзноманiття взаємодiй, характерних
матерiалам з мультиорбiтальною структурою. Бiльш точно, цей пiдроздiл
присвячено двоорбiтальнiй моделi Фермi-Габбарда, реалiзованiй на лужно-
земельних та їм подiбних атомах. Електронний основний стан 1S0 i мета-
стабiльний збуджений стан 3P0 представляють орбiтальнi ступенi вiльностi
|g⟩ i |e⟩ вiдповiдно.

Крiм того, зробимо деякi спрощення моделi. По-перше, припустимо, що
в системi немає таких стрибкових процесiв, якi можуть змiнити заселенiсть
орбiталi γ, проте амплiтуди tγγij для атомiв з рiзних орбiталей рiзнi. Таким
чином, дослiджуваний гамiльтонiан не враховує парнi стрибки. По-друге,
зменшимо варiативнiсть дозволених стрибкiв до стрибкiв мiж сусiднiми
вузлами.

Враховуючи усi перелiченi спрощення та використовуючи (2.17), можна
отримати амплiтуди всiх можливих взаємодiй. Оскiльки нас цiкавлять ли-
ше локальнi взаємодiї, амплiтуда Uγγ для двох частинок з однiєї орбiталi
набуває вигляду:

Uγγ =

∫ ∫
w∗

γ(r−Ri)w
∗
γ(r′ −Ri)U(r, r′)wγ(r′ −Ri)wγ(r−Ri)drdr

′

=

∫ ∫
|wγ(r−Ri)|2 U(r, r′) |wγ(r′ −Ri)|2 drdr′. (2.39)

Тодi для частинок з рiзних орбiталей, γ ̸= γ′:

Uγγ′ =

∫ ∫
w∗

γ(r−Ri)w
∗
γ′(r′ −Ri)U(r, r′)wγ′(r′ −Ri)wγ(r−Ri)drdr

′

=

∫ ∫
|wγ(r−Ri)|2 U(r, r′) |wγ′(r′ −Ri)|2 drdr′. (2.40)



30

Варто зазначити, що для частинок з однаковими спiнами, але з рiзних
орбiталей зв’язок Гунда зменшує кулонiвську взаємодiю на Jγγ′, а саме

Jγγ′ =

∫ ∫
w∗

γ′(r−Ri)w
∗
γ(r′ −Ri)U(r, r′)wγ′(r′ −Ri)wγ(r−Ri)drdr

′.

(2.41)
Звернемо увагу, що в нашiй моделi Jγγ′ також описує обмiнну взаємодiю
мiж частинками з рiзними спiнами та з рiзних орбiталей, так званий спiн-
флiп. Згiдно з усiма симетрiями системи Uγγ′ = Uγ′γ i Jγγ′ = Jγ′γ, можна
записати гамiльтонiан

Ĥ =
∑
i

∑
γ,σ

tγ ĉ
†
i,γσĉi+1,γσ +

1

2

∑
i

∑
σ ̸=σ′,γ

Uγγn̂i,γσn̂i,γσ′ (2.42)

+
1

2

∑
i

∑
σ,γ ̸=γ′

(Uγγ′ − Jγγ′) n̂i,γσn̂i,γ′σ +
1

2

∑
i

∑
σ ̸=σ′,γ ̸=γ′

Uγγ′n̂i,γσn̂i,γ′σ′

+
1

2

∑
i

∑
σ ̸=σ′,γ ̸=γ′

Jγγ′ ĉ†i,γσĉ
†
i,γ′σ′ ĉi,γσ′ ĉi,γ′σ.

Для кращого поєднання теорiї з експериментом, рiвняння (2.42) можна
переписати в термiнах довжин хвиль розсiювання (див. [61] для бiльш де-
тальної iнформацiї). Точнiше, нас цiкавлять експерименти, реалiзованi з
лужноземельними та їм подiбними атомами, що характеризуються SU(N )
симетрiєю; N = 2I + 1, а I — ядерний спiн. Зокрема, орбiтальнi ступенi
вiльностi, |g⟩ i |e⟩, представленi електронним основним станом 1S0 i мета-
стабiльним збудженим станом 3P0 вiдповiдно.

Для двох електронних станiв, з двома спiновими i двома орбiтальними
ступенями вiльностi, необхiдно враховувати чотири довжини s-хвильового
розсiювання, щоб описати всi можливi зiткнення в системi. Зiткнення мiж
двома частинками з орбiталi g визначаються довжиною розсiювання agg.
Аналогiчно aee позначає взаємодiю e-атомiв. На вiдмiну вiд одноорбiтальної
моделi Габбарда, зiткнення можуть вiдбуватися двома додатковими кана-
лами. Так довжини розсiювання a+eg та a−eg характеризують симетричний
(|eg⟩ + |ge⟩) /

√
2 та антисиметричний (|eg⟩ − |ge⟩) /

√
2 канали вiдповiдно.

Таким чином, спiввiдношення амплiтуд взаємодiї задано формулами:

Uγγ =
4πℏ2

M
aγγ

∫
|wγ(r)|4dr; (2.43)
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U±
eg =

4πℏ2

M
a±eg

∫
|we(r)|2|wg(r)|2dr. (2.44)

де wγ – функцiя Ваньє (2.5) в орбiтальному станi γ. Звiдси взаємодiя вну-
трiшнього мiжорбiтального обмiну Vex i пряма взаємодiя V :

Vex =
U+
eg + U−

eg

2
(2.45)

та

V =
U+
eg − U−

eg

2
. (2.46)

Усi можливi типи взаємодiй зображено на Рис. 2.1

Рис. 2.1: Схематичне зображення усiх можливих взаємодiй у двоорбiталь-
нiй моделi Фермi-Габбарда.

Враховуючи усi зазначенi деталi, гамiльтонiан для двоорбiтальної мо-
делi Фермi-Габбарда представлено наступною формулою:

H =
∑
i

∑
γ,σ

tγ(c†iγσci+1γσ + H.c.) −
∑
i,γ

µγniγ + Hint, (2.47)

де другий доданок
∑

i,γ µγniγ, що мiстить хiмiчний потенцiал µγ, визначає
загальну кiлькiсть частинок у системi та

Hint =
∑
i,γ

Uγγ

∑
σ<σ′

niγσniγσ′ + V
∑

i,σ<σ′,γ<γ′

niγσniγ′σ′ (2.48)

+(V − Vex)
∑

i,σ,γ<γ′

niγσniγ′σ

+Vex
∑

i,σ<σ′,γ<γ′

c†iγσc
†
iγ′σ′ciγσ′ciγ′σ.



32

Вище обмiнна взаємодiя Vex подiляється на двi складовi – густина-густина
та спiн-флiп.

Варто зазначити, що в роздiлi 4 усi результати отриманi в рамках дво-
орбiтальної моделi Фермi-Габбарда з гамiльтiнiаном (2.47).
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РОЗДIЛ 3

Теоретичнi пiдходи

За останнi десятилiття методи тензорних мереж [42–47] зазнали значно-
го розвитку, що допомогло вивести на новий рiвень чисельний аналiз силь-
но корельованих квантових систем багатьох тiл. Завдяки певним обчислю-
ваним перевагам тензорнi мережi дозволяють вивчати поведiнку систем за
низьких температур, а саме ефективно отримувати основний стан та вико-
нувати подальшi розрахунки усiх вiдповiдних фiзичних спостережуваних
величин. Перш за все, проблема експоненцiйного зростання гiльбертового
простору (характерна точнiй дiагоналiзацiї) вирiшується методом повузло-
вої декомпозицiї. Крiм того, тензорнi мережевi методи не мають проблеми
зi знаком, що є ключовим моментом вивчення фермiонних систем.

3.1 Точна дiагоналiзацiя
Метод точної дiагоналiзацiї гамiльтонiана (ED) – один iз найкращих

способiв дослiдити дискретну скiнченну систему й отримати доступ до всiх
її власних станiв i власних значень. Згiдно з алгоритмом, гамiльтонiан си-
стеми представляється у матричнiй формi, а потiм дiагоналiзується. На
жаль, точна дiагоналiзацiя застосовна лише для невеликих систем, що
пов’язано з експоненцiальним зростанням гiльбертового простору зi зро-
станням ступенiв вiльностi для квантових систем.

Зокрема для двоорбiтальної моделi Фермi-Габбарда, описаної гамiльто-
нiаном (2.47), з двома спiновими та двома орбiтальними ступенями вiльно-
стi, iснує чотири внутрiшнi стани, а саме g↑, g↓ e↑, e↓. Кожен окремий вузол
може бути порожнiм або заповненим фермiоном вiдповiдного сорту. Таким
чином, ґратка, що складається з L вузлiв, описується матрицею розмiру
16L × 16L. Це означає, що прямий числовий аналiз без застосування дода-
ткової оптимiзацiї можна виконати для L ≈ 5 вузлiв.

Варто зазначити, що для найбiльш ефективної реалiзацiї точної дiа-
гоналiзацiї слiд враховувати характернi для системи симетрiї. Як можна
побачити з рiвняння (2.27), гамiльтонiан системи комутує з оператором за-
гальної кiлькостi частинок (N̂ =

∑
i,σ,γ

n̂iσγ). Крiм того, у дослiджуванiй си-

стемi зберiгаються загальнi кiлькостi частинок кожного з сортiв, тобто, N̂g,
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N̂e, N̂↑, N̂↓, що дає можливiсть записати гамiльтонiан у матричнiй формi з
блочно-дiагональною структурою [77, 78] (див. Рис. 3.1):

Рис. 3.1: Блочно-дiагональна структура матричної форми гамiльтонiана.
Кожний колiр вiдповiдає величинi, що зберiгається.

H = H0 ⊕H1 ⊕ ...⊕HB−1 ⊕HB, (3.1)

де HB – матрична форма гамiльтонiана, яка описує систему з фiксованою
кiлькiстю частинок g i e, а також частинок зi спiном ↑ i ↓.

Пояснимо детальнiше деякi особливостi конструкцiї HB. Для реалiзацiї
точної дiагоналiзацiї важливим кроком є вибiр усiх станiв, що формують
базис HB. Базиснi вектори зручно записати за допомогою «0» та «1» (див.
Рис. 3.2). Оскiльки система має чотири внутрiшнi ступенi вiльностi, окре-
мий вузол можна подати як набiр iз чотирьох позицiй, так що кожна пози-
цiя вiдповiдає певному виду частинок. Вiдсутнiсть частинки позначається
«0», тодi як її наявнiсть – «1». Знаючи, як саме дiють оператори на базис
усiєї системи, для кожного HB можна побудувати та дiагоналiзувати ма-
трицю. Зазначимо, що всi математичнi операцiї виконуються для кожної
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Рис. 3.2: Приклад представлення заселення двох вузлiв ґратки за допомо-
гою бiнарного коду.

матрицi окремо. У результатi набiр власних векторiв i власних значень усiх
гамiльтонiанiв HB дає повну iнформацiю про дослiджувану систему.

Доступ до всiх власних векторiв i власних значень гамiльтонiана надає
можливiсть обчислити математичне очiкування будь-якої спостережуваної
величини Ô за скiнченної температури T ,

⟨Ô⟩ =
1

Z
∑
n

e−βϵn⟨vn|Ô|vn⟩, (3.2)

де Z =
∑
n
e−βϵn – це статистична сума з β = 1/kBT . У границi T → 0

статистичну суму i рiвняння (3.2) можна переписати наступним чином:

Z ≈ e−βϵ0, (3.3)

⟨Ô⟩ = ⟨v0|Ô|v0⟩. (3.4)

Хоча метод точної дiагоналiзацiї дає змогу дослiджувати лише невеликi
системи, вiн є надiйною перевiркою результатiв, отриманих за допомогою
iнших наближених алгоритмiв обчислення.

3.2 Перетворення Йордана–Вiгнера
Оскiльки обчислювальнi можливостi точної дiагоналiзацiї не переви-

щують L ≈ 5 (ця межа незначно залежить вiд обчислювальних ресурсiв),
для подальшого вивчення моделi Фермi–Габбарда слiд застосувати альтер-
нативнi чисельнi методи. Зокрема, тут ми зосередимось на використаннi
пiдходу матричних множникiв (MPS). Для цього, як варiант, гамiльтонi-
ан системи можна залишити у формi (2.47), але зазвичай бiльш зручним
є виконати перехiд вiд фермiонних операторiв до спiнових за допомогою
перетворень Йордана-Вiгнера [79].



36

Визначимо оператори народження (знищення) в термiнах спiнових опе-
раторiв:

ĉj =
∏
n′<n

(−σ̂zn′)σ̂−n , (3.5)

ĉ†j =
∏
n′<n

(−σ̂zn′)σ̂+n , (3.6)

де σ̂x, σ̂y, σ̂z – матрицi Паулi i σ̂± = σ̂x ± iσ̂y. Тут n – узагальнений iндекс:
n = 4i + 2γ + σ iз σ = {0, 1}, γ = {0, 1}, i = {0, . . . , N − 1}. Корисно
пригадати наступнi спiввiдношення для матричних добуткiв:

σ̂+j σ̂
z
j = −σ̂+j , σ̂zj σ̂

+
j = σ̂+j , (3.7)

σ̂−j σ̂
z
j = σ̂−j , σ̂zj σ̂

−
j = −σ̂−j .

Застосуємо (3.5) i (3.6) почергово до усiх доданкiв гамiльтонiана (2.47).
Спершу виконаємо перетворення доданку, що вiдповiдає за тунелювання в
системi:

−t
∑
iγσ

ĉ†iγσĉ(i+1)γσ = −t
∑
n

ĉ†4i+2γ+σĉ4(i+1)+2γ+σ (3.8)

= −t
∑
n

ĉ†4i+2γ+σĉ4i+2γ+σ+4

= −t
∑
n

ĉ†nĉn+4

= −t
∑
n

����(−σ̂z1)����(−σ̂z2) . . .������(−σ̂zn−1)σ̂
+
n ×����(−σ̂z1)����(−σ̂z2) . . .

× �����(−σ̂n−1
z)(−σ̂zn)(−σ̂zn+1)(−σ̂zn+2)(−σ̂zn+3)σ̂

−
n+4

= −t
∑
n

σ̂+n σ̂
z
nσ̂

z
n+1σ̂

z
n+2σ̂

z
n+3σ̂

−
n+4

= t
∑
n

σ̂+n σ̂
z
n+1σ̂

z
n+2σ̂

z
n+3σ̂

−
n+4.

Аналогiчно ермiтово-спряжена частина набуває вигляду:

−t
∑
iγσ

ĉ†(i+1)γσĉiγσ = −t
∑
n

ĉ†4(i+1)+2γ+σĉ4i+2γ+σ = t
∑
n

σ̂−n σ̂
z
n+1σ̂

z
n+2σ̂

z
n+3σ̂

+
n+4.

(3.9)
Враховуючи, що σ = 0 =↓, σ = 1 =↑, локальну взаємодiю з амплiтудою
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U можна записати як∑
γ

Uγ

∑
i

n̂iγ↑n̂iγ↓ =
∑
γ

Uγ

∑
i

ĉ†iγ↑ĉiγ↑ĉ
†
iγ↓ĉiγ↓ (3.10)

=
∑
γ

Uγ

∑
i

ĉ†4i+2γ+1ĉ4i+2γ+1ĉ
†
4i+2γ ĉ4i+2γ

=
∑
γ

Uγ

∑
i

σ̂+4i+2γ+1σ̂
−
4i+2γ+1σ̂

+
4i+2γσ̂

−
4i+2γ

= U
∑
n

σ+n σ̂
−
n σ̂

+
n−1σ̂

−
n−1.

Звернемо увагу, що амплiтуда U залежить вiд орбiталi, тобто U =

{Ug(γ = 0), Ue(γ = 1)}. Крiм того, для спрощення запису можна ввести

оператор проєктування π̂0j = σ̂+j σ̂
−
j =

(
1 0

0 0

)
i перезаписати (3.10):

U
∑
n

σ̂+n σ̂
−
n σ̂

+
n−1σ̂

−
n−1 = U

∑
n

π̂0nπ̂
0
n−1. (3.11)

Мiжорбiтальна взаємодiя (V −Vex) для частинок з однаковими спiнами
має вигляд ∑

i,σ,γ<γ′

(V − Vex)n̂iγσn̂iγ′σ (3.12)

= (V − Vex)
∑
i

(n̂ie↑n̂ig↑ + n̂ie↓n̂ig↓)

= (V − Vex)
∑
i

(ĉ†4i+3ĉ4i+3ĉ
†
4i+1ĉ4i+1 + ĉ†4i+2ĉ4i+2ĉ

†
4iĉ4i)

= (V − Vex)
∑
i

(σ̂+4i+3σ̂
−
4i+3σ̂

+
4i+1σ̂

−
4i+1 + σ̂+4i+2σ̂

−
4i+2σ̂

+
4iσ̂

−
4i)

= (V − Vex)
∑
i

(π̂04i+3π̂
0
4i+1 + π̂04i+2π̂

0
4i).

У той самий час пряма взаємодiя V для частинок з рiзними спiнами:∑
i,σ<σ′,γ<γ′

V n̂iγσn̂iγ′σ′ = V
∑
i

(n̂ie↑n̂ig↓ + n̂ie↓n̂ig↑) (3.13)

+ V
∑
i

(ĉ†4i+3ĉ4i+3ĉ
†
4iĉ4i + ĉ†4i+2ĉ4i+2ĉ

†
4i+1ĉ4i+1)
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+ V
∑
i

(σ̂+4i+3σ̂
−
4i+3σ̂

+
4iσ̂

−
4i + σ̂+4i+2σ̂

−
4i+2σ̂

+
4i+1σ̂

−
4i+1)

+ V
∑
i

(π̂04i+3π̂
0
4i + π̂04i+2π̂

0
4i+1).

Доданок, що описує взаємодiю типу спiн-флiп, перетворюється наступним
чином:

Vex
∑

i,σ ̸=σ′,γ<γ′

ĉ†iγσĉ
†
iγ′σ′ ĉiγσ′ ĉiγ′σ = Vex

∑
i

ĉ†ig↑ĉ
†
ie↓ĉig↓ĉie↑ (3.14)

= Vex
∑
i

(ĉ†4iĉ
†
4i+3ĉ4i+1ĉ4i+2 + ĉ†4i+1ĉ

†
4i+2ĉ4iĉ4i+3)

= −Vex
∑
i

(σ̂+4iσ̂
−
4i+1σ̂

−
4i+2σ̂

+
4i+3 + σ̂−4iσ̂

+
4i+1σ̂

+
4i+2σ̂

−
4i+3).

Останнiй член гамiльтонiана, що мiстить хiмiчний потенцiал µγ можна
переписати так:∑

iγσ

µγn̂iγσ =
∑
iγσ

µγ ĉ
†
iγσĉiγσ (3.15)

=
∑
iσ

(
µgσ̂

+
4i+σσ̂

−
4i+σ + µeσ̂

+
4i+σ+2σ̂

−
4i+σ+2

)
=
∑
iσ

(
µgπ̂

0
4i+σ + µeπ̂

0
4i+σ+2

)
.

Враховуючи вирази (3.9) i (3.12)–(3.15), остаточна форма двоорбiталь-
ного гамiльтонiана моделi Фермi-Габбарда набуває форми

H = t
∑
n

(σ̂+n σ̂
z
n+1σ̂

z
n+2σ̂

z
n+3σ̂

−
n+4 +H.c.) + U

∑
n

π̂0nπ̂
0
n−1 (3.16)

+ (V − Vex)
∑
i

(π̂04i+3π̂
0
4i+1 + π̂04i+2π̂

0
4i) + V

∑
i

(π̂04i+3π̂
0
4i + π̂04i+2π̂

0
4i+1)

− Vex
∑
i

(σ̂+4iσ̂
−
4i+1σ̂

−
4i+2σ̂

+
4i+3 + σ̂−4iσ̂

+
4i+1σ̂

+
4i+2σ̂

−
4i+3)

+
∑
iσ

(
µgπ̂

0
4i+σ + µeπ̂

0
4i+σ+2

)
.
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3.3 Метод матричних множникiв
Одним з найбiльш вiдомих методiв вирiшування задач фiзики багатьох

частинок є група перенормування матрицi густини (DMRG) [43, 51]. У поєд-
наннi з хвильовою функцiєю у виглядi матричних множникiв (MPS) [48–50]
остання стає надiйним та потужним iнструментом. Як правило, алгоритм
DMRG використовується для отримання основного стану системи шляхом
знаходження домiнуючого власного вектора гамiльтонiану у виглядi ма-
тричних множникiв.

3.3.1 Хвильова функцiя як добуток матричних множникiв

Щоб полегшити розумiння наступних математичних спiввiдношень, розпо-
чнемо з графiчного представлення тензорiв [80]. Мовою тензорних мереж,
як правило, тензор зображується у виглядi геометричної фiгури з “нiжка-
ми”. Кiлькiсть нiжок вiдповiдає рангу тензора, а отже дорiвнює кiлькостi
iндексiв. З цього зрозумiло, що скаляр (тензор рангу 0), вектор (тензор ран-
гу 1) та матриця (тензор рангу 2) мають нуль, одну i двi нiжки вiдповiдно.
Приклади представлення тензорiв див. на Рис. 3.3.

Рис. 3.3: Приклади тензорних позначень. Злiва направо: скаляр, вектор,
матриця; б) приклади згортки тензорiв. Злiва направо: скалярний добуток,
множення матрицi на вектор, множення матрицi на матрицю, слiд матрицi.

Математичнi операцiї над тензорами, такi як скалярний добуток, мно-
ження матрицi на вектор, множення матрицi на матрицю, графiчно зобра-
жуються у виглядi поєднаних нiжок. Слiд матрицi – нiжка, що замикається
сама на себе.

Тепер розглянемо систему, представлену ґраткою з L вузлами, кожному
з яких вiдповiдає d-мiрний гiльбертовий простiр. Таким чином, у загаль-
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ному виглядi довiльний стан описують формулою

|Ψ⟩ =
∑
i1...iL

ψi1...iL|i1...iL⟩, (3.17)

де ψi1...iL – dL-мiрний тензор i |is⟩ – базиснi стани одиничного вузла. На-
приклад, хвильова функцiя системи, що описується моделлю Гейзенберга,
може бути представлена 2L-мiрним тензором; у разi моделi Габбарда ранг
дорiвнює 4L.

Основна iдея пiдходу матричних множникiв полягає у вiдокремленнi
фiзичних ступенiв вiльностi кожного вузла ґратки та записi хвильової фун-
кцiї у виглядi добутку L-матриць так, щоб кожна матриця вiдповiдала ли-
ше одному вузлу, як показано на Рис. 3.4. Уся процедура складається iз
серiї перетворень та сингулярних розкладань матрицi (SVD) [43].

Припустимо, що процедура декомпозицiї вiдбувається з лiвого боку. В
цiлому, сингулярне розкладання матрицi можна починати як злiва, так i
справа або ж використовувати змiшану форму декомпозицiї. Вiдокремлен-
ня першого iндексу i1, тобто iндексу, який описує фiзичнi ступенi вiльностi
першого вузла, досягається шляхом перетворення тензора ψi1...iL як наве-
дено нижче [81]:

|Ψ⟩ =
∑
i1...iL

ψi1...iL|i1...iL⟩ =
∑
i1...iL

ψi1
(i2...iL)

|i1...iL⟩. (3.18)

У цьому записi i1 – iндекс рядка, а (i2...iL) – iндекс стовпця. Виконуючи
декомпозицiю хвильової функцiї, маємо

ψi1
(i2...iL)

=
∑
α1

Ai1
α1
ψα1

(i2...iL)
(3.19)

або
|Ψ⟩ =

∑
i1...iL

∑
α1

Ai1
α1
ψα1

(i2...iL)
|i1i2...iL⟩. (3.20)

Матриця Ai1
α1

мiстить iнформацiю про перший вузол ґратки; α1 = 1, ..., d.
Вiдокремлення другого вузла вiдбувається за аналогiчною схемою, тоб-
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Рис. 3.4: Графiчне зображення вiдокремлення фiзичних iндексiв. а) Вiд-
окремлення першого вузла; б) вiдокремлення другого вузла; в) усi вузли
вiдокремленi та представленi у виглядi матриць.

то шляхом змiни форми та сингулярного розкладання матрицi ψi1
(i2...iL)

:

|Ψ⟩ =
∑
i1...iL

∑
α1

Ai1
α1
ψ
(α1i2)
(i3...iL)

|i1...iL⟩ (3.21)

=
∑
i1...iL

∑
α1α2

Ai1
α1
Ai2

α1α2
ψα2

(i3...iL)
|i1...iL⟩.

Дотримуючись цих крокiв, зрештою |Ψ⟩ можна переписати як добуток ма-
триць, а саме

|Ψ⟩ =
∑
i1...iL

∑
α1...αL−1

Ai1
α1
Ai2

α1α2
...AiL−1

αL−2αL−1
AiL

αL−1
|i1...iL⟩. (3.22)

Звернемо увагу, що у загальному випадку αs = 1, ..., D; D називається
розмiрнiстю зв’язку. Як було зазначено вище, максимальне значення α1

дорiвнює d, а α2 дорiвнює d2. Оскiльки дiапазон αk залежить вiд рангу
вiдповiдного SVD, αL−2 = 1, .., d2 та αL−1 = 1, .., d. Отже, максимальне
значення розмiрностi зв’язку D дорiвнює dL/2 та вiдповiдає середньому
вузлу ґратки.

Для визначення дуального MPS кожну матрицю A необхiдно замiнити
на A†. Отже,

⟨Ψ| =
∑
i′1...i

′
L

∑
α′
1...α

′
L−1

A
∗i′1
α′
1
A

∗i′2
α′
1α

′
2
...A

∗i′L−1

α′
L−2α

′
L−1
A

∗i′L
α′
L−1

⟨i′1...i′L|, (3.23)
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де ∗ – символ комплексного спряження. Варто зазначити, що графiчне
представлення дуального MPS дуже схоже. Рiзниця полягає у положеннi
нiжок, що зображаються знизу.

Пiдбиваючи пiдсумки, будь-яка хвильова функцiя може бути представ-
лена у виглядi добутку матриць, так що кожна матриця цього добутку
вiдповiдає лише одному вузлу. Таке представлення не є унiкальним, тобто
кiлька рiзних матричних добуткiв можуть характеризувати один i той же
квантовий стан.

3.3.2 Вимiрювання

Як було згадано ранiше, представлення хвильової функцiї у виглядi добу-
тку матриць передбачає неодноразове виконання SVD процедури. Припу-
стимо, що декомпозицiя виконується лiворуч до вузла s i праворуч до вузла
s+2. Вважається, що хвильова функцiя знаходиться у змiшанiй канонiчнiй
формi, а вузол s є ортогональним центром [82]. За визначенням сингуляр-
ного розкладу, довiльну матрицю можна представити у виглядi добутку
трьох матриць (M = UDV †), де U i V † – нормованi злiва та справа вiд-
повiдно. Дiагональнi елементи матрицi D мiстять сингулярнi значення ма-
трицiM . Крiм того, результатом згортки двох нормованих злiва або справа
тензорiв є одиничний тензор. Усi цi властивостi полегшують вимiрювання,
що застосовуються до MPS [83].

Для проведення локальних вимiрювань на вузлi s необхiдно обчислити
⟨Ψ|Ô[is]|Ψ⟩. Без урахування жодних спрощень оператор Ô[is] слiд записати
у виглядi Ô[is] = Î [i1] ⊗ Î [i2] ⊗ ... ⊗ Î [is−1] ⊗ Ô[is] ⊗ Î [is+1] ⊗ ... ⊗ Î [iL]. Вважа-
ємо, що злiва вiд вузла s усi тензори, якi представленi добутком матриць,
нормованi злiва, а всi тензори праворуч вiд вузла s – нормованi справа.
У цьому випадку в результатi згортки залишаться лише двi матрицi, що
вiдповiдають вузлу s (див. Рис. 3.5).

У разi нелокальних вимiрювань (наприклад, ⟨Ψ|Ô[is]Ô[is+2]|Ψ⟩, як зобра-
жено на Рис. 3.6) дiя оператора на вузол, вiдмiнного вiд ортогонального
центру, призводить до порушення ортогональностi. Як наслiдок, згортка
тензорiв мiж вузлами s i s + 2 неможлива. Проте, як i ранiше, згортка
застосовна до усiх тензорiв лiворуч вiд вузла s i праворуч вiд вузла s+ 2.
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Рис. 3.5: Iлюстрацiя вимiрювання локальних спостережуваних величин.

Рис. 3.6: Iлюстрацiя нелокальних вимiрювань.

3.3.3 Оператори матричних множникiв

У попередньому роздiлi ми розглянули основнi положення представлен-
ня хвильової функцiї у виглядi добутку матриць. Аналогiчну процедуру
можна виконати також по вiдношенню до гамiльтонiана системи та запи-
сати його як оператор матричних множникiв (MPO). Низка сингулярних
розкладань разом зi змiною розмiру матрицi приводить до наступного ре-
зультату:

Ĥ =
∑
i1...iL

∑
i′1...i

′
L

∑
β1...βL−1

H
i1i

′
1

β1
H

i2i
′
2

β1β2
...H

iLi
′
L

βL−1
|i1...iL⟩⟨i′1...i′L|. (3.24)

Тут iндекс βs має те саме значення, що i αs в рiвняннi (3.22). Зауважимо, що
вiдтепер слiд враховувати два фiзичнi iндекси is i i′s. Графiчне представле-
ння MPO продемонстровано на Рис. 3.7, де вертикальнi лiнiї вiдповiдають
is i i′s. У разi вiдкритих граничних умов крайнi матричнi оператори є тен-
зорами рангу 3, iншi – рангу 4.

Для кращого розумiння поняття оператора матричних множникiв на-
ведемо декiлька прикладiв.
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Рис. 3.7: Графiчне представлення оператора матричних множникiв.

3.3.4 MPO у випадку моделi Гейзенберга зi спiном 1/2

Моделi Гейзенберга вiдповiдає наступний гамiльтонiан:

Ĥ = J
L−1∑
i=1

(Ŝx
i Ŝ

x
i+1 + Ŝy

i Ŝ
y
i+1 + Ŝz

i Ŝ
z
i+1) − h

L∑
i=1

Ŝz
i , (3.25)

де J i h – стала зв’язку та зовнiшнє магнiтне поле вiдповiдно, а Ŝi =

{Ŝx
i , Ŝ

y
i , Ŝ

z
i } – оператор спiну 1/2. Зрозумiло, що рiвняння (3.25) можна

переписати:

Ĥ = JŜx
1 ⊗ Ŝx

2 ⊗ Î ⊗ ...⊗ Î + JŜy
1 ⊗ Ŝy

2 ⊗ Î ⊗ ...⊗ Î (3.26)

+ JŜz
1 ⊗ Ŝz

2 ⊗ Î ⊗ ...⊗ Î + hŜz
1 ⊗ Î ⊗ Î ⊗ ...⊗ Î

+ JÎ ⊗ Ŝx
1 ⊗ Ŝx

2 ⊗ Î ⊗ ...⊗ Î + ...

Щоб побудувати MPO [84], зосередимося на структурi довiльного чле-
на виразу (3.26). Починаючи з правого боку, усi доданки мiстять одиничнi
оператори до моменту, коли з’являється один iз спiнових операторiв. Так
члени, що описують магнiтне поле, мають лише один нетривiальний опера-
тор. У доданках зi взаємодiєю кожному спiновому оператору передує такий
самий оператор, а усi iншi – одиничнi. За цiєю логiкою розрiзняють п’ять
сигналiв (див. Рис. 3.8). Сигнал “1” вiдповiдає результату дiї одиничного
оператора, сигнали “2”, “3”, “4” – дiям Ŝx, Ŝy, Ŝz вiдповiдно, а “5” – або
завершенню взаємодiї, або прикладеному магнiтному полю.

Особливу увагу слiд придiлити порядку сформованих сигналiв. Очеви-
дно, що дозволено лише кiлька переходiв. Перехiд “1” → “1” означає по-
слiдовну дiю двох одиничних операторiв. Переходи “1” → “2”, “1” → “3”,
“1” → “4” вiдбуваються, коли за одиничним оператором слiдують операто-
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Рис. 3.8: Графiчне подання сигналiв моделi Гейзенберга для подальшого
формування гамiльтонiана як оператора матричних множникiв.

ри Ŝx, Ŝy, Ŝz, вiдповiдно, а ”1” → ”5” з’являється, коли пiсля I надходить
−hŜz . У разi доданка зi взаємодiєю iснує три можливi варiанти: “2” → “5”

(дiя JŜx), “3” → ”5” (дiя JŜy), “4” → “5” (дiя JŜz). Перехiд “5” → “5”

означає, що взаємодiя вже вiдбулася, а магнiтне поле враховано, отже за-
стосовано Î.

Таким чином, гамiльтонiан моделi Гейзенберга(3.25) у формi MPO:

Ĥ [is] =


Î · · · ·
Ŝx · · · ·
Ŝy · · · ·
Ŝz · · · ·

−hŜz JŜx JŜy JŜz Î

 , (3.27)

де “ ·” позначають 0 з метою компактностi. Вiдзначимо, що першому вузлу
вiдповiдає вектор-рядок, а останньому – вектор-стовпець, а саме

Ĥ [i1] =
(
−hŜz JŜx JŜy JŜz Î

)
, Ĥ [iL] =


Î

Ŝx

Ŝy

Ŝz

−hŜz

 . (3.28)
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Перевiрити коректнiсть побудови гамiльтонiана у виглядi оператора ма-
тричних множникiв можна за допомогою звичайного матричного множен-
ня.

3.3.5 MPO у випадку двоорбiтальної моделi Фермi-Габбарда

Дотримуючись тiєї ж логiки, що у випадку моделi Гейзенберга, можна
побудувати MPO для двоорбiтальної моделi Фермi-Габбарда з гамiльто-
нiаном (3.16). Оскiльки система має чотири внутрiшнi ступенi вiльностi
(k = 1, 2, 3, 4), вигляд матричних множникiв залежатиме вiд сорту части-
нок:

H [is,k] = (3.29)

Î σ̂+ · · · σ̂− · · · π̂0
j,1 π̂0

j,3 π̂0
j,2 σ̂+

j,1 σ̂−
j,1 H(0,14)

· · σ̂z · · · · · · · · · · · ·
· · · σ̂z · · · · · · · · · · ·
· · · · σ̂z · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · tσ̂−

· · · · · · σ̂z · · · · · · · ·
· · · · · · · σ̂z · · · · · · ·
· · · · · · · · σ̂z · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · tσ̂+

· · · · · · · · · · · · · · H(9,14)

· · · · · · · · · · · · · · Uπ̂0
j,4

· · · · · · · · · · · · · · H(11,14)

· · · · · · · · · · · · σ̂−
j,{1,3} · −Ṽexσ̂+

j,4

· · · · · · · · · · · · · σ̂+
j,{1,3} −Ṽexσ̂−

j,4

· · · · · · · · · · · · · · Î



,

де застосовано наступнi позначення:

H(0,14) = −
4∑

k=1

µkπ̂
0
j,k (3.30)

H(9,14) = Uπ̂0j,2 + [(V − Vex)π̂
0
j,3 + V π̂0j,4]

H(11,14) = [V π̂0j,3 + (V − Vex)π̂
0
j,4].

Як було зазначено ранiше, матриця першого вузла ґратки є вектором-
рядком. Наприклад, для k = 1 це можна записати:

H [1,1] =
(
Î σ̂+ · · · σ̂− · · · π̂01,1 0 0 σ̂+1,1 σ̂−1,1 Hk=1

(0,14)

)
. (3.31)
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Тодi як для останнього вузла при k = 4:

H [L,4] =
(
Hk=4

(0,14) · · · · · · · · Hk=4
(9,14) Uπ̂

0
L,4 H

k=4
(11,14) − Ṽexσ̂

+
L,4 − Ṽexσ̂

−
L,4 Î

)T
.

(3.32)
Для гамiльтонiана i хвильової функцiї, записаних в термiнах MPO i

MPS вiдповiдно, можна застосувати алгоритм групи перенормування ма-
трицi густини та отримати енергiю основного стану системи.

3.3.6 Група перенормування матрицi густини

Запишемо стацiонарне рiвняння Шредiнгера

Ĥ|Ψ⟩ = E|Ψ⟩, (3.33)

де E – енергiя системи. Аби визначити енергiю основного стану, необхiдно
знайти таку хвильову функцiю |Ψ⟩ (у формi матричних множникiв, див.
Рис. 3.9), яка мiнiмiзує значення

⟨Ψ|H|Ψ⟩ − E⟨Ψ|Ψ⟩ = 0. (3.34)

Рис. 3.9: Iлюстрацiя рiвняння Шредiнгера. Гамiльтонiан H та хвильова
функцiя |Ψ⟩ представленi у виглядi матричних множникiв (MPS та MPO
вiдповiдно).

З обчислювальної точки зору задача є досить складною, оскiльки |Ψ⟩
визначена добутком матриць. Тим не менш, завдяки iтерацiйному пiдхо-
ду можна уникнути нелiнiйних обчислень. Згiдно з основною iдеєю методу
[43, 81, 84], усi матрицi |Ψ⟩ вважаються сталими, за винятком тiєї, що вiд-
повiдає вузлу s. Елементи цiєї матрицi розглядають як змiннi. Розв’язуючи
рiвняння (3.34) варiацiйно, можна отримати енергiю, меншу за початкову.
Варто зазначити, що нижча енергiя не означає енергiю основного стану.
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Для знаходження останньої необхiдно проварiювати усi матрицi у записi
хвильової функцiї.

Нижче ми наведемо основнi кроки алгоритму.

1. Робиться припущення щодо початкової хвильової функцiї системи |Ψ⟩
у формi MPS. У найзагальнiшому випадку матрицi можуть бути за-
повненi випадковими числами. На цьому кроцi доцiльно вибрати ма-
лий розмiр зв’язку D.

2. Починаючи iз матрицi першого вузла s = 1 у якостi змiнної (решта –
константи) i використовуючи початкове припущення щодо |Ψ⟩, здiй-
снюється варiацiйна мiнiмiзацiя енергiї. Поступово переходячи вiд ву-
зла s = 1 до s = L− 1, мiнiмiзацiя повторюється.

3. Подiбно до кроку 2, мiнiмiзацiя вiдбувається у зворотному напрямi,
тобто вiд вузла s = L до s = 2.

4. Кроки 2 − 3 повторюються до збiжностi алгоритму. Вважається, що
енергiю основного стану знайдено, якщо зменшення енергiї E бiльше
не вiдбувається.

Пiд час застосування алгоритму слiд враховувати декiлька можливих
складнощiв. Перш за все, абсолютно випадкове припущення початкового
вигляду хвильової функцiї може призвести до великої кiлькостi iтерацiй, а
отже час розрахунку може рiзко збiльшитися. Бiльш того, не виключено,
що алгоритм «застрягне» в локальному мiнiмумi системи. Щоб уникнути
цього, можна включити до системи випадковий «шум» або реалiзувати
алгоритм на двох вузлах, який, власне, i є оригiнальним формулюванням
DMRG. Незважаючи на те, що останнiй чисельно складнiший у d разiв, вiн
дає бiльш точнi результати розрахункiв глобального мiнiмуму.

Iншим питанням, на яке слiд звернути увагу, є розмiр зв’язкуD. Оскiль-
ки D змiнюється вiд одного вузла MPS до iншого, для середнiх вузлiв його
значення можуть бути занадто великими. На жаль, зберегти розмiр зв’язку
достатньо великим вдається не завжди, оскiльки експоненцiальне зростан-
ня D призводить до тiєї ж проблеми, що й у випадку точної дiагоналiзацiї.
Для ефективного виконання обчислень розмiр зв’язку може бути скороче-
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но пiд час сингулярного розкладання матрицi, так як виключення малих
власних значень суттєво не впливає на значення енергiї основного стану E.

3.4 Перетворення Шрiффера-Вольфа для двоорбiтальної
моделi Фермi-Габбарда

Як можна помiтити, за вiдсутностi процесу тунелювання (tγ = 0) вiд-
бувається виродження енергетичних рiвнiв. Зокрема, для атомних систем,
що складаються з атомiв 171Yb, iснує два вироджених основних стани. У
той же час для атомiв 87Sr або 173Yb iснує потрiйне виродження, яке фор-
мується локальними спiн-триплетними станами. Усi цi стани зображено на
Рис. 3.10.

Рис. 3.10: Графiчне зображення можливих основних станiв для систем з
атомiв a) 87Sr та 173Yb, b) 171Yb.

За наявностi тунелювання, але за умови, що Uγγ ≫ tγ, вiдбувається роз-
ширення атомних рiвнiв, що викликане змiшуванням енергетичних станiв
[5]. Вiдокремлення низькоенергетичних i високоенергетичних пiдпросторiв
можливе за умови виконання канонiчного перетворення. Забiгаючи напе-
ред, доцiльним є роздiлення процедури на два окремих випадки в залежно-
стi вiд типу основного стану (антиферомагнiтний або антифероорбiталь-
ний). Зауважимо, що через спiнову симетрiю та через те, що тунелювання
g-частинок значно бiльше впливає на змiни енергiї в системi, ми надаємо
детальний опис процесiв, якi вiдбуваються за наявностi стрибкiв атомiв у
g станi.
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3.4.1 Основний стан з локальними спiн-триплетними парами

Класифiкацiя стрибкових процесiв

Ми обмежуємося випадком половинного заповнення, тобто ng = ne = 1, i
розкладаємо доданок гамiльтонiана (2.47), що вiдповiдає за тунелювання,
на процеси, якi зменшують енергiю (H−

tγ) i тi, що збiльшують енергiю (H+
tγ),

Ht =
∑

(H−
tγ + H+

tγ).

• Процеси, що знижують енергiю

Розглянемо стрибки g-частинок. З урахуванням спiнових ступенiв вiль-
ностi можливi два випадки: тунелювання частинок g ↑ або g ↓. Оскiльки
система є просторово-симетричною, ми надаємо покроковий опис у випад-
ку, якщо частинки стрибають з вузла i до вузла j.

Припускаючи, що зменшення енергiї вiдбувається через стрибок g ↑, мо-
жна описати процес у термiнах локальних операторiв проєктування таким
чином:

P̂igP̂jgĉ
†
jg↑ĉig↑P̂ieP̂jeP̂ig↓. (3.35)

За визначенням

P̂iγσ = n̂iγσ(1 − n̂jγσ′); (3.36)

P̂iγ = n̂iγσn̂iγσ′.

Таким чином, рiвняння (3.35) у термiнах операторiв густини має вигляд

n̂ign̂jgĉ
†
jg↑ĉig↑n̂ien̂jen̂ig↓. (3.37)

У той же час, тунелювання частинки g↓ може бути описане як

P̂igP̂jgĉ
†
jg↓ĉig↓P̂ieP̂jeP̂ig↑ = n̂ign̂jgĉ

†
jg↓ĉig↓n̂ien̂jen̂ig↑. (3.38)

Отже, враховуючи перестрибування з вузла j на вузол i, гамiльтонiан H−
tg ,

який описує процеси, що зменшують енергiю внаслiдок тунелювання g-
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частинки, набуває вигляду:

H−
tg

= −tg
∑
<ij>

∑
σ′ ̸=σ

{n̂ign̂jgĉ†jgσĉigσn̂ien̂jen̂igσ′ + n̂jgn̂igĉ
†
igσĉjgσn̂jen̂ien̂igσ′}.

(3.39)

• Процеси, що пiдвищують енергiю

Подiбним чином можна побудувати гамiльтонiан H+
tg , який описує про-

цеси, що призводять до зростання енергiї. Перестрибування частинки g ↑
з вузла i на вузол j можна виразити таким чином:

P̂jg↓ĉ
†
jg↑ĉig↑P̂ieP̂jeP̂igP̂jg = n̂jg↓ĉ

†
jg↑ĉig↑n̂ien̂jen̂ign̂jg. (3.40)

Подiбним чином, тунелювання частинки g ↓:

P̂jg↑ĉ
†
jg↓ĉig↓P̂ieP̂jeP̂igP̂jg = n̂jg↑ĉ

†
jg↓ĉig↓n̂ien̂jen̂ign̂jg. (3.41)

Отже, вираз для гамiльтонiана H+
tg у термiнах операторiв густини має

вигляд

H+
tg

= −tg
∑
<ij>

∑
σ′ ̸=σ

{n̂jgσ′ ĉ†jgσĉigσn̂ien̂jen̂ign̂jg + n̂jgσĉ
†
jgσ′ ĉigσ′n̂ien̂jen̂ign̂jg}.

(3.42)
Пiдсумовуючи, кiнетичну енергiю g-частинок можна роздiлити на два

доданки, а саме Htg = H−
tg +H+

tg . Беручи до уваги можливiсть тунелювання
e-частинок, гамiльтонiан, що описує двоорбiтальну модель Фермi-Габбарда,
можна представити як

H = H−
t + H+

t + Hint, (3.43)

де Hint визначений у рiвняннi (2.48).

3.4.2 Канонiчне перетворення

Як було зазначено вище, гамiльтонiан (3.43) мiстить доданки, якi змiшують
стани з двох пiдзон. «Розмiшування» пiддiапазонiв може бути реалiзовано
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шляхом введення генератора S i повороту базису до нового, в якому до-
данки H+

t i H−
t виключено. За допомогою канонiчних перетворень можна

отримати ефективний гамiльтонiан Heff

Heff = eiSHe−iS = H + i[S,H] +
i2

2
[S, [S,H]] + ... (3.44)

= H−
t + H+

t + Hint + i[S,Hint] + i[S,H−
t + H+

t ] +
i2

2
[S, [S,H]] + ...

Отже, нашою метою є такий вибiр форми генератора S, щоб змiшанi
пiддiапазони бiльше не були поєднанi. Оскiльки у (3.44) найбiльший внесок
має другий доданок, вiн має скасовувати H−

t + H+
t . Тож щоб побудувати

S, потрiбно комутувати H−
t + H+

t з iншими членами гамiльтонiана (2.47).
Розрахуємо комутатор [H−

tg ,HUgg
] для частин гамiльтонiанiв H−

t i H+
t ,

враховуючи, що ng = ne = 1.

[H−
tg
,HUgg

] = (n̂ign̂jgĉ
†
jg↑ĉig↑n̂ien̂jen̂ig↓ + n̂ign̂jgĉ

†
jg↓ĉig↓n̂ien̂jen̂ig↑)n̂ig↓n̂ig↑

− n̂ig↓n̂ig↑(n̂ign̂jgĉ
†
jg↑ĉig↑n̂ien̂jen̂ig↓ + n̂ign̂jgĉ

†
jg↓ĉig↓n̂ien̂jen̂ig↑)

= UggH−
tg
. (3.45)

[H+
tg
,HUgg

] = (n̂jg↓ĉ
†
jg↑ĉig↑n̂ien̂jen̂ign̂jg + n̂jg↑ĉ

†
jg↓ĉig↓n̂ien̂jen̂ign̂jg)n̂ig↓n̂ig↑

− n̂ig↓n̂ig↑(n̂jg↓ĉ
†
jg↑ĉig↑n̂ien̂jen̂ign̂jg + n̂jg↑ĉ

†
jg↓ĉig↓n̂ien̂jen̂ign̂jg)

= −UggH+
tg
. (3.46)

Розрахунок комутатора [H±
tg ,HVex

] вимагає дещо iншого пiдходу. Оскiль-
ки взаємодiя можлива лише у випадку, коли вузол займають частинки g i
e з рiзними спiнами, комутатор може бути спрощено:

[H−
tg
,HVex

] = H−
tg
HVex

−HVex
H−

tg
= −HVex

H−
tg

; (3.47)

[H+
tg
,HVex

] = H+
tg
HVex

−HVex
H+

tg
= H+

tg
HVex

.

Наступним кроком розглянемо дiю HVex
на окремi стани, якi мають

можливiсть взаємодiї типу спiн-флiп,

HVex
|g ↑, e ↓⟩ = HVex

|0, 1, 1, 0⟩ = Vexĉ
†
ig↑ĉ

†
ie↓ĉig↓ĉie↑|0, 1, 1, 0⟩ (3.48)



53

+ Vexĉ
†
ig↓ĉ

†
ie↑ĉig↑ĉie↓|0, 1, 1, 0⟩ = −Vex|1, 0, 0, 1⟩,

HVex
|g ↓, e ↑⟩ = HVex

|1, 0, 0, 1⟩ = Vexĉ
†
ig↑ĉ

†
ie↓ĉig↓ĉie↑|1, 0, 0, 1⟩ (3.49)

+ Vexĉ
†
ig↓ĉ

†
ie↑ĉig↑ĉie↓|1, 0, 0, 1⟩ = −Vex|0, 1, 1, 0⟩.

З урахуванням (3.48) та (3.49) обчислення комутатора [H±
tg ,HVex

] дає ре-
зультат:

[H−
tg
,HVex

] = HVex
H−

tg
; (3.50)

[H+
tg
,HVex

] = −H+
tg
HVex

.

Зауважимо, що усi iншi частини гамiльтонiана (2.47) комутують з H−
t i H+

t ,
а отже

[H−
tg
,HV ] = [H−

tg
,HV−Vex

] = [H+
tg
,HV ] = [H+

tg
,HV−Vex

] = 0. (3.51)

Тож генератор канонiчного перетворення S має мати вигляд:

S = − i

Ugg + Vex
(H+

tg
−H−

tg
). (3.52)

Тепер (3.44) може бути спрощене шляхом замiни S на (3.52). Спочатку
ми розглянемо комутатор i[S,Hint]. Описанi вище розрахунки комутаторiв
свiдчать про те, що i[S,Hint] = i[S,HUgg

+HV +HV−Vex
+HVex

] = 1
Ugg+Vex

[H+
tg−

H−
tg ,HUgg

+ HV + HV−Vex
+ HVex

] = −H+
tg − H−

tg . Це означає, що частини
гамiльтонiана, якi збiльшують i зменшують енергiю, скасовуються пiсля
канонiчного перетворення.

Щодо комутатора i[S,H−
t + H+

t ], його можливо переписати наступним
чином:

i[S,H+
tg

+ H−
tg

] = i[S,H+
tg

] + i[S,H−
tg

] (3.53)

=

[
1

Ugg + Vex
(H+

tg
−H−

tg
),H+

tg

]

+

[
1

Ugg + Vex
(H+

tg
−H−

tg
),H−

tg

]
=

1

Ugg + Vex
[H+

tg
,H+

tg
]
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− 1

Ugg + Vex
[H−

tg
,H+

tg
] +

1

Ugg + Vex
[H+

tg
,H−

tg
]

− 1

Ugg + Vex
[H−

tg
,H−

tg
] = − 1

Ugg + Vex
H−

tg
H+

tg

+
1

Ugg + Vex
H+

tg
H−

tg
+ +

1

Ugg + Vex
H+

tg
H−

tg

− 1

Ugg + Vex
H−

tg
H+

tg
=

2

Ugg + Vex
[H+

tg
,H−

tg
].

З виразу (3.53) видно, що i[S,H+
tg + H−

tg ] ∝
t2g

Ugg+Vex
.

Проаналiзуємо останнiй доданок у рiвняннi (3.44), а саме i2

2 [S, [S,H]].
Оскiльки ми вважаємо, що tγ ≪ Uγγ, то достатньо врахувати лише доданки
порядку t2γ/(Uγγ + Vex). Отже,

i2

2
[S, [S,H]] =

i2

2
[S, [S,H+

tg
+ H−

tg
] + [S,HUgg

+ HV + HV−Vex
+ HVex

]](3.54)

=
i2

2
[S, [S,HUgg

+ HV + HV−Vex
+ HVex

]] =
i

2
[S,−(H+

tg
+ H−

tg
)]

= − 1

Ugg + Vex
[H+

tg
,H−

tg
].

Беручи до уваги тунелювання e-частинок, ефективний гамiльтонiан мо-
жна переписати наступним чином:

Heff = Hint +
∑
γ

1

Uγγ + Vex
[H+

tγ
,H−

tγ
]. (3.55)

Тож щоб отримати Heff , слiд виконати обчислення [H+
tγ ,H

−
tγ ]. Зауважимо,

що ми не обчислюємо комутатори [H+
tg ,H

−
te] i [H+

te,H
−
tg ], оскiльки вони не

дозволяють системi залишатися в основному станi.

3.4.3 Розрахунки комутатора [H+
tγ ,H

−
tγ ]

Як зрозумiло з попереднього пiдроздiлу, одним iз основних етапiв перетво-
рення Шрiффера–Вольфа є обчислення [H+

tγ ,H
−
tγ ]. Звернемо увагу, що ми

знову зосереджуємось лише на процесах для частинок g.
За визначенням комутатора [H+

tg ,H
−
tg ] = H+

tgH
−
tg −H−

tgH
+
tg . Оскiльки си-

стема знаходиться в основному станi, то [H+
tg ,H

−
tg ] = −H−

tgH
+
tg . Варто за-
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значити, що ненульовий внесок комутатора виникає лише за умови, що
H+

tg i H−
tg мають два спiльнi вузли, а саме [H+

tg ,H
−
tg ] =

∑
⟨i,j⟩

[H+
tg,ij

,H−
tg,ij

] =

−H−
tg,ij

H+
tg,ij

.
Розглянемо чотири можливi варiанти, враховуючи, що збiльшення енер-

гiї вiдбувається, коли g частинка перескакує з вузла i на вузол j. Для
кращого розумiння кожен випадок супроводжується ескiзами процесiв ту-
нелювання (див. Рис. 3.11 – Рис. 3.14).

• g ↑ частинка тунелює та повертається

Рис. 3.11: Для можливого основного стану, iлюстрацiя тунелювання g ↑
частинки з вузла i на вузол j, а також її повернення.

H−
tg↑
H+

tg↑
= t2g

∑
⟨i,j⟩

n̂jgn̂igĉ
†
ig↑ĉjg↑n̂jen̂ien̂jg↓n̂jg↓ĉ

†
jg↑ĉig↑n̂ien̂jen̂ign̂jg (3.56)

= t2g
∑
⟨i,j⟩

n̂jgn̂ign̂ig↑n̂jg↓(1 − n̂jg↑)n̂ien̂jen̂ign̂jg

= t2g
∑
⟨i,j⟩

n̂ig↑n̂jg↓(1 − n̂jg↑)n̂ien̂jen̂ign̂jg

• g ↓ частинка тунелює та повертається

H−
tg↓
H+

tg↓
= t2g

∑
⟨i,j⟩

n̂jgn̂igĉ
†
ig↓ĉjg↓n̂jen̂ien̂jg↑n̂jg↑ĉ

†
jg↓ĉig↓n̂ien̂jen̂ign̂jg (3.57)

= t2g
∑
⟨i,j⟩

n̂jgn̂ign̂ig↓n̂jg↑(1 − n̂jg↓)n̂ien̂jen̂ign̂jg

= t2g
∑
⟨i,j⟩

n̂ig↓n̂jg↑(1 − n̂jg↓)n̂ien̂jen̂ign̂jg

• Тунелювання g ↑ частинки та повернення g ↓ частинки



56

Рис. 3.12: Для можливого основного стану, iлюстрацiя тунелювання g ↓
частинки з вузла i на вузол j, а також її повернення.

Рис. 3.13: Для можливого основного стану, iлюстрацiя тунелювання g ↑
частинки з вузла i на вузол j та наступне тунелювання g ↓ частинки на
вузол i.

H−
tg↓
H+

tg↑
= t2g

∑
⟨i,j⟩

n̂jgn̂igĉ
†
ig↓ĉjg↓n̂jen̂ien̂jg↑n̂jg↓ĉ

†
jg↑ĉig↑n̂ien̂jen̂ign̂jg (3.58)

За визначенням, у термiнах операторiв народження та знищення, спiновi
оператори виглядають наступним чином:

Ŝ−
ig = ĉ†ig↓ĉjg↑; (3.59)

Ŝ+
ig = ĉ†ig↑ĉjg↓.

Тож вираз може бути переписаний як

H−
tg↓
H+

tg↑
= −t2g

∑
⟨i,j⟩

n̂jgn̂igŜ
−
igŜ

+
jgn̂ien̂jen̂ign̂jg = −t2g

∑
⟨i,j⟩

Ŝ−
igŜ

+
jgn̂ien̂jen̂ign̂jg.

(3.60)

• Тунелювання g ↓ частинки та повернення g ↑ частинки

H−
tg↑
H+

tg↓
= t2g

∑
⟨i,j⟩

n̂jgn̂igĉ
†
ig↑ĉjg↑n̂jen̂ien̂jg↓n̂jg↑ĉ

†
jg↓ĉig↓n̂ien̂jen̂ign̂jg (3.61)
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Рис. 3.14: Для можливого основного стану, iлюстрацiя тунелюванняg ↓ ча-
стинки з вузла i на вузол j та наступне тунелювання g ↑ частинки на вузол
i.

або
H−

tg↑
H+

tg↓
= −t2g

∑
⟨i,j⟩

Ŝ+
igŜ

−
jgn̂ien̂jen̂ign̂jg. (3.62)

Пiдсумовуючи, комутатор [H+
tg ,H

−
tg ] має вигляд

[H+
tg
,H−

tg
] = t2g

∑
⟨i,j⟩

(Ŝ+
igŜ

−
jg + Ŝ−

igŜ
+
jg)n̂ien̂jen̂ign̂jg (3.63)

− t2g
∑
⟨i,j⟩

n̂ig↑n̂jg↓(1 − n̂jg↑)n̂ien̂jen̂ign̂jg

− t2g
∑
⟨i,j⟩

n̂ig↓n̂jg↑(1 − n̂jg↓)n̂ien̂jen̂ign̂jg

= t2g
∑
⟨i,j⟩

(Ŝ+
igŜ

−
jg + Ŝ−

igŜ
+
jg)n̂ien̂jen̂ign̂jg − t2g

∑
⟨i,j⟩

n̂ien̂jen̂ign̂jg

+ t2g
∑
⟨i,j⟩

(n̂ig↑n̂jg↑ + n̂ig↓n̂jg↓) n̂ien̂jen̂ign̂jg.

Для подальшого спрощення розглянемо вираз t2g
∑
⟨i,j⟩

Ŝz
igŜ

z
jgn̂ien̂jen̂ign̂jg,

де Ŝz
ig = 1

2(n̂ig↑ − n̂ig↓):

t2g
∑
⟨i,j⟩

Ŝz
igŜ

z
jgn̂ien̂jen̂ign̂jg =

t2g
4

∑
⟨i,j⟩

(n̂ig↑ − n̂ig↓) (n̂jg↑ − n̂jg↓) n̂ien̂jen̂ign̂jg

=
t2g
4

∑
⟨i,j⟩

(n̂ig↑n̂jg↑ + n̂ig↓n̂jg↓) n̂ien̂jen̂ign̂jg

−
t2g
4

∑
⟨i,j⟩

(n̂ig↑n̂jg↓ + n̂ig↓n̂jg↑) n̂ien̂jen̂ign̂jg. (3.64)
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Тож вираз (3.63) приймає вигляд

[H+
tg
,H−

tg
] = t2g

∑
⟨i,j⟩

(Ŝ+
igŜ

−
jg + Ŝ−

igŜ
+
jg)n̂ien̂jen̂ign̂jg (3.65)

− t2g
∑
⟨i,j⟩

n̂ien̂jen̂ign̂jg + 4t2g
∑
⟨i,j⟩

Ŝz
igŜ

z
jgn̂ien̂jen̂ign̂jg

+ t2g
∑
⟨i,j⟩

(n̂ig↑n̂jg↓ + n̂ig↓n̂jg↑) n̂ien̂jen̂ign̂jg.

Як можна побачити,

2t2g
∑
⟨i,j⟩

Ŝig · Ŝjgn̂ien̂jen̂ign̂jg = t2g
∑
⟨i,j⟩

(Ŝ+
igŜ

−
jg + Ŝ−

igŜ
+
jg)n̂ien̂jen̂ign̂jg

+ 4t2g
∑
⟨i,j⟩

Ŝz
igŜ

z
jgn̂ien̂jen̂ign̂jg. (3.66)

У свою чергу,

2t2g
∑
⟨i,j⟩

Ŝz
igŜ

z
jgn̂ien̂jen̂ign̂jg + t2g

∑
⟨i,j⟩

(n̂ig↑n̂jg↓ + n̂ig↓n̂jg↑ − 1) n̂ien̂jen̂ign̂jg

= t2g
∑
⟨i,j⟩

1

2
[(n̂ig↑ + n̂ig↓)(n̂jg↑ + n̂jg↓) − 2] n̂ien̂jen̂ign̂jg

= −2t2g
∑
⟨i,j⟩

1

4
n̂ien̂jen̂ign̂jg. (3.67)

Враховуючи все, кiнцевий вираз для [H+
tg ,H

−
tg ] має вигляд:

[H+
tg
,H−

tg
] = 2t2g

∑
⟨i,j⟩

(
Ŝig · Ŝjg −

n̂ign̂jg
4

)
n̂ien̂je. (3.68)

Як зазначалося вище, ми розглядали лише випадок, коли перший стри-
бок був з вузла i на вузол j. Отже, включаючи стрибки вiд j до i, можна
отримати

[H+
tg
,H−

tg
] = 4t2g

∑
⟨i,j⟩

(
Ŝig · Ŝjg −

n̂ign̂jg
4

)
n̂ien̂je. (3.69)

Повертаючись до форми ефективного гамiльтонiана Heff (3.55) i беручи
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до уваги тунелювання e-частинок, ми отримаємо

HAFM
eff =

∑
γ ̸=γ′

4t2γ
Uγγ + Vex

(
Ŝiγ · Ŝjγ −

n̂iγn̂jγ
4

)
n̂iγ′n̂jγ′ + Hint, (3.70)

де Hint визначено у (2.48).

3.4.4 Основний стан з парами атомiв у станах g або e на вузлi

Повторимо перетворення для системи з антифероорбiтальним упорядку-
ванням. Заповнення ґратки, яке нас цiкавить, залишається половинним
(ng = ne = 1). Оскiльки бiльшiсть крокiв збiгається з попереднiм випад-
ком, здебiльшого ми будемо зосередженi лише на тих моментах, якi вiдрi-
зняються вiд 3.4.1.

• Процеси, що знижують енергiю

Двi спiновi i двi орбiтальнi ступенi вiльностi обумовлюють чотири мо-
жливi варiанти стрибкiв. Усi вони в термiнах локальних операторiв прое-
ктування мають вигляд:

P̂ig↑P̂ig↓P̂je↑P̂je↓ĉ
†
ig↓ĉjg↓P̂ig↑P̂jg↓P̂je↑P̂je↓ = ĉ†ig↓ĉjg↓n̂ig↑n̂je↑n̂je↓, (3.71)

P̂ig↑P̂ig↓P̂je↑P̂je↓ĉ
†
je↓ĉie↓P̂ig↑P̂ig↓P̂ie↓P̂je↑ = ĉ†je↓ĉie↓n̂ig↑n̂ig↓n̂je↑, (3.72)

P̂ig↑P̂ig↓P̂je↑P̂je↓ĉ
†
ig↑ĉjg↑P̂ig↓P̂jg↑P̂je↑P̂je↓ = ĉ†ig↑ĉjg↑n̂ig↓n̂je↑n̂je↓, (3.73)

P̂ig↑P̂ig↓P̂je↑P̂je↓ĉ
†
je↑ĉie↑P̂ig↑P̂ig↓P̂ie↑P̂je↓ = ĉ†je↑ĉie↑n̂ig↑n̂ig↓n̂je↓. (3.74)

Узагальнюючи всi згаданi вище випадки та включаючи просторово-симет-
ричнi конфiгурацiї, можна записати гамiльтонiан H−

tγ

H−
tγ

=
∑
<ij>

∑
σ′ ̸=σ

{ĉ†iγσ′ ĉjγσ′n̂jγσn̂jγ′σn̂jγ′σ′ + ĉ†jγσ′ ĉiγσ′n̂jγσn̂iγ′σn̂iγ′σ′}. (3.75)

• Процеси, що пiдвищують енергiю

Процеси, якi збiльшують енергiю системи, є зворотними до тих, що
описанi рiвняннями (3.71) - (3.74). Точнiше кажучи, їх можна записати
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як

P̂ig↑P̂jg↓P̂je↑P̂je↓ĉ
†
jg↓ĉig↓P̂ig↑P̂ig↓P̂je↑P̂je↓ = ĉ†jg↓ĉig↓n̂ig↑n̂je↑n̂je↓, (3.76)

P̂ig↑P̂ig↓P̂ie↓P̂je↑ĉ
†
ie↓ĉje↓P̂ig↑P̂ig↓P̂je↑P̂je↓ = ĉ†ie↓ĉje↓n̂ig↑n̂ig↓n̂je↑, (3.77)

P̂ig↓P̂jg↑P̂je↑P̂je↓ĉ
†
jg↑ĉig↑P̂ig↑P̂ig↓P̂je↑P̂je↓ = ĉ†jg↑ĉig↑n̂ig↓n̂je↑n̂je↓, (3.78)

P̂ig↑P̂ig↓P̂ie↑P̂je↓ĉ
†
ie↑ĉje↑P̂ig↑P̂ig↓P̂je↑P̂je↓ = ĉ†ie↑ĉje↑n̂ig↑n̂ig↓n̂je↓. (3.79)

Таким чином, можна визначити гамiльтонiан, що описує процеси, якi
пiдвищують енергiю,

H+
tγ

=
∑
<ij>

∑
σ′ ̸=σ

{ĉ†jγσ′ ĉiγσ′n̂jγσn̂jγ′σn̂jγ′σ′ + ĉ†iγσ′ ĉjγσ′n̂jγσn̂iγ′σn̂iγ′σ′}. (3.80)

Рiвняння (3.75), (3.80) i (2.48) утворюють гамiльтонiан двоорбiтальної
моделi Фермi-Габбарда (3.43).

Аналогiчно до випадку AFM, для роздiлення пiдзон необхiдно побуду-
вати генератор канонiчного перетворення S. Нижче ми знову зосереджує-
мо свою увагу на процесах, пов’язаних з тунелюванням g-частинок, у той
час як узагальнення для e-частинок буде зроблене наприкiнцi перетворень.
Тож комутацiйнi спiввiдношення для доданкiв H−

tg та H+
tg набувають вигля-

ду

[H−
tg
,HUgg

] = −UggH−
tg

; [H+
tg
,HUgg

] = UggH+
tg

; (3.81)

[H−
tg
,HV ] = VH−

tg
; [H+

tg
,HV ] = −VH+

tg
;

[H−
tg
,HV−Vex

] = (V − Vex)H−
tg

; [H+
tg
,HV−Vex

] = −(V − Vex)H+
tg
.

Зауважимо, що обчислення комутаторiв [H−
tg ,HVex

] i [H+
tg ,HVex

] вiдбуваю-
ться аналогiчно до випадку AFM, тобто як у (3.47)–(3.50). У результатi
генератор S може бути побудований наступним чином:

S = − i

2V − Ugg − Vex
(H+

tg
−H−

tg
). (3.82)

Як можна побачити, вираз є схожим на рiвняння (3.52) за винятком мно-
жника. Це означає, що запис ефективного гамiльтонiана може бути спро-
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щено до вигляду

Heff = Hint +
∑
γ

1

2V − Uγγ − Vex
[H+

tγ
,H−

tγ
] (3.83)

= Hint −
∑
γ

1

2V − Uγγ − Vex
H−

tγ ,ij
H+

tγ ,ij
.

Варто зазначити, що енергiя як основного, так i збудженого станiв не
залежить вiд спiну g-частинки. Тому для спрощення ми опускаємо стрiлки
на Рис. 3.15.

Рис. 3.15: Для можливого основного стану з антифероорбiтальним упоряд-
куванням, iлюстрацiя тунелювання g частинки з вузла i на вузол j та її
повернення.

Використовуючи явну форму H−
tg (3.75) i H+

tg (3.80), стрибок g-частинки
зi спiном σ =↑ з вузла i на вузол j i назад набуває вигляду

H−
tg
H+

tg
= t2g

∑
⟨i,j⟩

ĉ†ig↓ĉjg↓n̂ig↑n̂je↑n̂je↓ĉ
†
jg↓ĉig↓n̂ig↑n̂je↑n̂je↓ (3.84)

= t2g
∑
⟨i,j⟩

ĉ†ig↓ĉjg↓ĉ
†
jg↓ĉig↓n̂ig↑n̂je↑n̂je↓.

Отже, комутатор для g-частинки з довiльною проєкцiєю спiну має вигляд

[H−
tg
H+

tg
] = −

t2g
2V − Ugg − Vex

∑
⟨i,j⟩

∑
σ′ ̸=σ

(ĉ†igσ′ ĉjgσ′ ĉ†jgσ′ ĉigσ′n̂igσn̂jeσn̂jeσ′

+ ĉ†igσĉjgσĉ
†
jgσĉigσn̂igσ′n̂jeσn̂jeσ′)

= −
t2g

2V − Ugg − Vex

∑
⟨i,j⟩

∑
σ′ ̸=σ

(n̂igσ′(1 − n̂jgσ′)n̂igσn̂jeσn̂jeσ′
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+ n̂igσ(1 − n̂jgσ)n̂igσ′n̂jeσn̂jeσ′)

= −
t2g

2V − Ugg − Vex

∑
⟨i,j⟩

∑
σ′ ̸=σ,γ′ ̸=γ

n̂iγσn̂iγσ′n̂jγ′σn̂jγ′σ′. (3.85)

Для подальшого перетворення необхiдно ввести оператори T̂ z
ig та T̂ z

ie, а
саме

T̂ z
i↑ =

1

2
(n̂ig↑ − n̂ie↑) , (3.86)

T̂ z
i↓ =

1

2
(n̂ig↓ − n̂ie↓) .

Розглянемо наступний вираз:

4
∑
⟨i,j⟩

T̂ z
i↑T̂

z
j↑(n̂ig↓n̂je↓ + n̂ie↓n̂jg↓) (3.87)

=
∑
⟨i,j⟩

(n̂ig↑ − n̂ie↑)(n̂jg↑ − n̂je↑)n̂ig↓n̂je↓ + (n̂ie↑ − n̂ig↑)(n̂je↑ − n̂jg↑)n̂ie↓n̂jg↓

=
∑
⟨i,j⟩

∑
γ′ ̸=γ

(n̂iγ↑ − n̂iγ′↑)(n̂jγ↑ − n̂jγ′↑)n̂iγ↓n̂jγ′↓

=
∑
⟨i,j⟩

∑
γ′ ̸=γ

[(n̂iγ↑n̂jγ↑ + n̂iγ′↑n̂jγ′↑)n̂iγ↓n̂jγ′↓ − (n̂iγ↑n̂jγ′↑ + n̂iγ′↑n̂jγ↑)n̂iγ↓n̂jγ′↓]

=
∑
⟨i,j⟩

∑
γ′ ̸=γ

[2n̂iγ↑n̂jγ↑n̂iγ↓n̂jγ′↓ − 2n̂iγ↑n̂jγ′↑n̂iγ↓n̂jγ′↓] .

Беручи до уваги всi ступенi вiльностi, у найзагальнiшому випадку рiвняння
(3.87) можна переписати, як показано нижче

2
∑
⟨i,j⟩

∑
σ′ ̸=σ,γ′ ̸=γ

n̂iγσn̂iγσ′n̂jγ′σn̂jγ′σ′ = 2
∑
⟨i,j⟩

∑
σ′ ̸=σ,γ′ ̸=γ

n̂iγσn̂jγσn̂iγσ′n̂jγ′σ′

− 4
∑
⟨i,j⟩

∑
σ′ ̸=σ,γ′ ̸=γ

T̂ z
iσT̂

z
jσn̂iγσ′n̂jγ′σ′.(3.88)

Це дозволяє нам замiнити один iз членiв у виразi [H−
tgH

+
tg ]:

[H−
tg
H+

tg
] = −

2t2g
2V − Ugg − Vex

∑
⟨i,j⟩

∑
σ′ ̸=σ,γ′ ̸=γ

(n̂iγσn̂jγσn̂iγσ′n̂jγ′σ′ (3.89)
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− 4
∑
⟨i,j⟩

∑
σ′ ̸=σ,γ′ ̸=γ

T̂ z
iσT̂

z
jσn̂iγσ′n̂jγ′σ′)

=
4t2g

2V − Ugg − Vex

∑
⟨i,j⟩

∑
σ′ ̸=σ,γ′ ̸=γ

(T̂ z
iσT̂

z
jσ −

1

2
n̂iγσn̂jγσ)n̂iγσ′n̂jγ′σ′.

Зауважимо, що другим доданком можна знехтувати, оскiльки вiн опи-
сує конфiгурацiї з nγ > 1, тому

[H−
tg
H+

tg
] =

4t2g
2V − Ugg − Vex

∑
⟨i,j⟩

∑
σ′ ̸=σ,γ′ ̸=γ

T̂ z
iσT̂

z
jσn̂iγσ′n̂jγ′σ′ (3.90)

Усi кроки, описанi вище, є актуальними i для випадку тунелювання
частинок у станi e. Отже, ефективний гамiльтонiан для основного стану з
антифероорбiтальним упорядкуванням набуває вигляду

HAFO
eff =

∑
⟨ij⟩

∑
σ ̸=σ′,γ ̸=γ′

4t2γ
2V − Uγγ − Vex

T̂ z
iσT̂

z
jσn̂iγσ′n̂jγ′σ′

+Hint. (3.91)
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РОЗДIЛ 4

Результати

Дана робота зосереджена на дослiдженнях охолоджених квантових га-
зiв лужноземельних та їм подiбних атомiв, а саме фермiонних iзотопiв ато-
мiв 87Sr, 171Yb та 173Yb, що перебувають у двох орбiтальних станах |g⟩, |e⟩
та двох спiнових станах | ↑⟩, | ↓⟩ проєкцiї спiну ядра. У Таблицi 2 наве-
денi експериментально отриманi амплiтуди s-хвильового розсiювання для
внутрiшньо- та мiжорбiтальних взаємодiй усiх трьох iзотопiв [26, 36, 85–
89]. Варто вiдзначити, що для рiзних iзотопiв притаманна рiзна iєрархiя

agg aee a+eg a−eg Refs.
173Yb 199.4 306.2 1878 220 [36, 86, 89]
171Yb ≈ 0 104 240 389 [86–88]
87Sr 96.2 176.0 169 68 [26, 85]

Табл. 2: Довжини s-хвильового розсiювання (внутрiшньо- та мiжорбiталь-
ного) фермiонних лужноземельних та їм подiбних атомiв в одиницях радi-
уса Бора a0 з посиланнями на джерела.

амплiтуд взаємодiй (значення a+eg та a−eg рiзняться для кожного типу ато-
мiв). Ураховуючи таку особливiсть, кожна система атомiв є унiкальною та
важливою для дослiдження рiзних фаз у задачах багатьох частинок.

У загальному випадку близьке до резонансу електромагнiтне поле опти-
чного дiапазону з довжиною хвилi λ утворює оптичну ґратку та по-рiзному
взаємодiє з атомами в станах |g⟩ i |e⟩. Саме тому створена ґратка є зале-
жною вiд стану (SDL). Для трьох iзотопiв, згаданих ранiше, можна ви-
значити вiдповiдну “магiчну” довжину хвилi λm, за якої атоми, що зна-
ходяться в двох рiзних станах, мають однакову поляризовнiсть – глибина
ґратки стає однаковою для обох орбiтальних компонентiв. Зокрема, ми вва-
жаємо, що ґратка з помiрною амплiтудою створена вздовж одного просто-
рового напряму, тодi як в поперечних напрямках дiють сильнi обмеження
на рух атомiв. У зв’язку з цим, систему можна розглядати як квазiодно-
вимiрну. Для визначеностi припустимо, що станозалежну ґратку утворено
вздовж осi x з амплiтудою Vx = 5Er, де Er = ℏ2k2/2m – енергiя вiддачi
атома з масою m, ℏ – стала Планка, та k = 2π/λ. Усi розрахунки, наве-
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денi у роботi, вiдповiдають поляризовностi p = 2.1 (для iзотопiв iтербiю
λSDL ≈ 690 нм [90] стронцiю – λSDL ≈ 739 нм [91]). У iнших просторових
напрямках Vy = Vz = 18Er (з λm ≈ 759 нм [92] та λm ≈ 813 нм [93] для
iзотопiв Yb i Sr, вiдповiдно).

Варто вiдзначити, що нижче ми зосереджуємось на однорiдних (але
скiнченних) системах, нехтуючи всiма ефектами, що походять вiд зовнi-
шнього потенцiалу пастки. Їх можна включити в теоретичний формалiзм,
але аналiз ефектiв, пов’язаних з додатковими неоднорiдностями, виходить
за рамки поточного дослiдження.

У межах наближення сильного зв’язку система може бути описана за
допомогою двоорбiтальної моделi Фермi-Габбарда (2.47), (2.48). Параметри
Габбарда, отриманi за допомогою рiвнянь (2.43), (2.44), (2.46) та (2.45), на-
веденi в Таблицi 3. Звернемо увагу, що амплiтуди мiжорбiтальної взаємодiї

te Ugg Uee V Vex
173Yb 0.2591 9.238 18.13 37.031 25.646
171Yb 0.2591 0 6.157 15.005 -3.363
87Sr 0.2591 4.16 9.727 5.724 2.439

Табл. 3: Амплiтуди параметрiв Габбарда для атомiв 173Yb, 171Yb та 87Sr в
одиницях амплiтуди тунелювання tg.

V та Vex для iзотопiв атому 173Yb додатково перенормованi через те, що
«чиста» амплiтуда U+

eg перевищує заборонену зону (див. також працю [90]
для деталей), тодi як для iнших атомiв всi амплiтуди є помiрними i отри-
манi безпосередньо за допомогою рiвнянь (2.43), (2.44), (2.46) та (2.45).

Iєрархiя амплiтуд взаємодiї у випадку атомарного газу, складеного з
iзотопiв 173Yb, є подiбною до iєрархiй, використаних в останнiх теоретичних
дослiдженнях (пiдхiд динамiчної теорiї середнього поля) квазi-двовимiрних
та тривимiрних геометрiй станозалежних ґраток [90, 94].

4.1 Усередненi за спiном локальнi величини
У зв’язку з обчислювальними обмеженнями, зазначеними у роздiлi 3.1,

усi розрахунки, проведенi методом точної дiагоналiзацiї, були виконанi для
системи з розмiром L = 4 або L = 5. Незважаючи на обмежений розмiр,
результати вже вказують на кiлька важливих особливостей дослiджуваної
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системи. Залежно вiд спiввiдношення густин g та e атомiв у ґратцi, рiзнi
кореляцiї можуть бути ефективно посиленi у секторi густини (або «густини
заряду», якщо використовувати аналогiю до твердотiльних реалiзацiй), спi-
нового та орбiтального станiв. Метод точної дiагоналiзацiї також дозволяє
проводити прямий аналiз за умови скiнченних температур та контролює
результати, отриманi методом матричних множникiв.

Для того, щоб знайти компромiс мiж часом обчислення та можливiстю
охопити всi можливi характеристики, притаманнi системi, усi розрахун-
ки, отриманi за допомогою MPS, вiдповiдають системi з розмiром L = 20

(D = 260). Варто вiдзначити, що обчислення були виконанi за фiксованої
кiлькостi частинок g та e. Це було реалiзовано шляхом використання вiд-
повiдних множникiв Лагранжа пiд час мiнiмiзацiї енергiї основного стану
гамiльтонiана (3.16). Зауважимо, що надалi ми зосереджуємося здебiльшо-
го на спiн-збалансованих конфiгурацiях iз вiдповiдною умовою N↑ = N↓

для загальної кiлькостi частинок Nσ =
∑

iγ niγσ в кожному спiновому станi
σ. Варто зазначити, що для непарної загальної кiлькостi N = N↑ +N↓ ато-
мiв у системi, N↑ встановлюється як округлення N/2 вниз до найближчиго
цiлого значення.

Ми починаємо наш аналiз з локальної подвiйної заселеностi Dgg вузлiв
атомами у станi g, яку можна розглядати як глобальне спостережуване,
легко доступне в експериментах з ультрахолодними багатокомпонентними
фермiонними сумiшами в ґратцi (див. [32]). За визначенням,

Dgg =
1

L

∑
i

⟨nig↑nig↓⟩. (4.1)

Як ми побачимо нижче, Dgg можна розглядати як добрий iндикатор ви-
никнення магнiтних кореляцiй мiж найближчими вузлами ґратки у газах
атомiв 173Yb або 87Sr, тодi як для 171Yb такої вiдповiдностi немає.

Залежнiсть подвiйного заповнення вузлiв атомами g вiд густин ng та
ne зображена на Рис. 4.1. Принцип заборони Паулi накладає обмеження на
подвiйне заповнення Dgg ≤ 1 та густини ng,e ≤ 2. Варто вiдзначити, що
ми додатково обмежуємо дiапазон густини атомiв e, ne ≤ 1. Це пов’язано з
експериментальними обмеженнями, а саме зi збiльшенням зiткнень iз втра-
тами з подальшим зростанням ne [34]. Неважко помiтити, що для iзотопу
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Рис. 4.1: Усереднене за вузлами подвiйне заповнення g атомiв Dgg в зале-
жностi вiд густини атомiв у станах g (вiсь x) i e (вiсь y) для трьох iзотопiв:
87Sr, 173Yb i 171Yb (злiва направо) i L = 20 вузлiв. Амплiтуда Dgg вiдобра-
жається кольором.

173Yb при ng ≈ ne ≈ 1 наявне сильне пригнiчення значень Dgg. Причи-
на такої поведiнки полягає в iєрархiї взаємодiй на вузлi. У порiвняннi з
171Yb, у якого внутрiшньоорбiтальна амплiтуда взаємодiї для атомiв g до-
рiвнює нулю (Ugg ≈ 0), у 173Yb подвiйно зайнятi вузли значно збiльшують
енергiю основного стану системи. Спостережуване зменшення Dgg в околi
ng ≈ ne ≈ 1 також пов’язане з посиленням магнiтних кореляцiй на сусiднiх
вузлах (див. роздiл 4.2). Аналогiчно до 173Yb, у газi атомiв стронцiю-87
можна спостерiгати якiсно подiбну поведiнку подвiйної заселеностi.

На Рис.4.2 зображена модуляцiя хвилi густини, аналiз якої був отрима-
ний шляхом усередненої за вузлами амплiтуди, тобто

∆n =
1

L

∑
i,γ

|⟨niγ⟩ − nγ|. (4.2)

Ця величина демонструє iншу поведiнку в порiвняннi з подвiйним запов-
ненням. Як ми побачимо нижче, її посилення можна використовувати як
додатковий iндикатор орбiтальних кореляцiй (171Yb та 173Yb), тодi як її
пригнiчення можна вiднести до появи антиферомагнiтних кореляцiй в ре-
жимах iзолятора Мотта з n = 1 або n = 2 (87Sr та 173Yb).
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Рис. 4.2: Усереднена за вузлами модуляцiя густини ∆n в залежностi вiд
вiд густини атомiв у станах g (вiсь x) i e (вiсь y) для трьох iзотопiв: 87Sr,
173Yb i 171Yb (злiва направо) i L = 20 вузлiв. Амплiтуда ∆n вiдображається
кольором.

4.2 Спiновi та орбiтальнi корелятори мiж найближчими
вузлами ґратки

У цьому пiдроздiлi ми обговоримо особливостi поведiнки кореляторiв
мiж найближчими вузлами, тобто кореляторiв типу спiн-спiн ⟨Si · Si+1⟩ та
орбiталь-орбiталь ⟨T̂ z

i T̂
z
i+1⟩. Локальний спiновий оператор мiстить внески

обох орбiтальних станiв Si = Sig + Sie, де орбiтальнi компоненти Siγ =

(Ŝx
iγ, Ŝ

y
iγ, Ŝ

z
iγ) виражають у термiнах звичайних матриць Паулi зi спiном

1/2, а саме як

Ŝr
iγ =

1

2
c†iγτσ

r
ττ ′ciγτ ′ (4.3)

для r = (x, y, z). У свою чергу, орбiтальний корелятор визначають як

T̂ z
i =

1

2

∑
τ=↑,↓

c†iγτσ
z
γγ′ciγ′τ . (4.4)

На Рис. 4.3 наведено залежнiсть усереднених за вузлами спiнових ко-
реляторiв ⟨Si · Si+1⟩ та ⟨Sz

i S
z
i+1⟩ вiд густин g та e атомiв. Можна помiтити,

що у випадку 173Yb корелятор ⟨Sz
i S

z
i+1⟩ вказує на антиферомагнiтне впо-

рядкування вздовж дiагоналей ng + ne = 1 та ng + ne = 2 (конфiгурацiї
AFM-1 та AFM-2 вiдповiдно, див. також Рис. 4.4), що характеризується
вiд’ємним значенням ⟨Si · Si+1⟩. Варто зауважити, що саме в цих режи-
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Рис. 4.3: Залежностi усереднених за вузлами спiн-спiн кореляторiв (значе-
ння вiдображаються кольором), ⟨Si ·Si+1⟩ (верхнiй ряд) i ⟨Sz

i S
z
i+1⟩ (нижнiй

ряд), вiд середнього заповнення ng i ne для трьох iзотопiв: 87Sr, 173Yb i
171Yb (злiва направо), отриманi за допомогою пiдходу MPS при L = 20.

мах ми спостерiгаємо сильне пригнiчення подвiйного заповнення Dgg (див.
Рис. 4.1). У свою чергу, система, що складена з атомiв 87Sr, демонструє
слабшi AFM-кореляцiї вздовж тих самих дiагоналей, що й 173Yb, але має
подiбне пригнiчення Dgg сигналу. Це пов’язано з меншими значеннями па-
раметрiв взаємодiї (див. Таблицю 3). З першого погляду, може здаватись
дещо несподiваним, що газ з атомiв 171Yb з антиферомагнiтним зв’язком
Гунда (Vex < 0, див. Таблицю 3) не демонструє жодних AFM-кореляцiй
при ng ≈ ne ≈ 1. Причина такої поведiнки полягає в iншiй iєрархiї амплi-
туд взаємодiї i, отже, в iншому основному станi в ґраницi сильного зв’язку
(див. також Роздiл 4.3 для бiльш детальної iнформацiї).
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Рис. 4.4: Схематичне зображення магнiтного та орбiтального впорядкувань
для певних середнiх заповнень вузлiв ґратки. Синiй колiр вiдповiдає ато-
мам в основному станi (g), жовтий колiр зображує атоми у збудженому
станi (e).

Можна помiтити, що для обох iзотопiв iз феромагнiтним зв’язком Гун-
да (173Yb та 87Sr з Vex > 0, див. Таблиця 3) iснують певнi режими з силь-
ним феромагнiтним сигналом у кореляторi ⟨Si · Si+1⟩. Цей феромагнiтний
сигнал майже вiдсутнiй у кореляторi через скiнченнi розмiри системи, а
також через нульову загальну поляризацiю, N↑ = N↓. У свою чергу, завдя-
ки антиферомагнiтнiй обмiннiй взаємодiї (Vex < 0) в системi атомiв 171Yb
феромагнiтнi кореляцiї не спостерiгаються, що призводить до прямої вiд-
повiдностi мiж зображеними спiнових кореляторiв ⟨Si ·Si+1⟩ та ⟨Sz

i S
z
i+1⟩ на

всiй дiаграмi.
Таким чином, заповнення ґратки ng та ne, а також тип атомного iзотопу

визначають чотири рiзнi магнiтнi впорядкування, схематично зображенi на
Рис. 4.4, якi ми позначаємо AFM-1 (ng + ne ≈ 1), AFM-2 (ng + ne ≈ 2),
AFM-3 (ng+ne ≈ 3) та FM. Ми провели додатковi розрахунки в дiапазонах
ne > 1 (не показано на малюнках), якi демонструють, що значення коре-
ляторiв типу спiн-спiн (а також орбiталь-орбiталь) є симетричними щодо
дзеркалького вiдбиття вiдносно лiнiї (ng +ne) = 2. Цей факт безпосередньо
пов’язаний iз симетрiєю частинка-дiрка (див. Роздiл 2.2) при заповненнi
ґратки обома орбiтальними станами i може бути корисним для перевiрки
та контролю.

На Рис. 4.5 зображена залежнiсть кореляторiв типу орбiталь-орбiталь
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Рис. 4.5: Залежнiсть усередненого за вузлами орбiталь-орбiталь корелятора
(значення вiдображаються кольором) ⟨T z

i T
z
i+1⟩ вiд середнього заповнення

ng i ne для трьох iзотопiв: 87Sr, 173Yb i 171Yb (злiва направо), отримана за
допомогою пiдходу MPS при L = 20.

⟨T z
i T

z
i+1⟩ вiд середнiх густин g та e атомiв. У випадку 173Yb можна спо-

стерiгати антифероорбiтальне впорядкування в околi ng = 1 та ne = 0, 5

(див. також Рис. 4.4), що характеризується вiд’ємними значеннями коре-
лятору. Слiд зазначити, що мiсцезнаходження та розмiри цiєї фази добре
узгоджуються з попереднiми дослiдженнями квазi-2D ґратчастих систем за
допомогою динамiчної теорiї середнього поля [90]. Основною особливiстю
фази AFO є почергове заповнення сусiднiх вузлiв ґратки атомами в рiзних
орбiтальних станах. Задля iлюстрацiї, iдеалiзована конфiгурацiя (яку ми
позначили AFO-1) при ng = 1 та ne = 0, 5 зображена на Рис. 4.4. Зазна-
чимо, що AFO-подiбнi модуляцiї густини також виникають у випадку газу
атомiв стронцiю з вiдповiдним максимумом сигналу при ng = 1 та ne = 0, 5,
але з меншою iнтенсивнiстю.

Розглянемо залежнiсть корелятора ⟨T z
i T

z
i+1⟩, що зображена на Рис. 4.5,

для випадку iзотопу 171Yb. На вiдмiну вiд атомних систем 173Yb i 87Sr, най-
сильнiший сигнал AFO спостерiгається при ng = ne = 1 (позначений як
AFO-2 на Рис. 4.4). AFO-2 є двопiдґратковим упорядкуванням, подiбним
до AFO-1. Однак основна вiдмiннiсть полягає в тому, що сусiднi вузли ґра-
тки по черзi займають пари g або e атомiв. Причина нестабiльностi AFO
(яка повнiстю пригнiчує антиферомагнiтнi кореляцiї, див. Рис. 4.3) у цьому
конкретному режимi для системи 171Yb походить вiд iншої iєрархiї амплi-
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туд взаємодiї i, отже, iншого основного стану в ґраницi сильного зв’язку
(див. також роздiл 4.3). На Рис. 4.5 варто звернути увагу на майже повне
занулення значень корелятора ⟨T z

i T
z
i+1⟩ у виглядi вертикальних смуг, що

чергуються. Ми обумовлюємо це ефектами скiнченного розмiру системи та
особливостями взаємодiї g атомiв мiж собою для 171Yb (Ugg = 0). Зокрема,
пригнiчення спостерiгається при непарних значеннях загальної кiлькостi
g атомiв у системi, коли пари g атомiв бiльше не можуть бути рiвномiр-
но розподiленi вздовж ланцюга (наприклад, на кожному другому вузлi). Зi
збiльшенням розмiру системи цi ефекти пригнiчення стають менш виразни-
ми, i ми очiкуємо, що вони зникнуть у термодинамiчнiй ґраницi (L→ ∞).
Зазначимо також, що кореляцiї AFO зазвичай супроводжуються значни-
ми модуляцiями густини (хвилею густини заряду) на найближчих сусiднiх
вузлах ґратки. До цього висновку можна прийти, зокрема, з вiдповiдного
порiвняння Рис. 4.2 i 4.5.

4.3 Границя сильної взаємодiї при половинному заповненнi
ґратки

Розглянемо бiльш детально режим з ng ≈ 1 та ne ≈ 1, при якому проце-
си тунелювання можна вважати за збудження. Чисельнi результати обох
пiдходiв – ED i MPS – свiдчать про наявнiсть сильних кореляцiй в цiй
областi. Зокрема, їх структура залежить вiд типу iзотопу: для 173Yb i 87Sr
мають прояв антиферомагнiтнi кореляцiй, тодi як у системi з атомiв 171Yb
провiдними стають антифероорбiтальнi кореляцiї (див. Рис. 4.3 та 4.5).

Для теоретичного аналiзу ми обмежимось двома вузлами ґратки та зба-
лансованими конфiгурацiями спiнiв для компонентiв g та e. Вiдразу зазна-
чимо, що навiть при tg = te = 0 рiзним iзотопам вiдповiдають рiзнi найниж-
чi енергетичнi стани. Так для атомiв 171Yb основний стан характеризується
конфiгурацiєю AFO-2, що зображена на Рис. 4.4, iз внеском нульового по-
рядку до енергiї

EAFO
0 =

Uee + Ugg

2
. (4.5)

Зауважимо, що формула (4.5) отримана за умови усереднення за вузлами
системи. У той самий час для iнших iзотопiв, через рiзну iєрархiю амплiтуд
взаємодiї, стан з найменшою енергiєю є виродженим i утворюється локаль-
ними спiн-триплетними станами (S = 1), що формуються парами g та e
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спiн-1/2 атомiв на кожному вузлi ґратки. Таким чином, внесок нульового
порядку до енергiї в цих системах буде

EAFM
0 = V + Vex. (4.6)

Це виродження усувається шляхом врахування процесiв тунелювання i
призводить до конфiгурацiї AFM-2, зображенної на Рис. 4.4.

Щоб перевiрити наведенi вище твердження та оцiнити характернi ам-
плiтуди магнiтних (або орбiтальних) зв’язкiв, ми застосуємо перетворення
Шрiффера-Вольфа [5] i отримаємо вираз для ефективного гамiльтонiана
при половинному заповненнi:

HAFM
eff =

∑
⟨ij⟩,γ ̸=γ′

4t2γ
Uγγ + Vex

(
Siγ · Sjγ −

n̂iγn̂jγ
4

)
n̂iγ′n̂jγ′ + Hint, (4.7)

де спiновi оператори Sγ визначенi рiвнянням (4.3). Деталi щодо отримання
формули (4.7) наведенi у (3.4). Звернемо увагу, що для застосовностi цiєї
моделi необхiдно, щоб t2γ ≪ (Uγγ + Vex). Ця нерiвнiсть виконується для
дослiджуваної нами системи, що нескладно перевiрити за Таблицею 3.

Слiдуючи аналогiчному алгоритму, що й для AFM конфiгурацiї, отри-
маємо наступну ефективну модель для випадку AFO-2 (див. Рис. 4.4):

HAFO
eff =

∑
⟨ij⟩

∑
σ ̸=σ′,γ ̸=γ′

4t2γ
2V − Uγγ − Vex

T z
iσT

z
jσniγσ′njγ′σ′ + Hint. (4.8)

У цьому випадку границя застосовностi моделi пов’язана з умовою t2γ ≪
(2V − Uγγ − Vex), яка також виконується для дослiджуваних систем (див.
Табл. 3).

Ми можемо зробити висновок, що обидва типи кореляцiй (як AFO, так
i AFM) бiльшою мiрою спричиненi тунелюванням g атомiв (за припуще-
нням, що tg > te). Водночас знаменники у рiзних iзотопiв вiдрiзняються
через неоднакову структуру основного та вiртуального станiв у рiзних ре-
жимах. Зазначимо також, що нами було перевiрено, що iєрархiя енергiй
основного стану при ng ≈ 1 та ne ≈ 1 залишається незмiнною для кожно-
го атомного iзотопу при рiзних вiдношеннях поляризовностi та глибини
станово-залежної ґратки.
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ВИСНОВКИ

У цiй роботi ми продемонстрували, що квантовi фермi-гази є досить
потужними та унiверсальними системами для вирiшення задач фiзики си-
стем багатьох частинок. Зокрема, до таких належать гази фермiонних iзо-
топiв лужноземельних та їм подiбних атомiв, якi можуть зберiгати SU(N)
симетрiю взаємодiй та мають довгоiснуючi метастабiльнi збудженi стани.
Ми розглянули їхнi основнi властивостi та можливi оптичнi переходи, що
обумовлюють широке використання цих атомiв в експериментах з оптични-
ми ґратками. Крiм того, ми описали принцип побудови магнiто-оптичної
пастки, завдяки якiй вiдбувається охолодження та утримання атомарних
систем. Нами також були наданi теоретичнi вiдомостi щодо сил, якi дiють
на атоми в пастках, та один iз методiв контролю взаємодiй мiж атомами,
а саме метод резонансiв Фешбаха.

Ми отримали вираз для квантового гамiльтонiану, що описує багато-
орбiтальну модель Фермi–Габбарда та зосередили увагу на його властиво-
стях. Нами було продемонстровано, що гамiльтонiан комутує з оператором
загального числа частинок, а також зi спiновим оператором Ŝz, що вiд-
повiдає збереженню загальної кiлькостi атомiв та загальної проєкцiї спiну.
Отриманий гамiльтонiан шляхом обґрунтованих припущень ми спростили
до вигляду двоорбiтальної моделi Фермi–Габбарда, для якої проводилися
усi розрахунки в межах дослiдження.

Велика частина цiєї роботи була присвячена опису використаних тео-
ретичних пiдходiв для аналiзу багаточастинкових систем – методу точної
дiагоналiзацiї та методу матричних множникiв – та обговоренню їхнiх пе-
реваг i недолiкiв. Зокрема, ми надали детальний алгоритм для проведен-
ня точної дiагоналiзацiї, вiдзначили, що врахування симетрiй системи до-
зволяє значно спростити розрахунки. Так, увесь гамiльтонiан може бути
представлено у виглядi окремих блокiв, якi дiагоналiзуються незалежно
один вiд одного. Проте навiть з використанням такого пiдходу, розрахун-
ки для систем з бiльш нiж п’ятьма вузлами не є можливими на сучасних
персональних комп’ютерах. Саме тому ми звернули увагу на варiацiйний
метод матричних множникiв. Для нього ми продемонстрували необхiднi
кроки, за допомогою яких хвильова функцiя системи може бути записа-
на у виглядi добутку матриць. Ми також представили гамiльтонiан моделi
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Фермi–Габбарда як оператор матричних множникiв, що разом з методом
матричних множникiв використовується в алгоритмi групи перенормуван-
ня матрицi густини для знаходження основного стану системи.

В залежних вiд стану оптичних ґратках iз взаємодiйними фермiонни-
ми атомами iтербiю та стронцiю, ми вивчили багаточастинковi кореляцiї,
характернi для основного стану газових систем. Наш теоретичний аналiз
квазiодновимiрної геометрiї ґратки виявив значну кiлькiсть рiзних режи-
мiв з характерними магнiтними, орбiтальними та густинними кореляцiями.
Ми розрахували як одно-, так i двовузловi кореляцiйнi функцiї, якi можна
вимiряти у вiдповiдних експериментальних реалiзацiях з ультрахолодними
атомами. Так, для iзотопiв 87Sr та 173Yb вздовж дiагоналей ng + ne = 1 та
ng +ne = 2 cпостерiгаються антиферомагнiтнi сигнали, а вздовж дiагоналi
ng + ne = 1, 5 – антифероорбiтальний сигнал. У свою чергу атоми 171Yb,
що мають iншу iєрархiю амплiтуд взаємодiй, демонструють антиферома-
гнiтне упорядкування при ng +ne = 1 та ng +ne = 3 й антифероорбiтальне
упорядкування при ng + ne = 1, 5 i ng + ne = 2. Також нами було виявле-
но сильний феромагнiтний сигнал у кореляторi ⟨Si · Si+1⟩ для систем, що
складаються з атомiв 87Sr та 173Yb.

Для половинного заселення ґратки було проведено окремий теорети-
чний аналiз в границi сильної взаємодiї для режиму з ng ≈ 1 та ne ≈ 1. За
такого заповнення основнi стани атомiв 87Sr, 173Yb та 171Yb перебувають у
рiзних упорядкованих фазах та описуються рiзними ефективними гамiль-
тонiанами з вiдповiдними границями застосовностi. Останнi було отримано
шляхом канонiчних перетворень, що вiдокремлюють низькоенергетичнi та
високоенергетичнi пiдпростори.

Отриманi результати актуальнi не тiльки для експериментiв, де вимi-
рюють усередненi за певною кiлькiстю вузлiв фiзичнi величини (напри-
клад, подвiйне заповнення, розподiл густини, стисливiсть тощо), але й для
експериментiв з лужноземельними атомами з доступом до кожного вузла
окремо (технiки квантового газового мiкроскопу) [95–97]. Хоча ми обме-
жилися певними значеннями глибини ґратки та коефiцiєнта поляризовно-
стi, порiвняння рiзних атомних iзотопiв надає корисну iнформацiю щодо
досягнення необхiдних режимiв i можливостi проаналiзувати їх у рiзних
атомних системах. Крiм того, нашi результати також вiдкривають цiкавi
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напрямки до реалiзацiї складних неоднорiдних систем, де кривизну пас-
тки можна регулювати для посилення однiєї конкретної або кiлькох рiзних
фаз у рiзних просторових зонах пастки. Вiдзначимо, що використанi пiдхо-
ди можуть бути розширенi для врахування теплових ефектiв i виконання
аналiзу ентропiї, що є цiнним з експериментальної точки зору. Добра якi-
сна узгодженiсть результатiв для газу 173Yb зi статтею [90] є ознакою того,
що основнi сильно корельованi режими для всiх трьох атомних систем ма-
ють залишатися стабiльними i можуть спостерiгатися у системах з вищою
вимiрностю простору за скiнченної температури.



77

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

1. L. Riegger, N. Darkwah Oppong, M. Höfer, D. R. Fernandes, I. Bloch, and
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“Observation of two-orbital spin-exchange interactions with ultracold SU(N)-
symmetric fermions,” Nat. Phys., vol. 10, pp. 779–784, Oct 2014.

37. G. Cappellini, M. Mancini, G. Pagano, P. Lombardi, L. Livi, M. Siciliani de
Cumis, P. Cancio, M. Pizzocaro, D. Calonico, F. Levi, C. Sias, J. Catani,
M. Inguscio, and L. Fallani, “Direct observation of coherent interorbital spin-
exchange dynamics,” Phys. Rev. Lett., vol. 113, p. 120402, Sep 2014.

38. T. W. Hansch and A. L. Schawlow, “Cooling of gases by laser radiation,”
Optics Communications, vol. 13, pp. 68–69, jan 1975.

39. W. D. Phillips and H. Metcalf, “Laser deceleration of an atomic beam,”
Phys. Rev. Lett., vol. 48, pp. 596–599, Mar 1982.

40. S. Chu, L. Hollberg, J. E. Bjorkholm, A. Cable, and A. Ashkin, “Three-
dimensional viscous confinement and cooling of atoms by resonance radiation
pressure,” Phys. Rev. Lett., vol. 55, pp. 48–51, Jul 1985.

41. W. D. Phillips, “Nobel lecture: Laser cooling and trapping of neutral
atoms,” Rev. Mod. Phys., vol. 70, pp. 721–741, Jul 1998.

42. F. Verstraete, V. Murg, and J. Cirac, “Matrix product states, projected
entangled pair states, and variational renormalization group methods for
quantum spin systems,” Adv. Phys, vol. 57, no. 2, pp. 143–224, 2008.
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Forschungszentrums Jülich. Reihe modeling and simulation, (Jülich),
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de calcul avec réseaux de tenseurs en physique,” Canadian Journal of Physics,
vol. 99, pp. 207–221, apr 2021.

84. E. Pavarini, E. Koch, and U. Schollwöck, eds., Emergent Phenomena in
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