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1 Êëàññè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè

1. Ïóñòü íåêîòîðûé ýêñïåðèìåíò ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ îäíèì èç n ýëåìåíòàð-

íûõ èñõîäîâ ω1, ω2, . . . , ωn. Ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ íàçûâà-

åòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è îáîçíà÷àåòñÿ

Ω = {ω1, ω2, . . . , ωn}.

Ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî A ìíîæåñòâà Ω íàçûâàåòñÿ ñîáûòèåì. Âåðîÿò-

íîñòüþ ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

P(A) =
#A

#Ω
. (1.1)

Çäåñü è â äàëüíåéøåì #A è #Ω îáîçíà÷àþò ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ A

è Ω ñîîòâåòñòâåííî. ßñíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ

ðàâíà 1/n, ò.å. âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ "ðàâíîâåðîÿòíû". Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî âåðîÿòíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ñîáûòèÿ A ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé ýëåìåí-

òàðíûõ ñîáûòèé, èç êîòîðûõ îíî ñîñòîèò. Âåðîÿòíîñòè, çàäàâàåìûå ôîðìóëîé

(1.1), íàçûâàþòñÿ êëàññè÷åñêèìè.

Ïðèìåð 1.1. Áðîøåíî äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáû-

òèÿ A = {ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ ðàâíà 7}.

Ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ áóäåì îïèñûâàòü ïàðîé ÷èñåë (i, j), ãäå i � ÷èñëî

î÷êîâ, âûïàâøèõ íà ïåðâîé êîñòè, j � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ íà âòîðîé êîñòè.

Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Ω =
{

(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) (1, 5) (1,6)

(2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4) (2,5) (2, 6)

(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3,4) (3, 5) (3, 6)

(4, 1) (4, 2) (4,3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)

(5, 1) (5,2) (5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)

(6,1) (6, 2) (6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)
}
.

Çäåñü æèðíûì øðèôòîì âûäåëåíû ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, ñîñòàâëÿþùèå ñî-

áûòèå A. Èìååì

P(A) =
#A

#Ω
=

6

36
=

1

6
.
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2. Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

A =
{
a1, a2, a3, . . . , an

}
,

êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ.

Âûáîðêîé áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà k ≤ n èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè

A íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ãå-

íåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè
{
aj1, aj2, . . . ajk

}
. Âûáîðêó áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà

k ≤ n ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò aj1 âûáèðàåì èç ìíî-

æåñòâà A; ýëåìåíò aj2 âûáèðàåì èç ìíîæåñòâà A \ aj1 è ò.ä. ßñíî, ÷òî ÷èñëî

òàêèõ âûáîðîê ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ðàçìåùåíèé èç n ïî k:

(n)k = n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1).

Ïðè k = n âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè. Êîëè÷å-

ñòâî ïåðåñòàíîâîê çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

n! = n(n− 1)(n− 2) . . . 2 · 1.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âûáî-

ðîê áåç âîçâðàùåíèÿ èç çàäàííîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Êàæäîé òàêîé

âûáîðêå áåç âîçâðàùåíèÿ ïðèïèøåì âåðîÿòíîñòü 1/(n)k è áóäåì íàçûâàòü åå

ñëó÷àéíîé. Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå âûáîðîê áåç âîçâðàùåíèÿ îïðåäå-

ëåíû êëàññè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè.

Ïðèìåð 1.2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñëó÷àéíîé âûáîðêå áåç

âîçâðàùåíèÿ aj1 = a1 è aj2 = a2.

Ïåðâûå äâà ìåñòà âûáîðêè çàíÿòû ôèêñèðîâàííûìè ýëåìåíòàìè aj1 = a1

è aj2 = a2. Îñòàëüíûå k = 2 ìåñòà ìîãóò áûòü çàíÿòû ëþáûìè îñòàâøèìèñÿ

n− 2 ýëåìåíòàìè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî âûáîðîê

áåç âîçâðàùåíèÿ ñ ýëåìåíòàìè a1 è a2 íà ïåðâûõ ìåñòàõ ðàâíî (n − 2)k−2.

Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

(n− 2)k−2
(n)k

=
1

n(n− 1)
.
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3. Âûáîðêîé c âîçâðàùåíèåì îáúåìà k èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè A íà-

çûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè
{
aj1, aj2, . . . , ajk

}
. Âûáîðêó ñ âîçâðàùåíè-

åì ïðîèçâîëüíîãî îáúåìà k ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ýëåìåíò

aj1 âûáèðàåì èç ìíîæåñòâà A; ýëåìåíò aj2 ñíîâà âûáèðàåì èç ìíîæåñòâà A

è ò.ä. ßñíî, ÷òî ÷èñëî òàêèõ âûáîðîê ðàâíî nk.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ñîñòîÿùåå èç âñåõ âûáî-

ðîê ñ âîçâðàùåíèåì îáúåìà k èç çàäàííîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. Êàæäîé

òàêîé âûáîðêå ïðèïèøåì âåðîÿòíîñòü 1/nk è áóäåì íàçûâàòü åå ñëó÷àéíîé.

Òàêèì îáðàçîì, íà ìíîæåñòâå âûáîðîê c âîçâðàùåíèåì îïðåäåëåíû êëàññè-

÷åñêèå âåðîÿòíîñòè.

Ïðèìåð 1.3. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñëó÷àéíîé âûáîðêå ñ âîç-

âðàùåíèåì îáúåìà k ≤ n âñå ýëåìåíòû áóäóò ðàçíûìè.

×èñëî âûáîðîê ñ âîçâðàùåíèåì ñ ðàçíûìè ýëåìåíòàìè ðàâíî ÷èñëó âûáî-

ðîê áåç âîçâðàùåíèÿ. Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà (n)k/n
k.

4. Ðàññìîòðèì âûáîðêè áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà k ≤ n èç ãåíåðàëüíîé ñî-

âîêóïíîñòè A. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ÷èñëî âûáîðîê áåç âîçâðàùåíèÿ, îòëè-

÷àþùèõñÿ äðóã îò äðóãà òîëüêî ñîñòàâîì. ×èñëî âûáîðîê áåç âîçâðàùåíèÿ

îáúåìîì k ≤ n, èìåþùèõ îäèíàêîâûé ñîñòàâ è ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ïî-

ðÿäêîì ýëåìåíòîâ, ðàâíî k!. Ïîýòîìó ÷èñëî âûáîðîê, ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî

ñîñòàâîì, ðàâíî
(n)k
k!

=

(
n

k

)
.

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà çàäàåò ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ïî k. Ñëåäóåò îòìåòèòü,

÷òî ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ðàâíî
(
n
k

)
.

Ïðèìåð 1.4. Â óðíå èìååòñÿ n øàðîâ, èç íèõ n1 ÷åðíûõ è n−n1 áåëûõ.

Ïðîèçâîäèòñÿ âûáîðêà áåç âîçâðàùåíèÿ îáúåìà k. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òî-

ãî, ÷òî â âûáîðêå áóäåò ðîâíî k1 ÷åðíûõ øàðîâ.

Êîëè÷åñòâî âñåõ âûáîðîê, ðàçëè÷àþùèõñÿ ñîñòàâîì, ðàâíî
(
n
k

)
. Èç âñåõ n1

÷åðíûõ øàðîâ k1 ÷åðíûõ øàðîâ ìîæíî âûáðàòü
(
n1
k1

)
ñïîñîáàìè. Èç âñåõ n−n1

áåëûõ øàðîâ k−k1 áåëûõ øàðîâ ìîæíî âûáðàòü
(
n−n1
k−k1

)
ñïîñîáàìè. Ëþáîé íà-
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áîð ÷åðíûõ øàðîâ ìîæåò ñî÷åòàòüñÿ ñ ëþáûì íàáîðîì áåëûõ øàðîâ. Ïîýòîìó

âñåõ âûáîðîê îáúåìà k, ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî ñîñòàâîì è ñîäåðæàùèõ ðîâ-

íî k1 ÷åðíûõ øàðîâ, áóäåò
(
n1
k1

)(
n−n1
k−k1

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

ðàâíà

Pn1,n(k1, k) =

(
n1
k1

)(
n− n1
k − k1

)/(
n

k

)
.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Pn1,n(0, k), Pn1,n(1, k), Pn1,n(2, k), . . . Pn1,n(k, k) íà-

çûâàåòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

5. Ïóñòü ýëåìåíòàðíûå èñõîäû íåêîòîðîãî ýêñïåðèìåíòà çàïîëíÿþò îãðà-

íè÷åííóþ îáëàñòü Ω, ñîäåðæàùóþñÿ â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è èìåþùóþ

êîíå÷íûé îáúåì µ(Ω) > 0. Ñîáûòèÿìè íàçûâàþòñÿ ïðîèçâîëüíûå ïîäìíîæå-

ñòâà A ⊂ Ω, èìåþùèå êîíå÷íûé îáúåì µ(A). Âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A ⊂ Ω

íàçûâàåòñÿ

P(A) =
µ(A)

µ(Ω)
. (1.2)

Âåðîÿòíîñòè, çàäàâàåìûå ôîðìóëîé (1.2), íàçûâàþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè. Ãåî-

ìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè çàâèñÿò òîëüêî îò îáúåìà ñîáûòèÿ µ(A) è íå çàâèñÿò

îò ôîðìû è ïîëîæåíèÿ ñîáûòèÿ A â ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω.

Ïîýòîìó ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè íàçûâàþò åùå ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäå-

ëåíèåì â îáëàñòè Ω.

Ïðèìåð 1.5. Çàäà÷à Áþôôîíà. Ïëîñêîñòü ðàñ÷åð÷åíà ïàðàëëåëüíûìè

ïðÿìûìè, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 2a. Íà ïëîñêîñòü íàóäà÷ó

áðîøåíà èãëà äëèíû 2l, l < a. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èãëà ïåðåñå-

÷åò êàêóþ-íèáóäü ïðÿìóþ.

Ïóñòü r � ðàññòîÿíèå îò öåíòðà èãëû äî áëèæàéøåé ïðÿìîé, à α, 0 ≤ α ≤

π � óãîë ìåæäó ýòîé ïðÿìîé è èãëîé. Íàñ èíòåðåñóåò òîëüêî âçàèìíîå ðàñ-

ïîëîæåíèå ïðÿìîé è èãëû, Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ

ñîáûòèé âûáåðåì ïðÿìîóãîëüíèê

Ω = {(α, r) : 0 ≤ α ≤ π, 0 ≤ r ≤ a}.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî èãëà ïåðåñåêëà ïðÿìóþ.
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Òîãäà

A = {(α, r) : 0 ≤ α ≤ π, 0 ≤ r ≤ l sinα}.

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà

P(A) =
µ(A)

µ(Ω)
=

∫ π
0 l sinαdα

aπ
=

2l

aπ
.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû.

1.1. Áðîøåíî òðè ìîíåòû. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Ω è âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé

A = {âûïàëî íå áîëåå äâóõ ãåðáîâ},

B = {âûïàëî ðîâíî äâà ãåðáà},

C = {ïåðâàÿ ìîíåòà âûïàëà ãåðáîì ââåðõ}.

1.2. ×åòûðåõòîìíîå ñî÷èíåíèå ðàñïîëîæåíî íà ïîëêå â ñëó÷àéíîì ïîðÿä-

êå. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òîìà ñòîÿò â äîëæíîì ïîðÿäêå ñëåâà

íàïðàâî? ×òî êðàéíèì ñëåâà ñòîèò ïåðâûé òîì?

1.3. Ðåáåíîê èãðàåò 10 áóêâàìè ðàçðåçíîé àçáóêè ÀÀÀÅÈÊÌÌÒÒ. Êà-

êîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïîëîæåíèè áóêâ îí ïîëó÷èò

ñëîâî ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ?

1.4. Â ëèôò 8 ýòàæíîãî äîìà âîøëè 5 ÷åëîâåê. Êàæäûé èç íèõ ìîæåò

âûéòè íà ëþáîì ýòàæå, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå

ïÿòåðî âûéäóò íà ðàçíûõ ýòàæàõ.

1.5. Êîëîäà ñîñòîèò èç 52 êàðò. Ñëó÷àéíî âûòàùèëè 6 êàðò. Íàéòè âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ýòèõ êàðò áóäåò êîðîëü ïèê.

1.6. Â ëàáîðàòîðèè ðàáîòàþò 6 ìóæ÷èí è 14 æåíùèíû. Ñëó÷àéíûì îá-

ðàçîì îòîáðàíû 7 ÷åëîâåê. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ

ðîâíî 3 ìóæ÷èíû.

1.7. Êîýôôèöèåíòû p è q êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

x2 + px+ q = 0
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âûáèðàþòñÿ íà óäà÷ó â îòðåçêå [0, 1]. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîðíè

ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäóò âåùåñòâåííûìè?

1.8. Îòðåçîê [0, 1] äâóìÿ ñëó÷àéíûìè òî÷êàìè ðàçáèò íà òðè îòðåçêà. Êà-

êîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ýòèõ îòðåçêîâ ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê?

Óïðàæíåíèÿ äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû.

1.9. Áðîøåíî äâå èãðàëüíûå êîñòè. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ

ñîáûòèé Ω è âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé

A = {â ñóììå âûïàëî 6 î÷êîâ},

B = {íà îäíîé èç êîñòåé âûïàëî íà äâà î÷êà áîëüøå, ÷åì íà äðóãîé.}

1.10. Â ñåìüå 4 äåòåé. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è, ñ÷è-

òàÿ âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíîé âåðîÿòíîñòè ðîæäåíèÿ äåâî÷êè,

âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñåìüå äâà ìàëü÷èêà è äâå äåâî÷êè.

1.11. Â ÿùèêå èìåþòñÿ òðè øàðà ñ íîìåðàìè 1,2,3. Ïî îäíîìó èç ÿùèêà

âûíèìàþò âñå øàðû. Îïèñàòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû ó îäíîãî øàðà ïîðÿäêîâûé íîìåð èçâëå÷åíèÿ

èç óðíû ñîâïàäàåò ñ èçîáðàæåííûì íà íåì íîìåðå.

1.12. n äðóçåé ñàäÿòñÿ ïî îäíó ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíîãî ñòîëà. Íàéòè âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâà ôèêñèðîâàííûõ ëèöà À è Â ñÿäóò ðÿäîì, ïðè÷åì Â

ñëåâà îò À.

1.13. n äðóçåé ñàäÿòñÿ çà êðóãëûé ñòîë. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâà

ôèêñèðîâàííûõ ëèöà À è Â ñÿäóò ðÿäîì, ïðè÷åì Â ñëåâà îò À.

1.14. Ó ÷åëîâåêà â êàðìàíå èìååòñÿ n êëþ÷åé, èç êîòîðûõ òîëüêî îäèí ïîä-

õîäèò ê äâåðè. Âñå êëþ÷è ïîñëåäîâàòåëüíî èçâëåêàþòñÿ èç êàðìàíà. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íóæíûé êëþ÷ ïîÿâèëñÿ ïðè k-îì èçâëå÷åíèè.

1.15. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â êîëîäå èç 36 êàðò ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ

4 òóçîâ îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ øàãîì 7.

1.16. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò 6 ðàç. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ïîÿâÿòñÿ âñå ãðàíè.
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1.17. Â ñåìüå 2n, n ≥ 1 äåòåé. Ñ÷èòàÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà

ðàâíà âåðîÿòíîñòè ðîæäåíèÿ äåâî÷êè, âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â

ñåìüå n ìàëü÷èêîâ è n äåâî÷åê.

1.18. Êîëîäà ñîñòîèò èç 36 êàðò. Ñëó÷àéíî âûòàùèëè 3 êàðòû. Íàéòè âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ýòèõ êàðò áóäåò õîòÿ áû îäèí òóç.

1.19. Íà ïîëêå â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå ðàñïîëîæåíû 40 êíèã, ñðåäè êîòîðûõ

èìååòñÿ òðåõòîìíèê À.Ñ. Ïóøêèíà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòè òîìà

íàõîäÿòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëåâà íàïðàâî (íî íå îáÿçàòåëüíî ðÿäîì).

1.20. Â ëîòåðåå n áèëåòîâ, èç êîòîðûõm âûèãðûøíûå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

õîòÿ áû îäíîãî âûèãðûøà äëÿ òîãî, êòî èìååò k áèëåòîâ?

1.21. Êîëîäó, ñîñòîÿùóþ èç 36 êàðò, íàóäà÷ó ðàçäåëÿþò íà äâå ðàâíûå

÷àñòè. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â îáåèõ ÷àñòÿõ îêàæåòñÿ ïî ðàâíîìó

÷èñëó êðàñíûõ è ÷åðíûõ êàðò?

1.22. Íà ïîëó íàðèñîâàíà ñåòêà ñ øàãîì 10 ñì. Íà ïîë ñëó÷àéíûì îáðàçîì

áðîñàþò äèñê äèàìåòðîì 5 ñì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí íå ïåðåñå÷åò

íè îäíîé ëèíèè?

1.23. Ïàðàäîêñ Áåðòðàíà. Â êðóãå ðàäèóñà R ïðîâåäåíà ñëó÷àéíàÿ õîðäà.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèíà ýòîé õîðäû áîëüøå, ÷åì ñòîðîíà ïðàâèëü-

íîãî âïèñàííîãî òðåóãîëüíèêà.

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü çàâèñèò îò òîãî, êàê ïîíèìàòü òåðìèí "ñëó÷àéíàÿ

õîðäà". Ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ êàæäîãî èç òðåõ åñòåñòâåííûõ òîëêîâàíèé òåð-

ìèíà "ñëó÷àéíàÿ õîðäà".

à) Ñåðåäèíà ñëó÷àéíîé õîðäû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â êðóãå.

á) Âñå ñëó÷àéíûå õîðäû ïàðàëëåëüíû, à èõ öåíòðû ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-

ëåíû íà ïåðïåíäèêóëÿðíîì äèàìåòðå.

â) Îäèí êîíåö ñëó÷àéíîé õîðäû çàêðåïëåí, à äðóãîé ðàâíîìåðíî ðàñïðå-

äåëåí íà îêðóæíîñòè.
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2 Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

1. Ïóñòü Ω � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ïîäìíîæå-

ñòâà ìíîæåñòâà Ω íàçûâàþòñÿ ñîáûòèÿìè. Ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ A ìíîæå-

ñòâà Ω íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé ñîáûòèé, åñëè

1) Ω ∈ A,

2) âìåñòå ñ ñîáûòèÿìè A ∈ A è B ∈ A àëãåáðå ñîáûòèé A ïðèíàäëåæàò è

òàêèå ïîäìíîæåñòâà èç Ω:

A+B = {ω ∈ Ω : ω ∈ A èëè ω ∈ B} (ñóììà ñîáûòèé)

A \B = {ω ∈ Ω : ω ∈ A è ω /∈ B} (ðàçíîñòü ñîáûòèé)

AB = {ω ∈ Ω : ω ∈ A è ω ∈ B} (ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé)

Ā = {ω ∈ Ω : ω /∈ A} (äîïîëíåíèå ñîáûòèÿ A).

Ëþáîé àëãåáðå ñîáûòèé ïðèíàäëåæàò ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ (íåâîçìîæíîå ñî-

áûòèå) è ìíîæåñòâî Ω (äîñòîâåðíîå ñîáûòèå).

Âåðîÿòíîñòüþ íà àëãåáðå ñîáûòèé A íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå P : A →

R, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

P(A) ≥ 0 äëÿ âñåõ A ∈ A,

P(Ω) = 1,

P(A+B) = P(A) + P(B), åñëè AB = ∅.

Âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ òðîéêà 〈Ω,A,P〉.

2. Ïóñòü äàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî 〈Ω,A,P〉. È ïóñòü çàôèêñèðî-

âàíû ñîáûòèÿ A,B ∈ A, P(A) > 0. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ B,

ïðè óñëîâèè ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå A, íàçûâàåòñÿ

P(B|A) = P(AB)/P(A).

Îòñþäà ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ âåðîÿòíîñòè îäíîâðåìåííîãî íàñòóïëåíèÿ

äâóõ ñîáûòèé (òåîðåìà óìíîæåíèÿ)

P(AB) = P(A)P(B|A)
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è ôîðìóëà äëÿ îäíîâðåìåííîãî íàñòóïëåíèÿ íåñêîëüêèõ ñîáûòèé

P (A1A2A3 . . . An) = P (A1)P (A2/A1)P (A3/A1A2) . . . P (An/A1A2 . . . An).

Ñîáûòèÿ A,B ∈ A íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè , åñëè

P(AB) = P(A)P(B).

Ïðèìåð 2.1. Ê ýêçàìåíó ïîäãîòîâëåíî 25 áèëåòîâ, èç êîòîðûõ 5 ÿâëÿ-

þòñÿ ñ÷àñòëèâûìè. Ñòóäåíòû áåðóò áèëåòû ïî î÷åðåäè. ×åìó ðàâíà âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûé ñòóäåíò âçÿë ñ÷àñòëèâûé áèëåò? ×òî âòîðîé

ñòóäåíò âçÿë ñ÷àñòëèâûé áèëåò?

Ââåäåì ñîáûòèÿ

1c � ïåðâûé ñòóäåíò âçÿë ñ÷àñòëèâûé áèëåò,

1í � ïåðâûé ñòóäåíò âçÿë íå ñ÷àñòëèâûé áèëåò,

2c � âòîðîé ñòóäåíò âçÿë ñ÷àñòëèâûé áèëåò,

2í � âòîðîé ñòóäåíò âçÿë íå ñ÷àñòëèâûé áèëåò.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Ω = {1ñ2ñ, 1ñ2í, 1í2ñ, 1í2í}.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

P(1ñ2ñ) = P(1ñ)P(2ñ|1ñ) =
5

25
· 4

24
,

P(1ñ2í) = P(1ñ)P(2í|1ñ) =
5

25
· 20

24
,

P(1í2ñ) = P(1í)P(2ñ|1í) =
20

25
· 5

24
,

P(1í2í) = P(1í)P(2í|1í) =
20

25
· 19

24
.

Òåïåðü èìååì

P(1ñ) = P(1ñ2ñ) + P(1ñ2í) =
5

25
· 4

24
+

5

25
· 20

24
=

1

5
,

P(2ñ) = P(1ñ2ñ) + P(1í2ñ) =
5

25
· 4

24
+

20

25
· 5

24
=

1

5
.

Ïðèìåð 2.2. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü èç ïåðâîãî îðóäèÿ ðàâíà 0.6,

à èç âòîðîãî � 0.8. Â öåëü âûñòðåëèëè îäíîâðåìåííî èç äâóõ îðóäèé. Íàéòè
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âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ

A = {â öåëü ïîïàëè õîòÿ áû èç îäíîãî îðóäèÿ}.

Ââåäåì ñîáûòèÿ

1+ � â öåëü ïîïàëè èç ïåðâîãî îðóäèÿ,

1− � â öåëü íå ïîïàëè èç ïåðâîãî îðóäèÿ,

2+ � â öåëü ïîïàëè èç âòîðîãî îðóäèÿ,

2− � â öåëü íå ïîïàëè èç âòîðîãî îðóäèÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Ω = {1+2+, 1+2−, 1−2+, 1−2−}.

Íàéäåì âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

P(1+2+) = 0.6 · 0.8, P(1+2−) = 0.6 · 0.2,

P(1−2+) = 0.4 · 0.8, P(1−2−) = 0.4 · 0.2.

Òåïåðü èìååì

P(A) = P(1+2+) + P(1+2−) + P(1−2+) = 0.48 + 0.12 + 0.32 = 0.92.

3. Ïóñòü äàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî 〈Ω,A,P〉 è ñîáûòèÿ

B1, B2, . . . , Bn ∈ A

òàêîâû, ÷òî BiBj = ∅, i 6= j, Ω = B1 + B2 + . . . Bn. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ñîáûòèÿ A ∈ A èìååò ìåñòî ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|B2) + · · ·+ P(Bn)P(A|Bn). (2.1)

Ïðèìåð 2.3. Â òðåõ óðíàõ èìååòñÿ N1, N2 è N3 øàðîâ áåëîãî è ÷åðíîãî

öâåòà. Êîëè÷åñòâî áåëûõ øàðîâ â ïåðâîé óðíå ðàâíî n1, âî âòîðîé � n2 è â

òðåòåé � n3. Èç ñëó÷àéíî âûáðàííîé óðíû âûáðàëè ñëó÷àéíûé øàð. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí îêàçàëñÿ áåëûì.
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Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = {âûáðàííûé øàð îêàçàëñÿ áåëûì },

B1 = {âûáðàëè 1-þ óðíó},

B2 = {âûáðàëè 2-þ óðíó},

B3 = {âûáðàëè 3-þ óðíó}.

Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè èìååì

P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|B2) + P(B3)P(A|B3)

=
1

3
· n1
N1

+
1

3
· n2
N2

+
1

3
· n3
N3

=
1

3
·
( n1
N1

+
n2
N2

+
n3
N3

)
.

4. Ïóñòü äàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî 〈Ω,A,P〉 è ñîáûòèÿ

B1, B2, . . . , Bn ∈ A

òàêîâû, ÷òî BiBj = ∅, i 6= j, Ω = B1 + B2 + . . . Bn. È ïóñòü ñîáûòèå

A ∈ A. Òîãäà èìååò ìåñòî ôîðìóëû Áàéåñà

P(B1|A) =
P(B1)P(A|B1)

P(A)
, . . . ,P(Bn|A) =

P(Bn)P(A|Bn)

P(A)
.

Çäåñü P(A) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (2.1).

Ïðèìåð 2.4. Èçâåñòíî, ÷òî 4 % âñåõ ìóæ÷èí è 0.25 % âñåõ æåíùèí

ÿâëÿþòñÿ äàëüòîíèêàìè. Íàóäà÷ó âûáðàííîå ëèöî îêàçàëîñü äàëüòîíèêîì.

×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàí ìóæ÷èíà? ×òî âûáðàíà æåí-

ùèíà?

Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = {âûáðàííîå ëèöî ÿâëÿåòñÿ äàëüòîíèêîì},

B1 = {âûáðàííîå ëèöî ÿâëÿåòñÿ ìóæ÷èíîé},

B2 = {âûáðàííîå ëèöî ÿâëÿåòñÿ æåíùèíîé}.

Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè èìååì

P(A) = P(B1)P(A|B1) + P(B2)P(A|B2) =
1

2
·
(

0.04 + 0.0025
)

=
17

800
.
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Ïî ôîðìóëàì Áàéåñà èìååì

P(B1|A) =
P(B1)P(A|B1)

P(A)
=

(1/2) · (0.04)

17/800
=

16

17
.

P(B2|A) =
P(B2)P(A|B2)

P(A)
=

(1/2) · (0.0025)

17/800
=

1

17
.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû.

2.1. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïèñüìî íàõîäèòñÿ â îäíîì èç 8 ÿùèêîâ ïèñü-

ìåííîãî ñòîëà ðàâíà p. Ïðîñìîòðåëè 7 ÿùèêîâ è ïèñüìà íå íàøëè. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åãî ìîæíî íàéòè â 8 ÿùèêå?

2.2. Ñòóäåíò ïðèøåë íà ýêçàìåí, çíàÿ 20 âîïðîñîâ èç 25. Åìó çàäàþò òðè

âîïðîñà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùèõ ñîáûòèé

Ai = {ñòóäåíò çíàåò îòâåòû íà i âîïðîñîâ èç òðåõ}, i = 0, 1, 2, 3.

2.3. Ìîíåòó áðîñàþò äâàæäû. Ðàññìîòðèì ñîáûòèÿ

A = { Ïðè ïåðâîì áðîñàíèè âûïàë ãåðá} ,

B = { Ïðè âòîðîì áðîñàíèè âûïàë ãåðá }.

Ïîêàçàòü, ÷òî ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû.

2.4. Â ñåìüå äâîå äåòåé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà ðåáåíêà ìàëü÷è-

êè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî:

à) ñòàðøèé ðåáåíîê � ìàëü÷èê;

á) ïî êðàéíå ìåðå îäèí èç äåòåé � ìàëü÷èê?

2.5. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 3 áåëûõ è 5 ÷åðíûõ øàðîâ, äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè

âûíèìàþò øàðû. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì âûòàùèò áåëûé øàð. Íàéòè

âåðîÿòíîñòè âûèãðûøà äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà.

2.6. Èç ïîëíîãî íàáîðà 28 êîñòåé äîìèíî íàóäà÷ó èçâëå÷åíà êîñòü. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðóþ íàóäà÷ó èçâëå÷åííóþ êîñòü ìîæíî ïðèñòàâèòü

ê ïåðâîé.

2.7. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 2 áåëûõ è 3 ÷åðíûõ øàðà íàóäà÷ó èçâëåêàþòñÿ

äâà øàðà, ïîñëå ÷åãî â óðíó äîáàâëÿþò îäèí áåëûé øàð. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ïîñëå ýòîãî íàóäà÷ó âûáðàííûé èç óðíû øàð îêàæåòñÿ áåëûì.
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2.8. Â óðíå èìååòñÿ äâå ìîíåòû: ñèììåòðè÷íàÿ ìîíåòà ñ âåðîÿòíîñòüþ âû-

ïàäåíèÿ ãåðáà 1/2, è íåñèììåòðè÷íàÿ ìîíåòà ñ âåðîÿòíîñòüþ âûïàäåíèÿ ãåð-

áà 1/3. Íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ è ïîäáðàñûâàåòñÿ îäíà èç ìîíåò. Îíà âûïàëà

ãåðáîì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàíà ñèììåòðè÷íàÿ ìîíåòà è âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàíà íåñèììåòðè÷íàÿ ìîíåòà.

2.9. Ïðè ðåíòãåíîâñêîì îáñëåäîâàíèè âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü çàáîëåâà-

íèå ó áîëüíîãî òóáåðêóëåçîì ðàâíà 1− β. Âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòü çäîðîâîãî çà

áîëüíîãî ðàâíà α. Ïóñòü äîëÿ áîëüíûõ òóáåðêóëåçîì ïî îòíîøåíèþ êî âñåìó

íàñåëåíèþ ðàâíà γ. Íàéòè óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åëîâåê çäîðîâ,

åñëè îí áûë ïðèçíàí áîëüíûì ïðè îáñëåäîâàíèè.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû.

2.10. Áðîøåíî äâå èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàëè

äâå öèôðû 3, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñóììà âûïàâøèõ î÷êîâ äåëèòñÿ íà òðè?

2.11. Êîëîäà ñîñòîèò èç 52 êàðò. Âûíèìàþò äâå êàðòû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî îáå ýòè êàðòû òóçû?

2.12. Èññëåäîâàòü ñâÿçü ìåæäó òåìíûì öâåòîì ãëàç ó îòöà (ñîáûòèå A) è ó

ñûíà (ñîáûòèå B) íà îñíîâàíèè ñëåäóþùèõ äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïåðåïèñè

íàñåëåíèÿ Àíãëèè è Óýëüñà â 1891 ãîäó.

AB = 5%, AB̄ = 7.9%, ĀB = 8.9%, ĀB̄ = 78.2%

2.13. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü äâóì áëèçíåöàì áûòü îäíîãî ïîëà ðàâíà

0.64, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòü âîîáùå ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíà 0.51. Íàéòè âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé áëèçíåö ìàëü÷èê, åñëè ïåðâûé áëèçíåö ìàëü÷èê.

2.14. Èç êîëîäû, ñîäåðæàùåé 36 êàðò, ïîñëåäîâàòåëüíî âûíèìàþò äâå êàð-

òû. à) Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðàÿ êàðòà îêàæåòñÿ òóçîì. á) Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðàÿ êàðòà îêàæåòñÿ òóçîì, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïåðâàÿ

êàðòà áûëà òóçîì.

2.15. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 3 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðîâ è 1 æåëòûé øàð,

äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè âûíèìàþò øàðû. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì âûòà-

ùèò áåëûé øàð. Åñëè îäèí èç èãðîêîâ âûòàùèë æåëòûé øàð, òî îáúÿâëÿåòñÿ
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íè÷üÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòè âûèãðûøà äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà è âåðî-

ÿòíîñòü íè÷üåé.

2.16. Èç êîëîäû, ñîäåðæàùåé 36 êàðò, íàóãàä âûáèðàåòñÿ îäíà. Ïîêàçàòü,

÷òî ñîáûòèÿ

A = {âûáðàíà ïèêà } B = {âûáðàíà äàìà}

íåçàâèñèìû. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòî íå òàê, åñëè â êîëîäó äîáàâëåíà îäíà "ïó-

ñòàÿ"êàðòà.

2.17. Â åäèíè÷íûé êâàäðàò íàóäà÷ó áðîøåíà òî÷êà. Ïóñòü A � ñîáûòèå,

ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî àáñöèññà áðîøåííîé òî÷êè íå ìåíüøå a, 0 < a < 1,

à B � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî îðäèíàòà áðîøåííîé òî÷êè íå ìåíüøå

b, 0 < b < 1. Ïîêàçàòü, ÷òî ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû.

2.18. Ïóñòü äàíà ìîíåòà, íà êîòîðîé ãåðá âûïàäàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ p, à

ðåøêà � ñ âåðîÿòíîñòüþ q (p, q > 0, p + q = 1). Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè

áðîñàþò ìîíåòó. Âûèãðûâàåò òîò èãðîê, ó êîòîðîãî ïåðâûì âûïàäåò ãåðá.

Íàéòè âåðîÿòíîñòè âûèãðûøà äëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêà.

2.19. Â ïðîäàæó ïîñòóïàþò òåëåâèçîðû òðåõ çàâîäîâ. Ïðîäóêöèÿ ïåðâîãî

çàâîäà ñîäåðæèò 20% òåëåâèçîðîâ ñî ñêðûòûì äåôåêòîì, âòîðîãî � 10% è

òðåòüåãî � 5%. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïðèîáðåñòè èñïðàâíûé òåëåâèçîð, åñëè â

ìàãàçèí ïîñòóïèëî 30% òåëåâèçîðîâ ñ ïåðâîãî çàâîäà, 20% � ñî âòîðîãî è 50%

� c òðåòüåãî?

2.20. Â ïåðâîé óðíå íàõîäèòñÿ 1 áåëûé è 9 ÷åðíûõ øàðîâ, à âî âòîðîé �

1 ÷åðíûé è 5 áåëûõ øàðîâ. Èç êàæäîé óðíû óäàëèëè ïî îäíîìó ñëó÷àéíîìó

øàðó, à îñòàâøèåñÿ øàðû ññûïàëè â òðåòüþ óðíó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî øàð, âûíóòûé èç òðåòüåé óðíû, îêàæåòñÿ áåëûì.

2.21. Â ïèðàìèäå 10 âèíòîâîê, èç êîòîðûõ 4 ñíàáæåíû îïòè÷åñêèì ïðèöå-

ëîì. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëîê ïîðàçèò ìèøåíü ïðè âûñòðåëå èç âèíòîâ-

êè ñ îïòè÷åñêèì ïðèöåëîì, ðàâíà 0,95. Äëÿ âèíòîâêè áåç îïòè÷åñêîãî ïðè-

öåëà ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0.8. Ñòðåëîê ïîðàçèë ìèøåíü èç íàóäà÷ó âçÿòîé

âèíòîâêè. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âèíòîâêà áûëà ñ îïòè÷åñêèì
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ïðèöåëîì? Áåç îïòè÷åñêîãî ïðèöåëà?

2.22. Äëÿ ó÷àñòèÿ â îòáîðî÷íûõ ñïîðòèâíûõ ñîðåâíîâàíèÿõ âûäåëåíî èç

ïåðâîé ãðóïïû êóðñà 4 ñòóäåíòà, èç âòîðîé ãðóïïà - 6 ñòóäåíòîâ è èç òðå-

òüåé ãðóïïû - 5 ñòóäåíòîâ. Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå îòáîðî÷íûõ

ñîðåâíîâàíèé â ñáîðíóþ èíñòèòóòà ïîïàäåò ñòóäåíò ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé

ãðóïïû ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0.9, 0.7 è 0.8. Íåêîòîðûé ñòóäåíò â ðåçóëüòàòå

ñîðåâíîâàíèé ïîïàë â ñáîðíóþ èíñòèòóòà. Ê êàêîé èç ãðóïï âåðîÿòíåå âñåãî

ïðèíàäëåæàë ýòîò ñòóäåíò?

2.23. Ïóñòü èìååòñÿ n îäèíàêîâûõ óðí. Èçâåñòíî, ÷òî óðíà ñ íîìåðîì i

ñîäåðæèò mi áåëûõ øàðîâ; âñåãî æå øàðîâ â ýòîé óðíå Ni. Íàóãàä âûáðàíà

óðíà, à èç íåå øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âçÿò áåëûé øàð?

2.24. Â óðíå íàõîäèòñÿ n øàðîâ áåëîãî è ÷åðíîãî öâåòà. Èìååòñÿ ñëåäóþ-

ùèå ðàâíîâåðîÿòíûå ãèïîòåçû î êîëè÷åñòâå áåëûõ øàðîâ â óðíå

B0 = {â óðíå 0 áåëûõ øàðîâ}, ..., Bn = {â óðíå n áåëûõ øàðîâ}.

Ïóñòü A � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî íàóãàä âçÿòûé øàð îêàçàëñÿ áåëûì.

Âû÷èñëèòü àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè P (A/Bi), i = 0, 1, ..., n.

2.25. Ïî êàíàëó ñâÿçè ìîæåò áûòü ïåðåäàíà îäíà èç òðåõ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé áóêâ: ÀÀÀÀ, ÂÂÂÂ, ÑÑÑÑ. Âåðîÿòíîñòè êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 0.3; 0.4; 0.3. Â ðåçóëüòàòå øóìîâ áóêâà ïðèíèìàåòñÿ

ïðàâèëüíî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.6. Âåðîÿòíîñòè ïðèíÿòü ïåðåäàííóþ áóêâó çà

äâå äðóãèå ðàâíû 0.2 è 0.2. Áóêâû èñêàæàþòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðåäàíî ÀÀÀÀ, åñëè íà ïðèåìíîì óñòðîéñòâå

ïîëó÷åíî ÀÂÑÀ.

3 Ñõåìà Áåðíóëëè è òåîðåìà Ïóàññîíà

1. Ïóñòü äàíû äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà p > 0 è q > 0 òàêèå, ÷òî p+ q = 1. Â

ñõåìå Áåðíóëëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n ≥ 1 íåçàâèñèìûõ

èñïûòàíèé ξ1, ξ2, . . . , ξn. Êàæäîå èç ýòèõ èñïûòàíèé ìîæåò çàêîí÷èòñÿ îäíèì

èç äâóõ èñõîäîâ:
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1 � óñïåõ ñ âåðîÿòíîñòüþ p; 0 � íåóäà÷à ñ âåðîÿòíîñòüþ q.

Ñ ýòèì ýêñïåðèìåíòîì ñâÿæåì ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Ω = {ω = (ξ1ξ2 . . . ξn) : ξi = 1 èëè ξi = 0, 1 ≤ i ≤ n}.

Âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, â ñèëó íåçàâèñèìîñòè èñïûòàíèé, çàäà-

þòñÿ ôîðìóëàìè

P(ω) = P(ξ1ξ2 . . . ξn) = P(ξ1) ·P(ξ2) · · · · ·P(ξn) = p÷èñëî 1 â ω · q÷èñëî 0 â ω.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ðàññìàòðèâàåìûì ýêñïåðèìåíòîì ìû ñâÿçàëè äèñêðåòíîå

âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå µn : Ω→ R ïðîñòðàí-

ñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé âî ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, êîòîðîå çà-

äàåòñÿ ôîðìóëîé

µn = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn.

Òàêèå îòîáðàæåíèÿ íàçûâàþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Èç îïðåäåëåíèÿ

ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µn íà ýëåìåíòàðíîì ñîáûòèè

ω = (ξ1ξ2 . . . ξn) ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî 1 (óñïåõîâ) â ðàññìàòðèâàåìîì ýëåìåí-

òàðíîì ñîáûòèè.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µn ìîæåò ïðèíèìàòü öåëûå çíà÷åíèÿ â ïðåäåëàõ îò 0

äî n. Äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ íàéäåì âåðîÿòíîñòè P{µn = i}, i =

0, 1, . . . , n.

Â ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èìååòñÿ òîëüêî îäíî ýëåìåíòàðíîå

ñîáûòèå, â êîòîðîì ÷èñëî óñïåõîâ ðàâíî 0. Ýòî ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå ω =

(00 . . .0). Åãî âåðîÿòíîñòü P(ω) = qq . . . q = qn. Ñëåäîâàòåëüíî,

P{µn = 0} = qn =

(
n

0

)
p0qn.

Îäíó 1 íà n ìåñòàõ ìîæíî ðàçìåñòèòü n ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó â ïðîñòðàí-

ñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èìååòñÿ n ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, â êîòîðûõ ÷èñ-

ëî óñïåõîâ ðàâíî 1. Âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç òàêèõ ñîáûòèé ðàâíà pqn−1. Ñëå-

äîâàòåëüíî,

P{µn = 1} = npqn−1 =

(
n

1

)
p1qn−1.
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Äâå 1 íà n ìåñòàõ ìîæíî ðàçìåñòèòü
(
n
2

)
ñïîñîáàìè. Ïîýòîìó â ïðîñòðàí-

ñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èìååòñÿ
(
n
2

)
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, â êîòîðûõ

÷èñëî óñïåõîâ ðàâíî 2. Âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç òàêèõ ñîáûòèé ðàâíà p2qn−2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P{µn = 2} =

(
n

2

)
p2qn−2.

Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òàáëèöó, â êîòîðîé óêà-

çàíû âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µn è èõ âåðîÿòíîñòè:

Çíà÷åíèÿ µn 0 1 2 . . . n

Âåðîÿòíîñòè
(
n
0

)
p0qn−0

(
n
1

)
p1qn−1

(
n
2

)
p2qn−2 . . .

(
n
n

)
pnqn−n

(3.1)

Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé, çàäàâàåìîå òàáëèöåé (3.1), íàçûâàåòñÿ áèíî-

ìèàëüíûì. Ñóììà ÷èñåë âî âòîðîé ñòðîêå òàáëèöû ðàâíà 1.

Ïðèìåð 3.1. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíà 0.515,

à âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ äåâî÷êè � 0.485. Â ñåìüå øåñòåðî äåòåé. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè äåòåé íå áîëåå äâóõ äåâî÷åê.

Ïîñòðîèì óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 6 íóëåé è åäèíèö ïî òà-

êîìó ïðàâèëó: åñëè ñòàðøèé ðåáåíîê äåâî÷êà òî ïåðâîé öèôðîé áóäåò 1, à

åñëè ìàëü÷èê, òî 0; åñëè ñëåäóþùèé ðåáåíîê äåâî÷êà òî âòîðîé öèôðîé áóäå

1, à åñëè ìàëü÷èê, òî 0; è ò.ä. Òåïåðü ñ íàøåé çàäà÷åé åñòåñòâåííî ñâÿçàòü

ñõåìó Áåðíóëëè ñ n = 6, p = 0.485 è q = 0.515. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ6 áóäåò

ðàâíà êîëè÷åñòâó äåâî÷åê â ñåìüå. Ïîýòîìó

P{µ6 ≤ 2} = P{µ6 = 0}+ P{µ6 = 1}+ P{µ6 = 2}

=

(
6

0

)
0.4850 · 0.5156 +

(
6

1

)
0.4851 · 0.5155 +

(
6

2

)
0.4852 · 0.5153

≈ 0.018 + 0.105 + 0.247 = 0.370.

2. Ïðè áîëüøèõ n è ìàëûõ p (èëè q) âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé ïî ôîðìó-

ëàì (3.1) ìîæåò îêàçàòüñÿ çàòðóäíèòåëüíûì. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ áûâàåò ïîëåçíîé

ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ïóàññîíà.

Òåîðåìà. Åñëè n→∞ è p→ 0 òàê, ÷òî np→ λ, 0 < λ <∞, òî

P{µn = m} =

(
n

m

)
pmqn−m → λm

m!
· e−λ (3.2)
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ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì m = 0, 1, 2, . . . .

Ïðàâóþ ÷àñòü (3.2) âû÷èñëÿþò (ïðè ôèêñèðîâàííîì λ > 0 ) ïî òàáëèöå

Çíà÷åíèÿ m 0 1 2 . . . n . . .

Âåðîÿòíîñòè λ0

0! · e
−λ λ1

1! · e
−λ λ2

2! · e
−λ . . . λn

n! · e
−λ . . .

(3.3)

êîòîðàÿ çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà. Ñóììà ÷èñåë âî âòîðîé ñòðîêå òàá-

ëèöû ðàâíà 1. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñëåäóåò èìåòü âèäó, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µn ðàâíî np è â óñëîâèÿõ òåîðåìû Ïóàññîíà ïðèáëèçè-

òåëüíî ðàâíî ïàðàìåòðó λ.

Ïðèìåð 3.2. Íà ôàêóëüòåòå ó÷èòñÿ 500 ñòóäåíòîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ïåðâîå ñåíòÿáðÿ ÿâëÿåòñÿ äíåì ðîæäåíèÿ äëÿ k = 0, 1, 2, 3 ñòó-

äåíòîâ äàííîãî ôàêóëüòåòà?

Ýòî ñõåìà Áåðíóëëè ñ êîëè÷åñòâîì èñïûòàíèé n = 500� 1, âåðîÿòíîñòüþ

óñïåõà p = 1/365 = 0.0027397 � 1 è âåðîÿòíîñòüþ íåóäà÷è q = 1 − 1/365 =

0.9972603. Â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàñïðåäåëåíèè Ïóàññîíà ïàðàìåòð λ = np =

500/365 = 1.36986. Ïîýòîìó

P{µ365 = 0} =

(
365

0

)
p0q365 ≈ λ0

0!
e−λ = 0.2541.

P{µ365 = 1} =

(
365

1

)
p1q364 ≈ λ1

1!
e−λ = 0.3481.

P{µ365 = 2} =

(
365

2

)
p2q363 ≈ λ2

2!
e−λ = 0.2385.

P{µ365 = 3} =

(
365

3

)
p3q363 ≈ λ3

3!
e−λ = 0.1089.

Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé, âû÷èñëåííûå ïî áèíîìèàëüíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ ñ ÷åòûðüìÿ âåðíûìè çíàêàìè, ðàâíû 0.2536, 03485, 0,2389,

0,1089.

Ïðèìåð 3.3. Â ïàðòèè èç 200 èçäåëèé êàæäîå èçäåëèå ìîæåò áûòü áðà-

êîâàííûì ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.01. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïàðòèè

áóäåò ðîâíî òðè áðàêîâàííûõ èçäåëèÿ.

Ñ çàäà÷åé åñòåñòâåííî ñâÿçàòü ñõåìó Áåðíóëëè ñ

n = 200, p = 0.01, q = 0.99, m = 3, λ = np = 2.
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Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ïóàññîíà è òàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà,

ïîëó÷èì

P{µ200 = 3} =

(
200

3

)
· 0.013 · 0.99197 ≈ 23

3!
· e−2 = 0.18.

Ïðèìåð 3.4. Â ëîòåðåå ðàçûãðûâàåòñÿ â ñðåäíåì 1 âûèãðûø íà 100 áèëå-

òîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü íå ìåíåå 2 âûèãðûøåé, èìåÿ 100 áèëå-

òîâ?

Ñ çàäà÷åé åñòåñòâåííî ñâÿçàòü ñõåìó Áåðíóëëè ñ

n = 100, p = 0.01, q = 0.99, λ = np = 1.

Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ïóàññîíà è òàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà,

ïîëó÷èì

P{µ100 ≥ 2} = 1−P{µ100 = 0} −P{µ100 = 1}

= 1−
(

100

0

)
· 0.010 · 0.99100 −

(
100

1

)
· 0.011 · 0.9999

≈ 1− 10

0!
· e−1 − 11

1!
· e−1 ≈ 1− 0.37− 0.37 ≈ 0.26.

Ïðèìåð 3.5. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èçþìèí â ñðåäíåì äîëæíî

áûòü â áóëêå äëÿ òîãî, ÷òî áû âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü â áóëêå õîòÿ áû

îäíó èçþìèíó áûëà íå ìåíåå 0.99.

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â áóëêå íå áóäåò

èçþìèí, äîëæíà íå ïðåâîñõîäèòü 0.01. Â ýòîé çàäà÷å ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ

ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà (3.3), ïðè÷åì ïàðàìåòð λ íóæíî âûáðàòü öåëûì è

íàèìåíüøèì èç óñëîâèÿ λ0

0! · e
−λ ≤ 0.01. Èç òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

íàõîäèì, ÷òî λ = 5. Òàêèì îáðàçîì, ñðåäíåå êîëè÷åñòâî èçþìèí â áóëêå

äîëæíî ðàâíÿòüñÿ 5.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû.

3.1. Ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèÿ âåðîÿòíîñòü èñêàæåíèÿ îäíîãî çíàêà ðàâíà

1/10. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîîáùåíèå èç 10 çíàêîâ:

a) íå áóäåò èñêàæåíî,
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á) ñîäåðæèò ðîâíî 3 èñêàæåíèÿ,

â) ñîäåðæèò íå áîëåå òðåõ èñêàæåíèé.

3.2. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò n ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

ñîáûòèé

A = {øåñòåðêà íå âûïàëà íè ðàçó}

B = {øåñòåðêà âûïàëà ïî êðàéíå ìåðå îäèí ðàç}

C = {øåñòåðêà âûïàëà òîëüêî ïðè ïåðâîì áðîñàíèè }

D = {øåñòåðêà âûïàëà òîëüêî îäèí ðàç}

3.3 Ïàðà èãðàëüíûõ êîñòåé áðîñàåòñÿ 7 ðàç. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ñëåäóþ-

ùèõ ñîáûòèé

A = {ñóììà î÷êîâ, ðàâíàÿ 7, âûïàäåò äâàæäû};

B = {ñóììà î÷êîâ, ðàâíàÿ 7, âûïàäåò ïî êðàéíå ìåðå 1 ðàç};

C = {êàæäûé ðàç âûïàäàåò ñóììà î÷êîâ, áîëüøàÿ 7};

D = {íè ðàçó íå âûïàäàåò ñóììà î÷êîâ, ðàâíàÿ 12}.

3.4. Äâîå ïî î÷åðåäè áðîñàþò ìîíåòó. Âûèãðûâàåò òîò, êòî ïåðâûì ïîëó÷èò

"ãåðá". Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé

à) èãðà çàêîí÷èòñÿ äî 4-ãî áðîñàíèÿ;

á) âûèãðàåò íà÷àâøèé èãðó (ïåðâûé èãðîê);

â) âûèãðàåò âòîðîé èãðîê.

3.5. Áðîøåíî 6 ïðàâèëüíûõ èãðàëüíûõ êîñòåé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûïà-

äåíèÿ : 1) õîòÿ áû îäíîé åäèíèöû; 2) ðîâíî îäíîé åäèíèöû; 3) ðîâíî äâóõ

åäèíèö? Íàéòè òî÷íûå çíà÷åíèÿ è ñðàâíèòü èõ ñî çíà÷åíèÿìè, âû÷èñëåííûìè

ïî òåîðåìå Ïóàññîíà.

3.6. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0.001. Íàé-

òè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü äâóìÿ è áîëåå âûñòðåëàìè ïðè çàëïå â 5000

âûñòðåëîâ.

3.7 Íàéòè ñðåäíåå ÷èñëî áðàêîâàííûõ èçäåëèé â ïàðòèè èçäåëèé, åñëè âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ýòîé ïàðòèè èìååòñÿ õîòÿ áû îäíî áðàêîâàííîå èçäåëèå,
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ðàâíà 0.95. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî áðàêîâàííûõ èçäåëèé ðàñïðåäåëåíî ïî

çàêîíó Ïóàññîíà.

3.8. Ðûáàê çàáðîñèë ñïèííèíã 100 ðàç. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí

ïîéìàë õîòÿ áû îäíó ðûáó, åñëè îäíà ðûáà ïðèõîäèòñÿ â ñðåäíåì íà 200

çàáðàñûâàíèé?

Óïðàæíåíèÿ äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû.

3.9. Ìîíåòó áðîñàþò ïÿòü ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãåðá âûïàäåò:

à) ìåíåå äâóõ ðàç; á) íå ìåíåå äâóõ ðàç?

3.10. Ïðîâåäåíî 20 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîñòîèò â

îäíîâðåìåííîì ïîäáðàñûâàíèè òðåõ ìîíåò. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ

áû â îäíîì èñïûòàíèè ïîÿâèëîñü òðè ãåðáà.

3.11. Èñïûòàíèå çàêëþ÷àåòñÿ â áðîñàíèè òðåõ èãðàëüíûõ êîñòåé. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïÿòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ ðîâíî äâà ðàçà âûïà-

äåò ïî òðè åäèíèöû.

3.12. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû. ×òî

âåðîÿòíåå: âûïàäåíèå äâóõ ãåðáîâ ïðè ÷åòûðåõ ïîäáðàñûâàíèÿõ ìîíåòû èëè

òðåõ ãåðáîâ ïðè øåñòè ïîäáðàñûâàíèÿõ ìîíåòû?

3.13. Êàæäóþ ñåêóíäó ñ âåðîÿòíîñòüþ p íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ìîìåíòîâ

âðåìåíè ïî äîðîãå ïðîåçæàåò àâòîìîáèëü. Ïåøåõîäó äëÿ ïðîõîæäåíèÿ äîðîãè

íåîáõîäèìî 3 ñ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîäîøåäøèé ê äîðîãå ïåøåõîä

áóäåò îæèäàòü âîçìîæíîñòè ïåðåõîäà: à) 3ñ; á) 4ñ; â) 5ñ.

3.14. Â ïàðòèè èç n = 200 èçäåëèé êàæäîå èçäåëèå íåçàâèñèìî îò îñòàëü-

íûõ ìîæåò áûòü áðàêîâàííûì ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 0.01. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ÷èñëî áðàêîâàííûõ èçäåëèé â ýòîé ïàðòèè ðàâíà òðåì.

3.15. Ó÷åáíèê èçäàí òèðàæîì 50000 ýêçåìïëÿðîâ. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ó÷åáíèê ñáðîøþðîâàí íåïðàâèëüíî ðàâíà 0.0001. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî òèðàæ ñîäåðæèò ðîâíî 4 íåïðàâèëüíî ñáðîøþðîâàííûõ ó÷åáíèêà.

3.16. Íàïå÷àòàíî 200 ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ íåçàâèñèìî îò

îñòàëüíûõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/10 ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öèôð 0, 1, 2, . . . , 9. Öèôðà
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ñãðóïïèðîâàííû ïî äâå â ïîðÿäêå ñëåâà íà ïðàâî. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî ñðåäè 100 îáðàçîâàâøèõñÿ ïàð ïàðà 09 âñòðåòèòñÿ íå ìåíåå 2 ðàç.

3.17. Âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ïî îäíîìó ëîòåðåéíîìó áèëåòó p = 0.001.

Ñêîëüêî íóæíî êóïèòü áèëåòîâ, ÷òîáû âûèãðàòü õîòÿ áû ïî îäíîìó èç íèõ ñ

âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé, ÷åì 0.55?

Äîïîëíèòåëüíûå çàäà÷è.

3.18. Äâå èãðàëüíûå êîñòè áðîñàþò äî âûïàäåíèÿ "6"õîòÿ áû íà îäíîé èç

íèõ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âïåðâûå "6"ïîÿâèòñÿ ïðè k-îì áðîñàíèè,

k = 1, 2, 3, . . .

3.19. Â ýêñïåðèìåíòàõ íà âñòðå÷íûõ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïó÷êàõ âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà åäèíèöó âðåìåíè ïðîèçîéäåò j ñòîëêíîâåíèé, ñîïðîâîæ-

äàþùèõñÿ ðîæäåíèåì íîâûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ðàâíà

pj =
λj

j!
e−λ, j = 0, 1, 2, ...

ãäå λ � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð (ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà). Ïðè êàæäîì

ñòîëêíîâåíèè â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ìîãóò âîçíèêíóòü ðàçíûå ãðóïïû

ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ïðè ýòîì âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êàæäîé ãðóïïû ýëå-

ìåíòàðíûõ ÷àñòèö ôèêñèðîâàíà è íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ

ïðè îñòàëüíûõ ñòîëêíîâåíèÿõ. Â êà÷åñòâå îäíîé èç òàêèõ ãðóïï ðàññìîòðèì

ïàðó µ � ìåçîíîâ è îáîçíà÷èì ÷åðåç p âåðîÿòíîñòü èõ ïîÿâëåíèÿ ïðè îäíîì

ñòîëêíîâåíèè. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ Ak, ïðè êîòîðîì çà åäèíèöó

âðåìåíè ðîæäàåòñÿ k ïàð µ-ìåçîíîâ?

3.20. Â îäíîì èç ìàò÷åé ÷åìïèîíàòà ìèðà ïî øàõìàòàì íè÷üè íå ó÷è-

òûâàëèñü, è èãðà øëà äî òåõ ïîð, ïîêà îäèí èç ó÷àñòíèêîâ íå íàáèðàë 6

î÷êîâ (âûèãðûø � 1 î÷êî, ïðîèãðûø � 0 î÷êîâ). Ñ÷èòàÿ ó÷àñòíèêîâ ìàò÷à

îäèíàêîâûìè ïî ñèëå, à ðåçóëüòàòû îòäåëüíûõ èãð íåçàâèñèìûìè, íàéòè âå-

ðîÿòíîñòü òîãî, â ìîìåíò îêîí÷àíèÿ ìàò÷à ïðîèãðàâøèé íàáèðàåò k î÷êîâ,

k = 0, 1, 2, . . . , 5.

3.21. Îáðàáàòûâàåìûå íà ñòàíêå äåòàëè ñîðòèðóþòñÿ ïî ðàçìåðàì íà äâå

ãðóïïû. Êàæäàÿ î÷åðåäíàÿ äåòàëü íåçàâèñèìî îò ïðåäûäóùèõ ñ ðàâíûìè
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âåðîÿòíîñòÿìè ïîïàäàåò â ïåðâóþ èëè âî âòîðóþ ãðóïïó. Â íà÷àëå ðàáîòû

äëÿ êàæäîé ãðóïïû äåòàëåé ïîäãîòîâëåíî ïî ÿùèêó åìêîñòè r. Êàêîâà âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ìîìåíò, êîãäà î÷åðåäíóþ äåòàëü áóäåò íåêóäà êëàñòü, â

äðóãîì ÿùèêå áóäåò m äåòàëåé?

3.22. Çàäà÷à Áàíàõà. Ïóñòü a è b äâà êîðîáêà, ñîäåðæàùèå ïî n ñïè÷åê.

Íåêòî ïîëüçóåòñÿ èìè, âûáèðàÿ êîðîáêè ñ âåðîÿòíîñòÿìè p(a) = p, p(b) =

1− p = q è äîñòàâàÿ êàæäûé ðàç ïî îäíîé ñïè÷êå. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî êîãäà âûáðàííàÿ êîðîáêà îêàæåòñÿ ïóñòîé, â äðóãîé êîðîáêå áóäåò r ≤ n

ñïè÷åê?

3.23. Çàäà÷à î ðàçîðåíèè èãðîêà. Èãðà ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè ñèììåò-

ðè÷íîé ìîíåòû íà îäíîé ñòîðîíå êîòîðîé íàïèñàíà (+1), à íà äðóãîé � (-1).

Èãðîê íà÷èíàåò èãðó ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì n > 0. Åñëè âûïàäàåò (+1),

òî êàïèòàë èãðîêà óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó, åñëè âûïàäàåò (-1) � óìåíüøà-

åòñÿ íà åäèíèöó. Èãðà ïðåêðàùàåòñÿ, åñëè êàïèòàë èãðîêà ñòàíîâèòñÿ ëèáî

ðàâíûì N > n (èãðîê îáîãàòèëñÿ), èëè êàïèòàë èãðîêà 0 (èãðîê ðàçîðèëñÿ).

Íàéòè âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ èãðîêà.

4 Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà

1. Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà óñïåõîâ â ñõåìå

Áåðíóëëè ïðè áîëüøèõ n è ìàëûõ p (èëè q) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåííî âû-

÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ïóàññîíà. ×àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïðè

áîëüøèõ n è ôèêñèðîâàííûõ p è q îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîëè÷åñòâî

óñïåõîâ â ñõåìå Áåðíóëëè áóäåò íàõîäèòüñÿ â çàäàííûõ ãðàíèöàõ. Â òàêèõ

ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþò ñëåäóþùóþ èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó Ìóàâðà-Ëàïëàñà.

Òåîðåìà 4.1. Åñëè n→∞, à p è q ôèêñèðîâàíû, òî

P
{
a ≤ µn − np√

npq
≤ b
}
→ 1√

2π

∫ b

a

e−
t2

2 dt.

Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ôóíê-
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öèþ

Φ0(x) =
1√
2π

∫ x

0

e−
t2

2 dt, x ≥ 0.

Ôóíêöèÿ Φ0(x) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî 0.5, êîãäà x ìîíîòîííî âîç-

ðàñòàåò îò 0 äî +∞. Äëÿ ôóíêöèè Φ0(x) ïðè x ∈ [0, 5] èìåþòñÿ ïîäðîáíûå è

äîñòóïíûå òàáëèöû. Îáû÷íî ñ÷èòàþò, ÷òî Φ0(x) ≈ 0.5 ïðè x ∈ (5,+∞).

Ïðèìåð 4.1. Ëåêöèè ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äîëæíû ïîñåùàòü n =

100 ñòóäåíòîâ. Êàæäûé ñòóäåíò, íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ñòóäåíòîâ, ïðè-

õîäèò íà ëåêöèþ ñ âåðîÿòíîñòüþ p = 0.64 è íå ïðèõîäèò � ñ âåðîÿòíîñòüþ

q = 0.36. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ëåêöèè áóäåò:

à) îò 70 äî 95 ñòóäåíòîâ;

á) îò 30 äî 60 ñòóäåíòîâ;

â) îò 55 äî 75 ñòóäåíòîâ.

Â ñëó÷àå à) èìååì

P{70 ≤ µ100 ≤ 95} = P{70− np ≤ µ100 − np ≤ 95− np}

= P
{70− np
√
npq

≤ µ100 − np√
npq

≤ 95− np
√
npq

}
= P

{
1.25 ≤ µ100 − np√

npq
≤ 6.45

}
≈ 1√

2π

∫ 6.45

1.25

e−
t2

2 dt

= Φ0(6.45)− Φ0(1.25) = 0.5− 0.3944 = 0.1056.

Â ñëó÷àå á) èìååì

P{30 ≤ µ100 ≤ 60} = P
{30− np
√
npq

≤ µ100 − np√
npq

≤ 60− np
√
npq

}
= P

{
−7.083 ≤ µ100 − np√

npq
≤ −0.833

}
≈ 1√

2π

∫ −0.833
−7.083

e−
t2

2 dt

= Φ0(7.08)− Φ0(0.83) = 0.5− 0.2967 = 0.2033.

Â ñëó÷àå â) èìååì

P{55 ≤ µ100 ≤ 75} = P
{55− np
√
npq

≤ µ100 − np√
npq

≤ 75− np
√
npq

}
= P

{
−1.88 ≤ µ100 − np√

npq
≤ 2.29

}
≈ 1√

2π

∫ 2.29

−1.88
e−

t2

2 dt

= Φ0(1.88) + Φ0(2.29) = 0.4699 + 0.4887 = 0.9586.
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Äàëåå ìû ðàññìîòðèì îñíîâíûå òèïû çàäà÷, êîòîðûå ìîæíî ðåøàòü ñ ïîìî-

ùüþ òåîðåìû Ìóàâðà-Ëàïëàñà.

2. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n >> 1 èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ ôèê-

ñèðîâàííîé âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p è íåóäà÷è q. È ïóñòü çàäàíû äâà ÷èñëà m1

è m2 òàêèå, ÷òî 0 ≤ m1 < m2 ≤ n. Òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

÷èñëî óñïåõîâ µn çàêëþ÷åíî â ïðåäåëàõ îò m1 äî m2.

Èìååì

P{m1 ≤ µn ≤ m2} = P{m1 − np ≤ µn − np ≤ m2 − np}

= P
{m1 − np√

npq
≤ µn − np√

npq
≤ m2 − np√

npq

}
≈ 1√

2π

∫ m2−np√
npq

m1−np√
npq

e−
t2

2 dt.

Ïðèìåð 4.2. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò 12000 ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî ÷èñëî âûïàâøèõ åäèíèö áóäåò çàêëþ÷åíî â ïðåäåëàõ îò 1950 äî

2070.

Ýòî ñõåìà Áåðíóëëè ñ n = 12000, p = 1/6, q = 5/6,m1 = 1995 èm2 = 2010.

Ïîýòîìó

P{m1 ≤ µn ≤ m2} = P
{m1 − np√

npq
≤ µn − np√

npq
≤ m2 − np√

npq

}
≈ 1√

2π

∫ 1.7146

−1.2247
e−

t2

2 dt = Φ0(1.2247) + Φ0(1.7146) = 0.8465.

3. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n >> 1 èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ ôèê-

ñèðîâàííîé âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p è íåóäà÷è q. Ïóñòü µn îáîçíà÷àåò êîëè÷å-

ñòâî óñïåõîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè. Òîãäà âåëè÷èíà

µn/n ÿâëÿåòñÿ ÷àñòîé óñïåõîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç n èñïûòàíèé Áåð-

íóëëè. Íà èíòåðâàëå (0, 1) çàôèêñèðóåì ÷èñëî α, êîòîðîå ñ÷èòàåì áëèçêèì

ê íóëþ. Òðåáóåòñÿ íàéòè íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòîòà óñïå-

õîâ µn/n îòëè÷àåòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îò âåðîÿòíîñòè óñïåõà p íå
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áîëåå ÷åì íà α, ò.å. òðåáóåòñÿ íàéòè âåðîÿòíîñòü P
{∣∣∣µnn − p∣∣∣≤ α

}
. Èìååì

P
{∣∣∣µn

n
− p
∣∣∣≤ α

}
= P

{
−α ≤ µn

n
− p ≤ α

}
= P

{
−α ≤ µn − np

n
≤ α

}
= P

{
−α
√
n

√
pq
≤ µn − np√

npq
≤ α
√
n

√
pq

}
≈ 2Φ0

(α√n
√
pq

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ èñêîìîé âåðîÿòíîñòè èìååì ôîðìóëó

P
{∣∣∣µn

n
− p
∣∣∣≤ α

}
≈ 2Φ0

(α√n
√
pq

)
. (4.1)

Ïðèìåð 4.3. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n = 1000 èñïûòàíèé

Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p = 0.6 è íåóäà÷è q = 0.4. Íàéòè âåðî-

ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòîòà óñïåõîâ îòëè÷àåòñÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

îò âåðîÿòíîñòè óñïåõà íà âåëè÷èíó α = 0.01.

Ïî ôîðìóëå (4.1) èìååì

P
{∣∣∣ µn

1000
− 0.6

∣∣∣≤ 0.01
}
≈ 2Φ0

(0.01
√

1000√
0.6 · 0.4

)
= 2Φ0(0.6455) = 0.4814.

4. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ ôèêñèðî-

âàííîé âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p è íåóäà÷è q. Íà èíòåðâàëå (0, 1) çàôèêñèðóåì

äâà ÷èñëà α è β, ïðè÷åì α ñ÷èòàåì áëèçêèì ê íóëþ, à β � áëèçêèì ê åäèíèöå.

Òðåáóåòñÿ íàéòè íàèìåíüøåå n òàêîå, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

P
{∣∣∣µn

n
− p
∣∣∣≤ α

}
≥ β. (4.2)

Ïî ôîðìóëå (4.1)èìååì

P
{∣∣∣µn

n
− p
∣∣∣≤ α

}
≈ 2Φ0

(α√n
√
pq

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (4.2) ñ íàèìåíüøèì n, äîñòà-

òî÷íî ïîäîáðàòü íàèìåíüøåå n ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Φ0

(α√n
√
pq

)
≥ β

2
. (4.3)

Èç òàáëèöû ôóíêöèè Φ0(x) íàéäåì íàèìåíüøåå xβ, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåò-

ñÿ íåðàâåíñòâî Φ0(xβ) ≥ β/2 . Ïîñëå ýòîãî èñêîìîå çíà÷åíèå n íàõîäèì èç

óðàâíåíèÿ
α
√
n

√
pq

= xβ.
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Ïðèìåð 4.4. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ðàç íóæíî áðîñèòü ìîíåòó äëÿ

òîãî, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé ÷åì 0.8 ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ãåð-

áà îòëè÷àëàñü ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îò âåðîÿòíîñòè åãî ïîÿâëåíèÿ íå

áîëåå ÷åì íà 0.01.

Â ýòîé çàäà÷å p = q = 1/2, α = 0.01 è β = 0.8. Íåðàâåíñòâî (4.3) èìååò

âèä Φ0(0.02
√
n) ≥ 0.4. Ïî òàáëèöå ôóíêöèè Φ0(x) íàõîäèì, ÷òî íàèìåíüøåå

xβ, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Φ0(xβ) ≥ 0.4, ðàâíî 1.28. Ñëåäîâà-

òåëüíî, 0.02
√
n = 1.28. Ïîýòîìó n = 4096.

5. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ ôèêñèðî-

âàííîé âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p è íåóäà÷è q. È ïóñòü íà èíòåðâàëå (0, 1) çà-

ôèêñèðîâàíî ÷èñëî β, êîòîðîå ñ÷èòàåì áëèçêèì ê åäèíèöå. Òðåáóåòñÿ íàéòè

íàèìåíüøåå α ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî ÷àñòîòà óñïåõîâ µn/n ïîïàäàåò â èíòåð-

âàë [p− α, p+ α] ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé ÷åì β:

P
{∣∣∣µn

n
− p
∣∣∣≤ α

}
≥ β. (4.4)

Êàê è ðàíåå, èìååì

P
{∣∣∣µn

n
− p
∣∣∣≤ α

}
≈ 2Φ0

(α√n
√
pq

)
.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà (4.4) ñ íàèìåíüøèì α, äîñòà-

òî÷íî ïîäîáðàòü íàèìåíüøåå α ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Φ0

(α√n
√
pq

)
≥ β

2
. (4.5)

Èç òàáëèöû ôóíêöèè Φ0(x) íàéäåì íàèìåíüøåå xβ, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî Φ0(xβ) ≥ β/2. Ïîñëå ýòîãî èñêîìîå çíà÷åíèå α íàõîäèì èç

óðàâíåíèÿ
α
√
n

√
pq

= xβ.

Ïðèìåð 4.5. Â êàæäîì èç n = 1000 èñïûòàíèé Áåðíóëëè âåðîÿòíîñòü

óñïåõà p = 0.8, à âåðîÿòíîñòü íåóäà÷è q = 0.2. Íàéòè íàèìåíüøåå ïîëî-

æèòåëüíîå ÷èñëî α òàê, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå ÷åì 0.9 îòêëî-

íåíèå ÷àñòîòû óñïåõà îò âåðîÿòíîñòè óñïåõà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå

ïðåâîñõîäèëî α.
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Â ýòîé çàäà÷å íåðàâåíñòâî (4.5) ïðèíèìàåò âèä Φ0

(
α
√
400√

0.8·0.2

)
≥ 0.9

2 = 0.45. Ïî

òàáëèöå ôóíêöèè Φ0(x) íàéäåì, ÷òî íàèìåíüøåå xβ, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåò-

ñÿ íåðàâåíñòâî Φ0(xβ) ≥ 0.45, ðàâíî 1.64. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
√
1000·α
0.4 = 1.64.

Ïîýòîìó α = 1.64 · 0.4/
√

1000 = 0.0207.

Ñ ïîìîùüþ àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ðåøàòü çàäà÷è ñëåäóþùåãî

òèïà.

Ïðèìåð 4.6. Èãðàëüíóþ êîñòü áðîñàþò 80 ðàç. Íàéòè ñ âåðîÿòíîñòüþ

0.99 ãðàíèöû, â êîòîðûõ áóäåò çàêëþ÷åíî ÷èñëî âûïàäåíèé øåñòåðêè.

Ýòî ñõåìà Áåðíóëëè ñ n = 80, p = 1/6 è q = 5/6. Ñíà÷àëà íàéäåì

íàèìåíüøåå α ∈ (0, 1) òàêîå, ÷òî ÷àñòîòà óñïåõîâ µ80/80 ïîïàäàåò â èí-

òåðâàë [1/6 − α, 1/6 + α] ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé ÷åì 0.99. Íåðàâåí-

ñòâî (4.5) ïðèíèìàåò âèä Φ0

(
α
√
80√

1/6·5/6

)
≥ 0.99

2 = 0.495. Ïî òàáëèöå ôóíêöèè

Φ0(x) íàõîäèì, ÷òî xβ = 2.58. Ïîýòîìó 6
√
80α√
5

= 2.58. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

α = (2.58
√

5)/(6
√

80) = 0.1075. Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.99 âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∣∣∣µ80

80 − 1/6
∣∣∣≤ 0.1075. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî −0.1075 + 1/6 ≤

µ80/80 ≤ 0.1075 + 1/6, èëè 4.7 ≤ µ80 ≤ 21.9. Îêðóãëÿÿ äî öåëûõ ÷èñåë,

ïîëó÷èì 5 ≤ µ80 ≤ 22.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû.

4.1. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç 1000 èñïûòàíèé Áåðíóëëè âåðîÿòíîñòü óñïåõà

ðàâíà 0.7. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî óñïåõîâ áóäåò:

à) íå ìåíåå 680 è íå áîëåå 740 ðàç;

á) íå ìåíåå 705 ðàç;

â) íå áîëåå 698 ðàç.

4.2. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ïðèáëèæåííî ðàâíà

0.515. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 10000 íîâîðîæäåííûõ ÷èñëî

ìàëü÷èêîâ áóäåò íå áîëüøå ÷èñëà äåâî÷åê?

4.3. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ â êàæäîì èç 625 íåçàâèñèìûõ èñïû-

òàíèé ðàâíà 0.8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòîòà ñîáûòèÿ îòêëîíÿåòñÿ

îò åãî âåðîÿòíîñòè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå ÷åì íà 0.04.
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4.4. Ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé Áþôôîí (17 â.) áðîñèë ìîíåòó 4040 ðàç, ïðè÷åì

ãåðá ïîÿâèëñÿ 2048 ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ïîâòîðåíèè îïû-

òà Áþôôîíà ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ãåðáà îòëè÷àåòñÿ îò âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ

ãåðáà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå ÷åì â îïûòå Áþôôîíà.

4.5. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ À â êàæäîì èç íåçàâèñèìûõ èñïûòà-

íèé ðàâíà 0.5. Íàéòè íàèìåíüøåå ÷èñëî èñïûòàíèé n, ïðè êîòîðîì ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 0,7698 ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ îòêëîíÿåòñÿ îò åãî âåðîÿòíîñòè ïî

àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå ÷åì íà 0.02.

4.6. Â êàæäîì èç 400 èñïûòàíèé Áåðíóëëè âåðîÿòíîñòü óñïåõà ðàâíà 0.8.

Íàéòè òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî α, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ β = 0.99 àá-

ñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ ÷àñòîòû óñïåõîâ îò âåðîÿòíîñòè óñïåõà íå

ïðåâûøàëà α.

4.7. Êîíòðîëåð ïðîâåðÿåò íà áðàê 3000 äåòàëåé. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

äåòàëü áðàêîâàíà, ðàâíà 0.05. Íàéòè ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.9 ãðàíèöû, â êîòîðûõ

áóäåò çàêëþ÷åíî ÷èñëî áðàêîâàííûõ äåòàëåé ñðåäè ïðîâåðåííûõ.

4.8. Òåëåôîííàÿ ñòàíöèÿ À, îáñëóæèâàþùàÿ 2000 àáîíåíòîâ, äîëæíà ñî-

åäèíÿòü èõ ñ äðóãîé ñòàíöèåé Â. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî x ëèíèé äîëæíî

ñâÿçûâàòü À è Â, ÷òîáû â 99 % ñëó÷àåâ âûçîâîâ íàøëàñü ñâîáîäíàÿ ëèíèÿ.

Ïóñòü â òå÷åíèè íàèáîëåå íàïðÿæåííîãî ÷àñà äíÿ êàæäûé à àáîíåíò ðàçãî-

âàðèâàåò ñ Â â ñðåäíåì äâå ìèíóòû.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû.

4.9. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ À â êàæäîì èç 2100 íåçàâèñèìûõ

èñïûòàíèé ðàâíà 0.7. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñîáûòèå À ïîÿâèòñÿ:

à) íå ìåíåå 1430 è íå áîëåå 1510 ðàç;

á) íå ìåíåå 1475 ðàç;

â) íå áîëåå 1468 ðàç.

4.10. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 1 áåëûé è 4 ÷åðíûõ øàðà ïî ñõåìå ñëó÷àéíîãî

âûáîðà ñ âîçâðàùåíèåì èçâëåêàþò 2500 øàðîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

÷èñëî ïîÿâëåíèé áåëîãî øàðà çàêëþ÷åíî ìåæäó 480 è 540.
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4.11. Äâå ìîíåòû áðîñàþò 4800 ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå

"ãåðá-ãåðá"ïîÿâèòñÿ ìåíüøå 1140 ðàç.

4.12. Âåðîÿòíîñòü óñïåõà â êàæäîì èç 900 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ðàâíà

0.5. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷àñòîòà óñïåõîâ îòêëîíÿåòñÿ îò âåðîÿòíîñòè

óñïåõà ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå ÷åì íà 0.02.

4.13. Âåðîÿòíîñòü ïîëîæèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà â êàæäîì èç n îïûòîâ ðàâ-

íà 0.9. Ñêîëüêî íóæíî ïðîâåñòè îïûòîâ, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé

0.98 ìîæíî áûëî îæèäàòü, ÷òî íå ìåíåå 150 îïûòîâ äàäóò ïîëîæèòåëüíûé

ðåçóëüòàò?

4.14. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ â êàæäîì èç íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé

ðàâíà 0.2. Íàéòè ÷èñëî èñïûòàíèé n, ïðè êîòîðîì ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,99 ìîæíî

îæèäàòü, ÷òî ÷òî ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ îòêëîíÿåòñÿ îò åãî âåðîÿòíîñòè

ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå ÷åì íà 0.04.

4.15. Â óðíå ñîäåðæàòñÿ áåëûå è ÷åðíûå øàðû â îòíîøåíèè 4:1. ïîñëå

èçâëå÷åíèÿ øàðà ðåãèñòðèðóåòñÿ åãî öâåò è øàð âîçâðàùàåòñÿ â óðíó. ÷åìó

ðàâíî íàèìåíüøåå ÷èñëî èçâëå÷åíèé n, ïðè êîòîðîì ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95 ìîæ-

íî îæèäàòü, ÷òî ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ áåëîãî øàðà îòêëîíÿåòñÿ îò âåðîÿòíîñòè

åãî ïîÿâëåíèÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå ÷åì íà 0.01.

4.16. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ â êàæäîì èç 900 íåçàâèñèìûõ èñïû-

òàíèé ðàâíà 0.5. Íàéòè òàêîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî α, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ

0.77 àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ îò åãî âå-

ðîÿòíîñòè 0.5 íå ïðåâûøàëà α.

4.17. Îòäåë òåõíè÷åñêîãî êîíòðîëÿ ïðîâåðÿåò íà ñòàíäàðòíîñòü 900 äåòà-

ëåé. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåòàëü ñòàíäàðòíà, ðàâíà 0.9. Íàéòè ñ âåðîÿòíî-

ñòüþ 0.95 ãðàíèöû, â êîòîðûõ áóäåò çàêëþ÷åíî ÷èñëî ñòàíäàðòíûõ äåòàëåé

ñðåäè ïðîâåðåííûõ.

4.18. Òåàòð, âìåùàþùèé 1000 ÷åëîâåê, èìååò äâà ðàçíûõ âõîäà. Îêîëî êàæ-

äîãî èç âõîäîâ èìååòñÿ ñâîé ãàðäåðîá. Ñêîëüêî ìåñò äîëæíî áûòü â êàæäîì

ãàðäåðîáå äëÿ òîãî, ÷òîáû â 99 ñëó÷àÿõ èç 100 âñå 1000 çðèòåëåé ìîãëè ðàç-

äåòüñÿ â ãàðäåðîáå òîãî âõîäà, ÷åðåç êîòîðûé îíè âîøëè? Ðàññìîòðåòü äâà

33



ñëó÷àÿ:

à) çðèòåëè ïðèõîäÿò ïàðàìè;

á) çðèòåëè ïðèõîäÿò ïîîäèíî÷êå.

Ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âõîäû çðèòåëè âûáèðàþò ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè.

4.19. Â ïîñåëêå À ïðîæèâàåò 2500 æèòåëåé. Êàæäûé èç íèõ ïðèìåðíî 6 ðàç

â ìåñÿö åçäèò â ãîðîä Â, âûáèðàÿ äíè ïîåçäîê ïî ñëó÷àéíûì ìîòèâàì, íåçà-

âèñèìî îò îñòàëüíûõ æèòåëåé. Êàêîé íàèìåíüøåé âìåñòèòåëüíîñòüþ äîëæåí

áûòü ïîåçä, ÷òîáû îí ïåðåïîëíÿëñÿ â ñðåäíåì íå ÷àùå îäíîãî ðàçà â 100 äíåé?

(Ïîåçä èäåò ðàç â ñóòêè).

5 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

1. Ïóñòü äàíû äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà a è b òàêèå, ÷òî a < b. ×åðåç 〈a, b〉

îáîçíà÷èì îáîáùåííûé èíòåðâàë, ò.å. îäíî èç ïîäìíîæåñòâ âåùåñòâåííîé îñè

ñëåäóþùåãî âèäà: [a, b], (a, b], [a, b), (a, b), (−∞, b], (−∞, b),

[a,+∞), (a,+∞), (−∞,+∞).

Ïóñòü çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî 〈Ω,A,P〉, ôóíêöèÿ ξ : Ω → R

è îáîáùåííûé èíòåðâàë 〈a, b〉. Ïîëíûì ïðîîáðàçîì îáîáùåííîãî èíòåðâàëà

〈a, b〉 ïðè îòîáðàæåíèè ξ íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Ω âèäà

ξ−1〈a, b〉 = {ω ∈ Ω : ξ(ω) ∈ 〈a, b〉} ⊂ Ω.

Ôóíêöèÿ ξ : Ω → R íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, åñëè äëÿ ëþáîãî

îáîáùåííîãî èíòåðâàëà 〈a, b〉 ⊂ R åãî ïîëíûé ïðîîáðàç ξ−1〈a, b〉 = {ω ∈ Ω :

ξ(ω) ∈ 〈a, b〉} ⊂ Ω ïðèíàäëåæèò àëãåáðå ñîáûòèé A.

Ïóñòü äàí ïðîèçâîëüíûé îáîáùåííûé èíòåðâàë 〈a, b〉 ⊂ R è ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà ξ : Ω → R. Âåðîÿòíîñòüþ òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíè-

ìàåò çíà÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàùåå îáîáùåííîìó èíòåðâàëó 〈a, b〉, íàçûâàåòñÿ

âåðîÿòíîñòü ïîëíîãî ïðîîáðàçà îáîáùåííîãî èíòåðâàëà 〈a, b〉 ïðè îòîáðà-

æåíèè ξ

P{ξ ∈ 〈a, b〉} = P{ξ−1〈a, b〉} = P{ω ∈ Ω : ξ(ω) ∈ 〈a, b〉}. (5.1)
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Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé âèäà (5.1) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ â òåî-

ðèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ (∀x ∈ R)

Fξ(x) = P{ξ ∈ (−∞, x)} = P{ξ−1(−∞, x)} = P{ω ∈ Ω : ξ(ω) < x}. (5.2)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ : R→ R è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1) åñëè x1 < x2, òî Fξ(x1) ≤ Fξ(x2);

2) limx→−∞ Fξ(x) = 0, limx→+∞ Fξ(x) = 1;

3) limx→x0−0 Fξ(x) = Fξ(x0) (íåïðåðûâíîñòü ñëåâà).

×åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (5.2) ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü (5.1)

äëÿ ëþáîãî îáîáùåííîãî èíòåðâàëà. Íàïðèìåð,

P{ξ ∈ [a, b)} = Fξ(b)− Fξ(a), P{ξ ∈ [a, b]} = Fξ(b+ 0)− Fξ(a),

P{ξ ∈ (a, b]} = Fξ(b+ 0)− Fξ(a+ 0), P{ξ ∈ (a, b)} = Fξ(b)− Fξ(a+ 0).

Ïðèìåð 5.1. Â äâóõ óðíàõ èìååòñÿ ïî ÷åòûðå øàðà, êîòîðûå çàíóìåðî-

âàíû öèôðàìè 1,2,3,4. Èç óðí èçâëåêàþò ïî îäíîìó ñëó÷àéíîìó øàðó. Íàé-

òè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ : Ω → R, êîòîðàÿ ðàâíà

àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàçíîñòè ìåæäó íîìåðàìè èçâëå÷åííûõ øàðîâ. Íàé-

òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ ïðèìåò çíà÷åíèÿ, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó èç

ñëåäóþùèõ èíòåðâàëîâ: (1, 2]; [0, 2]; [1, 3); (2, 3).

Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èìååò âèä Ω = {(i, j) : 1 ≤ i, j ≤ 4}.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(i, j) = |i− j|. Â áîëåå ïîäðîáíîé çàïèñè ïðîñòðàíñòâî

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èìååò âèä

Ω =
{

(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4)

(2, 1) (2, 2) (2, 3) (2, 4)

(3, 1) (3, 2) (3, 3) (3, 4)

(4, 1) (4, 2) (4, 3) (4, 4)
}
.

Ïðè x ≤ 0 èìååì

Fξ(x) = P{ξ < x} = P{(i, j) ∈ Ω : |i− j| < x} = P{∅} = 0.
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Ïðè 0 < x ≤ 1 èìååì

Fξ(x) = P{ξ < x} = P{(i, j) ∈ Ω : |i− j| < x}

= P{(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)} = 4/16 = 1/4.

Ïðè 1 < x ≤ 2 èìååì

Fξ(x) = P{ξ < x} = P{(i, j) ∈ Ω : |i− j| < x}

= P{(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)(1, 2), (2, 3), (3, 4), (2, 1), (3, 2), (4, 3)}

= 10/16 = 5/8.

Ïðè 2 < x ≤ 3 èìååì

Fξ(x) = P{ξ < x} = P{(i, j) ∈ Ω : |i− j| < x}

= P{(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4)(1, 2), (2, 3), (3, 4), (2, 1), (3, 2), (4, 3),

(1, 3), (2, 4), (3, 1), (4, 2)} = 14/16 = 7/8.

Ïðè 3 < x èìååì

Fξ(x) = P{ξ < x} = P{(i, j) ∈ Ω : |i− j| < x} = P{Ω} = 1.

Îêîí÷àòåëüíî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Fξ(x) =



0 ïðè x ≤ 0,

1/4 ïðè 0 < x ≤ 1,

5/8 ïðè 1 < x ≤ 2,

7/8 ïðè 2 < x ≤ 3,

1 ïðè 3 < x.

Äàëåå èìååì

P{ξ ∈ (1, 2]} = Fξ(2 + 0)− Fξ(1 + 0) = 7/8− 5/8 = 1/4,

P{ξ ∈ [0, 2]} = Fξ(2 + 0)− Fξ(0) = 7/8− 0 = 7/8,

P{ξ ∈ [1, 3)} = Fξ(3)− Fξ(1) = 7/8− 1/4 = 5/8,

P{ξ ∈ (2, 3)} = Fξ(3)− Fξ(2 + 0) = 7/8− 7/8 = 0.
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Ïðèìåð 5.2. Â åäèíè÷íûé êâàäðàò Ω = {(u, v) : 0 ≤ u, v ≤ 1} íàóäà÷ó

áðîñàåòñÿ òî÷êà M(u, v). Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ξ(u, v) = u è âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (1/2, 2].

Ïðè x ≤ 0 èìååì

Fξ(x) = P{ξ < x} = P{(u, v) ∈ Ω : u < x} = P{∅} = 0.

Ïðè 0 < x ≤ 1 èìååì

Fξ(x) = P{ξ < x} = P{(u, v) ∈ Ω : u < x} = x.

Ïðè 1 < x èìååì

Fξ(x) = P{ξ < x} = P{(u, v) ∈ Ω : u < x} = 1.

Îêîí÷àòåëüíî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Fξ(x) =


0 ïðè x ≤ 0,

x ïðè 0 < x ≤ 1,

1 ïðè 1 < x.

Äàëåå èìååì P{ξ ∈ (1/2, 2]} = Fξ(2 + 0)− Fξ(1/2 + 0) = 1− 1/2 = 1/2.

2. Ïóñòü çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî 〈Ω,A,P〉. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà ξ : Ω→ R íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

pξ(x) òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

Fξ(x) =

∫ x

−∞
pξ(t)dt.

Ôóíêöèÿ pξ(x) íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-

íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî îáîáùåííîãî èíòåðâàëà 〈a, b〉

âåðîÿòíîñòü (5.1) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïëîòíîñòü ïî ôîðìóëå

P{ξ ∈ 〈a, b〉} =

∫ b

a

pξ(t)dt. (5.3)

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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1) pξ(x) ≥ 0, ∀x ∈ R;

2)
∫ +∞
−∞ pξ(x)dx = 1.

Â òî÷êàõ íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ïëîòíîñòè pξ(x) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

F ′ξ(x) = pξ(x)

Ïðèìåð 5.3. Â êðóã Ω = {(u, v) : u2 + v2 = R2} íàóäà÷ó áðîñàåòñÿ òî÷êà

M(u, v). Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ξ(u, v) =
√
u2 + v2. Ñ ïîìîùüþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ íàé-

òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðèíàäëåæèò

èíòåðâàëó (R/2, 2R).

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Fξ(x) =


0 ïðè x ≤ 0,

(x/R)2 ïðè 0 < x ≤ R,

1 ïðè R < x.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

pξ(x) =


0 ïðè x ≤ 0,

2x/R2 ïðè 0 < x ≤ R,

0 ïðè R < x.

Äàëåå èìååì

P{ξ ∈ (R/2, 2R)} =

∫ 2R

R/2

pξ(t)dt =

∫ R

R/2

2t/R2dt = 3/4.

3. Ïóñòü çàäàíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî 〈Ω,A,P〉. Ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà ξ : Ω → R íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé, åñëè íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå

âåùåñòâåííîé îñè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê

ðîñòà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ìîæåò ïðè-

íèìàòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé x1, x2, x3, . . . , xn, . . . , âå-

ðîÿòíîñòè êîòîðûõ (ñêà÷êè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ) ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

p1, p2, p3, . . . , pn, . . . . Ýòó èíôîðìàöèþ óäîáíî çàäàâàòü òàáëèöåé ðàñïðåäåëå-
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íèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Çíà÷åíèÿ ξ x1 x2 x3 . . . xn . . .

Âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé ξ p1 p2 p3 . . . pn . . .
(5.4)

×èñëà â íèæíåé ñòðîêå òàáëèöû (5.4) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì

pi > 0, ∀i ∈ N,
∞∑
i=1

pi = 1.

ßñíî, ÷òî ïî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) îäíîçíà÷íî ñòðîèòñÿ òàáëèöà (5.4)

è íàîáîðîò. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî îáîáùåííîãî èíòåðâàëà 〈a, b〉

âåðîÿòíîñòè (5.1) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòû òàáëèöû (5.4) ïî ôîðìóëå

P{ξ ∈ 〈a, b〉} =
∑

i :xi∈〈a,b〉

pi. (5.5)

Ïðèìåð 5.4.Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 4 áåëûõ è 6 ÷åðíûõ øàðîâ, ñëó÷àéíûì

îáðàçîì áåç âîçâðàùåíèÿ èçâëåêëè òðè øàðà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíà

÷èñëó áåëûõ øàðîâ â âûáîðêå. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû îïèñàòü ðàñïðåäåëåíèå

çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çíà÷åíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ áóäåò ïðèíàäëåæàòü èíòåðâàëó [1, 3).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0,1,2,3. Äëÿ âåðîÿòíî-

ñòåé ýòèõ çíà÷åíèé èìååì

P{ξ = 0} =

(
4

0

)(
6

3

)/(10

3

)
= 1/6,

P{ξ = 1} =

(
4

1

)(
6

2

)/(10

3

)
= 1/2,

P{ξ = 2} =

(
4

2

)(
6

1

)/(10

3

)
= 3/10,

P{ξ = 3} =

(
4

3

)(
6

0

)/(10

3

)
= 1/30.

Ñëåäîâàòåëüíî, òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé èìååò âèä

Çíà÷åíèÿ ξ 0 1 2 3

Âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé ξ 1/6 1/2 3/10 1/30

Äàëåå èìååì P{ξ ∈ [1, 3)} = 1/2 + 3/10 = 4/5.
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4. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ çàäàåòñÿ òàá-

ëèöåé (5.4).

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (ñðåäíèì çíà÷åíèåì) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξ íàçûâàåòñÿ

M ξ =
∞∑
i=1

x ip i, (5.6)

åñëè ïîñëåäíèé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ

D ξ = M (ξ −M ξ)2 =
∞∑
i=1

(
x i −M ξ

)2
p i, (5.7)

åñëè ïîñëåäíèé ðÿä ñõîäèòñÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äèñïåðñèþ ìîæíî âû÷èñëÿòü è ïî òàêîé ôîðìóëå

D ξ = M (ξ2)− (M ξ)2 =
∞∑
i=1

x2ip i −
( ∞∑
i=1

x ip i

)2
. (5.8)

Ìîäîé M0 ξ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ òî âîçìîæíîå

çíà÷åíèå xi, ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü pi äîñòèãàåò íàèáîëü-

øåãî çíà÷åíèÿ pi = max k≥1 pk.

Ìîäà äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæåò èìåòü îäíî çíà÷åíèå (óíè-

ìîäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå) èëè íåñêîëüêî çíà÷åíèé (ìóëüòèìîäàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå).

Ïðèìåð 5.5. Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâà-

åòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì, åñëè îíî çàäàåòñÿ òàáëèöåé (p, q > 0, p+ q = 1)

Çíà÷åíèÿ ξ 1 2 3 . . . n . . .

Âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé ξ p qp q2p . . . qn−1p . . .
(5.9)

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ìîäó äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ. Èìååì

Mξ = 1p+ 2qp+ 3q2p+ · · ·+ nqn−1p+ . . .

= p
d

dq
(q + q2 + q3 + · · ·+ qn + . . . )

= p
d

dq

q

1− q
= p

1

(1− q)2
=

1

p
.
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Íàéäåì äèñïåðñèþ ξ. Èìååì

D ξ = M (ξ2)− (M ξ)2 =
∞∑
i=1

x2ip i −
1

p2
=

∞∑
i=1

i2qi−1p− 1

p2

=
∞∑
i=1

(i2 − i)qi−1p+
∞∑
i=1

iqi−1p− 1

p2
=

∞∑
i=2

i(i− 1)qi−1p+
1

p
− 1

p2

= p q
∞∑
i=2

i(i− 1)qi−2 +
1

p
− 1

p2
= p q

d2

dq2

∞∑
i=0

qi +
1

p
− 1

p2

= p q
d2

dq2
(1− q)−1 +

1

p
− 1

p2
= p q2(1− q)−3 +

1

p
− 1

p2

=
2(1− p)

p2
+

1

p
− 1

p2
=

1− p
p2

.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìîäû ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàìåòèì, ÷òî âåðîÿò-

íîñòè âî âòîðîé ñòðîêå òàáëèöû (5.9) ìîíîòîííî óáûâàþò. Ïîýòîìó ìàêñè-

ìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü âî âòîðîé ñòðîêå ðàâíà p. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìîäà

ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà M0 ξ = 1.

5. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

çàäàåòñÿ ïëîòíîñòüþ pξ(x).

Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì (ñðåäíèì çíà÷åíèåì) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ξ íàçûâàåòñÿ

M ξ =

∫ +∞

−∞
tpξ(t)dt, (5.10)

åñëè ïîñëåäíèé èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ

D ξ = M (ξ −M ξ)2 =

∫ +∞

−∞
(t−M ξ)2pξ(t)dt, (5.11)

åñëè ïîñëåäíèé èíòåãðàë ñõîäèòñÿ.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äèñïåðñèþ ìîæíî âû÷èñëÿòü è ïî òàêîé ôîðìóëå

D ξ = M (ξ2)− (M ξ)2 =

∫ +∞

−∞
t2pξ(t)dt−

(∫ +∞

−∞
tpξ(t)dt

)2
. (5.12)

Ìîäîé M0 ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ òî

âîçìîæíîå çíà÷åíèå xi, ïðè êîòîðîì ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè

pξ(t) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.
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Ìîäà àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî

çíà÷åíèå (óíèìîäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå) èëè íåñêîëüêî çíà÷åíèé (ìóëüòèìî-

äàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå). Êðîìå òîãî, â àáñîëþòíî íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ìîæåò

è íå ñóùåñòâîâàòü ìîäû (íàïðèìåð, åñëè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ pξ(t) ÿâ-

ëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé).

Ìåäèàíîé Meξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ

âåùåñòâåííîå ÷èñëî Meξ, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

P{ξ < Meξ} = P{ξ > Meξ}.

Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ìåäèàíà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

Fξ(x) = 1/2. Äàííîå óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü ìíîãî êîðíåé. Ïîýòîìó ìåäèàíà

îïðåäåëåíà, âîîáùå ãîâîðÿ, íåîäíîçíà÷íî.

Ïðèìåð 5.6. Ãîâîðÿò, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ > 0, åñëè åå ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä

pξ(x) =

 0 ïðè x < 0,

λe−λx ïðè x ≥ 0.
(5.13)

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ, ìîäó è ìåäèàíó ïîêàçàòåëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Íàéäåì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èìå-

åì

M ξ =

∫ +∞

−∞
tpξ(t)dt =

∫ +∞

0

tλe−λtdt = −
∫ +∞

0

td(e−λt)

= −te−λt
∣∣∣+∞
0

+

∫ +∞

0

e−λtdt = −1

λ
e−λt

∣∣∣+∞
0

=
1

λ
.

Íàéäåì äèñïåðñèþ äëÿ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èìååì

D ξ = M (ξ2)− (M ξ)2 =

∫ +∞

0

t2λe−λtdt− 1

λ2
= −

∫ +∞

0

t2d(e−λt)− 1

λ2

= −t2e−λt
∣∣∣+∞
0

+2

∫ +∞

0

te−λtdt− 1

λ2
= 2

1

λ2
− 1

λ2
=

1

λ2
.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åäèíñòâåííîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ λ ïëîòíîñòü ïî-

êàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äîñòèãàåò ïðè x = 0. Ïîýòîìó ìîäà ïîêàçàòåëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ M0 ξ = 0.

Ìåäèàíîé ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêîå çíà÷åíèå x, ïðè

êîòîðîì
∫ x
−∞ pξ(t)dt = 1/2. Èëè, ÷òî òîæå ñàìîå,

∫ x
0 λe

−λtdt = 1/2. Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî e−λx = 1/2. Ïîýòîìó x = ln 2
λ . Òàêèì îáðàçîì, ìåäèàíà ïîêàçà-

òåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Me ξ = ln 2
λ .

Óïðàæíåíèÿ äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû.

5.1. Øåñòü ðàç áðîñàåòñÿ ïðàâèëüíàÿ ìîíåòà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâ-

íà àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì ïîÿâëåíèé ãåðáà è ÷èñëîì

ïîÿâëåíèé ðåøêè. Íàéòè: à) òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ξ; á) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèìåò çíà÷åíèå èç

èíòåðâàëà (3/2, 4]; â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ; ã) äèñïåðñèþ ξ; ä) ìîäó ξ.

5.2. Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ ðàñïðå-

äåëåíèåì Ïàñêàëÿ, åñëè îíî çàäàåòñÿ òàáëèöåé (r > 0)

Çíà÷åíèÿ ξ 0 1 2 . . . n . . .

Âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé ξ r0

(1+r)1
r1

(1+r)2
r2

(1+r)3 . . . rn

(1+r)n+1 . . .
(5.14)

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàñêàëÿ íàéòè: à) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ; á) äèñ-

ïåðñèþ ξ; â) ìîäó ξ.

5.3. Â åäèíè÷íûé êâàäðàò Ω = {(u, v) : 0 ≤ u, v ≤ 1} íàóäà÷ó áðîñàåò-

ñÿ òî÷êà M(u, v). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(u, v) = u + v. Íàéòè: à) ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ; á) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ; â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ; ã) äèñïåðñèþ

ξ; ä) ìîäó ξ.

5.4. Ãîâîðÿò, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñ-

ïðåäåëåíèå Ïàðåòî ñ ïàðàìåòðàìè a > 2 è x0 > 0, åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðå-

äåëåíèÿ èìååò âèä

pξ(x) =

 0 ïðè x ≤ x0,

a
x0

(
x0
x

)a+1

ïðè x > x0.
(5.15)
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Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ; á) ìàòåìàòè-

÷åñêîå îæèäàíèå; â) äèñïåðñèþ; ã) ìîäó; ä) ìåäèàíó.

5.5. Ãîâîðÿò, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñ-

ïðåäåëåíèå àðêñèíóñà ñ ïàðàìåòðîì a > 0, åñëè ïëîòíîñòü åå ðàñïðåäåëåíèÿ

èìååò âèä

pξ(x) =

 0 ïðè |x| ≥ a,

1
π
√
a2−x2 ïðè |x| < a.

(5.16)

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ; á) ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå; â) äèñïåðñèþ; ã) ìîäó; ä) ìåäèàíó.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû.

5.6. Èç ïîëíîãî íàáîðà 28 êîñòåé äîìèíî íàóäà÷ó èçâëåêàåòñÿ îäíà êîñòü.

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíà àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàçíîñòè î÷êîâ íà èçâëå-

÷åííîé êîñòè. Íàéòè: à) òàáëèöó ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû ξ; á) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèìåò çíà÷åíèå èç

èíòåðâàëà [1, 6); â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ; ã) äèñïåðñèþ ξ; ä) ìîäó ξ.

5.7.Â êâàäðàò Ω = {(u, v) : −1 ≤ u, v ≤ 1} íàóäà÷ó áðîñàåòñÿ òî÷êà

M(u, v). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ(u, v) = |u| + |v|. Íàéòè: à) ôóíêöèþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ; á) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷å-

íèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ; â) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ; ã) äèñïåðñèþ ξ;

ä) ìîäó ξ; å) ìåäèàíó ξ.

5.8. Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-

ìóëàìè

P{ξ = k} =
C

k(k + 1)
, k = 1, 2, 3, . . .

Íàéòè: à) ïîñòîÿííóþ C; á) P{ξ ≤ 3}; â) P{n1 ≤ ξ ≤ 3n2}.

5.9. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè

pξ(x) =

 0 ïðè x < 1,

C/x4 ïðè x ≥ 1.
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Íàéòè êîíñòàíòó C è P{1 < ξ < 2}.

5.10. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ñòðåëüáå ïî ïëîñêîé ìèøåíè â íåèçìåííûõ óñëî-

âèÿõ ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ìèøåíè äî òî÷êè ïîïàäàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî

íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ïëîòíîñòü êîòîðîé (σ > 0)

pξ(x) =

 0 ïðè x ≤ 0,

x
σ2e

x2

2σ2 ïðè x > 0.
(5.17)

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Ðýëåÿ. Íàéòè

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ, ìîäó è ìåäèàíó ðàñïðåäåëåíèÿ Ðýëåÿ.

5.11. Ñêîðîñòü ìîëåêóë èäåàëüíîãî ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ â ðàâíîâåñèè ïðè

îïðåäåëåííîé òåìïåðàòóðå, ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíîé, ïëîòíîñòü êîòîðîé èìååò âèä

pξ(x) =

 0 ïðè x ≤ 0,√
2
π β

3/2x2e−
1
2βx

2

ïðè x > 0,
(5.18)

ãäå ïàðàìåòð β > 0 îïðåäåëÿåòñÿ òåìïåðàòóðîé è ìàññîé ìîëåêóë (ðàñïðå-

äåëåíèå Ìàêñâåëëà). Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ äëÿ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà.

6 Ïðåäåëüíûå òåîðåìû

1. Ìû îæèäàåì, ÷òî ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ

ðåàëèçàöèé îäíîé è òîé æå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû äîëæíû ÷àùå âñåãî íàõî-

äèòñÿ âáëèçè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû. Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîãî èíòóèòèâíîãî ôàêòà âûðàæàåòñÿ ñëåäóþ-

ùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû è ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ Mξk = a, ∀k ∈ R.

Òîãäà ïðè ëþáîì ε > 0

lim
n→∞

P
{∣∣∣ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn

n
− a
∣∣∣< ε

}
= 1.
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Ìû îæèäàåì òàêæå, ÷òî ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâè-

ñèìûõ ðåàëèçàöèé ðàçíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äîëæíû ÷àùå âñåãî íàõîäèòñÿ

âáëèçè ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ðàññìàòðèâàå-

ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòîãî èíòóèòèâíîãî ôàêòà

âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü äèñïåðñèè ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . êîíå÷íû è îãðàíè÷åíû 0 ≤ Dξk ≤ C, ∀k ∈ N. Òîãäà ïðè

ëþáîì ε > 0

lim
n→∞

P
{∣∣∣ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn

n
−Mξ1 + Mξ2 + · · ·+ Mξn

n

∣∣∣< ε
}

= 1.

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé òåîðåìû 6.1, 6.2 è èõ àíàëîãè íàçûâàþòñÿ çàêîíàìè

áîëüøèõ ÷èñåë.

2. Ïóñòü äàíî ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî a è ïðîèçâîëüíîå ïîëî-

æèòåëüíîå ÷èñëî σ > 0. Ãîâîðÿò, ÷òî àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a è σ > 0, åñëè åå

ïëîòíîñòü çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

pξ(t) =
1

σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 .

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî a, à äèñïåðñèÿ

ðàâíà σ2. Ïàðàìåòð íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ σ íàçûâàåòñÿ ñðåäíåêâàäðà-

òè÷íûì îòêëîíåíèåì. Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè a = 0 è

σ = 1 íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì.

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-

ðàìè a è σ > 0, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = (ξ − a)/σ èìååò ñòàíäàðòíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïðèìåð 6.1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëî-

íåíèå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñîîòâåòñòâåííî ðàâ-

íû 10 è 2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ ïðèìåò çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà

(12,14).

46



Èìååì

P{12 ≤ ξ ≤ 14} = P{(12− 10)/2 ≤ (ξ − 10)/2 ≤ (14− 10)/2}

= P{1 ≤ (ξ − 10)/2 ≤ 2} =
1√
2π

∫ 2

1

e−
t2

2 dt = Φ0(2)− Φ0(1) = 0.1359.

Ïðèìåð 6.2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëî-

íåíèå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñîîòâåòñòâåííî ðàâ-

íû a è σ > 0. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ ïðèìåò çíà÷åíèå èç èíòåð-

âàëà (a− 3σ, a+ 3σ).

Èìååì

P{a− 3σ ≤ ξ ≤ a+ 3σ} = P{(−3 ≤ (ξ − a)/σ ≤ 3}

= 2Φ0(3) = 0.9973.

Òàêèì îáðàçîì, ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.9973 (ïî÷òè äîñòîâåðíî) íîðìàëüíî ðàñïðå-

äåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà (a− 3σ, a+

3σ) (ïðàâèëî 3σ) .

Ïðèìåð 6.3. Àâòîìàò øòàìïóåò äåòàëè. Êîíòðîëèðóåòñÿ äëèíà äå-

òàëè ξ, êîòîðàÿ ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì,

ðàâíûì 50 ìì. Ôàêòè÷åñêàÿ äëèíà äåòàëåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.9973 íàõî-

äèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 32 äî 68 ìì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äëèíà

íàóäà÷ó âçÿòîé äåòàëè à) áîëüøå 55 ìì; b) ìåíüøå 40 ìì.

Èç ðàâåíñòâà P{32 ≤ ξ ≤ 68} = P{50 − 3 · 6 ≤ ξ ≤ 50 + 3 · 6} = 0.9973 è

ïðàâèëà 3σ ñëåäóåò, ÷òî σ = 6. Ïîýòîìó:

a) P{55 ≤ ξ} = P{5/6 ≤ (ξ − 50)/6}

=
1√
2π

∫ +∞

5/6

e−
t2

2 dt = 0.5− Φ0(5/6) = 0.2023;

b) P{0 ≤ ξ ≤ 40} = P{−50/6 ≤ (ξ − 50)/6 ≤ −10/6}

= Φ0(50/6)− Φ0(10/6) = 0.0478.

3. Ïóñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn èìåþò îäèíàêîâûå
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ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè

Mξi = Mξ1, Dξi = Dξ1, ∀i ∈ N.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

Sn = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

MSn = nMξ1, DSn = nDξ1.

Ðàññìîòðèì öåíòðèðîâàííóþ ñóììó

S∗n =
(ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn)− (Mξ1 + Mξ2 + · · ·+ Mξn)√

Dξ1 + Dξ2 + · · ·+ Dξn
=
Sn − nMξ1√

nDξ1
.

ßñíî, ÷òî

MS∗n = 0, DS∗n = 1.

Ïóñòü ïðîèçâîëüíûå íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn èìåþò

ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

Sn = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

MSn = Mξ1 + Mξ2 + · · ·+ Mξn, DSn = Dξ1 + Dξ2 + · · ·+ Dξn.

Ðàññìîòðèì öåíòðèðîâàííóþ ñóììó

S∗n =
(ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn)− (Mξ1 + Mξ2 + · · ·+ Mξn)√

Dξ1 + Dξ2 + · · ·+ Dξn
.

ßñíî, ÷òî

MS∗n = 0, DS∗n = 1.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî ìíîãèõ âàæíûõ ñëó÷àÿõ ïðè áîëüøèõ n ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî ðàñïðåäåëåíèå öåíòðèðîâàííîé ñóììû S∗n ïðèáëèçèòåëüíî ñîâïàäàåò ñî

ñòàíäàðòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Òåîðåìû, óñòàíàâëèâàþùèå ïðè-

áëèçèòåëüíóþ íîðìàëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ S∗n ïðè áîëüøèõ n, íàçûâàþòñÿ

öåíòðàëüíûìè ïðåäåëüíûìè òåîðåìàìè (ÖÏÒ).
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4. Ïîêàæåì, ÷òî òåîðåìó Ìóàâðà-Ëàïëàñà 4.1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ÖÏÒ. Ïóñòü äàíû äâà ÷èñëà p, q > 0, p + q = 1. È ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå

äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ çàäàåòñÿ òàáëèöåé

Çíà÷åíèÿ ξ 0 1

Âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé ξ q p
(6.1)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Mξ = p, Dξ = pq.

Ïóñòü êàæäàÿ èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn èìååò ðàñ-

ïðåäåëåíèå (6.1). Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Sn = ξ1 + ξ2 + · · · + ξn ðàâíà

êîëè÷åñòâó óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè (â òåîðåìå 4.1 àíàëîãè÷íàÿ âå-

ëè÷èíà îáîçíà÷åíà ÷åðåç µn). ßñíî, ÷òî MSn = np, DSn = npq. Âûðàæåíèå

äëÿ öåíòðèðîâàííîé ñóììû èìååò âèä

S∗n =
Sn − np√

npq
.

Òåïåðü èíòåãðàëüíóþ òåîðåìó Ìóàâðà-Ëàïëàñà 4.1 ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â

âèäå ÖÏÒ.

Òåîðåìà 6.3. Ïóñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .

èìåþò ðàñïðåäåëåíèå (6.1). Òîãäà ïðè n→ +∞

P
{
a ≤ ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn − nMξ1√

nDξ1
≤ b
}
→ 1√

2π

∫ b

a

e−
t2

2 dt.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òåîðåìå 6.3 ðàñïðåäåëåíèå (6.1) äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . ìîæíî çàìåíèòü áîëåå îáùèìè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 6.4. Ïóñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .

èìåþò îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ è êîíå÷íóþ äèñïåðñèþ. Òîãäà ïðè n→ +∞

P
{
a ≤ ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn − nMξ1√

nDξ1
≤ b
}
→ 1√

2π

∫ b

a

e−
t2

2 dt.

Ïðèìåð 6.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξ6 íåçàâèñèìû è èìåþò ðàâíî-

ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå â îòðåçêå [0, 1]. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà

S = ξ1 + · · ·+ ξ6 çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ îò 2 äî 4.
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Êàê èçâåñòíî, Mξi = 1/2, Dξi = 1/12. Ïîýòîìó

P
{

2 ≤ S ≤ 4
}

= P
{2− 6Mξ1√

6Dξ1
≤ S − 6Mξ1√

6Dξ1
≤ 4− 6Mξ1√

6Dξ1

}
= P

{
−
√

2 ≤ S − 6Mξ1√
6Dξ1

≤
√

2
}

≈ 1√
2π

∫ √2
−
√
2

e−
t2

2 dt = 2Φ0(
√

2) = 0.8427.

Ïðèìåð 6.5. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξ2000 íåçàâèñèìû è èìå-

þò ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî (5.15) ñ ïàðàìåòðàìè a = 3, x0 = 2. Íàéòè

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå S2000

2000 = ξ1+···+ξ2000
2000 îòêëîíÿ-

åòñÿ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ξi ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå

÷åì íà 0.1.

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, Mξi = ax0
a−1 = 3 è Dξi = ax20

(a−1)2(a−2) = 3. Ïîýòîìó

P
{∣∣∣S2000

2000
−Mξi

∣∣∣≤ 0.1
}

= P
{
−0.1 ≤ S2000

2000
−Mξi ≤ 0.1

}
= P

{
−0.1

√
2000

Dξi
≤ S2000 − 2000Mξi√

2000Dξi
≤ 0.1

√
2000

Dξi

}
= P

{
−2.582 ≤ S2000 − 2000Mξi√

2000Dξi
≤ 2.582

}
≈ 1√

2π

∫ 2.582

−2.582
e−

t2

2 dt

= 2Φ0(2.582) = 0.99.

5. ÖÏÒ 6.4 ñïðàâåäëèâà äëÿ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí. Ïðèíöèïèàëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ÖÏÒ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ÖÏÒ äëÿ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ, â óñëîâèÿõ Ëÿïóíîâà. Ââåäåì

âàæíûå îïðåäåëåíèÿ.

Ìîìåíòîì k-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ

Mξk =


∑∞

i=1 x
k
i pi äèñêðåòíûé ñëó÷àé,∫ +∞

−∞ xkpξ(x)dx àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñëó÷àé.

Àáñîëþòíûì ìîìåíòîì k-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ

M|ξ|k =


∑∞

k=i |xi|kpi äèñêðåòíûé ñëó÷àé,∫ +∞
−∞ |x|

kpξ(x)dx àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñëó÷àé.
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Öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì k-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íàçûâàåòñÿ

Mξk =


∑∞

i=1(xi −Mξ)kpi äèñêðåòíûé ñëó÷àé,∫ +∞
−∞ (x−Mξ))kpξ(x)dx àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñëó÷àé.

Àáñîëþòíûì öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì k-ãî ïîðÿäêà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

íàçûâàåòñÿ

M|ξ −Mξ|k =


∑∞

i=1 |xi −Mξ|kpi äèñêðåòíûé ñëó÷àé,∫ +∞
−∞ |x−Mξ)|kpξ(x)dx àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ñëó÷àé.

Òåîðåìà 6.5. Ïóñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . .

èìåþò êîíå÷íûé òðåòèé àáñîëþòíûé ìîìåíò. Ïîëîæèì

an = Mξn, b2n = Dξn, c3n = M|ξn − an|3,

An =
∑n

k=1 ak, B2
n =

∑n
k=1 b

2
k, C3

n =
∑n

k=1 c
3
k.

Åñëè Cn/Bn → 0 ïðè n→ +∞, òî ïðè n→ +∞

P
{
a ≤ ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξn − An

Bn
≤ b
}
→ 1√

2π

∫ b

a

e−
t2

2 dt.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ àóäèòîðíîé ðàáîòû.

6.1. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè÷åìMξ =

8, à Dξ = 4. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà (−2, 8).

6.2. Èçâåñòíî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíû ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

ñ a = 3. Âåðîÿòíîñòü æå òîãî, ÷òî ξ ïðèìåò çíà÷åíèå èç èíòåðâàëà [2, 4] ðàâíà

0.383. Íàéòè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå σ.

6.3. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, ξ3 íåçàâèñèìû è èìåþò íîðìàëü-

íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè 1, 0, −1 è äèñïåðñèÿìè

1, 4, 1 ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè:

a) P(ξ1 + ξ2 + ξ3 < 0); b) P(|2ξ1 − ξ2 + ξ3| < 3).
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(Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ íåçàâèñèìûõ íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå).

6.4. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξ20 íåçàâèñèìû è èìåþò ïîêàçàòåëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå (5.13) ñ ïàðàìåòðîì λ = 2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà

S = ξ1 + · · ·+ ξ20 çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ îò 4 äî 12.

Îòâåò: 0.8108

6.5. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξ100 íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäå-

ëåíèå àðêñèíóñà (5.16) ñ ïàðàìåòðîì a = 1. Íàéòè íàèìåíüøåå α òàêîå, ÷òî

ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 0.9 ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå S100

100 = ξ1+···+ξ100
100 îò-

êëîíÿåòñÿ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ξi ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå

÷åì íà α.

Óïðàæíåíèÿ äëÿ äîìàøíåé ðàáîòû.

6.6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðè÷åìMξ =

20, à Dξ = 25. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà (15, 25).

6.7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì a = 25. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ξ â èíòåðâàë (10, 15) ðàâíà

0.2. ×åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ξ è èíòåðâàë (35, 40)?

6.8. Ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå äèàìåòðà âàëà áåç ñèñòåìàòè÷åñêèõ (îäíî-

ãî çíàêà) îøèáîê. Ñëó÷àéíûå îøèáêè èçìåðåíèÿ ïîä÷èíåíû íîðìàëüíîìó

çàêîíó ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëî-

íåíèåì σ = 10 ìì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçìåðåíèå áóäåò ïðîèçâåäåíî

ñ îøèáêîé, íå ïðåâûøàþùåé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå 15 ìì.

6.9. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξ100 íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäåëåíèå

Ïàñêàëÿ (5.14) ñ ïàðàìåòðîì r = 1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà S100 =

ξ1 + · · ·+ ξ100 çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ îò 80 äî 130.

6.10. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, . . . , ξn íåçàâèñèìû è èìåþò ðàñïðåäå-

ëåíèå Ðýëåÿ (5.17) ñ ïàðàìåòðîì σ = 1. Íàéòè íàèìåíüøåå n òàêîå, ÷òî ñ
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âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 0.99 ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå Sn
n = ξ1+···+ξn

n îòêëî-

íÿåòñÿ îò ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ξi ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå ÷åì

íà α = 0.01.

7 Òàáëèöà ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè pm(λ) = λm

m! e
−λ

λ = 0.1 λ = 0.2 λ = 0.3 λ = 0.4 λ = 0.5

m = 0 0.90484 0.81873 0.74082 0.67032 0.60653

m = 1 0.09048 0.16375 0.22225 0.26813 0.30327

m = 2 0.00452 0.01637 0.03334 0.05363 0.07582

m = 3 0.00015 0.00109 0.00333 0.00715 0.01264

m = 4 0.00000 0.00005 0.00025 0.00072 0.00158

m = 5 0.00000 0.00000 0.00002 0.00006 0.00016

m = 6 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00001

λ = 0.6 λ = 0.7 λ = 0.8 λ = 0.9 λ = 1

m = 0 0.54881 0.49659 0.44933 0.40657 0.36788

m = 1 0.32929 0.34761 0.35946 0.36591 0.36788

m = 2 0.09879 0.12166 0.14379 0.16466 0.18394

m = 3 0.01976 0.02839 0.03834 0.04940 0.06131

m = 4 0.00296 0.00497 0.00767 0.01111 0.01533

m = 5 0.00036 0.00070 0.00123 0.00200 0.00307

m = 6 0.00004 0.00008 0.00016 0.00030 0.00051

m = 7 0.00000 0.00001 0.00002 0.00004 0.00007

m = 8 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00001

Ïðîäîëæåíèå íà ñëåäóþùåé ñòðàíèöå.
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Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè pm(λ) = λm

m! e
−λ (ïðîäîëæåíèå)

λ = 2 λ = 3 λ = 4 λ = 5 λ = 6

m = 0 0.13534 0.04979 0.01832 0.00674 0.00248

m = 1 0.27067 0.14936 0.07326 0.03369 0.01487

m = 2 0.27067 0.22404 0.14653 0.08422 0.04462

m = 3 0.18045 0.22404 0.19537 0.14037 0.08924

m = 4 0.09022 0.16803 0.19537 0.17547 0.13385

m = 5 0.03609 0.10082 0.15629 0.17547 0.16062

m = 6 0.01203 0.05041 0.10420 0.14622 0.16062

m = 7 0.00344 0.02160 0.05954 0.10445 0.13768

m = 8 0.00086 0.00810 0.02977 0.06528 0.10326

m = 9 0.00019 0.00270 0.01323 0.03627 0.06884

m = 10 0.00004 0.00081 0.00529 0.01813 0.04130

m = 11 0.00001 0.00022 0.00192 0.00824 0.02253

m = 12 0.00000 0.00006 0.00064 0.00343 0.01126

m = 13 0.00000 0.00001 0.00020 0.00132 0.00520

m = 14 0.00000 0.00000 0.00006 0.00047 0.00223

m = 15 0.00000 0.00000 0.00002 0.00016 0.00089

m = 16 0.00000 0.00000 0.00000 0.00005 0.00033

m = 17 0.00000 0.00000 0.00000 0.00001 0.00012

m = 18 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00004

m = 19 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00001

54



8 Òàáëèöà íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ0(x) = 1√
2π

∫ x
0 e
−t2/2dt

ÑÎÒÛÅ ÄÎËÈ x

x 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 0.0000 0.0040 0.0080 0.0120 0.0160 0.0199 0.0239 0.0279 0.0319 0.0359

0.1 0.0398 0.0438 0.0478 0.0517 0.0557 0.0596 0.0636 0.0675 0.0714 0.0753

0.2 0.0793 0.0832 0.0871 0.0910 0.0948 0.0987 0.1026 0.1064 0.1103 0.1141

0.3 0.1179 0.1217 0.1255 0.1293 0.1331 0.1368 0.1406 0.1443 0.1480 0.1517

0.4 0.1554 0.1591 0.1628 0.1664 0.1700 0.1736 0.1772 0.1808 0.1844 0.1879

0.5 0.1915 0.1950 0.1985 0.2019 0.2054 0.2088 0.2123 0.2157 0.2190 0.2224

0.6 0.2257 0.2291 0.2324 0.2357 0.2389 0.2422 0.2454 0.2486 0.2517 0.2549

0.7 0.2580 0.2611 0.2642 0.2673 0.2704 0.2734 0.2764 0.2794 0.2823 0.2852

0.8 0.2881 0.2910 0.2939 0.2967 0.2995 0.3023 0.3051 0.3078 0.3106 0.3133

0.9 0.3159 0.3186 0.3212 0.3238 0.3264 0.3289 0.3315 0.3340 0.3365 0.3389

1.0 0.3413 0.3438 0.3461 0.3485 0.3508 0.3531 0.3554 0.3577 0.3599 0.3621

1.1 0.3643 0.3665 0.3686 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790 0.3810 0.3830

1.2 0.3849 0.3869 0.3888 0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980 0.3997 0.4015

1.3 0.4032 0.4049 0.4066 0.4082 0.4099 0.4115 0.4131 0.4147 0.4162 0.4177

1.4 0.4192 0.4207 0.4222 0.4236 0.4251 0.4265 0.4279 0.4292 0.4306 0.4319

1.5 0.4332 0.4345 0.4357 0.4370 0.4382 0.4394 0.4406 0.4418 0.4429 0.4441

1.6 0.4452 0.4463 0.4474 0.4484 0.4495 0.4505 0.4515 0.4525 0.4535 0.4545

1.7 0.4554 0.4564 0.4573 0.4582 0.4591 0.4599 0.4608 0.4616 0.4625 0.4633

1.8 0.4641 0.4649 0.4656 0.4664 0.4671 0.4678 0.4686 0.4693 0.4699 0.4706

1.9 0.4713 0.4719 0.4726 0.4732 0.4738 0.4744 0.4750 0.4756 0.4761 0.4767

2.0 0.4772 0.4778 0.4783 0.4788 0.4793 0.4798 0.4803 0.4808 0.4812 0.4817

2.1 0.4821 0.4826 0.4830 0.4834 0.4838 0.4842 0.4846 0.4850 0.4854 0.4857

2.2 0.4861 0.4864 0.4868 0.4871 0.4875 0.4878 0.4881 0.4884 0.4887 0.4890

2.3 0.4893 0.4896 0.4898 0.4901 0.4904 0.4906 0.4909 0.4911 0.4913 0.4916

2.4 0.4918 0.4920 0.4922 0.4925 0.4927 0.4929 0.4931 0.4932 0.4934 0.4936

2.5 0.4938 0.4940 0.4941 0.4943 0.4945 0.4946 0.4948 0.4949 0.4951 0.4952

2.6 0.4953 0.4955 0.4956 0.4957 0.4959 0.4960 0.4961 0.4962 0.4963 0.4964

2.7 0.4965 0.4966 0.4967 0.4968 0.4969 0.4970 0.4971 0.4972 0.4973 0.4974

2.8 0.4974 0.4975 0.4976 0.4977 0.4977 0.4978 0.4979 0.4979 0.4980 0.4981

2.9 0.4981 0.4982 0.4982 0.4983 0.4984 0.4984 0.4985 0.4985 0.4986 0.4986
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9 Îòâåòû

1. Êëàññè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè

1.1. 7/8, 3/8, 1/2.

1.2. 1/4! , 1/3!

1.3. 3!2!2!/10!

1.4. (7)5/7
5

1.5.
(
51
5

)
/
(
52
6

)
1.6.

(
6
3

)(
14
4

)
/
(
20
7

)
1.7. 1/12.

1.8. 1/4.

1.9. 5/36 , 2/9 .

1.10. 3/8

1.11. 2/3

1.12. (n− 1)(n− 2)!/n!

1.13. n(n− 2)!/n!

1.14. (n− 1)!/n! = 1/n

1.15. 15 32! 4! / 36!

1.16. 6!/66

1.17.
(
2n
n

)
/22n

1.18. 1−
(
32
3

)
/
(
36
3

)
1.19.

(
40
3

)
37!/40!

1.20. 1−
(
n−m
k

)
/
(
n
k

)
1.21.

(
18
9

)(
18
9

)
/
(
36
18

)
1.22. 1/4.

1.23. à) 1/4, á) 1/2, â) 1/3.

2. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

2.1. p/(8− 7p)
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2.2. Ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Ω = { 1+2+3+, 1+2+3−, 1+2−3+, 1+2−3−,

1−2+3+, 1−2+3−, 1−2−3+, 1−2−3− } .

Îïðåäåëèòü íà íåì âåðîÿòíîñòè è ïîëó÷èòü îòâåò

P(A0) =
1

230
, P(A1) =

2

23
, P(A2) =

19

46
P(A3) =

57

115
.

2.4. 1/2, 1/3.

2.5. Ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

Ω = {Á, ×Á, ××Á, ×××Á, ××××Á, ×××××Á}.

Îïðåäåëèòü íà íåì âåðîÿòíîñòè è íàéòè âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà äëÿ ïåðâîãî

è âòîðîãî èãðîêà.

2.6. 7/18.

2.7. 11/20.

2.8. 3/5, 2/5

2.9. α(1− γ)/[α(1− γ) + γ(1− β)]

2.10. 1/12.

2.11. 4
52

3
51

2.12. P (B/A) = 0.05/0.129 ≈ 0.4, P (B/Ā) = 0.089/0.871 ≈ 0.1.

2.13. Ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

M1M1 (0.33) M1D2 (0.18) 0.51

D1D2 (0.31) D1M2 (0.18) 0.49

0.64 0.36 1

Çàäàòü íà íåì âåðîÿòíîñòè è ïîëó÷èòü îòâåò 0.33
0.33+0.18 ≈ 0.647.

2.14. 1/9 è 3/35.

2.18. p/(1− q2), qp/(1− q2).

2.19. 0.895

2.20. 5
60

4
14 + 1

60
5
14 + 45

60
5
14 + 9

60
6
14 ≈ 0.3619

2.21. 19/43, 24/43.
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2.22. Êî âòîðîé ãðóïïå.

2.23. 1
n

∑n
i=1

mi

Mi

2.24. 2i
n(n+1) , i = 0, 1, ..., n.

2.25. 9/16.

3. Ñõåìà Áåðíóëëè è òåîðåìà Ïóàññîíà

3.1. 0,348678..., 0,057395..., 0,987204...

3.2. (5/6)n, 1− (5/6)n, 5n−1/6n, n5n−1/6n

3.3 P{A} ≈ 0.234, P{B} ≈ 0.721, P{C} ≈ 0.00218, P{D} ≈ 0.821.

3.4. 7/8; 2/3; 1/3.

3.5. 1) 0.6651...,0.6321.... 2) 0.40187...,0.3679... 3)0.2009...,0.1839...

3.6. 0.95957

3.7 λ = 3.

3.8. λ = np = 0.5 Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà 0.39347

3.9. 3/16 è 13/16.

3.10. 1− (7/8)20 = 0.930791...

3.11. (
5

2

)(
1

63

)2(
1− 1

63

)3

= 0.00021137....

3.12.
(
4
2

) (
1
2

)2 (1
2

)2
= 6

16 ;
(
6
3

) (
1
2

)3 (1
2

)3
= 5

16 .

3.13. à) Ïóñòü 1 - àâòîìîáèëü ïðîåõàë è 0 - àâòîìîáèëü íå ïðîåõàë â òå÷åíèè

1ñ. Èìååì ñõåìó Áåðíóëëè ñ n = 6 è èùåì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé âèäà

ab1000.

Çäåñü ab - ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 0 è 1. Èìååì

P (ab1000) = P (111000) + P (001000) + P (011000) + P (101000)

= (p3 + q2p+ qp2 + qp2+)q3 = (p+ q)2pq3 = pq3.

á) (1− q3)pq3. â) (1− q3 − pq3)pq3.

3.14.
(
200
3

)
(0.01)3(0.99)197 ≈ 23

3! e
−2 = 0.18045...

3.15. 0.17547.
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3.16. 0.26424.

3.17. 800.

3.18.
(
25
36

)k−1(11
36

)
.

3.19. Ïóñòü Bj � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî çà åäèíèöó âðåìåíè ïðîèñ-

õîäèò j ñòîëêíîâåíèé. Òîãäà

P (Ak) =
∞∑
j=k

P (Bj)P (Ak|Bj) =
∞∑
j=k

λj

j!
e−λ
(
j

k

)
pk(1− p)j−k

=
∞∑
l=0

λk+l

(k + l)!
e−λ
(
k + l

k

)
pk(1− p)l

= e−λpk
λk

(k)!

∞∑
l=0

λl

(k + l)!
k!

(k + l)!

k!l!
(1− p)l

= e−λ
pkλk

k!

∞∑
l=0

[(1− p)λ]l

l!
=

(pλ)k

k!
e−λp.

3.20.
(
5+k
k

)(
1
2

)k+5
, k = 0, 1, 2, . . . , 5.

3.21. Ïóñòü Ai, i = 1, 2 îáîçíà÷àåò ñîáûòèå ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïåðâûì

ïåðåïîëíèëñÿ ÿùèê äëÿ äåòàëåé i-îé ãðóïïû. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé

Ai, 1 = 1, 2 è, ñëîæèâ ïîëó÷åííûå âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷èòü îòâåò
(
r+m
m

)
2−r−m, r =

0, 1, . . . ,m

3.22. Êîðîáêè âûíèìàëèñü 2n− r ðàç, ïðè÷åì îäíà èç íèõ � n ðàç. Ïóñòü

A îáîçíà÷àåò ñîáûòèå, ÷òî âûíóòàÿ êîðîáêà ïóñòà. Òîãäà

P (A) = P (A/a)p(a) + P (A/b)p(b) =

(
2n− r
n

)
pnqn−rp+

(
2n− r
n

)
qnpn−rq

3.23. Ïóñòü A�ðàçîðåíèå èãðîêà, A1�âûïàëà 1 è A2�âûïàëà (-1). È ïóñòü

P (n)�âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ èãðîêà ñ íà÷àëüíûì êàïèòàëîì n. Èìååì

P (n) = P (n/A1)P (A1) + P (n/A2)P (A2) = [P (n− 1) + P (n+ 1)]/2.

Îòñþäà P (n) = 1− n/N

4. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà

4.1. 0,9133, 0,3650, 0.4451
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4.2. 0.0010

4.3. 0.9876

4.4. 0.6196

4.5. n = 900

4.6. α = 0.05

4.7. 130 ≤ m ≤ 170

4.8. Ýòî ñõåìà Áåðíóëëè ñ n = 2000, âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p = 1/30 è

íåóäà÷è q = 29/30. ×èñëî x îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ P{x ≤ µn} < 0.01.

Èìååì

P{x ≤ µn} = P

{
x− np
√
npq

≤ µn − np√
npq

}
=

1√
2π

∫ ∞
x−np√
npq

exp

(
−x

2

2

)
dx =

1

2
− Φ0

(
x− np
√
npq

)
< 0.01.

Òàêèì îáðàçîì, íóæíî íàéòè íàèìåíüøåå x òàêîå, ÷òî Φ0

(
x−np√
npq

)
> 0.49. Ïî

òàáëèöàì ôóíêöèè Φ0(x) íàõîäèì, ÷òî x−np√
npq = 2.327. Ïîýòîìó x = 200

3 +2.327 ·

8.027 = 85.4. Îêðóãëÿÿ äî öåëîãî ÷èñëà, ïîëó÷èì x = 86.

4.9. 0.9432, 0.406, 0.462

4.10. 0.8186

4.11. 0.0228

4.12. 0.7698

4.13. 177

4.14. n = 661

4.15. n = 6147

4.16. α = 0.02

4.17. 792 ≤ µn ≤ 828

4.18. à) Ïóñòü x îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ìåñò â êàæäîì èç ãàðäåðîáîâ. ×åðåç

µ îáîçíà÷èì ÷èñëî ïàð, âûáðàâøèõ ãàðäåðîá îäíîãî èç âõîäîâ. Òîãäà ãàðäåðîá
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äðóãîãî âõîäà âûáðàëè 500− µ ïàð. Òåïåðü èìååì

P{2µ ≤ x, 1000− 2µ ≤ x} = P{500− x/2 ≤ µ ≤ x/2}

= P

{
250− x/2
0.5
√

500
≤ µn − 250

0.5
√

500
≤ −250 + x/2

0.5
√

500

}
≈ 2Φ0

(
−250 + x/2

0.5
√

500

)
≥ 0.99.

Îòñþäà íàõîäèì x = 558.

á) x = 541.

4.19. 547 5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

5.1. à)

Çíà÷åíèÿ ξ 0 2 4 6

Âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé ξ 10/32 15/32 6/32 1/32

á)21/32; â) 1.875; ã) 2.4844; ä) 2.

5.2. à) r; á) r(r + 1) ; â) 0.

5.3. à)

Fξ(x) =


0 ïðè x ≤ 0,

x2/2 ïðè 0 < x ≤ 1,

x2/2− (x− 1)2 ïðè 1 < x ≤ 2,

1 ïðè 2 < x.

á)

pξ(x) =


0 ïðè x ≤ 0,

x ïðè 0 < x ≤ 1,

2− x ïðè 1 < x ≤ 2,

0 ïðè 2 < x.

â) 1; ã) 1/6; ä) 1.

5.4. à)

Fξ(x) =

 0 ïðè x ≤ x0,

1−
(
x0
x

)a
ïðè x > x0.

á) ax0
a−1 ; â) ax20

(a−1)2(a−2) ; ã)x0; ä) x0
a
√

2.
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5.5. à)

Fξ(x) =


0 ïðè x ≤ −a,
1
2 + 1

π arcsin x
a ïðè |x| < a,

1 ïðè x ≥ a

á)0; â) a2π
2 ; ã) íå ñóùåñòâóåò ; ä) 0 .

5.6. à)

Çíà÷åíèÿ ξ 0 1 2 3 4 5 6

Âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèé ξ 7/28 6/28 5/28 4/28 3/28 2/28 1/28

á)20/28; â) 2; ã) 3; ä) 0.

5.7. à)

Fξ(x) =


0 ïðè x ≤ 0,

x2/2 ïðè 0 < x ≤ 1,

−x2/2 + 2x− 1 ïðè 1 < x ≤ 2,

1 ïðè 2 < x.

á)

pξ(x) =


0 ïðè x ≤ 0,

x ïðè 0 < x ≤ 1,

2− x ïðè 1 < x ≤ 2,

0 ïðè 2 < x.

â) 1; ã) 1/6; ä) 1; å) 1.

5.8. à) âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâàìè

1 = C
∞∑
k=1

1

k(k + 1)
= C

∞∑
k=1

(1

k
− 1

k + 1

)
= C

ïîëó÷èì, ÷òî C = 1; á) 3/4; â)n2−n1+1
n1(n2+1) .

5.9. Èç ðàâåíñòâà
∫ +∞
−∞ pξ(x)dx = 1 ñëåäóåò, ÷òî C = 3. P{1 < ξ < 2} =

7/8.

5.10. σ
√
π/2, σ2(2− π/2), σ, σ

√
2 ln 2).

5.11. 2
√

2/(βπ), 1
β

(
3− 8

π

)
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6. Ïðåäåëüíûå òåîðåìû

6.1. 0.5

6.2. σ = 2.

6.3. 0.5, 0.6536

6.4. 0.8108

6.5. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, Mξi = 0 è Dξi = a2π
2 = π

2 . Ïîýòîìó

P
{∣∣∣S100

100
−Mξi

∣∣∣≤ α
}

= P
{
−α ≤ S100

100
≤ α

}
= P

{
−α
√

100

Dξi
≤ S100√

100Dξi
≤ α

√
100

Dξi

}
= P

{
−7.979α ≤ S100 − 100Mξi√

100Dξi
≤ 7.979α

}
≈ 1√

2π

∫ 7.979α

−7.979α
e−

t2

2 dt

= 2Φ0(7.979α) ≥ 0.9.

Èòàê, α ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà Φ0(7.979α) ≥ 0.45. Èç

òàáëèöû ôóíêöèè Φ0(x) íàõîäèì, ÷òî 7.979α = 1.65. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

α = 0.207

6.6. 0.6826. 6.7. 0.2. 6.8. 0.8664 6.9. 0.9044. 6.10. 43980.
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