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ТЕОРІЯ ЙМОВІРНОСТЕЙ 
 
♣ Явища, наслідок яких заздалегідь не можна передбачити точно, 

називають випадковими. 
♣ Детерміновані явища – ті, що можна точно передбачити, невипад-

кові.  
♣ Теорія ймовірностей – розділ математики, що вивчає спільні зако-

номірності, властиві масовим випадковим явищам.  

 

1. Випадкові події 
♣ Випробування (дослід, експеримент) – здійснення деякого компле-

ксу умов, при якому може відбутися явище (випадкове або детерміно-
ване), що вивчається.   

♣ Подія –  усякий наслідок (результат) випробування. 
 

1.1. Різновиди подій 

♣ Достовірна (вірогідна) подія – та, яка обов'язково відбудеться при 
певній сукупності умов.  

♣ Неможлива подія ∅ – та, яка завідомо не відбудеться при будь-якій 
сукупності умов.  

♣ Випадкова подія – та, яка при здійсненні сукупності умов може або 
відбутися, або не відбутися, причому до проведення випробування неві-
домо, чи відбудеться вона, чи ні.  

Випадкові події позначають прописними літерами латинського алфа-
віту А, В, С, … 

 

♣ Події називають рівноможливими, якщо немає об'єктивних причин 
вважати одну подію більш можливою, ніж іншу.  

Події

достовірні випадкові неможливі
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♣ Елементарні події ω1, ω2, … – усі рівноможливі наслідки випробу-
вання, взаємовиключні один до іншого, у випадку коли наслідків скінченна 
або зліченна множина.  

♣ Простір (або множина) елементарних подій Ω – сукупність усіх 
елементарних подій: Ω = {ω1, …, ωn}. 

Подія – це будь-яка сукупність елементарних наслідків.  

 

1.2. Алгебра подій 

Зобразимо множину всіляких подій Ω як прямокутник, а події –  
колами в ньому. 

♣ А ⊂ В : подія А приводить до події В, 

якщо з настання події А випливає настання 
події В. 

♣ А ⊆ В : поява А приводить до появи 
події В, але не навпаки. А ⊂ В 

♣ А = В : події А і В рівносильні (еквівалентні), якщо А ⊂ В і В ⊂ А. 
 

♣ А + В : сума подій А і В – подія С, 

що полягає в появі або події А, або події В, 

або обох цих подій. 
 

 С = А + В 

♣ А ⋅ В : добуток подій А і В – подія С, 

що полягає в сумісній появі цих подій.  
 
 

Для суми і добутку подій виконується: С = А ⋅ В 

А + A = А А + Ω = Ω А + ∅ = А 

А ⋅ А = А А ⋅ Ω = A А ⋅ ∅ = ∅ 

 – сума будь-якого скінченного числа подій Аk. 

 – добуток будь-якого скінченного числа подій Аk. 

� Ak

n

k=1
 

�Ak

n

k=1
 

В 

ΩА
В
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♣ А \ В  : різниця подій А і В – по-

дія C, яка відбувається тоді і лише тоді, 

коли відбувається А і не відбувається В.  
 
 

 С = А \ В 
♣ Складні події – ті, що отримані внаслідок застосування скінченного 

або зліченного числа операцій додавання, множення або різниці подій. 
 

♣ А ⋅ В = ∅ : події А і В несумісні, якщо 

поява однієї з них виключає появу іншої в 

одному і тому ж випробуванні.  Інакше події 

сумісні.  

 А ⋅ В = ∅ 

♣ Події А1, А2, … Аn попарно несумісні, якщо будь-які дві з них не-

сумісні: Аk ⋅ Aj = ∅ (при усіх k ≠ j).  
 
♣ Події А1, А2, … Аn утворюють повну групу, якщо їхня сума –  

достовірна подія і вони попарно несумісні:  

А1 + А2 + … + Аn = Ω,  

Аi ⋅ Аj = ∅  при  i ≠ j.  

 

♣ A	��� – подія, протилежна події А, якщо 

А і A	��� несумісні і внаслідок випробування 

одна з цих подій обов'язково відбудеться:  

А · A	���= ∅;    А +	A� 	= Ω.   

 A	��� 
 

♣ Алгебра подій U – така сукупність подій,  що для будь-яких двох із 

них їхня сума, різниця і добуток також входять до U, тобто: 

якщо  А, В ∈ U, то: 	А+В ∈U,   А	\	В ∈U,   А	⋅	В ∈U. 
  

Ω

А В

А1+А2+А3+А4+А5 = Ω
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Деякі властивости операцій додавання і добутку подій: 

А + В = В + А 

А ⋅ В = В ⋅ А 

А ⋅ В ⊂ A 

А \ В= A ∙ B� 

А + В���������� = A�  ∙ B�  

А ∙ В��������� = A�  + B�  

A
 	=	A 

А + (В + С) = (А + В) + С 

А ⋅ (В ⋅ С) = (А ⋅ В) ⋅ С 

А ⋅ (В ⋅ С) = (А ⋅ В) ⋅ С 

(А + В) ⋅ С = А ⋅ С + В ⋅ С 

 

А + A� 	= Ω 

А · А�  = ∅	
А + А = А 

А ∙ А = А	
А + ∅ = А 

А ⋅ ∅ = ∅ 

А + Ω = Ω 

А ⋅ Ω = A 

 

 

 

2. Імовірність події 

2.1. Статистична ймовірність 

Нехай проводять п однакових незалежних один від одного дослідів, 
і нехай в m із них подія А відбулася. 

♣ Відносна частота події А у проведеній серії експериментів – це відно-

шення: 

 
m
n 	n→∞�


�	P*(A). [2.1] 

♣ Статистична ймовірність Р*(А) події А  – це її відносна частота, 

якщо при збільшенні числа дослідів вона коливається біля деякого фіксо-

ваного значення.  

 

2.2. Класичне визначення ймовірності 

При класичному підході розглядають лише скінченне число рівномо-
жливих подій. 

♣ Елементарні події (чи елементарні наслідки випробування) – по-

парно несумісні, рівноможливі події, сума яких є достовірною подією.   
Множину усіх елементарних подій позначають Ω	=	{ω1,…,ωn}. 
Елементарними є рівноможливі події, що утворюють повну групу. 
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Наслідки, що сприяють події, – ті елементарні наслідки, в яких на-
стає ця подія. 

♣ Імовірність Р(А) події А – відношення числа наслідків, що сприяють 

цій події, до загального числа усіх елементарних наслідків випробування.  

 P(A)=m
n , [2.2] 

де m – число елементарних наслідків, що сприяють А;  
      п – число усіх можливих елементарних наслідків випробування. 
 
 

2.3. Властивості ймовірності 

1. Імовірність достовірної події дорівнює 1: 
Р(Ω) = 1 (оскільки т = п). 

2. Імовірність неможливої події дорівнює 0: 
Р(∅) = 0 (оскільки т = 0). 

3. Імовірність події набуває значень від 0 до 1: 
0 ≤ P(A)	≤ 1 (оскільки 0 ≤ т ≤ п). 

4. Імовірність протилежної події: 

Р�А��= 1- Р(А) (оскільки Р�А��	= 
n-m

n 	=	1-
m
n 	=	1-	Р(А)). 

5. Імовірність суми подій, що утворюють повну групу, дорівнює 1: 

P��Ak

n

k=1

�=1 �оскільки для повної групи подій�Ak

n

k=1

=Ω� 

 

 

2.4. Геометрична ймовірність 
 

♣ Геометрична ймовірність події А – відношення міри (mes) тій об-

ласті g, що сприяє появі події, до міри усієї області G можливих наслідків 

події: 

P(A) = 
mes(g)
mes(G)

 

де mes – міра області. 

G
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Мірами можуть бути, наприклад: 

– довжини відрізків: P(A)	=	 |	l	|
|	L	| (якщо розглядають імовірність попадання 

точки на відрізок l, що є частиною відрізка L);  

– площі пласких фігур: P(A)	=	 S(g)
S(G) ; 

– об'єми тривимірних фігур: P(A) = V(g)
V(G)	і так далі. 

 
 

2.5. Аксіоматичне визначення ймовірності 

Поставимо у відповідність кожній випадковій події А з алгебри 
подій U певне число Р(А) і назвемо його ймовірністю, якщо виконана ни-
зка умов. 

♣ Імовірністю Р(А) називають числову функцію подій, що задана  
на алгебрі подій і задовольняє аксіомам: 

Аксіома 1. Імовірність набуває невід'ємних значень: 
P(A) ≥ 0 

Аксіома 2. Імовірність достовірної події Ω дорівнює 1: 
P(Ω) = 1 

Аксіома 3 (аксіома додавання ймовірностей, аксіома адитивності). 
Якщо А і В – несумісні події, то ймовірність того, що відбудеться хоча б 
одна з цих двох подій, дорівнює сумі їхніх імовірностей: 

 Р(А+В) = Р(А) + Р(В),  якщо А·В = ∅ [2.3] 

(А,В∈U)  

У загальній математичній теорії ймовірностей досліджують і нескінченне число 

випадкових подій. При цьому передбачають, що виконується ще одна аксіома – без-

перервності. 

Аксіома 4 (аксіома безперервності). Для будь-якої спадної послідовності подій 

А1 ⊃ А2 ⊃ ... ⊃ Аk ⊃ ...,  такий що 

 

, справедливо: 

lim
k→∞

P(Ak) 	=	0 

Якщо число подій скінченне, то аксіома 4 випливає з перших трьох. 

�Ak
k

= ∅ 
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Якщо прийнято аксіоматику Колмогорова, то тепер деяку величину 
можна назвати ймовірністю, лише якщо усі ці аксіоми виконано (тобто слід 
перевірити виконання кожної з них). 

Класична, статистична і геометрична ймовірності – це окремі випа-
дки аксіоматики Колмогорова.  

Наслідок 1. Якщо події А1, А2, ... Ап – попарно несумісні, то ймові-
рність появи їхньої суми дорівнює сумі їхніх імовірностей: 

P(A1+A2+…+An)	=	P(A1)+P(A2)+...+P(An) 
�або P��Ak

n

k=1
�=�P(Ak)

n

k=1
�. 

Наслідок 2. Сума ймовірностей подій А1, А2, ... Ап , що утворюють 
повну групу подій, дорівнює 1:  

P(A1)+P(A2)+…+P(An)	=	1 

�або �P(Ak)	
n

k=1
=	1�. 

Наслідок 3. Сума ймовірностей протилежних подій дорівнює 1: 
P(A)+P�A��	=	1 

Звідси: P�A��	=	1-	P(A). 
Наслідок 4. Імовірність будь-якої події менше або дорівнює 1:  

P(A)	≤	1 
Наслідок 5. Імовірність неможливої події дорівнює нулю:  

P(∅)	=	0 
 
 
 

3. Додавання і множення ймовірностей 

3.1. Умовна ймовірність 

♣ Умовна ймовірність P(B/A)  – імовірність події В, обчислена в при-

пущенні, що подія А вже відбулася.  

♣ Подія В незалежна від події А з P(A)≠0, якщо ймовірність події В 

не залежить від того, відбулася подія А чи ні.  
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♣ Подія В залежна від події А, якщо ймовірність події В змінюється 

залежно від того, відбулася подія А чи ні.  
Умова незалежності події В від події А: 

 P(B/A)	=	P(B). [3.1] 

♣ Декілька подій називають незалежними у сукупності, якщо ймовір-

ність настання кожної з них не залежить від результатів будь-якого числа 

інших подій, що вже відбулися. 
 
 

3.2. Теорема множення ймовірностей 

ℑ Теорема (множення). Імовірність сумісного настання двох залежних 

подій дорівнює добутку ймовірностей однієї з них на умовну ймовірність 

іншої, обчислену в припущенні, що перша подія вже відбулася. 

 P(A·B) = P(A) · P(B/A). [3.2] 

Зауваження. Немає значення, яку з подій А і В вважати першою, а 

яку другою, тобто виконується також: 

 P(A∙B) = P(B) ∙ P(A/B) [3.3] 

Формула обчислення умовної ймовірності P(B/A) події В 

за умови, що відбулася подія А із ненульовою ймовірністю P(A)≠0: 

 P(B/A)=P(A·B) 
P(A) ,						P(A)>0. [3.4] 

Наслідок 1. Якщо подія А не залежить від події В, то і подія В не за-

лежить від події А. 

Наслідок 2. Якщо події А і В незалежні, то ймовірність добутку цих 

подій дорівнює: 

 P(A∙B) = P(A) ∙ P(B). [3.5] 

(добутку ймовірностей цих подій). 
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Наслідок 3. Імовірність добутку скінченного числа незалежних 

у сукупності подій дорівнює:  

 P(A1∙A2∙…∙An) = P(A1) ∙ P(A2) ∙ …  ∙ P(An)  

(добутку ймовірностей цих подій) 

або P��Ak

n

k=1
�  =	�P(Ak)n

k=1
. 

Наслідок 4. Імовірність добутку скінченного числа залежних подій 

дорівнює:  

P(A1∙A2∙…∙An) = P(A1)∙P(A2/A1)∙P(A3/A1A2)∙…∙P(An/A1A2…An-1)  

(добутку ймовірності однієї з них на умовну ймовірність усіх інших, обчис-
лених у припущенні, що усі попередні події вже відбулися). 
 
 
 

3.3. Імовірність появи хоча б однієї події 

Нехай унаслідок випробування може з'явитися хоча б одна (чи декі-

лька) із n незалежних в сукупності подій, імовірності яких відомі. 

ℑ Теорема. Імовірність появи хоча б однієї з незалежних у сукупності 

подій A1, A2, …,	An  дорівнює: 

 P(A1+A2+…+An) = 1 - P(A1����)	·	P(A2����)	· … · P(An����)  

(різниці між 1 і добутком імовірностей протилежних подій A1�����, A2�����, …, An����� )
або P��Ak

n

k=1
�  = 1 - �P(Ak����)n

k=1
. 

Якщо позначити ймовірність кожної з подій A1����, A2����, …, An����  через 

q1, q2, … qn , то попередню формулу можна записати коротше: 

 P(A) = 1 - q1·	q2·	…	·	qn.  
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Зауваження. Якщо події A1, A2, …,	An мають однакову ймовір-

ність р, то ймовірність появи хоча б однієї з них:  

P(A) = 1 - qn (де q = 1 – p). 

 
 

3.4. Теорема додавання ймовірностей сумісних подій 

ℑ Теорема. Імовірність суми двох сумісних подій  дорівнює: 

 P(A+B) = P(A) + P(B) − P(A∙B) [3.6] 

(сумі ймовірностей цих подій без імовірності їх сумісної появи). 

 
 

3.5. Формула повної ймовірності 

♣ Нехай подія А може відбутися лише одночасно з однією з подій H1, 
H2, …, Hn, що утворюють повну групу. Події H1, H2, …, Hn називають 
гіпотезами (оскільки заздалегідь невідомо, яка з них настане).  

ℑ Теорема (формула повної ймовірності). Імовірність події А дорівнює: 

P(A) = P(H1)·P(A/H1) + P(H2)·P(A/H2) + … + P(Hn)·P(A/Hn) [3.7]

(сумі попарних добутків імовірностей гіпотез і відповідних умовних імо-

вірностей події А) 

або P(A) = �P(Hj)	·	P(A/Hj)
n

j=1
.  

 
 

3.6. Формула Бейєса 

Нехай подія А може відбутися лише водночас з однією із подій 
(гіпотез) H1, H2, …, Hn, що утворюють повну групу. Імовірності цих 
гіпотез відомі до досвіду (апріорні ймовірності) і дорівнюють 
P(H1), P(H2), …, P(Hn). І нехай відомо, що подія А таки відбулася, але 
невідомо, з якою саме гіпотезою.  
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Формула Бейєса дозволяє переобчислити умовні ймовірності 
P(Нj/A) гіпотез (апостеріорні ймовірності) в цих нових умовах – за умо-
ви, що відбулася подія А: 

 P(Нj/A) = 
P(Нj) · P(A/Нj)

P(A)  (j=1, n�������) [3.8] 

  
 

 

4. Повторні випробування 

4.1. Формула Бернуллі 

♣ Схема випробувань Бернуллі – це послідовність n однакових 

незалежних випробувань, що задовольняють умовам: 
1) кожне випробування має два наслідки: успіх (поява події, що познача-

ють 1) і невдача (непоява події, позначають 0); вони взаємно несумісні 
і протилежні (випробування з бінарними результатами); 

2) імовірність успіху p у кожному випробуванні стала. Імовірність невдачі 
q=1-p. 

ℑ Теорема. Імовірність того, що в серії з n випробувань за схемою Бе-
рнуллі подія А з'явиться точно k разів (0≤k≤n), може бути обчислена  
за формулою Бернуллі: 

 Pn�k�	=	Cn
k 	 ∙pk 	 ∙ qn-k. [4.1] 

Наслідок 1. Імовірність, що подія А відбудеться не більше ніж k1 разів: 

Pn �k ≤ k1�=� Cn
k
·pk·qn-k	.k1

k=0
 

Наслідок 2. Імовірність, що подія А відбудеться не менше ніж k2 разів: 

Pn �k	≥ k
2
�= � Cn

k
·pk·qn-k	.n

k=k2

 

Наслідок 3. Імовірність, що подія А відбудеться не менше ніж k1 і не більше 
ніж k2 разів: 

Pn �k1 ≤ k ≤ k2�= � Cn
k
·pk·qn-k	.k2

k=k1
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♣ Найімовірнішим числом появи події в n незалежних випробуван-

нях називають число k0, що задовольняє умові Pn�k0� 	≥ 	Pn�k� для усіх 

k=0,	n������,  що не дорівнюють k0. 

Твердження. Найімовірніше число k0 появи події А в серії із n неза-

лежних випробувань задовольняє нерівності 

 np – q ≤ k0 ≤ np + p. [4.2]

Якщо np – q не є цілим числом, то значення k0 єдине. Якщо np – q 

і np + p – цілі числа, то найімовірніших значень два: k1 = np – q;  
k2 = np + p. 

 

4.2. Асимптотичні наближення 

При великих значеннях n (наприклад, n>50) і k обчислення за фор-

мулою Бернуллі стає громіздким. Тому застосовують асимптотичні фор-

мули, що дають наближені розрахунки ймовірностей. 
 

4.2.1. Локальна теорема Муавра – Лапласа 

ℑ Теорема (локальна Муавра – Лапласа). Якщо в кожному з n неза-

лежних випробувань за схемою Бернуллі подія А відбувається з однією і 

тією ж сталою ймовірністю р, відмінною від 0 і 1, то ймовірність появи 

події А точно k разів для великих значень n приблизно дорівнює:  

 Pn�k�≈ φ(x)�n∙p∙q, [4.3]

де x= k – np
 npq

	– обмежена величина,  				φ(x)= 1�2π ·e
- x

2
2  – функція Гаусса,  

p≠0,  q≠0,  n→∞.   

Значення функції Гаусса φ(х) протабульовано і зведено в таблицю 

для невід’ємних значень х. Оскільки ця функція парна, то для від’ємних 

значень х:  φ(-х) = φ(х).  Для |х|≥4 вважають φ(х)=0.  
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4.2.2. Інтегральна теорема Муавра – Лапласа 

ℑ Теорема (інтегральна Муавра – Лапласа). Якщо в кожному з n не-
залежних випробувань за схемою Бернуллі подія А відбувається з однією 
і тією ж сталою ймовірністю р, відмінною від 0 і 1, то ймовірність того, що 
подія А відбудеться від k1 до k2 разів, для великих значень n приблизно 
дорівнює: 

 Pn(k1	≤	k	≤	k2) ≈ Φ(x2)–Φ(x1), [4.4]

де x1=
k1-	np�npq ,  x2=

k2-	np�npq ,  p≠0,  q≠0,  n→∞,  

 Φ(x)= 1√2π
" e– t

2
2 dt

x

0
 
  – функція Лапласа  

(або інтеграл імовірностей). 

Оскільки інтеграл  не можна виразити через елементарні 

функції, то значення функції Лапласа протабульовано і зведено в таб-

лицю – для невід’ємних значень х. Для від’ємних значень х (враховуючи, 

що функція непарна):  Φ(–x)=–Φ(x).	Для х≥4 з великою точністю вважа-

ють Φ(х)≈0,5.‖  

 
 

4.2.3. Формула Пуассона для малоймовірних  
випадкових подій 

Якщо ймовірність p настання події в окремому випробуванні близька 
до нуля, то навіть при великому числі випробувань n, але при невеликій 
величині добутку np, значення ймовірностей Pn(k), отримані з локальної 
теореми Лапласа, виявляються недостатньо точними, і виникає потреба в 
іншій наближеній формулі.  

У випадку, коли n→∞, a p→0, але так, що limn→∞pn	=	λ>0  

#де p= λ
n+o(1

n )$, із формули Бернуллі можна отримати іншу формулу –  

Пуассона. 

" e– t
2
2 dt

x

0
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ℑ Теорема Пуассона. Якщо ймовірність р настання події А в кожному 
випробуванні стала і мала, число незалежних випробувань n достатньо 
велике, але значення добутку nр = λ залишається невеликим, то ймовір-
ність того, що в цих випробуваннях подія А відбудеться k разів, приблизно 
дорівнює: 

формула Пуассона: Pn(k) ≈ 
λk

k! e
-λ	. [4.5]

Значення функції Пуассона протабульовано і зведено в таблицю. 
 
 
 

5. Випадкова величина 
   

♣ Величину, що набуває внаслідок випробування можливого значення 

(одного або декількох), наперед невідомого і залежного від випадкових 

причин, які заздалегідь не можуть бути враховані, називають випадко-

вою величиною (ВВ). 
 

5.1. Поняття випадкової величини 

♣ У теорії ймовірностей випадкову величину визначають як числову 

функцію ξ(ω) від елементарної події ω∈Ω, причому сукупність усіх подій 

ω, для яких ξ(ω)<x, належить алгебрі подій для будь-якого x∈R:  

Ω
ξ(ω)�
�R,      при цьому {ω: ξ(ω)<x} ∈ U       (U – алгебра подій,  x∈R). 

Випадкові величини позначають часто грецькими літерами ξ, η, ζ 
або прописними латинськими Х, Y, Z, а можливі конкретні значення ви-
падкових величин – рядковими x, y, z.  

Випадкова величина (тобто функція ξ(ω)) – це абстрактна функція, 
яку можна вивчати лише побічно. Щоб описати ВВ, потрібно визначити 
ймовірності подій, пов'язаних з нею. Якнайповнішим чином характеризує 
випадкову величину функція розподілу ймовірностей – вона відображає, 
як ці ймовірності розподілені по всіх значеннях ВВ. 
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♣  Функція розподілу ймовірностей   F(x) – це ймовірність тих подій, 
в яких ВВ набуває значення менше ніж x (тобто ξ<x): 

F(x)	=	P�ξ<x�   (x∈R)  

Функція розподілу визначена для усіх подій. 
Якщо значення ВВ ξ – точки на числовій осі, то геометрично функцію 

розподілу інтерпретують як імовірність того, що ВВ потрапляє лівіше заданої 
точки x. 

 
Функція розподілу – основна характеристика випадкової величини. 

Знаючи функцію розподілу ВВ, можна обчислити ймовірності будь-яких 
подій, пов'язаних з нею, а також інші випадкові характеристики.  

Одна і та ж функція розподілу може описувати скільки завгодно різних 
випадкових величин, тобто  Fξ(x)=Fη(x)			⇏  ξ(ω)≡η(ω). 

 

5.2. Властивості функції розподілу ймовірностей  

1. Значення функції розподілу належать відрізку [0; 1]:  

� 0≤F(x)≤1. 
2. На мінус нескінченності функція розподілу дорівнює 0, на  плюс нескін-
ченності дорівнює 1: 

� F(-∞)= lim
x→-∞

F(x)=0 ;      F(+∞)= lim
x→+∞

F(x)=1. 
3. Функція розподілу – неспадна на всій числовій осі: 

Якщо  x1<x2,  то  F(x1)≤F(x2). 
4. Імовірність влучення ВВ в інтервал [a, b) (включаючи a) дорівнює 
приросту функції її розподілу на цьому інтервалі: 

P(a≤ξ<b)=F�b�-F(a).	  
Це одна з основних формул теорії ймовірностей.  

5. Функція розподілу неперервна зліва: 
lim

x→x0-0
F(x)=F(x0). 

( < * 

x 

– функція розподілу ймовірностей.  

� 

� 

� 
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Графіком функції розподілу F(x) у загальному випадку є графік не-

спадної функції, значення якої починаються від 0, доходять до 1, причому 

в окремих точках функція може мати скачки (розриви) і точки перегину.  

x

F(x)

0

1

  

x

F(x)

0

1

 
Рис. 5.1. Приклади функцій розподілу 

 
 
 

5.3. Класифікація випадкових величин 

5.3.1. Дискретні і неперервні ВВ 

♣ ВВ називають дискретною, якщо вона приймає скінченну або злі-

ченну кількість окремих значень. 

♣ ВВ називають неперервною, якщо її функція розподілу непере-

рвна у будь-якій точці і диференційована усюди, окрім, можливо, окре-

мих точок.  

 

 

 

5.3.2. Закон розподілу і ряд розподілу дискретної ВВ 

♣ Задано розподіл імовірностей дискретної випадкової величини ξ, 

якщо визначено ймовірності всіляких подій, у яких ξ набуває значень 

x=ξ(ω). 

Випадкові величини

дискретні неперервні інші
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♣ Будь-яке правило, що дозволяє знаходити ймовірності усіх можли-

вих значень ВВ, називають законом розподілу ймовірностей (=законом 

розподілу) цієї випадкової величини. 

Закон розподілу ВВ може бути задано таблично, графічно або  
аналітично. 

Для табличного опису дискретної ВВ необхідно задати її значення 

x1, x2,… xn  (n ≤ ∞)  та їхні ймовірності pk=P(ξ=xk). Цю інформацію зручно 
зображувати у вигляді таблиці: 

ξ x1 x2 … xn 
[5.1]

P p1 p2 … pn 

♣ Табличну відповідність між можливими значеннями ВВ та їхніми 

ймовірностями називають рядом розподілу. 
При цьому розглядатимемо такі чотири обмеження:  [5.2] 

• pk > 0; 

• xj ≠ xk  при j≠k;   

• значення ВВ хk розташовують за збільшенням:  
x1 < x2 < … < xn;  

• сума ймовірностей подій ξ(ω)=xk дорівнює одиниці: 

♣ Ряд розподілу [5.1) із властивостями (5.2) є законом розподілу 

ймовірностей дискретної ВВ. 

Для графічного опису закону розподілу дискретної ВВ використову-
ють багатокутник розподілу (рис. 5.2): по осі абсцис відкладають мож-
ливі значення ВВ, а по осі ординат – їхні ймовірності. Отримані точки з’єд-
нують відрізками прямих. 

 
Рис. 5.2. Багатокутник розподілу 

р1       р2        р3        р4       р5        р6 

 
х1        х2         х3          х4      х5        х6                      х 

Р 

 

�pk

n

k=1
=1		 					(умова нормування). 
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5.3.3. Загальний вигляд функції розподілу дискретної ВВ 

Загальний вигляд функції розподілу для дискретної ВВ: 

F(x)=
+,,
-
,,.
0, x	≤	x1
p1, x1<	x	≤	x2
p1+p2, x2<	x	≤	x3
… …
p1+…+pn-1 xn-1<	x	≤	xn
1 x	>	xn

 

Графік функції розподілу F(x) будь-якої дискретної ВВ ξ має ступін-

частий вигляд. Стрибки відбуваються у точках, що відповідають можли-

вим значенням ВВ. Величини стрибків дорівнюють імовірностям, з якими 

ВВ набуває цих значень. Сума усіх стрибків дорівнює 1. 

 
Рис. 5.3. Функція розподілу дискретної ВВ 

І ряд розподілу, і функція розподілу повністю описують випадкову ве-
личину та є різними формами закону її розподілу. При цьому функція роз-
поділу – найбільш загальна його форма, придатна для опису поведінки як 
дискретних, так і неперервних ВВ. 

 
 

5.4. Система декількох випадкових величин 

5.4.1. Багатовимірні випадкові величини  

Випадкові величини, значеннями яких є число, називають одновимірними. 

ВВ, значення яких визначаються двома, трьома, … n числами, називають відповідно 

двовимірними, тривимірними, … n-вимірними ВВ. 

Можна розглядати  n-вимірну ВВ як систему n одновимірних випадкових вели-

чин. Наприклад, розглядаючи одночасно дві ВВ ξ і η, можна вважати їх системою двох 

ВВ або ж двовимірною випадковою величиною – її позначають тоді (ξ, η).  
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Властивості системи декількох ВВ визначаються не лише властивостями самих 

цих ВВ, а також і зв'язками (залежностями) між ними. 

♣ Упорядкований набір (ξ1, ξ2,	…,	ξn)  n випадкових величин ξk, заданих на одному 

і тому ж просторі елементарних подій Ω, називають n-вимірною випадковою величи-

ною, або системою n випадкових величин. 

Закон розподілу такої системи може бути задано різними способами – графічно, 

таблично, аналітично. 

Наприклад, дискретна двовимірна ВВ (ξ, η) може бути задана формулою ймо-

вірності одночасного прийняття1 значень: 

pij=P(ξ=xi,	η=yj)								(i=1,…,n, j=1,…,m) 

або таблицею: 

η 
ξ 

y1 y2 … ym 

x1 p11 p12 … p1m 
x2 p21 p22 … p2m 
…     
xn pn1 pn2 … pnm 

При цьому сума усіх ймовірностей дорівнює 1 (як сума ймовірностей повної 

групи несумісних подій): 

��pij

m

j=1

n

i=1
=1. 

Універсальною формою закону розподілу багатовимірної ВВ є функція суміс-

ного розподілу ймовірностей. 

♣  Функція розподілу двовимірної ВВ (ξ, η) – це функція F�x,y�, яка для кожної 

пари чисел �x,y� визначає ймовірність одночасного виконання нерівностей 	ξ<x  і  η<y: 

F�x,y�	=	P(ξ<x, η<y). 
Тобто F�x,y�	=	P(AB) , де A={ω: ξ<x},  B={ω: ξ<y}. 

Аналогічно визначають функцію розподілу системи n ВВ: 

F�x1,x2…,xn�	=	P(ξ1<x1, ξ2<x2,	…,	ξn<xn). 
Знаючи функцію сумісного розподілу, можна знайти розподіл кожної зі складо-

вих ВВ. Розв’язання зворотної задачі у загальному випадку не існує. Але можна відно-

вити функцію сумісного розподілу по розподілах окремих ВВ, якщо вони незалежні. 

                                         
1 Запис (ξ=xi, η=yj) позначає добуток подій (ξ=xi)		і		(η=yj). 
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5.4.2. Залежні і незалежні випадкові величини 

У теорії ймовірностей йдеться не про повну (функціональну) залеж-

ність – коли, знаючи значення однієї величини, можна точно вказати зна-

чення іншої. Імовірнісна (стохастична) залежність – така, коли знаючи 

значення однієї величини, можна лише вказати залежний від нього закон 

розподілу іншої величини. 

Дві випадкові величини  вважають незалежними, якщо закон розподілу 

однієї з них не дає жодної інформації про розподіл іншої ВВ: 

♣ Дві випадкові величини ξ і η називають незалежними, якщо неза-

лежні події A={ω: ξ < x} і B={ω: η < y} для будь-яких можливих x, y	∈	R.  

Інакше величини називають залежними. 
Як відомо, для незалежних подій A і B:    P�A·B�	=	P�A�	·	P�B�.  [5.3] 

Цю рівність можна записати за допомогою функцій розподілу (врахо-

вуючи їхне визначення Fξ�x�=P�ξ<x�). Таким чином, для двох незалежних 

ВВ, що утворюють систему, виконується рівність: 

 Fξ,η�x,y� = Fξ�x� · Fη�y� [5.4] 

(сумісна функція розподілу двох ВВ дорівнює добутку функцій розподілу 

кожної з них). 

Умова незалежності двох дискретних ВВ, що утворюють систему, 

також може бути записана у вигляді (5.3), якщо через A і B позначити по-

дії: A={ω: ξ=xj }  і  B={ω: η=yk}. Тоді (5.3) набере вигляду: 

P #ξ=xj, η=yk$=	P�ξ=xj�	·	P #η=yk$.  

♣ Дві дискретні ВВ ξ і η називають незалежними, якщо незалежні 
події {ω: ξ = xj }  і  {ω: η = yk}  при будь-яких можливих xj і yk. Інакше 
величини називають залежними. 

Залежність або незалежність випадкових величин завжди взаємні:  
якщо ξ не залежить від η, то і η не залежить від ξ. 

Для набору n випадкових величин (ξ1, ξ2,…ξn) можна говорити про 
попарну незалежність ВВ і про незалежність у сукупності. 
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♣  Випадкові величини називають попарно незалежними, якщо не-

залежні будь-які дві з них. 

♣ Випадкові величини ξ1, ξ2,	…,	ξn називають незалежними в суку-

пності  (=взаємно незалежними), якщо для будь-якого їх піднабору фу-

нкція їхнього сумісного розподілу дорівнює добутку функцій розподілу ко-

жної ВВ, тобто: 

для усіх комбінацій індексів 1≤k1<…<	kj≤n  (де j=2,…,n) виконується: 

Fξk1
,…ξkj

#xk1,…xkj
$=Fξk1

�xk1�·…·Fξkj
(xkj

). 
Так само як і для подій, для випадкових величин із незалежності у 

сукупності випливає попарна їх незалежність. Зворотне неправильно. 
 

5.5. Операції над дискретними випадковими 
величинами 

У загальному випадку для дискретної ВВ ξ, що задана законом роз-
поділу: 

ξ x1 x2 … xn 
P(ξ=xk) p1 p2 … pn 

результат застосування до неї деякої операції f задає випадкову величину 
η=f(ξ), що описується законом розподілу: 

η=f(ξ) f(x1) f(x2) … f(xn) 
P(ξ=xk) p1 p2 … pn 

якщо усі f(xk) різні. При цьому якщо внаслідок застосування операції в 
ряді розподілу ВВ η з'являться значення, що повторюються, їх включа-
ють у ряд лише один раз, складаючи їхні ймовірності.  

Операції над однією випадковою величиною. 

♣ Добуток випадкової величини ξ на сталу величину С – 

випадкова величина η = С · ξ , усі значення якої є помноженими на С зна-

ченнями ξ з тими ж імовірностями. 
η = С · ξ 

η=Сξ Сx1 Сx2 … Сxn 
P p1 p2 … pn 
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♣ m-й степінь випадкової величини ξ – випадкова величина η = ξ m, 

усі значення якої дорівнюють m-му степеню значень ξ з тими ж імовірнос-

тями. 

η = ξm 

η=ξm x1m x2m … xnm 

P p1 p2 … pn 
– якщо m не є цілим парним числом або дробовим із парним числівником. 

♣ Сума випадкової величини ξ і сталої величини С – випадкова ве-
личина η = ξ + С , усі значення якої є сумами значень ξ і сталої С з тими ж 
імовірностями. 

η = ξ + С 

η=ξ+С x1+С x2+С … xn+С 
P p1 p2 … pn 

Операції над двома випадковими величинами.  

Нехай задано закони розподілу ВВ ξ і η: 

ξ x1 x2 … xn  η y1 y2 … ym 
P p1 p2 … pn  P p11 p12 … p1m 

де pj=P(ξ=xj),  p1k=P(η=yk). 
Застосуємо деяку (узагальнену) операцію f до обох цих ВВ. Резуль-

татом буде нова ВВ ζ = f(ξ, η), яка набуває значень 

ζ = zjk = f(xj ,yk). 
Значення ζ розраховують, заповнюючи спочатку прямокутну мат-

рицю вигляду: 

η  ξ x1 x2 … xn 

y1 f(x1,y1) f(x2,y1)  f(xn,y1) 
y2 f(x1,y2) f(x2,y2)  f(xn,y2) 
…     
ym f(x1,ym) f(x2,ym)  f(xn,ym) 

Імовірності цих можливих значень ζ також розраховують та запису-
ють у відповідні клітинки тієї ж матриці через рису. Інший спосіб – 
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формують аналогічну прямокутну матрицю вигляду: 

η  ξ x1 x2 … xn 

y1 p11 p12 … p1n 
y2 p21 p22 … p2n 
…     
ym pm1 pm2 … pmn 

де pjk =P(ξ=xj, η=yk) – імовірності появи подій А=(ω: ξ=xj) і В=(ω: η=yk). 
Тобто pjk = Р(А·В). 

Якщо внаслідок застосування операції в таблиці значень ζ з'явилися 
значення, що повторюються, їх включають до закону розподілу лише один 
раз, складаючи відповідні їм імовірності (як імовірності несумісних подій).  

Умова нормування: � pjk=1
n,m

j,	k .  

♣ Сума двох дискретних випадкових величин ξ і η – випадкова вели-

чина ζ = ξ + η, що набуває значень сум xj + yk з імовірностями pjk, коли 

ξ=xj, η=yk. 

При цьому якщо дискретні ВВ ξ і η незалежні, то pjk = pj p2k  для будь-

яких j та k. 

Якщо ж ВВ ξ і η не є незалежними, то для ймовірнісного опису їхньої 

суми ζ потрібно задавати ймовірності pj k = P(ξ=xj , η=yk) – їх не можна 

отримати із законів розподілу ξ і η. 

♣  Різниця двох випадкових величин ξ і η – сума двох випадкових ве-

личин ξ  і  –η :  

ξ – η= ξ + (–η). 

♣  Добуток двох випадкових величин ξ і η – випадкова величина 

ζ = ξ · η , що набуває значень всіляких добутків xj ⋅ yk з імовірностями pjk . 

Таким чином, так само як і для суми ВВ, для імовірнісного опису добу-

тку ζ потрібно задавати ймовірності pjk = P(ξ=xj , η=yk), якщо ВВ ξ і η не є 

незалежними. Тільки для незалежних ВВ ξ і η:   pj k = pj p2k  для будь-яких 

j та k. 
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5.6. Числові характеристики дискретних 
випадкових величин 

Числові характеристики випадкової величини – деякі числові її па-

раметри, що характеризують найбільш суттєві риси її розподілу або пове-

дінку. Серед них: середнє значення ВВ; рівень розкиду значень ВВ відно-

сно її середнього значення, найбільш імовірне значення ВВ тощо. 

Найбільш значущими і часто використовуваними характеристиками 

ВВ є її математичне очікування і дисперсія. 
 
 

5.6.1. Математичне очікування 

♣ Математичне очікування дискретної ВВ – сума добутків усіх її мо-

жливих значень на їхні імовірності. 

 Mξ=� xk

n

k=1
pk.  

У разі зліченного числа значень ВВ математичне очікування пред-
ставляє собою суму ряду 
 

Mξ=� xkpk

∞

k=1
  

за умови � |x
k
|p

k

∞

k=1
<∞.  

Математичне очікування – одне з найфундаментальніших понять те-

орії ймовірностей. За його допомоги можуть бути визначені усі інші числові 

і функціональні характеристики ВВ. 

Математичне очікування – не випадкова величина, а стала (незале-

жна від випадку). 

При великому числі випробувань середнє арифметичне спостережу-

ваних значень ВВ наближається до її мат. очікування. Таким чином, 

мат. очікування характеризує середнє значення випадкової величини.  

Навколо значення мат. очікування групуються усі можливі її значення.  
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5.6.2. Властивості математичного очікування 

Властивості математичного очікування для ВВ ξ і η, що задані зако-
нами розподілу: 

ξ x1 x2 … xn  η y1 y2 … ym 
P p1 p2 … pn  P p21 p22 … p2m 
 

1. Математичне очікування сталої величини дорівнює цій сталій: 

� Мc = с. 
2. Сталий множник можна виносити за знак математичного очікування: 

� М(cξ) = с⋅Mξ. 

3. Математичне очікування ВВ f(ξ)  (де f – невипадкова функція): 

Mf(ξ)=� f(xk)∙pk

n

k=1
. 

4. Математичне очікування суми двох ВВ дорівнює сумі їхніх мат. очікувань: 

� M�ξ+η�	=	M�ξ�	+	M(η). 
Наслідок 1. Мат. очікування різниці двох ВВ дорівнює різниці їхніх 
мат. очікувань: 

� M�ξ-η�	=	M�ξ�	– 	M(η). 
Наслідок 2. Мат. очікування суми декількох ВВ дорівнює сумі їхніх 
мат. очікувань: 

M�� ξk

n

k=1
�=�Мξk

n

k=1
. 

5. Математичне очікування добутку двох ВВ у загальному випадку не дорівнює 
добутку їхніх мат. очікувань: 

� M�ξ·η�	≠	Mξ	·	Mη. 
Проте для незалежних ВВ виконується рівність:  

� M�ξ·η�	=	Mξ	·	Mη. 
Наслідок. Математичне очікування добутку декількох незалежних 
у сукупності ВВ дорівнює добутку їхніх мат. очікувань: 

M�� ξk

n

k=1
�=�Мξk

n

k=1
	. 

 

� 

� 

� 
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5.6.3. Відхилення і дисперсія  

Існують різні показники розсіювання навколо мат. очікування (тобто 
наскільки в середньому значення ВВ зосереджені навколо нього).  

♣ Відхилення ξ–Мξ – різниця між випадковою величиною та її мате-
матичним очікуванням. 

Відхилення є випадковою величиною. Його мат. очікування завжди 
дорівнює 0. Тому зазвичай використовують не відхилення ξ–Мξ,  а його 
квадрат (ξ–Мξ)2.  

♣ Дисперсія  Dξ випадкової величини ξ – математичне очікування ква-
драта відхилення ξ від її математичного очікування:  

Dξ = М(ξ – Мξ)2 . 

Так само як і мат. очікування, дисперсія – невипадкова (стала) величина.  

Формула розрахунку дисперсії: 

Dξ =� (xk-Mξ)2·p
k

n

k=1

. 
Часто для розрахунку дисперсії використовують іншу формулу. 

ℑ Теорема. Дисперсія ВВ ξ:  

Dξ	=	Mξ2-	(Mξ)2  

(дорівнює різниці між математичним очікуванням квадрата ВВ і квадратом 
її математичного очікування) 

 
 

5.6.4. Властивості дисперсії 

1. Дисперсія сталої величини дорівнює нулю:  
� Dc=0. 

2. Сталий множник можна винести за знак дисперсії, підносячи його до квадрата: 
� D(cξ)	=	c2Dξ. 

3. Дисперсія – величина невід’ємна: 
� Dξ≥0. 

У загальному випадку дисперсія суми двох ВВ не дорівнює сумі їхніх 
дисперсій: 

� D�ξ+η�	≠	Dξ	+	Dη. 

[5.5] 
 

[5.6] 



 31 

Проте для незалежних ВВ виконується така властивість. 

4. Дисперсія суми двох незалежних ВВ дорівнює сумі їхніх дисперсій: 
� D�ξ+η�	=	Dξ+Dη. 

Наслідок 1. Дисперсія суми декількох взаємно незалежних ВВ дорів-
нює сумі їхніх дисперсій: 

D�� ξk

n

k=1
�  =�Dξk

n

k=1
. 

Наслідок 2. Дисперсія ВВ не зміниться, якщо до неї додати сталу: 
� D�ξ+c�	=	Dξ. 

Наслідок 3. Дисперсія різниці двох незалежних ВВ дорівнює сумі їхніх 
дисперсій: 

� D�ξ-η�	=	Dξ	+	Dη. 

Зауваження. Якщо для дискретної ВВ Dξ=0, то ξ=const,  тобто ξ – не ви-
падкова величина.  

 

 

5.6.5. Середнє квадратичне відхилення 

♣ Середнє квадратичне відхилення σ випадкової величини ξ – це 

арифметичне значення квадратного кореня з її дисперсії:  

σ(ξ)	=	 Dξ .  

Середнє квадратичне відхилення (=стандартне відхилення) також, 

як і дисперсія, характеризує міру відхилення ВВ від її математичного очі-

кування, але має розмірність ВВ. 

ℑ Теорема. Середнє квадратичне відхилення суми скінченного числа 

взаємно незалежних ВВ дорівнює квадратному кореню з суми квадратів 

середніх квадратичних відхилень цих величин: 

σ�� ξk

n

k=1
� 	=	4�σ2(ξk)

n

k=1
. 

� 

� 

[5.7] 
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6. Основні закони розподілу  
дискретних випадкових величин 

6.1. Біноміальний розподіл 

♣ Дискретна ВВ ξ має біноміальний розподіл  (=розподілена за біно-

міальним законом розподілу), якщо вона набуває значень 0, 1, 2,…, n  

з імовірностями (формула Бернуллі): 

 P�ξ=k�	=	Pn�k�	=	Cn
k
·pk·qn-k [6.1]

(k=0,1,2,…,n;   0<p<1;   q=1–p). 

Біноміальний розподіл описує ВВ ξ – число появ події А в серії 

з n випробувань за схемою Бернуллі: проводять n незалежних випробу-

вань, в кожному з яких імовірність p появи події А незмінна і не залежить 

від результатів інших випробувань. Вочевидь, ВВ ξ може набувати усіх ці-

лих значень від 0 до n.  

Біноміальний закон розподілу випадкової величини: 

ξ 0 1 2 … k … n 
Р qn Cn

1
·p1·qn-1 Cn

2
·p2·qn-2 … Cn

k
·pk·qn-k … pn 

              
Рис. 6.1. Діаграми біноміального розподілу для: а) n=10,  p=0,5;  б) n=100, p=0,7 

ℑ Теорема. Математичне очікування і дисперсію ВВ ξ, розподіленої за 
біноміальним законом, розраховують за формулами: 

 Mξ = np,    Dξ = npq. [6.2]

 

7 7 
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6.2. Розподіл Пуассона 

♣ Дискретна ВВ ξ розподілена за законом Пуассона  з параметром 

λ > 0, якщо її можливі значення дорівнюють 0, 1, 2, …, k …, а відповідні 

ймовірності обчислюються за формулою:  

 
Р�ξ=k�	=	F�k,λ�	=	λk

k! e
-λ,        λ>0. [6.3]

Розподіл Пуассона описує ВВ ξ – число появ події А в схемі випробу-

вань: проводять  n незалежних випробувань, в кожному з яких імовірність 

появи події  А дорівнює р (імовірність непояви q=1–p). 

Закон розподілу Пуассона: 

ξ 0 1 2 … k … 

Р e–λ e–λ·
λ
1! e–λ·

λ2

2! 
… e–λ·

λk

k! 
… 

      
Рис. 6.3. Діаграма розподілу Пуассона для n=100, λ=5 

ℑ Теорема. Математичне очікування і дисперсія ВВ ξ, розподіленої за 

законом Пуассона, дорівнюють параметру Пуассона λ: 

 Mξ = λ,   Dξ = λ. [6.4]

Чисельно математичне очікування і дисперсія цієї ВВ співпадають, 

проте мають різні розмірності. 
 

7 
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6.3. Дискретний рівномірний розподіл 

♣ Дискретна ВВ, що приймає скінченне число значень із рівними 
ймовірностями, розподілена за дискретним рівномірним законом: 

 Р�ξ=k�	=	1n [6.5]
(k=1,2,…,n). 

 

Рис. 6.4. Діаграма рівномірного розподілу  

Математичне очікування і дисперсія рівномірно розподіленої дискре-
тної випадкової величини ξ: 
 

Mξ	=	n+1
2 ,     Dξ	=	n

2-1
12 . [6.6]

 
 

 

7. Неперервні випадкові величини 

7.1. Функція розподілу неперервної  
випадкової величини 

♣ Функція розподілу F�x� неперервної ВВ ξ – функція, що визначає 
ймовірність подій, у яких величина може набути значення менше х. 
 

F�x�	=	P�ω: ξ<x� [7.1]
(x∈R).     

Для функцій розподілу неперервних ВВ виконуються усі властивості 
дискретних ВВ, а також справедливі додаткові. 

Властивості функції розподілу неперервної ВВ,  
спільні з дискретною ВВ 

1. Значення функції розподілу належать відрізку [0; 1]. 

� 0≤F�x�≤1 

7 
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2. Якщо можливі значення ВВ розташовані на всій числовій осі, то  

F�-∞�= lim
x→-∞

F�x�=0 

F�+∞�= lim
x→+∞

F�x�=1 

Якщо можливі значення ВВ належать інтервалу [а; b], то  
� F�x�=0  при x ≤ a 
� F�x�=1  при x ≥ b  

3. Функція розподілу – неспадна на всій числовій осі. 
� Якщо x1<x2, то F�x1�≤F�x2� 

4. Імовірність влучення значення неперервної ВВ у деякий інтервал 
дорівнює приросту функції розподілу на цьому інтервалі. 

� P(a≤ξ<b) =  F�b�-F�a� 
Властивості саме неперервної ВВ 

5. Імовірність того, що неперервна ВВ набуде одного певного значення, 
дорівнює нулю. 

� P(ξ=x0) = 0 
6. Для неперервної ВВ справедливо: 

� P(a≤ξ≤ b) = P(a<ξ<b) = P(a<ξ≤b) = F�b�-F�a� 
 

7.2. Щільність розподілу неперервної випадкової 
величини 

Зручно закон розподілу неперервних ВВ описувати за допомогою 

щільності ймовірностей (щільності розподілу). 

♣  Щільність розподілу p�x� неперервної випадкової величини – 

перша похідна від функції розподілу: 
 p�x�	=	F'�x�. [7.2]

Звідси: функція розподілу ВВ є первісною щільності розподілу цієї ве-

личини. 

Як і функція розподілу F�x�, щільність імовірності p�x� є однією 

з форм закону розподілу. На відміну від функції розподілу, щільність 

розподілу існує лише для неперервних ВВ.  

� 

� 
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Властивості щільності розподілу неперервної ВВ 

1. Щільність розподілу невід’ємна. 

� p(x)≥0 для усіх х. 

2. Імовірність влучення неперервної ВВ в інтервал (a, b): 

 

P�a<ξ<b�	=" p�x�dx
b

a
 

 
 

3. Функція розподілу дорівнює невласному інтегралу від щільності роз-
поділу. 

 

F(x)=" p�u�du
x

-∞
 

 
 

4. (Умова нормування). Невласний інтеграл із нескінченними межами від 
функції розподілу дорівнює 1. " p�x�dx
∞

-∞
=1 

Якщо ВВ набуває значень лише з інтервалу (a, b), то  

" p�x�dx
b

a
=1 

 

♣ Графік щільності розподілу називають кривою розподілу. 

 

7.3. Числові характеристики неперервних 
випадкових величин  

7.3.1. Математичне очікування 

♣ Математичне очікування Mξ неперервної ВВ ξ, можливі значення 

якої належать відрізку [a; b], – це визначений інтеграл 
 

Mξ	=" x·p�x�dx
b

a
. [7.5]

� 

� 

� 

a 

p(x) 

b 
P(a<ξ<b) 

x 

x 

p(x) 
 

F(x) 

� [7.3] 

[7.4] 
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Якщо можливі значення належать усій осі Ох, то 

 
Mξ	=" x·p�x�dx

∞

-∞
 [7.6]

(якщо цей інтеграл збігається абсолютно, тобто існує lim
N→∞

" |x|∙p�x�dx
N

-N
	�.  

Так само як і для дискретної ВВ, математичне очікування неперервної 
ВВ – невипадкова (стала) величина. 

 

 

7.3.2. Дисперсія, середнє квадратичне відхилення 

♣ Дисперсія Dξ неперервної ВВ ξ – математичне очікування квадрата 

її відхилення.  

Якщо можливі значення належать відрізку [a; b]: 

 
 Dξ	=" �x-Mξ�2·p�x�dx	.b

a
 [7.7]

Якщо можливі значення належать усій осі Ox: 

 
 Dξ	=" �x-Mξ�2·p�x�dx

∞

–∞
. [7.8] 

Для обчислень часто застосовують формули: 

 
для [a; b] – Dξ	=" x2·p�x�dx

b

a
-�Mξ�2, [7.9]

для Ox – Dξ	=" x2·p(x)dx
∞

–∞
-�Mξ�2. [7.10]

Усі властивості математичного очікування і дисперсії для дискретних 
ВВ справедливі і для неперервних величин.  

♣ Середнє квадратичне відхилення σ(ξ) неперервної ВВ ξ – квадра-
тний корінь із дисперсії: 

 σ(ξ) = Dξ	. [7.11]
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8. Основні закони розподілу 
неперервних випадкових величин 

Класифікацію неперервних ВВ проводять за видом функції розпо-
ділу або щільності розподілу ймовірностей. Щільність розподілу непере-
рвної ВВ називають також законом розподілу. 

 

8.1. Рівномірний розподіл 

♣ Рівномірним називають розподіл неперервної ВВ, усі значення 

якої належать деякому скінченному інтервалу –∞ < a ≤ ξ(ω) ≤ b < +∞, 
а щільність імовірності p(х) стала на цьому інтервалі: 

 p�x�=9 0, x<a
1

b-a , a≤x≤b

0, x>b

 [8.1] 

Графік щільності рівномірного розподілу має вигляд: 

 

Функція розподілу ймовірності: 

 F�x�=9 0, x≤a
x-a
b-a , a≤x≤b

1, x≥b
 [8.2] 

Графік функції розподілу: 

 

p(х)

х b a 

1
b-a 

F(х)

х b a 

1
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Математичне очікування ВВ, що має рівномірний розподіл: 

 Mξ =
a+b
2 . [8.3] 

Дисперсія ВВ, що має рівномірний розподіл: 

 Dξ = 
(b-a)2

12 . [8.4] 

Середнє квадратичне відхилення: 

 σ�ξ� = 
b-a
2√3. [8.5] 

Імовірність влучення ВВ ξ в інтервал (x1, x2), що лежить усередині 
[a, b]: 

P(x1<ξ<x2)	=	x2-x1
b-a .  

 

8.2. Показовий (експоненціальний) розподіл 

♣ Показовим (експоненціальним) називають розподіл неперервної 

випадкової величини, який описується щільністю: 

 p�x�= : 0, x<0
λe-λx, x≥0

 [8.6] 

де λ>0 – стала величина. 

Функція розподілу показового закону має вигляд: 

 F�x�	=	 :0, x<0
1-e-λx, x≥0

 [8.7] 

Графіки щільності і функції показового розподілу: 

    

p�x� λ F�x� 
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Математичне очікування показово розподіленої ВВ: 

 Mξ = 
1
λ . [8.8] 

Дисперсія ВВ, що має показовий розподіл: 

 Dξ	=	 1
λ2. [8.9] 

Середнє квадратичне відхилення: 

 σ	=	1λ .	 [8.10] 

Імовірність влучення ВВ ξ в інтервал (x1, x2): 

 
 

P #x1<ξ<x2$ 	=	e–λx1-	e–λx2 . 
 

 

 

8.3. Нормальний розподіл 

Нормальний розподіл грає надзвичайно важливу роль в теорії ймо-

вірностей. До нього приблизно збігаються більшість інших розподілів за 

цілком певних умов. Із нього отримуються інші розподіли, широко викори-

стовувані в математичній статистиці.  

Нормальний закон розподілу найчастіше зустрічається на практиці. 

Він проявляється завжди, коли ВВ є результатом дії великого числа різних 

незалежних випадкових чинників, кожен з яких окремо має малий вплив 

на значення ВВ. 

♣ Нормальним називають розподіл імовірностей неперервної ВВ, що 

описується щільністю 

 p�x�= 1√2π∙σ
∙e

– (x–a)2

2σ2  
[8.11] ∀x∈R,		a∈R, σ>0. 

Нормальний закон розподілу також називають законом Гаусса. 
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8.3.1. Крива Гаусса 

♣ Графік щільності нормального закону називають нормальною кри-
вою, або кривою Гаусса.  

Графік функції p�x� (крива Гаусса) має вигляд:  

 

Параметр a визначає положення на графіку центру щільності розпо-

ділу, а σ – розсіювання відносно центру. 
 
 
 

8.3.2. Характеристики нормального розподілу 

Випадкову величину, розподілену за нормальним законом, назива-

ють нормальною ВВ з параметрами a	і	σ. Достатньо знати значення цих 

параметрів, щоб задати нормальний розподіл.  

Імовірнісний сенс параметрів: a – математичне очікування, σ – се-

реднє квадратичне відхилення.  
Математичне очікування нормального розподілу:  

 Mξ	=	a. [8.12] 

Дисперсія нормального розподілу:  

 Dξ	=	σ2. [8.13] 

Середнє квадратичне відхилення нормального розподілу: 

 σ(ξ)	=	�σ2	=	σ. [8.14] 

 

p(x) 
1√2πσ

 

a a–σ a+σ   

x 
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Нормальний розподіл із мат. очікуванням a  і середнім квадратичним 

відхиленням σ позначають2  N(a, σ). Той факт, що ВВ ξ має такий норма-

льний розподіл, позначають ξ~N(a, σ). 
♣ Якщо а=0  і σ=1, то нормальний розподіл N(0, 1) (і його криву 

Гаусса) називають стандартним (нормованим). Щільність нормованого 

розподілу, яку називають функцією Гаусса: 

 p�x�= 1√2π
∙e– x

2
2 	. [8.15] 

 
 

8.3.3. Функція розподілу нормальної ВВ 

Щоб знайти функцію розподілу нормальної ВВ N(а, σ), підставимо її 

щільність у формулу властивості (7.4): 

F(x)	=" p(u)du
x

-∞
	=	 1√2π·σ

" e
– (u–a)2

2σ2 du
x

-∞
	=	12 	+	 1√2π

" e– 
y2

2 dy
x-a
σ

0
. 

Отриманий інтеграл не «береться» (тобто не виражається через 

елементарні функції). Проте його можна розрахувати через спеціальну 

функцію Лапласа, для якої складені розрахункові таблиці. 

♣ Функція Лапласа, або інтеграл імовірностей: 

Φ�z�	=	 1√2π
" e– 

y2

2 dy
z

0
. 

Таким чином, 

♣ функція розподілу нормальної ВВ N(а, σ): 

 F(x)	=	12+Φ �x-a
σ �. [8.16] 

Значення функції Лапласа Φ�z� лежать у межах -1 2< ≤Φ�z�≤1 2< . 

Це відповідає тому, що функція розподілу (як імовірність) має значення 

від 0 до 1. Функція Φ�z� непарна: Φ�-z�=-Φ�z�. Окрім того, Φ�z≥4�≈1 2< . 

                                         
2 Іноді в літературі зустрічається також позначення N(a, σ2). 
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Для стандартної нормальної випадкової величини N(0, 1) функція 

розподілу: 

F�x�	= 
1
2+

1√2π
" e– 

y2

2 dy
x

0
 = 

1
2+Φ(x). 

 
 
 

8.3.4. Імовірність влучення нормальної ВВ  
в заданий інтервал 

Загальна формула ймовірності влучення ВВ в інтервал (х1, х2): 
P�x1≤ξ≤x2�	=	F�x2�-F�x1�. 

Врахуємо у цій формулі вигляд функції F�x� для нормальної ВВ. 

ℑ Теорема. Імовірність влучення нормально розподіленої ВВ в інтер-

вал [x1, x2]: 

 P�x1≤ξ�ω�≤x2�	=	Φ �x2-a
σ �-Φ �x1-a

σ �. [8.17] 

Наслідок. Імовірність відхилення нормальної ВВ ξ з параметрами а і σ від 
її мат. очікування а: 

 P�=ξ-a=<ε�	=	2Φ �εσ� [8.18] 

для будь-якого числа ε>0. 

Для стандартної нормальної ВВ формули (8.17) і (8.18) мають вигляд: 

P�x1≤ξ≤x2�	=	Φ�x2�-Φ�x1�,																								P�=ξ=<ε�	=	2Φ�ε�. 

p(x) 
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8.3.5. Правило трьох сигм 

Імовірність влучення нормальної ВВ в інтервал а ± 3σ за (8.17): 

P�a-3σ	≤	ξ	≤	a+3σ�	=	2·Φ�3�	≈	2·0,49865	=	0,9973. 
Тобто інтервалу а ± 3σ відповідає 99,73 % площі під нормальною 

кривою. 

 

Таким чином, імовірність події A={ω: =ξ-a=≤3σ}  близька до одиниці, 

тобто ця подія майже достовірна.  

Імовірність протилежної події P�=ξ-a=>3σ� дуже мала 

(1-0,9973=0,0027). Це означає, що лише в 0,27 % випадків відхилення 

може бути більше ніж 3σ, тобто такі події практично неможливі. Це і є 

правило трьох сигм. 

Правило трьох сигм. Для нормально розподіленої ВВ ξ імовірність 

події =ξ-a=≤3σ  близька до одиниці: 

 P�=ξ-a=≤3σ�		≈	1–ε [8.19]

(практично достовірно, що відхилення значень ВВ від її мат. очікування 

не перевищує потрійного середнього квадратичного відхилення). 

На практиці це правило застосовують таким чином. Якщо розподіл 

деякої ВВ ξ невідомий, але виконана умова правила трьох сигм =ξ-a=≤3σ, 

то можна припустити, що ВВ розподілена нормально. 

   99,73 % 
усіх  

значень 

p(x)

x a-3σ		a-2σ			a-σ						a	 	a+σ				a+2σ		a+3σ		 
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9. Граничні теореми теорії ймовірностей 

9.1. Закон великих чисел 

Якщо в однорідних умовах відбувається достатньо велике число ви-
падкових подій, ряд їхніх характеристик практично втрачають випадковий 
характер. Їхній середній результат або їхню сукупну дію можна передба-
чати – з великою мірою надійності. 

Це доводить ціла серія граничних теорем під загальною назвою 
закон великих чисел. 

♣ Закон великих чисел (ЗВЧ) – низка математичних теорем, які зага-
лом стверджують:  

при великому числі випробувань їхні середні характеристики пере-
стають бути випадковими і наближаються до деяких НЕвипадкових, 
сталих величин. 

Кожна з теорем ЗВЧ встановлює, що середнє арифметичне n випа-
дкових величин для достатньо великих n наближається до невипадкової 
величини – за певних умов, тобто теореми різняться умовами обмежень 
на ВВ. 

Для доведення цих теорем використовують нерівності Маркова і Че-
бишова. 

 

9.2. Нерівності Маркова і Чебишова 

9.2.1. Нерівність Маркова  

Якщо існує  M=ξ=, то  

 
P�=ξ=≥t�	≤	M=ξ=t . [9.1]

 
 

9.2.2. Нерівність Чебишова 

ℑ Нерівність Чебишова. Якщо ВВ ξ має обмежені мат. очікування 

і дисперсію, то 

 
P(|ξ–Mξ| ≥ ε)		≤		Dξ

ε2 . [9.2] 
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Тобто ймовірність, що ξ відхилиться від її мат. очікування Mξ за абсолют-

ною величиною не менше ніж на довільне число ε>0, не перевищує . 

Існує еквівалентна форма нерівності Чебишова – для протилежної 
події: 

 
P�=ξ – Mξ=< ε�	≥	1-

Dξ
ε2 . [9.3] 

Якщо число ε достатньо мале, то (9.3) оцінює ймовірність того, що 

ξ набуває значень, близьких до свого математичного очікування. 

Нерівність Чебишова має обмежене практичне застосування, оскі-
льки часто дає грубу оцінку, але має дуже велике теоретичне значення.  

 
 

9.3. Теореми закону великих чисел  

Теореми закону великих чисел указують різні умови, при яких для послі-
довності ВВ  ξ1, ξ2,… ξn,… (де n достатньо велике) імовірність нерівності >ξ1+…+ξn

n 	-	Mξ1+…+Mξn
n > 	<	ε	

буде як завгодно близька до 1 для будь-якого малого числа ε>0. 

Таким чином, (при виконанні певних умов) як би сильно кожна ВВ не 
відхилялася від свого математичного очікування, середнє великого числа 
випадкових величин практично не відрізнятиметься від середнього їхніх мате-
матичних очікувань.  

Умови виконання закону великих чисел: 
– у формі теореми Маркова: якщо дисперсія суми n доданків зростає 

не занадто швидко зі зростанням n; 
– у формі теореми Чебишова: якщо дисперсії незалежних ВВ (однаково 

або по-різному розподілених) обмежені в сукупності; 
– у формі теореми Бернуллі: якщо ВВ розподілена за біноміальним зако-

ном розподілу 
та інші. 

Dξ
ε2  
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9.3.1. Теорема Маркова 

ℑ Теорема Маркова (закон великих чисел).  

Якщо послідовність ВВ ξ1, ξ2,… ξn,… має скінченні математичні очі-

кування і дисперсії та виконується яка-небудь одна з двох умов: 

або а) lim
n→∞

D�ξ1+…+ξn�
n2 =0,  [9.4] 

або б) ξ1, ξ2,…ξn незалежні  і lim
n→∞

Dξ1+…+Dξn
n2 =0, [9.5] 

то для будь-якого числа ε>0 виконується  

 
lim
n→∞

P?>ξ1+…+ξn
n -

Mξ1+…+Mξn
n ><ε@ 	=	1. [9.6] 

Теорема Маркова припускає, що ВВ ξ1, ξ2,… ξn… можуть мати різні 

розподіли (і навіть за певних умов бути залежними).  

 
 

9.3.2. Теорема Чебишова 

Часто замість умови (9.5) простіше перевірити обмеженість дисперсії. 

Ця умова досліджена в теоремі Чебишова. Вона може бути доведена на 

підставі теореми Маркова, тобто є її наслідком. 

ℑ Наслідок 1. Закон великих чисел Чебишова. 

Якщо попарно незалежні ВВ  ξ1, ξ2,… ξn,… мають скінченні матема-

тичні очікування й обмежені в сукупності дисперсії (тобто 

Dξk = σk
2	≤	С	<	∞), то:  

для будь-якого числа ε>0 
 

lim
n→∞

P?>ξ1+…+ξn
n - 

Mξ1+…+Mξn
n ><ε@	= 1. [9.7] 

Таким чином, можна з великою часткою впевненості стверджувати, 

що при великих значеннях n величина
 

   вже не є випадковою, 
ξ1+…+ξn

n
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а дорівнює
 

. А ймовірність тих подій, коли це невірно, практи-

чно дорівнює 0.  

На практиці часто ВВ мають один і той же розподіл, а отже, і однакові 

математичні очікування. Тоді теорема Чебишова набуває такого вигляду. 

ℑ Наслідок 2. Окремий випадок закону великих чисел Чебишова. 

Якщо ξ1, ξ2,… ξn,… – попарно незалежні, однаково розподілені ВВ  

з Mξk=a 	і		Dξk=σ2<∞,  то:  

для будь-якого числа ε>0 

 lim
n→∞

P?>ξ1+…+ξn
n -a><ε@  = 1	. [9.8] 

 

 

9.3.3. Теорема Бернуллі 

У схемі Бернуллі проводять n незалежних випробувань, у кожному 

з яких може відбутися або не відбутися подія А з однією і тією ж імовір-

ністю p.  

При достатньо великому n практично достовірно, що відносна час-

тота події збігатиметься з імовірністю її появи в одному випробуванні. 

У цьому полягає закон великих чисел у вигляді теореми Бернуллі. 

ℑ Наслідок 3. Теорема Бернуллі. 

З імовірністю, скільки завгодно близькою до 1, можна стверджувати, 

що при необмеженому збільшенні числа випробувань n відносна частота 

події скільки завгодно мало відрізняється від її ймовірності. 

 lim
n→∞

P #Aµn
n -pA <ε$  = 1, [9.9]

де µn – число появи подій А в n випробуваннях; 
p – імовірність появи події А в одному випробуванні; 
ε – довільне додатне число. 

Mξ1+…+Mξn

n
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Теорема Бернуллі надає спосіб з'ясувати ймовірність появи події А 

в одному випробуванні – якщо вона невідома. Для цього слід провести 

серію з n випробувань і розрахувати відносну частоту появи цієї події. 

В умовах теореми Бернуллі нерівність Чебишова (9.2) стосовно від-

носної частоти 
µn
n

 має вигляд: 

P �Bµn
n -pB <ε� 		≥		1-

pq
nε2 

(для будь-якого числа ε>0). 

 

Закон великих чисел є одним з найважливіших застосувань теорії 

ймовірностей, оскільки «гарантує» стабільні результати для середніх зна-

чень деяких випадкових подій. Крім того, він дає гарантію, що можна роз-

глядати не точно мат. очікування, а його оцінку. Це грає величезну роль у 

математичній статистиці. 

 

 

 

9.4. Центральна гранична теорема 

♣  Центральна гранична теорема – загальна назва групи теорем, що 

доводять твердження: 

якщо випадкова величина η є сумою дуже великого числа взаємно 

незалежних ВВ, вплив кожної з яких на усю суму нікчемно малий, 

то η має розподіл, близький до нормального. 

Центральна гранична теорема має порівняно високу точність навіть 

при n≥30. Вона виконується навіть при деяких (не дуже значних) відхи-

леннях від її умов. Тому вона широко застосовується в найрізноманітні-

ших областях.  

Різні форми центральної граничної теореми (ЦГТ) розглядають різні 

умови виконання цього твердження. 
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ℑ Теорема Ляпунова (центральна гранична теорема Ляпунова) 

вказує певні умови, за якими для незалежних ВВ (довільних розподілів) 

ξ1, ξ2,… ξn буде виконуватися 

 lim
n→∞

P(ηn<x)  =  
1√2π

" e- u
2
2

x

-∞
du, [9.10] 

де ηn	=	 �ξ1+…+ξn�-�Mξ1+…+Mξn��σ12+…+σn2
. 

Умови теореми Ляпунова гарантують, що усі складові суми ηn роб-

лять рівномірно малий внесок у загальну суму.  

На практиці дуже часто доводиться мати справу з випадковими ве-

личинами, які є сумами інших незалежних ВВ. На більшість реальних про-

цесів у житті впливає безліч незалежних чинників. І хоча кожен з доданків 

може не підпорядковуватися нормальному закону, їхня сума – за деяких 

вельми загальних умов – має розподіл, близький до нормального. Сенс 

цих умов полягає в тому, що дія кожного доданка (випадкової величини) 

невелика в порівнянні з сумарною дією їх усіх.  

ℑ Наслідок із теореми Ляпунова (теорема Гаусса). Для незалежних,  

однаково розподілених ВВ ξ1, ξ2,… ξn, для яких Mξk=a , Dξk=σ2<∞,  

виконується: 

 lim
n→∞

P(ηn<x)		=		 1√2π
" e- u

2
2

x

-∞
du		=		12+Φ(x), [9.11] 

де ηn=
(ξ1+…+ξn) n< 	- a

σ √n⁄ , 
 

Ф(х) – функція Лапласа (або інтеграл імовірностей). 

Таким чином, граничним розподілом для ηn є нормальний розподіл із 

нульовим мат. очікуванням та одиничною дисперсією N(0, 1). 
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9.5. Інтегральна теорема Муавра – Лапласа 

Інтегральна теорема Муавра – Лапласа є наслідком центральної 
граничної теореми для повторних випробувань. 

Нехай кожна з дискретних ВВ ξ1, ξ2,… ξn набуває одного з двох мож-
ливих значень 1 і 0 з імовірністями відповідно p і q. Сума цих ВВ, випад-
кова величина ηn, – число появи події в n випробуваннях.  

Числові характеристики ηn:		Mηn=np,  Dηn=npq,  σ�ηn�=�npq. 

На підставі ЦГТ при n→∞ розподіл ηn наближається до 

нормального. Тоді за формулою (8.17) (при n→∞): 

P�x1≤ηn≤x2�	=	Φ �x2-a
σ �-	Φ �x1-a

σ �	. 
Підставивши до неї характеристики ηn, отримаємо формулювання 

інтегральної теореми Муавра – Лапласа:  

 Pn�k1≤ηn≤k2�	≈	Φ?k2-np�npq
@-	Φ?k1-np�npq

@. [9.12] 
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МАТЕМАТИЧНА СТАТИСТИКА 
 
Математична статистика розробляє методи отримання висновків зі 

статистичних даних (результатів спостережень або вимірювань) на підс-
таві методів теорії ймовірності. Мета – виявити закономірності явищ і їхній 
взаємозв'язок. 

Також  мат. статистика займається побудовою ймовірнісних моделей 
і перевіркою їхньої адекватності. 

Основні задачі математичної статистики: 
– вказати способи систематизації даних (їхнього збору, угрупування); 
– визначити закон розподілу випадкової величини;  
– оцініти невідомі параметри розподілу;  
– оцініти залежність випадкової величини від однієї або декількох інших 

випадкових величин; 
– перевірити правдоподібність гіпотез – про закон розподілу, про значення 

оцінюваного параметра, про форму зв'язку між випадковими величи-
нами та ін. 

 
 

10. Основи статистичних методів 

10.1. Генеральна і вибіркова сукупності 

♣ Множину однорідних об'єктів, які вивчають з точки зору їхнього роз-
поділу за деякою ознакою, називають генеральною сукупністю. 

♣ Вибіркова сукупність, або вибірка, – сукупність об'єктів, випадково 
відібраних із генеральної сукупності.  

♣ Обсяг вибірки – число елементів у вибірковій сукупності.  
Обсяг генеральної сукупності позначають N, вибірки – n. Об'єкти ви-

бірки зазвичай позначають x1,	x2,	…,	xn. 

Можна розглядати генеральну сукупність як деяку випадкову вели-
чину X. При цьому випробуванням буде – випадковий вибір об'єкта із суку-
пності, а значенням x1, x2, …, xn цієї ВВ – значення досліджуваної ознаки.  
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10.2. Варіаційні ряди  

♣  Спостережувані (числові) значення x1, x2, …, xn (елементи вибірки) 
називають варіантами.  

♣ Послідовність варіантів, записаних у зростаючому порядку, нази-
вається простим варіаційним рядом. 

♣ Частотою nk деякого варіанта називають кількість його повторень 
у вибірці.  

♣ Відношення частоти nk до обсягу вибірки n називають відносною 

частотою  (позначають nk
*  ):  nk

*=
nk
n . 

♣ Сукупність впорядкованих значень xk і відповідних їм частот nk у ви-
гляді таблиці (матриці) називають дискретним варіаційним рядом: 

значення X x1 x2 … xm 

частоти nk n1 n2 … nm 

Якщо обсяг вибірки n великий, а кожен варіант зустрічається рідко, то 
увесь діапазон значень вибірки розбивають на інтервали, що 
не перетинаються. Так само роблять, якщо випадкова величина X 
неперервна. Тоді одержують інтервальний (неперервний) варіаційний ряд. 

♣  Інтервальний варіаційний ряд  – таблиця, де кожному інтервалу 
значень вибірки [αk-1, αk) ставиться у відповідність кількість nk значень, 
що потрапили до нього: 

інтервали [αk–1, αk) [α0 , α1) [α1 , α2) … [αm–1 , αm) 
частоти nk n1 n2 … nm 

Зазвичай інтервали мають однакову довжину.  

Для побудови інтервального варіаційного ряду за вибіркою: 
1) визначають розмах варіації  – різницю між максимальним і мінімаль-

ним значеннями вибірки: R = xmax- xmin; 
2) задають число інтервалів (наприклад, m=1+ log2 n=1+3,322 lgn). 

Довжина інтервалів дорівнює h= R
m; 

3) обчислюють початок першого інтервалу: α0=xmin-
h
2 і наступних:  

αk= αk-1 + h  (k=1,m�������);  
4) для кожного інтервалу підраховують кількість значень вибірки, що пот-

рапили до нього. Якщо значення потрапило на межу двох інтервалів, 
його відносять до попереднього інтервалу. 
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Алгоритм побудови інтервального ряду за вибіркою 

 

Для переходу від інтервального варіаційного ряду до дискретного 
потрібно замінити інтервали числами – серединами цих інтервалів 

xk=
αk-1+αk

2   (а значення частот залишити без змін). 

Алгоритм побудови дискретного ряду за інтервальним 

 

Зазвичай аналіз починають з побудови полігону (багатокутника) ча-
стот або гістограми. 

♣ Полігон частот (багатокутник частот) – ламана, сполучаюча 

точки (x1, n1), (x2, n2), …, (xm, nm). 

♣ Гістограма – ступінчаста фігура, складена із прямокутників, основою 

яких є інтервали [αk–1, αk), а висоти дорівнюють відповідним частотам nk. 

  
 а) б) 

Рис. 10.1. а) полігон дискретного варіаційного ряду;  

б) полігон і гістограма інтервального варіаційного ряду 

для кожного інтервалу обчислити кількість значень вибірки, 
що потрапили до нього 

визначити число інтервалів і знайти межі інтервалів

обчислити розмах варіації

значення частот залишити без змін

замінити інтервали їх серединами
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Гістограму застосовують для відображення інтервального ряду. 
Полігон – і для дискретного, і для інтервального варіаційних рядів (для 
інтервального ряду лініями сполучають точки, значення x1, x2, …, xn яких – 
середини інтервалів). 

Графічне зображення варіаційного ряду дозволяє уявити приблизно 
закон розподілу випадкової величини. 

 

10.3. Емпірична функція розподілу 

♣ Емпірична функція розподілу – функція Fn�x�, що показує для ко-
жного x відносну частоту тих спостережень, у яких значення вибірки 
менше x. 

Fn�x�=nx
(н)

n ,  	 де n – обсяг вибірки,			nx
�н�= � nk-

xk<x
 накопичена частота  

(сума частот значень вибірки, менших ніж x). 

Для дискретного варіаційного ряду 

X х1 х2 … xm 

n n1 n2 … nm 

емпірична функція розподілу: 

Fn�x�=
+,,
,-
,,,
.0 при x≤x1
n1
n при x1<x≤x2

n1+n2
n при x2<x≤x3

n1+n2+n3
n при x3<x≤x4

…….
n1+n2+…+nm

n =1 при x>xm

 

Для інтервального ряду обчислюють значення Fn�x� на кінцях інтер-
валів. Щоб побудувати графік, відображають ці точки (накопичені частоти 
відповідають верхнім межам інтервалів) і з'єднують їх прямими (іноді кри-
вими) лініями.  

♣ Функцію розподілу F(x) генеральної сукупності, що визначає 
ймовірність події ξ<x, називають теоретичною функцією розподілу .  
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 а) б) 

Рис. 10.2. Емпірична функція розподілу: а) дискретного, б) інтервального ряду 

За теоремою Бернуллі, можна використовувати емпіричну функцію 
розподілу Fn(x) стандартної вибірки для наближеного подання теоретич-
ної функції F(x). 

Властивості емпіричної функції Fn(x) співпадають із властивостями 
теоретичної функції розподілу F(x): 
1. Значення Fn(x) належать інтервалу [0; 1]: 0≤Fn(x)≤1. 
2. Fn(x) – неспадна функція, тобто з х1 ≤ х2 випливає, що Fn(х1) < Fn(х2). 
3. Якщо х1 – найменший варіант, то Fn(x) = 0 при х ≤ х1. 

Якщо xm – найбільший варіант, то Fn(x) = 1 при x > xm. 
4. Fn(x) неперервна зліва: lim

x→x0-0
Fn(x) =Fn�x0�. 

 

10.4. Операція «риса» 

Операція «риса»: 

x�	=	1n� xk

n

k=1
	

За її допомогою можна скоротити запис виразів:  

x+y�����	=	1n� (xk+yk),
n

k=1
																									   x2���	=	1n� xk

2
n

k=1
, 

xy����	=	1n� xk yk

n

k=1
,        																							(x–x�)2����������	=	1n� (xk–x�)2n

k=1
.	

Властивості операції «риса». 
1) C ����=C, де С – стала. 
2) Cx����=Cx�. 
3) x 
 =x�. 

4) x+y�����	=	x�+y�. 
5) =xy����-x�	y�=	≤	 (x-x�)2���������	 ∙ 	(y-y�)2����������. 
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10.5. Числові характеристики вибірки 

Основні числові характеристики вибірки: вибіркове середнє, вибір-
кова дисперсія, вибіркове середнє квадратичне відхилення. 

♣ Вибіркове середнє x� – середнє арифметичне варіант із урахуван-
ням їхніх частот.  

Якщо дані у вигляді дискретного варіаційного ряду x1,	x2,	…,	xn і усі 
значення різні, то вибіркове середнє: 
 x � 	=	 x1+x2+…+xn

n 	=	1n� xk

n

k=1
. [10.1] 

Якщо значення x1,x2,…xm мають частоти n1,	n2,	…,	nm, то вибіркове 
середнє: 

  
 

x � 	=	x1n1+x2n2+…+xmnm
n 	=	1n� xknk

m

k=1
. [10.2] 

Якщо дані у вигляді інтервального варіаційного ряду, то для обчис-
лення вибіркового середнього або дисперсії необхідно спочатку перейти 
до дискретного варіаційного ряду. 

♣ Вибіркова дисперсія (дисперсія варіаційного ряду) – середнє ариф-

метичне квадратів відхилень варіант від їхньої вибіркової середньої  x�: 
 Sx

2=
1
n� (xk-x � )2

n

k=1
. [10.3] 

Якщо значення x1,x2,…xm мають частоти n1,	n2,	…,	nm, то вибіркова 
дисперсія: 

 
Sx

2=
1
n� (xk-x � )2

m

k=1
nk. [10.4] 

На практиці для обчислення Sx
2 використовують таку формулу: 

 
Sx

2 =  
1
n� xk

2
n

k=1
-�1n� xk

n

k=1

�2

  =  x2 �����-(x�)2. [10.5] 

♣ Вибіркове середнє квадратичне відхилення Sx – арифметичне 

значення квадратного кореня з вибіркової дисперсії:  

Sx= Sx
2. 

Вибіркові середнє, дисперсія, середнє квадратичне відхилення за-
лежать від значень вибірки, тому вони самі є випадковими величинами. 
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11. Оцінки параметрів розподілу 
Одна з типових задач мат. статистики – на підставі вибіркової сукуп-

ності отримати наближені значення параметрів її закону розподілу, зага-
льний вигляд якого відомий (з яких-небудь міркувань). 

Оскільки для багатьох законів розподілу ВВ їхні параметри виража-
ються через числові характеристики цієї ВВ (математичне очікування, 
дисперсія, середнє квадратичне відхилення та ін.), то проводять оцінку 
цих числових характеристик.  

11.1. Поняття про оцінку параметрів. Види оцінок 

Нехай для функції F(x) розподілу генеральної сукупності відомий її 
вигляд, але невідомі параметри Θ1,Θ2,…Θm, що її визначають:  
F(x, Θ1,Θ2,…Θm). Тоді виникає задача оцінки цих невідомих параметрів 
за вибіркою. 

♣ Оцінка ΘD  параметра Θ – його наближене значення, залежне від ви-

біркових даних x1,	x2,	…,	xn.  

Розрізняють два види статистичних оцінок параметрів – точкові та 
інтервальні. 

 

♣ Точковою називають оцінку, яка визначається одним числом ΘD .  

Знайти оцінку ΘD  – означає знайти функцію ΘD n(x1,x2,…xn), яка при 
підстановці до неї результатів спостереження x1,	x2,	…,	xn і дає наближене 
значення Θ.  

Такі функції (залежні від результатів спостережень) називають ста-
тистичними оцінками, або статистиками. Оцінка  ΘD n є випадковою ве-
личиною, оскільки залежить від випадкових значень.  

Якщо вибірка малого обсягу, точкова оцінка може суттєво відрізня-
тися від оцінюваного параметра. Тоді доцільно використовувати інтерва-
льні оцінки. 

♣ Інтервальною називають оцінку, яка визначена двома числами  Θ1 

та Θ2 – кінцями інтервалу, що містить із заданою ймовірністю γ оцінюва-

ний параметр Θ. 

Оцінки параметрів

точкові інтервальні
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♣ Інтервал (Θ1,Θ2), що містить справжнє значення параметра  Θ з за-
даною ймовірністю γ, називають довірчим інтервалом для параметра Θ:   

Р(Θ1<Θ<Θ2)=γ.  
♣ Імовірність γ називають довірчою ймовірністю  (рівнем довіри, 

надійністю оцінки), а число α=1–γ – рівнем значущості. 

Зазвичай довірчу ймовірність γ задають заздалегідь числом, близьким 
до одиниці, – найчастіше використовують значення 0,90; 0,95; 0,99; 0,999. 

 

11.2. Точкові оцінки параметрів 

Часто існує декілька статистик для оцінки одного і того ж параметра. 
Задача – вибрати таку функцію ΘD n, щоб отримувані оцінки були найбільш 
близькі до значення Θ, а зі збільшенням обсягу вибірки точність оцінки 
зростала. Тому для вибору найкращої оцінки висувають низку вимог. 

Основні властивості, що характеризують якість оцінок: незміщеність, 
обґрунтованість й ефективність. 

 

♣ Оцінку ΘD  називають незміщеною, якщо її мат. очікування дорівнює 
оцінюваному параметру Θ при будь-якому обсязі вибірки:  

MΘD=Θ. 
Якщо рівність не виконується, оцінку називають зміщеною, а різницю 

MΘD-Θ  називають зміщенням або систематичною похибкою. 
♣ Оцінку ΘD  називають обґрунтованою, якщо при необмеженому збі-

льшенні числа спостережень n вона наближається до параметра Θ з імо-
вірністю, скільки завгодно близькою до одиниці:  

lim
n→∞

P�=ΘD-Θ=<ε�=1,      ∀ε>0. 
♣ Оцінку ΘD  називають ефективною, якщо вона має найменшу диспе-

рсію серед усіх інших незміщених оцінок параметра Θ, обчислених за ви-
біркою того ж обсягу n. 

При здобутті оцінок параметрів прагнуть до того, щоб вони були 
незміщеними, обґрунтованими й ефективними. Але на практиці не завжди 
вдається задовольнити усі ці три умови одночасно.  

Вимоги до оцінок параметрів

незміщеність обґрунтованість ефективність

[11.1]
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11.2.1. Оцінка математичного очікування і дисперсії  
за вибіркою 

ℑ Твердження 1. Вибіркове середнє 

x�=1
n� xk

n

k=1
 

– незміщена, обґрунтована оцінка математичного очікування:  MXF =x�. 
Ефективність оцінки x� залежить від вибору закону розподілу.  

ℑ Твердження 2. Якщо ВВ має нормальний розподіл, то оцінка x  є ефе-
ктивною: вона має серед усіх незміщених оцінок мат. очікування мініма-

льну дисперсію, що дорівнює 
σ2

n . 

ℑ Твердження 3. Вибіркова дисперсія 

Sx
2=1

n� (xk-x�)2n

k=1
 

– обґрунтована, але зміщена оцінка дисперсії:  DXF =Sx
2. 

Проте при n→∞  оцінка стає незміщеною: lim
n→∞

MSx
2 =σ2. Такі оцінки 

називають асимптотично незміщеними.  

Щоб усунути зміщення, можна скоректувати оцінку, запровадивши 

поправку 
n

n-1
. Тоді отримаємо виправлену оцінку Sx 

2G , яку називають 

виправленою дисперсією: 

Sx 
2G 	≝		 n

n-1Sx
2		=		 1

n-1� (xk-x�)2n

k=1
. 

Виправлену дисперсію використовують при невеликих вибірках. При 

n>50 практично немає різниці між Sx
2  і  Sx 

2G . 

І вибіркова дисперсія, і виправлена дисперсія – обґрунтовані оцінки. 
У загальному випадку вони не є ефективними, проте є асимптотично ефе-
ктивними. 

Окрім розглянутих, існує безліч інших оцінок математичного очіку-
вання, дисперсії та інших параметрів, а також різні методи знаходження 
цих оцінок. 
 

[11.4]

[11.2] 
 

[11.3] 
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11.2.2. Метод максимальної правдоподібності 

Ідея методу максимальної правдоподібності – набути за оцінку ΘD  па-

раметра Θ таке його значення, при якому ймовірність отримати вже на-

явну вибірку максимальна.  

Для визначення параметрів знаходять максимум деякої функції, що 

задає цю ймовірність. 

♣ Функція правдоподібності  – функція, що визначає ймовірність отри-

мання в незалежних випробуваннях саме значень вибірки x1,	x2,	…,	xn: 

L #Θ, x1, x2, …, xn$=Px1�Θ� · Px2�Θ� ·…·Pxn�Θ�	– для дискретної ВВ; 

L #Θ, x1, x2, …, xn$=p�x1,	Θ�	·	p�x2,	Θ�	·…·	p�xn,	Θ�	–для неперервної ВВ. 
 

Знаходять значення Θ, при якому функція правдоподібності досягає 
максимуму, – це значення і приймають за оцінку ΘD . Для цього прирівню-
ють до нуля похідну функції, розв'язують це рівняння і досліджують отри-
мані критичні точки на екстремум: 

max
Θ

L #Θ, x1, x2, …, xn$ :    dL
dΘ=0     ⟹    ΘD=ΘD (x1,x2,…xn).  

Часто для спрощення розрахунків знаходять максимум не самої функ-
ції, а її логарифма ln L (оскільки вони досягають максимуму в одній точці). 

Метод максимальної правдоподібності 

 
Оцінки, отримані методом максимальної правдоподібності, є обґру-

нтованими й ефективними (або асимптотично ефективними), але можуть 
бути як зміщеними, так і незміщеними.  
 

розв'язати отриману систему 
і визначити серед розв'язків точки максимуму

знайти похідні логарифма функції правдоподібності
за параметрами і прирівняти їх до нуля

обчислити логарифм функції правдоподібності

побудувати функцію правдоподібності

записати закон розподілу, що залежіть від параметра

[11.5]
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11.2.3. Метод моментів 

Згідно з методом моментів, теоретичні числові характеристики ВВ 
виражають через шуканий параметр Θ, а потім прирівнюють їх до 
відповідних емпіричних характеристик (залежних від вибіркових даних). 
Розв'язання отриманої системи рівнянь і будуть оцінками параметрів 
розподілу ΘD .  

Як такі числові характеристики використовують моменти. 
Теоретичні моменти 

♣ Початковий момент νm порядку m випадкової величини ξ – це 

мат. очікування величини ξm
:  

 νm	=	Mξm
 [11.6]

m=1,	2,	…     

За визначенням мат. очікування, формули початкових моментів: 
для дискретної ВВ: для неперервної ВВ: 

νm=� xk
m·pk

n

k=1
	. [11.7]    νm=" xm·p�x�dx

∞

-∞
	. [11.8]

Початковий момент 1-го порядку (m=1) збігається з мат. очікуван-
ням ВВ: ν1=Mξ. 

♣ Центральний момент µm порядку m випадкової величини ξ – це 

мат. очікування величини �ξ-Mξ�m:  

µm	=	M�ξ-Mξ�m, 				  m=1,2,…. 
Центральний момент 2-го порядку збігається з дисперсією ВВ: 

µ2=	M�ξ-Mξ�2	=	Dξ. 
Для будь-якої ВВ центральний момент 1-го порядку дорівнює нулю: 

µ1=M�ξ-Mξ�=0. 
Центральні моменти можна виразити через початкові. Наприклад: 

µ2	=	ν2-ν1
2. 

 

Емпіричні моменти 
Емпіричні моменти як функції від стандартної вибірки x1,	x2,	…,	xn. 

♣ Початковий емпіричний момент порядку m:  

νm
* 	=	xm����	=	1n� xk

m
n

k=1
. [11.9]
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При m=1 початковий емпіричний момент збігається з вибірковим 
середнім:  ν1

* =x � .  
Через початкові емпіричні моменти можна виразити вибіркову дис-

персію:  Sx
2=ν2

* -�ν1
* �2. 

♣ Центральний емпіричний момент порядку m:  

µm
* 	=	(x-x�)m����������	=	1n� (xk-x�)mn

k=1
. 

При m=1 центральний емпіричний момент дорівнює нулю:  

µ1
* =(x-x � )���������=0, а при m=2 збігається з вибірковою дисперсією:   

Sx
2=µ2

* =(x-x ���)2�����������
. 

 

Опис методу моментів 
Прирівняємо k емпіричних моментів до відповідних теоретичних. 

Отримаємо систему k рівнянь із k невідомими – параметрами Θ1, …, Θk: 
ν1 #Θ1, …, Θk$=ν1

* (x1, …, xn),  
… [11.11] 

νk #Θ1, …, Θk$=νk
*(x1, …, xn).  

Число рівнянь має дорівнювати числу параметрів розподілу. Які 
саме моменти включати до системи, залежить від складності функцій 

νk #Θ1, …, Θk$ і поставлених задач. 
Розв'язавши систему (11.11), отримаємо оцінки ΘD 1, …, ΘD k як функції 

від значень вибірки x1, …, xn. 

Метод моментів 

 
розв'язати отриману систему рівнянь відносно параметрів

прирівняти теоретичні та емпіричні моменти

виразити теоретичні моменти через параметри

вибрати k моментів (за числом параметрів)
(порядок m, початкові / центральні)

[11.10]
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У методі моментів часто розглядають лише початкові моменти, іноді 
використовують центральні або сукупність початкових і центральних. 

Оцінки, отримані методом моментів, обґрунтовані. Незміщеність цих 
оцінок не гарантована (зазвичай вони лише асимптотично незміщені). 
Найчастіше ці оцінки не є ефективними і навіть асимптотично ефектив-
ними. 
 

11.3. Інтервальні оцінки параметрів 

11.3.1. Довірчі інтервали 

Точкові оцінки є випадковими величинами, тому виникає питання про 
їхню точність і надійність. 

Оцінка ΘD  тим ближче до визначуваного параметра Θ, чим менша 
їхня абсолютна різниця =ΘD-Θ=. Таким чином, якщо =ΘD-Θ=<δ, то чим менше 
δ>0, тим оцінка ΘD  точніша. 

Ця нерівність виконуватиметься лише з деякою ймовірністю, її вва-
жають надійністю оцінки. 

♣ Довірча ймовірність (надійність оцінки) ΘD  параметра Θ – імовірність 

 γ	=	P(=ΘD-Θ=<δ)  [11.12] 

Довірчу ймовірність γ задають заздалегідь, зазвичай близькою до 
одиниці: 0,9, 0,95, 0,99, 0,999. Тоді великі (за абсолютною величиною) по-
милки з'являтимуться лише з малою ймовірністю α=1–γ.  

♣ Число α=1–γ називають рівнем значущості. 

Довірчу ймовірність можна записати у вигляді ймовірності потрап-

ляння в інтервал #ΘD-δ, ΘD+δ$. 
♣ Інтервал #Θ1, Θ2$ називають довірчим інтервалом для парамет-

ра Θ, якщо він містить цей параметр із заздалегідь заданою довірчою ймо-

вірністю γ : 

P�Θ1<Θ<Θ2�=γ. 
Один із підходів до побудови довірчих інтервалів:  

1) вибирають точкову оцінку ΘD (x1,	x2,	…,	xn) параметра Θ; 
2) добирають деяку неперервну випадкову величину (статистику) – 

функцію Y(ΘD ,Θ) так, щоб закон її розподілу p�x� не залежав від Θ; 

[11.13]
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3) задавшись довірчою ймовірністю γ, знаходять для цього розподілу 
критичні межі a і b (значення, для яких функція розподілу набуває 
значень відповідно  

1 
2 –γ 

2   і  
1 
2 +γ 

2 ); 

4) розв’язують нерівність a<Y(ΘD ,Θ)<b відносно Θ (тобто виражають Θ 

з Y(ΘD ,Θ)) і тим самим отримують довірчий інтервал Θ1<Θ<Θ2, 
для якого P�Θ1<Θ<Θ2�=γ. 

Пошук довірчого інтервалу 

 
Довірчий інтервал визначається однозначно у разі вибірки з нор-

мального закону розподілу.  
 

11.3.2. Інтервальна оцінка математичного очікування  
при відомій дисперсії 

Нехай x1,	x2,	…,	xn – стандартна вибірка з ВВ X, розподіленої за 
нормальним законом із невідомим математичним очікуванням і відомою 
дисперсією σ2.  

Для знаходження інтервалу для мат. очікування використовують:  
• вибіркове середнє  x – як точкову оцінку мат. очікування;  

• статистику 
x-a
σ √n⁄  – як величину зі стандартним нормальним розподілом, 

що не залежить від параметра a (мат. очікування 0 і дисперсія 1). 
Довірчий інтервал, який містить невідоме математичне очікування 

MX=a  з довірчою ймовірністю γ	:  �x–ε
σ√n ,  x+ε

σ√n�. 
Значення ε знаходять з умови Φ�ε�=γ/2 за таблицями функції Лап-

ласа чи за допомогою комп’ютера. 

розв'язати нерівність потрапляння статистики у знайдені межі 
відносно параметра

задати довірчу ймовірність
і знайти для неї критичні межі розподілу

добрати таку статистику, щоб закон її розподілу
не залежав від параметра

вибрати точкову оцінку параметра
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11.3.3. Інтервальна оцінка математичного очікування  
при невідомій дисперсії 

Нехай x1,	x2,	…,	xn – стандартна вибірка з ВВ X, розподіленої за нор-
мальним законом із невідомими математичним очікуванням і дисперсією.  

Для знаходження інтервалу для мат. очікування використовують:  
• вибіркове середнє  x – як точкову оцінку мат. очікування;  

• виправлену дисперсію Sx 
2G  – як точкову оцінку дисперсії;  

• статистику 
x-a

Sx G √n⁄  – як величину, що має розподіл Стьюдента t�n–1�, 
щільність якого pt�x� не залежить від параметра a. 

Довірчий інтервал, який містить невідоме математичне очікування 
MX=a  з довірчою ймовірністю γ	:  ?x–ε

Sx G√n , x+ε
Sx G√n@. 

Значення ε знаходять з умови " pt�x�dx
ε

0
=
γ
2 	 у таблицях розподілу	 

Стьюдента (з n–1 ступенями вільності й довірчою ймовірністю γ) чи за 
допомогою комп’ютера. 
 

11.3.4. Інтервальна оцінка дисперсії 

Нехай x1,	x2,	…,	xn – стандартна вибірка з ВВ X, розподіленої за нор-
мальним законом із невідомими математичним очікуванням і дисперсією.  

Для знаходження інтервалу для дисперсії використовують:  
• вибіркове середнє  x – як точкову оцінку мат. очікування;  

• виправлену дисперсію Sx 
2G  – як точкову оцінку дисперсії;  

• статистику 
n-1
σ2 Sx

2G – як величину, що має розподіл хі-квадрат χ2(n-1), 
який не залежить від дисперсії σ2. 

Довірчий інтервал, який містить невідомий параметр – диспер-
сію σ2 – з довірчою ймовірністю γ	:  ?n–1

χ2
2 Sx

2G , 
n–1
χ1

2 Sx
2G@. 

Значення χ1
2 і χ2

2 знаходять у таблицях розподілу хі-квадрат χ2 

(для n–1 ступеня вільності й рівнів значущості  
1
2–γ 

2   і  
1
2+γ 

2  відповідно) 

чи за допомогою комп’ютера. 
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Якщо x1,	x2,	…,	xn – стандартна вибірка з ВВ X, розподіленої за нор-
мальним законом із відомим математичним очікуванням a і невідомою ди-
сперсією, використовують іншу точкову оцінку дисперсії. 

Для знаходження інтервалу для дисперсії використовують:  
• вибіркове середнє  x – як точкову оцінку мат. очікування;  

• ефективну оцінку S0
2= 1

nJ (xk-a)2n
k=1  – як точкову оцінку дисперсії;  

• статистику 
n
σ2 S0

2 – як величину, що має розподіл хі-квадрат χ2(n), який 

не залежить від дисперсії σ2. 
Довірчий інтервал, який містить невідомий параметр – диспер-

сію σ2 – з довірчою ймовірністю γ	:  ?nS0
2

χ2
2 , 

nS0
2

χ1
2@. 

Значення χ1
2 і χ2

2 знаходять у таблицях розподілу хі-квадрат χ2 

(для n ступенів вільності й рівнів значущості  
1
2–γ 

2   і  
1
2+γ 

2  відповідно) чи 

за допомогою комп’ютера. 
 

 

12. Взаємозв'язки між випадковими величинами 
♣ Між величинами існує функціональний зв'язок, якщо кожному зна-

ченню однієї з них відповідає одне або декілька значень іншої.  
♣ Зв'язок між випадковими величинами, при якому зі зміною значень 

однієї ВВ в іншої змінюється закон розподілу або його характеристики, на-
зивають стохастичним (статистичним, імовірнісним) зв'язком.  

Наявність статистичного зв'язку між випадковими величинами 
не означає причинно-наслідкової залежності між ними. Математична ста-
тистика не встановлює й не досліджує причини явищ і наслідків.  

Існують три підходи в математичній статистиці для виявлення й дос-
лідження зв'язків між ВВ – кореляційний, регресійний і дисперсійний аналіз. 

Кореляційний аналіз встановлює факт статистичної взаємозалежно-
сті між випадковими величинами та оцінює її рівень. 

Регресійний аналіз дозволяє побудувати конкретну функціональну 
математичну модель і оцінити її адекватність. 

Дисперсійний аналіз досліджує, як зміни випадкових чинників впли-
вають на результат, і дозволяє відібрати найбільш значущі з них. 
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12.1. Основи теорії кореляції 

♣ Якщо при зміні однієї випадкової величини змінюється середнє зна-

чення іншої, то в цьому випадку статистичну залежність називають коре-

ляційною залежністю. 

♣ Показником наявності кореляційного зв'язку між ВВ є коефіцієнт ко-

реляції  – із певною ймовірністю він показує, наскільки цей зв'язок близь-

кий до лінійного. 

Множинний коефіцієнт кореляції враховує взаємозв'язки трьох і бі-

льше ВВ, парний коефіцієнт кореляції – для двох ВВ. 

 

12.1.1. Коваріація і коефіцієнт кореляції 

♣ Коваріація  двох ВВ ξ і η – математичне очікування добутку їхніх 

відхилень: 

 cov�ξ, η�	=	M #�ξ–Mξ�·�η–Mη�$. [12.1] 

Властивості коваріації 

Властивість 1. Коваріацію можна подати у вигляді: 
 cov�ξ, η�	=	M�ξ·η�-Mξ·Mη.  

Властивість 2. Для незалежних величин ξ і η коваріація дорівнює нулю: 

 cov #ξ, η$ 	=	0.  

Зворотне, у загальному випадку, неправильно. 

Властивість 3. Коваріація ВВ із собою дорівнює дисперсії: 

 cov #ξ, ξ$ 	=	Dξ.  

Властивість 4. Дисперсія суми двох довільних ВВ: 
 D�ξ+η�	=	Dξ+Dη+2 cov(ξ,η). [12.2] 

Властивість 5. Для коваріації виконується: 
  cov�K·ξ,η�	=	K·cov(ξ,η)  
  cov�ξ,K·η�	=	K·cov(ξ,η).  

Властивість 6. 

 Acov #ξ, η$A 	≤	σξ·ση.  

Коваріація показує, чи є залежність між двома ВВ (див. 12.3).  
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Значення коваріації залежить від одиниць вимірювання значень ВВ. 
Щоб отримати безрозмірний коефіцієнт, коваріацію ділять на добуток се-
редніх квадратичних відхилень – і отримують коефіцієнт кореляції Пірсона. 

♣ Коефіцієнт (парної) кореляції Пірсона r випадкових величин ξ і η – 

відношення 

 r	=	 cov(ξ, η)
σξ·ση

	=	M #�ξ–Mξ�·�η–Mη�$
σξ·ση

. [12.3] 

♣ Випадкові величини ξ і η, що мають ненульову кореляцію r≠0, нази-

вають корельованими. Якщо ж r=0, то говорять, що ξ і η не корелюють. 

Властивості коефіцієнта кореляції. 

Властивість 1. Значення коефіцієнта кореляції задовольняють нерівності 
 |r|≤1.  

Властивість 2. Якщо ВВ ξ і η незалежні, то коефіцієнт кореляції дорівнює 
нулю: 

 r=0.  

Властивість 3. 1) Якщо між ВВ ξ і η наявний лінійний зв'язок, то 
коефіцієнт кореляції ξ і η за модулем дорівнює одиниці: 

 ξ=A·η+B   ⟹  |r|=1.  

2) І навпаки: якщо коефіцієнт кореляції ВВ ξ і η за модулем дорівнює 
одиниці, то з імовірністю 1 між ξ і η є лінійний зв'язок: 

 |r|=1   ⟹ P�ξ=A·η+B�=1.  

 

12.1.2. Кореляція і залежність випадкових величин 

Дві корельовані величини завжди залежні. Зворотного висновку зро-
бити не можна: залежні ВВ можуть бути як корельованими, так і некоре-
льованими.  

 

Рис. 12.1. Зв’язок між кореляцією й залежністю 

некорельовані ВВ:  r = 0 корельовані ВВ: r ≠ 0
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Значення коефіцієнта кореляції (у межах від –1 до +1) показує силу 
зв'язку: чим ближче за абсолютною величиною до 1, тим вона тісніша. 
Знак цього значення вказує напрям зв'язку:  
r>0 відповідає прямому зв'язку  (коли зростання значень однієї ВВ пов'-

язане зі збільшенням значень іншої); 
r<0 відповідає зворотному зв'язку  (коли зростання значень однієї ВВ 

пов'язане зі зменшенням значень іншої). 
 

12.1.3. Множинна кореляція  

♣ Множинна (лінійна) кореляція вивчає (лінійні) зв'язки між декіль-
кома випадковими величинами. 

Для аналізу множинної кореляції складається матриця частинних ко-
ефіцієнтів кореляції для кожної пари величин, коли виключено вплив усіх 
інших ВВ (пам'ятаючи при цьому, що  rξη=rηξ і що rξξ=1): 

∆=Kr11 r12 … r1n
r21 r22 … r2n
… … … …
rn1 rn2 … rnn

L 

♣ Така матриця називається кореляційною матрицею  системи n ви-

падкових величин ξ1,…,ξn. 

Міру сумісного впливу на випадкову величину ξ1 усіх інших ВВ 

ξ2,…,ξn відображає коефіцієнт множинної кореляції: 

 R
ξ1 | ξ2,…,ξn

=M1-
|∆|
∆11

.  

де |∆| – визначник кореляційної матриці;   

∆11 – алгебраїчне доповнення її першого елемента r11: 

∆11= Nr22 … r2n
… … …
rn2 … rnn

N,   тобто ∆11 є кореляційною матрицею ви-

падкових величин ξ2,…,ξn. 

Отже, величина множинного коефіцієнта кореляції залежить і від ко-
реляції досліджуваної ВВ з кожною з інших величин, і від кореляції між 
самими цими величинами. 
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12.2. Елементи кореляційного аналізу 

♣ Кореляційний аналіз  – це розділ математичної статистики, що ви-
вчає кореляційні зв'язки між випадковими величинами. 

Основні завдання кореляційного аналізу: • виявити, як змінюються 
в середньому значення однієї ВВ при зміні значень іншої; • виміряти тісноту 
зв'язку між ВВ. 

 

12.2.1. Емпіричний коефіцієнт кореляції 

♣ Емпіричний (вибірковий) коефіцієнт кореляції  – величина, яку об-

числюють за формулою: 

 ρ	=	 xy����	– 	x�·y�Sx·Sy
	, [12.4] 

де x	=	1n� xk

n

k=1
,   y	=	1n� yk

n

k=1
	.  

Ця формула отримана з формули (12.3) заміною мат. очікування 
й середнього квадратичного відхилення на їхні обґрунтовані оцінки. 

Емпіричний коефіцієнт кореляції ρ за абсолютною величиною не пе-
ревищує одиниці: 

–1	≤	ρ	≤	1. 
Якщо досліджувані величини X і Y мають сумісний нормальний роз-

поділ, то емпіричний коефіцієнт кореляції ρ є оцінкою (обґрунтованою 
й асимптотично ефективною) коефіцієнта кореляції r : 

ρ	=	r	2. 
У різних прикладних галузях прийняті різні оцінки міри статистичної 

залежності – наприклад, така:  

 
Рис. 12.2. Градація значень коефіцієнта кореляції 

При значеннях ρ, більших 0,99, залежність зазвичай вважають пов-
ною, функціональною. 

Емпіричний коефіцієнт ρ – величина випадкова. І лише за його вели-
чиною не можна судити про достовірність зв'язку: можливо, його зна-
чення – лише випадкова обставина. Тому необхідно перевіряти гіпотезу 
про значущість емпіричного коефіцієнта кореляції ρ. 
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72 12. Взаємозв'язки між випадковими величинами 

12.2.2. Діаграма розсіяння 

♣ Графічне представлення кореляційного 
зв'язку між двома величинами X і Y називають 
діаграмою розсіяння (кореляційним полем).  

При наближенні значення коефіцієнта ко-
реляції до +1 або -1 сумісний розподіл (X, Y) 
має тенденцію концентруватися поблизу де-
якої прямої лінії.  

Чим ближче абсолютна величина коефіцієнта кореляції до 1, тим ву-

жче еліпс, обмежуючий точки (x,	y) на діаграмі.  

    
 r≈0,2  r≈0,4  r≈0,6  r≈0,8 

Рис. 12.4. Діаграма розсіяння для різних значень коефіцієнта кореляції 

Коли значення r близькі до 0, лінійну тенденцію на діаграмі не видно. 
Аналіз діаграми може привести до висновку про відсутність лінійної 

тенденції, але наявності іншого, нелінійного взаємозв'язку даних або яких-
небудь їхніх особливостей. 

 

12.3. Елементи регресійного аналізу 

12.3.1. Моделі регресії 

Зазвичай розглядають закономірність зміни середнього значення 

однієї випадкової величини від значень іншої – тобто умовного математи-

чного очікування. 

♣ Для двовимірної ВВ (ξ, η) умовним математичним очікуванням  

ВВ η відносно ВВ ξ називають функцію Mξ(η), яка для кожного значення ξ 

дорівнює математичному очікуванню η, знайденому за умови, що ξ на-

була цього значення. 
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Рис. 12.3. Діаграма розсіяння 
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♣ Залежності між умовним математичним очікуванням однієї величини 

і значеннями іншої (чи декількох інших) називають функцією регресії: 

Mξ(η)	=	f(ξ) – рівняння регресії η на ξ,   

Mη(ξ)	=	φ(η) – рівняння регресії ξ на η.  

(У цих формулах f(ξ) – функція регресії η на ξ, а φ(η) – функція регресії 
ξ на η.) 

Графік функції регресії називають лінією регресії. 

У математичній статистиці умовному математичному очікуванню ві-

дповідає умовне середнє. 

 

12.3.2. Начала регресійного аналізу 

За результатами експерименту можна отримати наближене вира-
ження (оцінку) функцій регресії (тобто вибіркові рівняння регресії) вигляду: 

yx���	=	f D�x�,      xy���	=	φO(y), [12.5] 

де yx��� – умовне середнє змінної Y при фіксованому значенні змінної X, 

xy	���� – умовне середнє змінної X при фіксованому значенні змінної Y. 

Кореляційна залежність між величинами X і Y може бути подана як 

функціональна залежність між yx���  і X  або між xy���  і Y.  

Методи знаходження таких залежностей і оцінки їхніх статистичних 

властивостей складають зміст регресійного аналізу. 
 

12.3.3. Метод найменших квадратів. Парна лінійна 
регресія 

Завдання: за заданими значеннями #x1,y1$ ,…, #xn,yn$ і відповід-

ними частотами цих значень nkj, а також за умовними середніми xyj
���� і yxk

����� 
знайти функції регресії  f(x) і φ(y). 

Найпростішою формою кореляційно-регресійного зв'язку є ліній-

ний зв'язок між двома величинами – парна лінійна регресія. Її рівняння: 

 yx���	=	ax+b    або    xy���	=	cy+d. [12.6] 
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У кожному з цих рівнянь по дві невідомі величини – коефіцієнти лі-
нійної регресії. Так, у рівнянні yx���	=ax+b це параметри a,	b. Однозначно 

визначити їх за вибіркою неможливо – через вплив випадкових чинників.  

Вплив цих випадкових відхилень (погрішностей, помилок, збурень, 
шуму) на спостережувані значення подають так: 

yxk
�����	=	axk+b+εk (k=1,…,n),  

де εk – випадкова змінна, вона характеризує відхилення значень вибірки 
від теоретичної регресії.  

Треба знайти такі значення невідомих a і b, щоб випадкові відхи-
лення εk у сукупності були близькі до нуля.  

Суть методу найменших квадратів: знайти такі значення парамет-
рів a і b, щоб була як можна меншою зважена сума квадратів відхилень εk: 

 � εk
2·mxk

k
		→	min.  

Тоді буде знайдено рівняння прямої, найменш віддаленої від усіх то-
чок (xk,yxk

�����) з урахуванням їхніх вагів. (Підсумовуються саме квадрати ве-

личин εk
2, щоб запобігти зменшенню суми самих величин εk з різними 

знаками.) 

Цю суму розглядають як функцію від двох невідомих параметрів a і b: � εk
2·mxk

k
	=	� (axk+b-	yxk

�����)2·mxk
k

	.  

Записавши необхідну умову існування її мінімуму (рівність нулю двох 
частинних похідних), отримують лінійну систему двох рівнянь із двома змін-
ними a і b. Знайшовши рішення системи і перевіривши, що у знайденій 
точці досягається саме мінімум, отримують вирази для параметрів a і b: 

a	=	 xy����		–	x�·y�
x2����	–	(x�)2 							або					a	=	ρSy

Sx
; [12.7] 

 b	=	y�	–	ax�.  

Таким чином, рівняння лінійної парної регресії  одержує вигляд: 

 yx	=		ρSy
Sx

x	+	(y�–ax�)  

або 

 yx-	y�	=	ρSy
Sx

(x-x�). [12.8] 



 75 

Для лінійної регресії X на Y отримують аналогічні формули.  

Наприклад: c=ρ
Sx
Sy

;   d=x �-cy�	, [12.9] 

 xy-x �=	ρSx
Sy

(y-y�)	. [12.10] 

Зазвичай на графіці зображують обидві прямі регресії yx=	ax+b і 

yx=	cy+d  та точки вибірки #xk,	yk$. Вочевидь, вони обоє проходять через 

точку (x�,	y�) – центр розподілу.  

 
Рис. 12.5. Прямі регресії на кореляційному полі 

Прямі регресії Y на X і Х на Y співпадають лише тоді, коли |ρ|=1, 
тобто у разі функціональної лінійної залежності між величинами Х і Y.  

 

 

13. Основи перевірки статистичних гіпотез 

13.1. Статистичні гіпотези 

13.1.1. Гіпотези і критерії. Критичні області і точки 

Перевірка правдоподібності статистичних гіпотез є однією з основ-
них задач математичної статистики. 

♣ Статистичною гіпотезою називають будь-які статистичні припу-
щення про властивості генеральної сукупності, що перевіряються за значен-
нями вибірки. 

Перевірка гіпотез – це процедура перевірки, чи відповідає висунена 
гіпотеза вибірковим даним, та вирішення, чи допустима ця гіпотеза. 

�*	� , P	��

*	�  

P	�  

 y 

x 
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♣ Правило, за яким вирішують, прийняти або відхилити гіпотезу, нази-
вають критерієм. 

Ця процедура не доводить правильність або помилковість гіпотези. 
Вона лише перевіряє, чи узгоджені вибіркові дані з гіпотезою. 

♣ Гіпотезу, що перевіряється (основну), зазвичай позначають H0 і на-
зивають нульовою гіпотезою. Гіпотезу, що суперечить їй, називають 
альтернативною гіпотезою й позначають H1.  

Для перевірки гіпотези розраховують за значеннями вибірки деяку ви-
падкову величину, яку називають статистикою критерію (статистичним 
критерієм). Її добирають так, щоб був відомий її розподіл за умови справе-
дливості гіпотези. Обчислюють ймовірність появи цього розрахованого зна-
чення і за нею роблять висновок – відхиляти гіпотезу або ні.  

Таким чином, усі можливі значення статистики розбивають на дві  
підмножини: область відхилення гіпотези й область прийняття гіпотези.  

♣ Область відхилення гіпотези називають критичною областю, а об-
ласть прийняття гіпотези – областю прийняття гіпотези (областю допу-
стимих значень).  

Якщо розраховане за вибіркою значення статистики критерію потра-
пляє до критичної області, то гіпотезу відкидають. 

♣ Точки, що відокремлюють критичну область від області прийняття гі-
потези, називають критичними точками. Позначають Ккр. 

Для кожної статистики існують таблиці, за якими знаходять її крити-
чні точки. 

 

13.1.2. Рівень значущості критерію 

Перевірку гіпотез здійснюють на підставі випадкової вибірки. Отже, 
існує деяка ймовірність прийняти помилкове розв’язання.  

Розрізняють помилки першого й другого роду. Помилка 1 роду по-
лягає в тому, що буде знехтувана правильна гіпотеза. Помилка 2 роду 
полягає в тому, що буде прийнята неправильна гіпотеза.  

гіпотеза H0 приймається відкидається 

• правильна + помилка 1 роду 

• неправильна помилка 2 роду + 
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Імовірність помилки 1 роду позначають α. Імовірність помилки 2 роду 
позначають β. 

♣ Імовірність α припуститися помилки 1 роду (тобто відкинути нульову 

гіпотезу, якщо вона істинна) називають рівнем значущості критерію. За-

звичай на практиці використовують рівні значущості 0,05; 0,01. 

♣ Імовірність 1–β  не припуститися помилки 2 роду (тобто ймовірність 

відкинути нульову гіпотезу, якщо вона помилкова) називають потужністю 

критерію. 

Величину 1–α називають достовірністю. 

 

13.1.3. Загальна схема перевірки гіпотези 

Висунувши гіпотезу та задавши рівень значущості, вибирають стати-
стику для її перевірки і знаходять для неї критичну точку (точки). Обчис-
люють значення статистики за вибірковими даними й порівнюють із крити-
чною точкою. Якщо розраховане значення потрапляє в критичну область, 
гіпотезу відкидають. 

 

Загальна схема перевірки статистичної гіпотези: [13.1] 

1. Формулюють нульову гіпотезу H0 і альтернативну їй гіпотезу H1. 

2. Задають рівень значущості α (межу малоймовірності), найчастіше α=0,05. 

3. Вибирають статистику K – таку випадкову величину, щоб закон її розподілу при спра-

ведливості H0 був відомий. 

4. Знаходять критичну точку (точки) Ккр статистики згідно з вибраним рівнем значущості α. 

5. Отримують вибіркові дані.  

6. Розраховують за ними значення статистики KQ .  

7. Якщо значення KQ  потрапляє в критичну область, нульову гіпотезу H0 відхиляють і 

приймають альтернативну гіпотезу H1. 

Якщо значення KQ  не потрапляє до критичної області, це не означає, що доведена іс-

тинність нульової гіпотези H0. Це лише значить, що вибіркові дані не суперечать цій 

гіпотезі; говорять: «результати спостережень з імовірністю 1-α не суперечать вису-

неній гіпотезі H0». 
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Алгоритм перевірки статистичної гіпотези 

 

З появою комп’ютерів замість пошуку критичних точок (п. 4 схеми) 
і порівняння з ними KQ  (пп. 6, 7) зазвичай відразу обчислюють так зване 
p-значення – спостережуваний рівень значущості.  

♣ Спостережуваний рівень значущості p-значення – це ймовірність 
отримати значення статистики KQ  (або ще більше), якщо гіпотеза H0 була б 
істинна.  

У  програмах відразу обчислюють p-значення. Якщо воно менше ви-
браного рівня значущості (p<α), гіпотезу H0 відхиляють, інакше – ні. 

Алгоритм перевірки статистичної гіпотези  
з використанням p-значення 

[13.2] 

 

7. Порівнявши значення Kкр і KQ , дійти до висновку, відхилити гіпотезу H0 чи ні

6. Обчислити значення статистики KQ за вибіркою

5. Одержати вибірку даних

4. За рівнем значущості α знайти критичну точку (точки) Kкр

3. Вибрати статистику

2. Задати рівень значущості  α

1. Сформулювати нульову H0 і альтернативну H1 гіпотези

6а. Порівняти значення p і α: якщо p<α, гіпотезу H0 слід відхилити 

5а. Обчислити p-значення

4а. Одержати вибірку даних

3. Вибрати статистику

2. Задати рівень значущості α

1. Сформулювати нульову H0 і альтернативну H1 гіпотези
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13.1.4. Перевірка гіпотези про рівність двох дисперсій 
нормальних генеральних сукупностей 

Нехай X і Y – нормально розподілені генеральні сукупності, дисперсії 

яких невідомі. Із них отримані дві незалежні виборки обсягів nX і nY 

відповідно, за якими знайдені виправлені вибіркові дисперсії SX
2G  і SY

2G  . 

Необхідно перевірити з рівнем значущості α нульову гіпотезу H0, що дис-

персії генеральних сукупностей однакові: σX
2 = σY

2.  
Як критерій перевірки використовують відношення більшої виправ-

леної дисперсії до меншої, тобто випадкову величину

 
  

(де Smax
2G = max�SX

2Q , SY
2Q ),  Smin

2G = min(SX
2Q , SY

2Q )).  

Якщо гіпотеза H0 істинна, то випадкова величина F має F-розподіл Фішера – 

Снедекора із ступенями вільності k1=n1–1 і k2=n2–1 (де n1 і n2 – обсяги 

вибірок, за якими обчислені відповідно більша та менша виправлені дисперсії).  

Обчислене за вибіркою значення F-статистики FQ порівнюють із крити-
чним значенням Fкритич, знайденим у таблицях (чи за допомогою комп'ютера) 
для заданого рівня значущості і ступенів вільності. Якщо FQ	>Fкритич, то ско-

ріш за все гіпотезу H0 слід відхилити. 

Схема перевірки гіпотези:  

1. Нульова гіпотеза H0:σX
2 = σY

2; альтернативна H1∶ σX
2 > σY

2  (чи σX
2 < σY

2). 

2. Отримують вибіркові дані. Обчислюють виправлені вибіркові дисперсії  

 , , знаходять із них найбі-

льшу Smax
2G  та найменшу Smin

2G .  

3. Розраховують за ними значення статистики .  

4. За заданим рівнем значущості α і ступенями вільності k1=n1–1 і k2=n2–1 знахо-

дять критичну точку Fкритич=F (α, k1, k2). 

5. Якщо FQ ≤ Fкритич, нема підстав відхиляти нульову гіпотезу H0. 

Якщо FQ > Fкритич, нульову гіпотезу H0 відхиляють і приймають гіпотезу H1. 

F=
Smax

2Z
Smin

2Z  

SX
2G = 1

nX-1� (xk-x�)2nX

k=1
 SY

2G = 1
nY-1� (yk-y�)2nY

k=1
 

FQ=Smax
2Z

Smin
2Z  
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Якщо альтернативна гіпотеза H1 має вигляд	σX
2 ≠ σY

2, то п. 4 схеми 
набуває вигляду: 

4’.  За заданим рівнем значущості 
\
2 (удвічі меншим заданого) і ступенями вільності 

k1=n1–1  і  k2=n2–1 знаходять критичну точку Fкритич=F (
\
2, k1, k2). 

Зауваження. Якщо відомо математичне очікування якої-небудь з ге-
неральних сукупностей X чи Y, тоді замість виправленої вибіркової дис-

персії використовують відповідну її оцінку  чи 

 та відповідні ступені вільності k1=n1 або k2=n2. 

 

 

13.1.5. Перевірка гіпотези про рівність математичних 
очікувань нормальних генеральних сукупностей 

Нехай X і Y – нормально розподілені генеральні сукупності з невідо-
мими однаковими дисперсіями. Із них отримані дві незалежні виборки об-

сягів nX і nY відповідно, для них визначені вибіркові середні x�	і y� та виправлені 

вибіркові дисперсії SX
2G  і SY

2G . Необхідно перевірити з рівнем значущості α ну-

льову гіпотезу H0: MX=MY при альтернативній гіпотезі H1: MX≠MY. 

Як критерій перевірки використовують випадкову величину

  Якщо гіпотеза H0 істинна, то величина t має t-розподіл 

Стьюдента із ступенем вільності k=nX+nY-2. Для обчислення t підста-

вимо оцінки дисперсії SX
2G  і SY

2G : 

 

 

Обчислене за вибіркою значення t-статистики t	Q порівнюють із крити-
чним значенням tкритич, знайденим у таблицях (чи за допомогою комп'ютера) 

для заданого рівня значущості і ступеню вільності. Якщо =t	Q=>tкритич, то ско-

ріш за все гіпотезу H0 слід відхилити. 

SX
2=

1
nX
� (xk-MX)2
nX

k=1
 

SY
2=

1
nY
� (yk-MY)2
nY

k=1

 

t=
x� − y��D(X-Y)

t=
�x�-y�� ∙ �nX+nY-2 (nX-1)SX

2G + (nY-1)SY
2G .MnX·nY

nX+nY
. 
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Схема перевірки гіпотези:  

1. Нульова гіпотеза H0:MX=MY; альтернативна H1∶MX≠MY. 

2. Отримують вибіркові дані. Обчислюють виправлені вибіркові дисперсії SX
2G

 і SY
2G

.  

3. Розраховують за ними значення статистики 

 

 

4. За заданим рівнем значущості α і ступенем вільності k=nX+nY-2 знаходять критичну 

точку tкритич=t (α, k). 

5. Якщо =t	Q=≤tкритич, нема підстав відхиляти нульову гіпотезу H0. 

Якщо =t	Q=>tкритич, нульову гіпотезу H0 відхиляють і приймають гіпотезу H1. 

 

13.2. Критерії узгодження 

Критерії узгодження – це критерії перевірки, чи відповідає нульова 
гіпотеза вибірковим даним. Під альтернативною гіпотезою в цьому випа-
дку розуміють, що не виконана нульова гіпотеза H0. 

Передусім критерії узгодження застосовують при перевірці, що тео-
ретичний розподіл має певний вигляд. Найчастіше використовують крите-
рій узгодження Пірсона χ2 (хі-квадрат). 

13.2.1. Критерій узгодження Пірсона χ2 

Висунена гіпотеза H0: «Вибірка x1, x2, …, xn отримана з генераль-
ної сукупності, що має деякий певний розподіл F(x)». При цьому параме-
три розподілу можуть бути як відомі (проста гіпотеза), так і невідомі (і тоді 
оцінені за вибіркою). 

Для перевірки гіпотези діапазон значень вибірки розбивають на 

m інтервалів [zk-1, zk) (де k=1,2,…,m) і для кожного з них розраховують 

частоту nk і відносну частоту pk
*=

nk
n  потрапляння до нього значень вибі-

рки. Також розраховують теоретичні ймовірністі pk потрапляння значень 

до кожного інтервалу за передбаченим розподілом F(x): pk=F(zk)-F(zk-1). 
Як міру розбіжності даних приймають величину K: 

K	=� ck #pk
*-pk$2m

k=1
	. 

t=
�x�-y�� ∙ �nX+nY-2 (nX-1)SX

2G + (nY-1)SY
2G .MnX·nY

nX+nY
. 
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Якщо ck=
n
pk

, то закон розподілу K при великих n практично не зале-

жить від функції розподілу F(x) і числа випробувань n, а лише від числа 

інтервалів m і збігається до розподілу хі-квадрат χ2. Тому таку величину K  

Розподіл χ2 залежить від параметра ν – числа ступенів вільності. 
Для критерію узгодження Пірсона він пов’язаний із числом інтервалів m: 

ν = m–u–1,  
де m – число інтервалів, u – число невідомих параметрів теоретичного 
розподілу, розрахованих за вибіркою. 

Для перевірки гіпотези обчислене за вибіркою значення KQ=χ2G  порівню-
ють за схемою (13.1) з критичним значенням χ

критич
2 , знайденим у таблицях (чи 

за допомогою комп'ютера) для заданого рівня значущості α і числа ступенів 

вільності ν. Якщо χ2G>χ
критич
2 , то скоріш за все гіпотезу H0 слід відхилити. 

Схема (13.1) набере вигляду (13.4). 

Схема перевірки за критерієм Пірсона χ2  [13.4] 

гіпотези про закон розподілу неперервної ВВ:  

1–3. Формулюють нульову гіпотезу H0. Задають рівень значущості α. Як статистику кри-

терію використовують K=χ2. 

4. Отримують вибіркові дані.  

5. Розраховують за ними значення статистики χ2G : 

а) увесь діапазон значень розбивають на m груп (інтервалів) і підраховують частоти 
nk потрапляння значень до кожного інтервалу; 

б) для кожного інтервалу розраховують (за формулою теоретичного розподілу гіпотези H0) 

імовірності pk потрапляння до нього значень і теоретичні частоти npk. Якщо точні 

значення u параметрів розподілу невідомі, їх замінюють на їхні точкові оцінки; 

в) розраховують значення χ2G . 

6. За таблицями або за допомогою комп'ютера визначають критичне значення χ
критич
2  

для заданого рівня значущості α  і числа ступенів вільності ν=m–u–1. 

7. Якщо χ2G>χ
критич
2 , то на рівні значущості α гіпотезу H0 відхиляють як таку, що не уз-

годжується з результатами спостережень. 

Якщо ж  χ2G≤χ
критич
2 , то результати спостережень із імовірністю α не суперечать 

висуненій гіпотезі H0 і немає підстав її відкидати.  

також позначають χ2: K	=	χ2 =	� #nk–npk$2
npk

m

k=1
. [13.3] 
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Алгоритм застосування критерію Пірсона χ2  

 

 

13.2.2. Критерій Колмогорова  

Критерій узгодження Колмогорова призначений для перевірки гіпотези про 

приналежність вибірки деякому закону розподілу. Він придатний лише для непере-

рвних ВВ і тільки якщо для передбачуваного закону розподілу відомі усі параметри. 

Нехай F(x) – теоретична функція розподілу, параметри якої відомі, Fn(x) – 

емпірична функція розподілу. Висувається проста гіпотеза H0: генеральна сукуп-

ність має розподіл F(x). 
Як міру розбіжності розглядають величину Dn – статистику Колмогорова:  

 Dn=max
x
	|Fn(x)-F(x)|. [13.5] 

Якщо гіпотеза H0 правильна, то для будь-якої функції розподілу F(x) ста-

тистика Dn у певному сенсі збігається до нуля.  

Доведено, що розподіл величини √nDn при n→∞ збігається до функції 

K(x), для якої складено таблицю критичних значень. Задавши рівень значущості, 

за цими таблицями знаходять критичне значення Kкритич, і якщо виявиться, що 

√nDn>Kкритич, то гіпотезу H0 відкидають. 

Якщо χ2G >χкр
2 ─ гіпотезу H0 відхиляють; 

якщо χ2G ≤ χкр
2 ─ немає підстав відхиляти H0

.

За рівнем значущості α і числом ступенів свободи ν знайти критичне значення χкр
2 .

– обчислити значення χ2G .

– обчислити ймовірности pk і теоретичні частоти npk;

– підрахувати частоти nk попадання до інтервалів;

– розбити вибірку на m інтервалів;

Обчислити значення критерію χ2G за вибіркою:

Отримати вибірку даних.

Сформулювати гіпотезу H0.  Задати рівень значущості α.
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Схема застосування критерію Колмогорова: [13.6] 

1–2. Формулюють нульову гіпотезу H0. Задають рівень значущості α.  

3–4. Як статистику критерію використовують K=K(x). Для вибраного α знаходять крити-

чне значення Kкритич. 

5. Отримують вибіркові дані.  

6. Обчислюють: 

а) емпіричну функцію розподілу Fn�x� за вибіркою; 

б) теоретичну функцію розподілу F(x) за вибіркою; 

в) величину Dn=max
x
	|Fn(x)-F(x)|; 

г) значення √nDn. 

7. Якщо √nDn>Kкритич, то на рівні значущості α гіпотезу H0 відхиляють. 

Якщо ж √nDn≤Kкритич, то результати спостережень з імовірністю α не суперечать 

висуненій гіпотезі H0 і немає підстав її відкидати. 

Алгоритм застосування критерію Колмогорова 

 
Перевага критерію Колмогорова – у його простоті і вільності від розподілу: 

неважливо, з яким саме законом перевіряється узгодженість. Але бажано, щоб 

дані були негрупованими, і потрібно, щоб були відомі усі параметри передбачу-

ваного закону. Якщо ж параметри невідомі, виявляється перевага критерію 

Пірсона. Але він має недоліки через вимоги до інтервалів угрупування даних. 

Якщо	 nDn>Kкр – гіпотезу H0 відхиляють;

якщо χ2G ≤ χкр
2 ─ немає підстав відхиляти H0

.

nDn	.
																	Dn=max|Fn x −F x |

теоретичну функцію розподілу F(x)

емпіричну функцію розподілу Fn(x)

Обчислити	за вибіркою:
Отримати вибірку даних.

За рівнем значущості α знайти критичне значення Kкр.

Сформулювати гіпотезу H0. Задати рівень значущості α.
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Додатки 
Додаток 1 

Основні позначення і скорочення 

Позначення: 
A, B, C… — випадкові події 
A ���� — подія, протилежна А 
∅ — неможлива подія 
Ω — достовірна подія 
ω1,	ω2… — елементарні події 
Ω={ω1,ω2,…} — простір елементарних подій 

U — алгебра подій 
P(A) — імовірність події А 
P(B/A) — умовна ймовірність події В (імовірність події В за умови, що 
відбулася подія А) 
H1, H2, H3… — гіпотези (події, що утворюють повну групу,  
з однією з яких може відбутися подія А) 
ξ,	η, ζ,		ξ�ω�, η�ω�… — випадкові величини 
Mξ — математичне очікування випадкової величини ξ 
Dξ — дисперсія випадкової величини ξ 
σ(ξ) — середнє квадратичне (стандартне) відхилення випадкової величини ξ 
νm — початковий момент порядку m 
µ

m
 — центральний момент порядку m 

Fξ�x�, F(x) — функція розподілу випадкової величини ξ 

p
ξ
�x�, p(x) — щільність розподілу випадкової величини ξ 

(ξ, η) — двовимірна випадкова величина (система двох випадкових величин) 
Fξ, η�x,y� — функція сумісного розподілу (ξ, η) 

cov(ξ, η) — коваріація випадкових величин ξ і η 

rξ, η — коефіцієнт кореляції випадкових величин ξ і η 

Φ(x) — функція Лапласа (інтеграл імовірностей) 
χ2 — розподіл Пірсона 
χ2(n) — випадкова величина, що має розподіл  χ2 з n ступенями вільності 

Cn
k  — число сполук із n елементів по k елементів 

An
k  — число розміщень із n елементів по k елементів 

Pn — число перестановок із n елементів 

n! — факторіал числа n 

Fn�x� — емпірична функція розподілу 
N(a, σ) — нормальний розподіл з параметрами a (математичне очікування) і σ 
(середнє квадратичне відхилення) 
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N(0,1) — стандартний (нормований) нормальний розподіл (з  математичним 
очікуванням 0 і середнім квадратичним відхиленням 1) 
ξ~N(a, σ) — випадкова величина ξ має нормальний розподіл з параметрами a і  σ 
t(n) — випадкова величина, що має t-розподіл Стьюдента з n ступенями 
вільності 
x �  — вибіркове середнє 

Sx
2 — вибіркова дисперсія 

Sx 
2G  — виправлена (незміщена) вибіркова дисперсія 

Sx — вибіркове середнє квадратичне відхилення 

ΘD  — оцінка параметра Θ 
γ — довірча ймовірність (надійність оцінки) 
α — рівень значущості 

L #Θ, x1, x2, …, xn$ — функція правдоподібності 

νm
*  — початковий емпіричний момент порядку m 

µm
*  — центральний емпіричний момент порядку m 

ρ — емпіричний коефіцієнт кореляції 
yx��� — умовне середнє змінної Y при фіксованому значенні змінної X 

εk — відхилення (залишки, погрішності, помилки, обурення, шум) 
H0 — нульова гіпотеза 
H1 — альтернативна гіпотеза 
 
Скорочення: 
ТЙ — теорія ймовірностей  МС — математична статистика 
ВВ — випадкова величина ЦГТ — центральна гранична теорема 
ЗВЧ — закон великих чисел  

 
 

Додаток 2 

Грецький алфавіт 

 Α α альфа Ι ι йота Ρ ρ ро Β β бета Κ κ каппа Σ σ сигма Γ γ гамма Λ λ лямбда Τ τ тау 

∆ δ дельта Μ µ мю Υ υ юпсилон (іпсилон) Ε ε епсілон Ν ν ню (ні) Φ φ фі Ζ ζ дзета Ξ ξ ксі Χ χ хі Η η ета Ο ο омікрон Ψ ψ псі 

Θ θ, ϑ тета Π π пі Ω ω омега 
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Додаток 3 

Основні формули комбінаторики 

Правило суми. Число способів виконати будь-яку (одну) з двох взаємови-
ключних дій дорівнює сумі способів виконати кожну з них. 

Правило множення. Число способів виконати одну за іншою декілька дій 
дорівнює добутку способів виконати кожну з них. 

Правило включення – виключення. Нехай m об’єктів мають власти-
вість A, а n об’єктів мають властивість B, причому k об’єктів мають одночасно 
властивості A і B. Тоді кількість елементів, що мають властивості А або B, дорів-
нює  m+n–k. 

Усі три правила поширюються на будь-яке скінченне число дій або влас-
тивостей. 

* * * 
Перестановки Pn з n елементів – всілякі сукупності з n елементів, що відрі-

зняються одна від одної лише порядком розташування елементів. 
Розміщення  An

k  з n елементів по k в кожному – всілякі впорядковані сукуп-
ності k елементів із n, які відрізняються: або складом елементів, або порядком їх 
розташування, або й тим й іншим. 

Сполука Cn
k  з n елементів по k в кожному – всілякі довільні (невпорядковані) 

сукупності з k елементів, які відрізняються одна від одної лише складом  
елементів. 

Число: 

♣ перестановок Pn	=	n!  

♣ розміщень An
k = n∙�n-1�∙�n-2�…∙(n-k+1)  

або An
k =

n!�n-k�! (0≤k≤n) 

♣ сполук Cn
k = 

An
k 	

Pn
 = 

n!
k!∙�n-k�!  

(де n!=1∙2∙…∙n   – факторіал числа. При цьому 0!=1.) 

 
Властивості сполук: 

1. Cn
0 	=	Cn

n = 1.  3. Cn
0 + Cn

1 +…+	Cn
n =	2n. 

2.	Cn
1 = n.  4. Cn

k = Cn
n-k  (властивість симетрії). 

5. Cn+1
k+1  = Cn

k + Cn
k+1 (властивість Паскаля)  (0<k<n). 
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центральна гранична теорема, 49 
Гаусса, 50 
Ляпунова, 50 

центральний момент, 62 
частота, 53 
щільність розподілу, 35 

 



 

Навчальне видання 

 
 
 

Дьячкова Ольга Володимирівна 
 
 

ТЕОРІЯ ЙМОВІРНОСТЕЙ  

І МАТЕМАТИЧНА СТАТИСТИКА 

Опорний конспект 
 
 
 
 
 
 
 
 

Коректор О. В. Анцибора 

Комп’ютерний набір і верстання О. В. Дьячкова 
Макет обкладинки О. В. Дьячкова 
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