
Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В.Н. Каразiна

Мiнiстерство освiти i науки України

Квалiфiкацiйна наукова

праця на правах рукопису

Заварзiна Олеся Олегiвна

УДК 517.982, 515.124

ДИСЕРТАЦIЯ

«IЗОМЕТРIЇ ТА СТИСКАННЯ ПIДМНОЖИН

БАНАХОВОГО ПРОСТОРУ»

Спецiальнiсть 111 – «Математика»

(Галузь знань 11 - «Математика та статистика»)

Подається на здобуття ступеня доктора фiлософiї

Дисертацiя мiстить результати власних дослiджень. Використання iдей,

результатiв i текстiв iнших авторiв мають посилання на вiдповiдне джерело.

О. О. Заварзiна

Науковий керiвник: Кадець Володимир Михайлович,

доктор фiзико-математичних наук, професор.

Харкiв – 2020



2

АНОТАЦIЯ

Заварзiна О. О. Iзометрiї та стискання пiдмножин банахового

простору. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття ступеня доктора фiлософiї за спецiальнiстю

111 – Математика (Галузь знань 11 – Математика та статистика). –

Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна Мiнiстерства

освiти i науки України, Харкiв, 2020.

У вступi обґрунтовано вибiр теми дисертацiйної роботи,

сформульованi мета, об’єкт, предмет, завдання та методи дослiдження.

Наданi вiдомостi про наукову новизну i значення отриманих результатiв,

зв’язок з науковими програмами, планами, темами.

Перший роздiл присвячений огляду наукової лiтератури та iсторiї

розвитку питань, що розглядаються в дисертацiї.

Означення. Метричний простiр називається пластичним, якщо кожна

нерозтягувальна бiєкцiя цього простору на себе є iзометрiєю.

Результати дисертацiї зосередженi навколо наступних питань:

Питання 1. Одиничнi кулi яких банахових просторiв є пластичними?

Питання 2. Як можна описати пластичнi опуклi обмеженi замкненi

пiдмножини гiльбертового простору?

Проблема Тiнглi. Чи можна iзометрiю мiж одиничними

сферами двох банахових просторiв продовжити до лiнiйного бiєктивного

вiдображення мiж цими просторами?

Першi два питання вмотивованi результатами та прикладами з [9],

[20] i [6]. А саме: пластичнiстю цiлком обмежених метричних просторiв

та прикладами не цiлком обмежених i навiть необмежених пластичних

просторiв; пластичнiстю одиничних куль строго опуклих банахових

просторiв, зокрема гiльбертових, та прикладом непластичного елiпсоїда

у гiльбертовому просторi.

Проблема Тiнглi, незважаючи на велику кiлькiсть часткових

результатiв, як то [13] чи [8], є нерозв’язаною навiть у двовимiрному
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випадку. У [23] проблема Тiнглi розв’язана для так званих локальних

GLcпросторiв, зокрема, GL-просторiв, а також доведено, що 𝑐0-, ℓ1- i

ℓ∞-суми зберiгають клас GL-просторiв. У цьому свiтлi нас зацiкавили

властивостi GL-просторiв, зокрема описання GLR-просторiв.

Другий роздiл присвячений вивченню питання 1, та його природному

розширенню.

Питання 3. Для яких пар, взагалi кажучи, рiзних банахових

просторiв нерозтягувальна бiєкцiя мiж їхнiми одиничними кулями має бути

iзометрiєю?

Головнi результати роздiлу – теореми 2.9, 2.23, 2.20, 2.28, 2.38 –

розв’язують цю проблему для пар просторiв (𝑋, 𝑌 ), де 𝑋 – довiльний

банахiв простiр, а 𝑌 – строго опуклий, ℓ1, скiнченновимiрний, сума

строго опуклих просторiв по ℓ1 та такий простiр, одинична сфера

якого є об’єднанням усiх своїх скiнченновимiрних полiедральних крайнiх

пiдмножин вiдповiдно. У теоремi 2.10 ця задача розв’язана для довiльного

простору 𝑌 i строго опуклого простору 𝑋. Таким чином, вiдповiдь на

питання 1 додатково отримана для простору ℓ1, суми строго опуклих

просторiв по ℓ1 та простору, одинична сфера якого є об’єднанням усiх своїх

скiнченновимiрних полiедральних крайнiх пiдмножин.

У третьому роздiлi мiстяться результати з приводу питання 2. А

саме, отриманий критерiй лiнiйної пластичностi тiлесного елiпсоїда у

сепарабельному гiльбертовому просторi.

Пiд елiпсоїдом у гiльбертовому просторi ми розумiємо множину

вигляду

𝐸 =

{︃
𝑥 =

∑︁
𝑛∈N

𝑥𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝐻 :
∑︁
𝑛∈N

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑛
𝑎(𝑛)

⃒⃒⃒⃒2
6 1

}︃
,

де {𝑒𝑖}𝑖∈N позначає ортонормований базис, а числа 𝑎(𝑛) > 0 називають

пiвосями 𝐸. Ми накладаємо на функцiю 𝑎 : N → R+ вимоги:

inf
𝑛
𝑎(𝑛) > 0,

sup
𝑛

𝑎(𝑛) < +∞,
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що забезпечує непорожнiсть внутрiшностi i обмеженiсть 𝐸. Позначимо

𝐴 = 𝑎(N) множину пiвосей 𝐸, i для кожного 𝑡 ∈ 𝐴 ми називатимемо його

кратнiстю кiлькiсть елементiв у множинi 𝑎−1(𝑡).

Означення. Нехай𝑀 – пiдмножина нормованого простору𝑋. Будемо

говорити, що 𝑀 лiнiйно пластична, якщо будь-який лiнiйний оператор 𝑇 :

𝑋 → 𝑋, чиє обмеження на𝑀 є бiєктивним нерозтягуючим вiдображенням

з 𝑀 на 𝑀 , є iзометрiєю на 𝑀 .

Головний результат роздiлу наступний.

Теорема. Елiпсоїд 𝐸 є лiнiйно пластичним тодi i тiльки тодi, коли

кожна пiдмножина 𝐵 множини 𝐴 пiвосей 𝐸, що складається бiльш нiж з

одного елемента, має принаймнi одну з наступних властивостей:

1. 𝐵 має максимум скiнченної кратностi;

2. 𝐵 має мiнiмум скiнченної кратностi.

Четвертий роздiл присвячений вивченню властивостей

GL-просторiв.

Означення. Замкненою зрiзкою одиничної кулi 𝐵𝑋 банахового

простору 𝑋 називається пiдмножина 𝐵𝑋 вигляду

𝒮(𝑥*, 𝛼) = {𝑥 ∈ 𝐵𝑋 : 𝑥*(𝑥) > 1− 𝛼},

де 𝑥* ∈ 𝑆𝑋* i 𝛼 ∈ (0, 1).

Означення. Банахiв простiр 𝑋 називається узагальнено-пишним, або

GL-простором, якщо для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 i будь-якого 𝜀 > 0 знайдеться

зрiзка 𝒮(𝑥*, 𝜀), така що 𝑥 ∈ 𝒮(𝑥*, 𝜀) i

dist (𝑦,𝒮(𝑥*, 𝜀)) + dist (−𝑦,𝒮(𝑥*, 𝜀)) < 2 + 𝜀

для всiх 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 .

Означення. Гранню одиничної кулi банахового простору 𝑋 будемо

називати непорожню множину вигляду

ℱ(𝑥*) = {𝑥 ∈ 𝐵𝑋 : 𝑥*(𝑥) = 1},

де 𝑥* ∈ 𝑆𝑋*.
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Означення. Пiдмножину 𝐴 ⊂ 𝐵𝑋 називатимемо пухкою, якщо для

будь-якого 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 знайдуться 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴, такi що

‖𝑦 − 𝑎1‖+ ‖𝑦 + 𝑎2‖ 6 2.

Означення. Нормований простiр 𝑋 називається ультра-GL вiдносно

пiдпростору 𝑊 ⊂ 𝑋* (ультра-GL(𝑊 )-простiр), якщо для будь-якого 𝑥 ∈
𝑆𝑋 знайдеться 𝑥* ∈ 𝑆𝑊 , такий що 𝑥 ∈ ℱ(𝑥*) i ℱ(𝑥*) пухка. У випадку,

коли 𝑊 = 𝑋*, простiр 𝑋 будемо називати ультра-GL.

Нехай 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) – нормований простiр. Позначимо 𝑒𝑘, 𝑘 =

1, . . . , 𝑛, елементи канонiчного базису: координата з номером 𝑘 вектора

𝑒𝑘 дорiвнює 1, усi iншi – нулю. Норму ‖ · ‖𝐸 будемо називати абсолютною,

якщо вона задовольняє наступнi умови:

(i) ‖𝑒𝑘‖𝐸 = 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛;

(ii) для будь-якого 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) вектор

|𝑎| := (|𝑎1|, ..., |𝑎𝑛|)

має таку ж норму, як 𝑎:

‖(𝑎1, ..., 𝑎𝑛)‖𝐸 = ‖(|𝑎1|, ..., |𝑎𝑛|)‖𝐸.

Нехай 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 – нормованi простори, i 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) – простiр з

абсолютною нормою. 𝐸-сума просторiв 𝑋𝑘 (позначимо її 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1) – це

векторний простiр усiх 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑥𝑘 ∈ 𝑋𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, з нормою

‖𝑥‖ = (‖𝑥1‖, . . . , ‖𝑥𝑛‖)𝐸.

Означення. Простiр 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) з абсолютною нормою

називається GL-зберiгаючим (коротко – GLR-простором), якщо для

кожного набору 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 GL-просторiв вiдповiдна 𝐸-сума 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1 є

GL-простором.

Означення. Нехай 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) – простiр з абсолютною нормою,

𝑑* = (𝑑1, ..., 𝑑𝑛) ∈ ext(𝐵𝐸*) з 𝑑𝑘 > 0. Грань ℱ(𝑑*) ⊂ 𝑆𝐸 називається
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монотонно пухкою якщо, позначивши 𝐷 = {𝑘 : 𝑑𝑘 ̸= 0}, для будь-якого

𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) ∈ 𝑆𝐸 з 𝑎𝑘 > 0 i будь-якого 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑛) ∈ 𝐵𝐸 з

0 6 𝑧𝑘 6 𝑎𝑘 для 𝑘 ∈ 𝐷

знайдеться 𝑏 = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ ℱ(𝑑*), такий що ‖𝑏 − 𝑧‖ = 1 − 𝑑*(𝑧) i 𝑏𝑘 > 𝑎𝑘

для 𝑘 ∈ 𝐷. Простiр 𝐸 називається GL-монотонним (GLM-простором),

якщо для будь-якого 𝑑* ∈ ext(𝐵𝐸*) з 𝑑𝑘 > 0 вiдповiдна грань ℱ(𝑑*) ⊂ 𝑆𝐸 є

монотонно пухкою.

У роздiлi детально розглядається взаємодiя наведених вище понять.

Головними результатами роздiлу є наступнi теореми та наслiдок.

Теорема. Одинична куля будь-якого скiнченновимiрного GL-простору

є багатогранником з пухкими максимальними гранями.

Теорема. Простiр 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) з абсолютною нормою є

GL-зберiгаючим тодi i тiльки тодi, коли вiн GL-монотонний.

Теорема. Нехай𝑋 – банахiв простiр, i U – нетривiальний ультрафiльтр

на N. Тодi наступнi твердження еквiвалентнi:

(I) 𝑋 – GL-простiр,

(II) 𝑋U – ультра-GL вiдносно пiдпростору 𝑊 = (𝑋*)U.

Теорема. Нехай 𝑋 – дiйсний двовимiрний GL-простiр. Тодi

𝑋 iзометричний або простору, чия одинична куля є шестикутником з

одиничними ребрами, або (R2, ‖ · ‖ℓ1).
Наслiдок. Єдиними двовимiрними GLR-просторами є ℓ21 i ℓ

2
∞.

Ключовi слова: нерозтягувальне вiдображення, одинична куля,

пластичний простiр, строго опуклий простiр, елiпсоїд, лiнiйно-пластичний

простiр, проблема Тiнглi, властивiсть Мазура-Улама, полiедральний

простiр, GL-простiр, ультрадобуток.
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ABSTRACT

Zavarzina O. O. Isometries and contractions of Banach space subsets.

Qualification scholarly paper: a manuscript.

Thesis submitted for obtaining the Doctor of Philosophy degree in

Mathematics and statistics Sciences, Speciality 111 – Mathematics. –

V. N. Karazin Kharkiv National University, Ministry of Education and Science

of Ukraine, Kharkiv, 2020.

In the introduction the choice of the topic of the thesis is explained,

the goal, object, subject, tasks and methods of research are formulated. The

information about the scientific novelty and the significance of the results

obtained, connection with scientific programs, plans, themes is provided. Also,

the introduction contains information on the publications of the applicant with

an indication of the personal contribution and the approbation of the thesis

results.

The first section is devoted to the survey of the literature and short

history of questions considered in the thesis.

Definition. A metric space is called expand-contract plastic if every

non-expansive bijection of this space onto itself is an isometry.

The results of the thesis are concentrated around the following problems:

Problem 1. What Banach spaces have expand-contract plastic unit balls?

Problem 2. Is there a description of expand-contract plastic convex

bounded closed subsets of Hilbert spaces?

Tingley’s problem. Is it true that a bijective isometry between the

unit spheres of two real Banach spaces extends to a linear isometry of the

corresponding spaces?

The first two questions are motivated by results and examples from [9], [20]

and [6]. Namely, the plasticity of totally bounded metric spaces and examples

of not totally bounded and even unbounded plastic spaces; plasticity of the

unit balls of strictly convex Banach spaces, in particular Hilbert spaces, and

the example of a not-EC-plastic ellipsoid in the Hilbert space.
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In spite of a number of partial positive results, for example [13] or [8],

in general case, Tingley’s problem is still open even in dimension two. In

[23] Tingley’s problem is solved for so called locally-GL-spaces, in particular,

GL-spaces; it is shown that the class of GL-spaces is stable under 𝑐0-, ℓ1- and

ℓ∞-sums. That is why we are interested in the properties of GL-spaces, in

particular, in description of GLR-spaces.

The second section is devoted to studying of Problem 1 and its natural

extension.

Problem 3. For which pairs of different, generally speaking, Banach spaces

any non-expansive bijection between their unit balls appears to be an isometry?

The main results of the section are Theorems 2.9, 2.23, 2.20, 2.28, 2.38,

which solve this problem for pairs of spaces (𝑋, 𝑌 ), where 𝑋 is an arbitrary

Banach space and 𝑌 is strictly convex, ℓ1, finite-dimensional, ℓ1-sum of the

collection of strictly convex Banach spaces or the space whose unit sphere is the

union of all its finite-dimensional polyhedral extreme subsets correspondingly.

Theorem 2.10 solves this problem for an arbitrary Banach space 𝑌 and strictly

convex Banach space 𝑋. So, the answer to Problem 1 is additionally received

for ℓ1, ℓ1-sum of the collection of strictly convex Banach spaces and for the

space whose unit sphere is the union of all its finite-dimensional polyhedral

extreme subsets.

In the third section the results concerning Problem 2 are contained.

Namely, the criterion for linear plasticity of a solid ellipsoid in a separable

Hilbert space is obtained.

An ellipsoid in a Hilbert space is a set of the form

𝐸 =

{︃
𝑥 =

∑︁
𝑛∈N

𝑥𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝐻 :
∑︁
𝑛∈N

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑛
𝑎(𝑛)

⃒⃒⃒⃒2
6 1

}︃
,

where {𝑒𝑖}𝑖∈N denotes a fixed orthonormal basis and the positive numbers

𝑎(𝑛) > 0 are called semi-axes of 𝐸. We suppose that the corresponding func-

tion 𝑎 : N → R+ is bounded above and below, which ensures solidness and

boundedness of 𝐸. Denote by 𝐴 = 𝑎(N) the set of semi-axes of 𝐸, and for
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every 𝑡 ∈ 𝐴 we call its mutiplicity the number of elements in the set 𝑎−1(𝑡).

Definition. Let 𝑀 be a subset of a normed space 𝑋. We say that 𝑀 is

linearly expand-contract plastic (briefly LEC-plastic) if every linear operator

𝑇 : 𝑋 → 𝑋 whose restriction on 𝑀 is a non-expansive bijection from 𝑀 onto

𝑀 is an isometry on 𝑀 .

The main result of the section is following.

Theorem. The ellipsoid 𝐸 is LEC-plastic if and only if every subset 𝐵 of

the set 𝐴 of semi-axes of 𝐸 that consists of more than one element possesses

at least one of the following properties:

1. 𝐵 has a maximum of finite multiplicity;

2. 𝐵 has a minimum of finite multiplicity.

The fourth section is devoted to the study of the properties of GL-spaces.

Definition. A closed slice of the unit ball 𝐵𝑋 of a Banach space 𝑋 is a

subset of 𝐵𝑋 of the form

𝒮(𝑥*, 𝛼) = {𝑥 ∈ 𝐵𝑋 : 𝑥*(𝑥) > 1− 𝛼},

where 𝑥* ∈ 𝑆𝑋* and 𝛼 ∈ (0, 1).

Definition. A Banach space 𝑋 is said to be generalized-lush (GL-space

for short) if for every 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 and every 𝜀 > 0 there exists a slice 𝒮(𝑥*, 𝜀) with
𝑥* ∈ 𝑆𝑋* such that 𝑥 ∈ 𝒮(𝑥*, 𝜀) and

dist (𝑦,𝒮(𝑥*, 𝜀)) + dist (−𝑦,𝒮(𝑥*, 𝜀)) < 2 + 𝜀

for all 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 .

Definition. A face of the unit ball of a Banach space 𝑋 is a nonempty set

of the form

ℱ(𝑥*) = {𝑥 ∈ 𝐵𝑋 : 𝑥*(𝑥) = 1},

where 𝑥* ∈ 𝑆𝑋*.

Definition. We call a subset 𝐴 ⊂ 𝐵𝑋 plump if for every 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 there are

𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴 such that

‖𝑦 − 𝑎1‖+ ‖𝑦 + 𝑎2‖ 6 2.
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Definition. A normed space 𝑋 is said to be ultra-GL with respect to a

subspace 𝑊 ⊂ 𝑋* (ultra-GL(𝑊 )-space) if for every 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 there exists an

𝑥* ∈ 𝑆𝑊 such that 𝑥 ∈ ℱ(𝑥*) and ℱ(𝑥*) is plump. In the case of 𝑊 = 𝑋* the

space 𝑋 is said to be ultra-GL.

Let 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) be a normed space. Denote by 𝑒𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, the

elements of the canonical basis: the 𝑘-th coordinate of the vector 𝑒𝑘 equals 1,

all the others are equal to 0. A norm ‖ · ‖𝐸 is called absolute, if it satisfies the

following conditions:

(i) ‖𝑒𝑘‖𝐸 = 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛;

(ii) for any 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) vector

|𝑎| := (|𝑎1|, ..., |𝑎𝑛|)

has the same norm as 𝑎:

‖(𝑎1, ..., 𝑎𝑛)‖𝐸 = ‖(|𝑎1|, ..., |𝑎𝑛|)‖𝐸.

Let 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 be normed spaces and 𝐸 = (R𝑛, ‖·‖𝐸) be a space with absolute
norm. 𝐸-sum of the spaces 𝑋𝑘 (denote it by 𝐸(𝑋𝑘)

𝑛
1) is the vector space of all

𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑥𝑘 ∈ 𝑋𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, endowed with the following norm:

‖𝑥‖ = (‖𝑥1‖, . . . , ‖𝑥𝑛‖)𝐸.

Definition. A space 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) with absolute norm is said to

be GL-respecting (GLR-space for short) if for every collection 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 of

GL-spaces the corresponding 𝐸-sum 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1 is generalized-lush.

Definition. Let 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) be a space with absolute norm, 𝑑* =

(𝑑1, ..., 𝑑𝑛) ∈ ext(𝐵𝐸*) with 𝑑𝑘 > 0. The face ℱ(𝑑*) ⊂ 𝑆𝐸 is said to be

monotone plump if, denoting 𝐷 = {𝑘 : 𝑑𝑘 ̸= 0}, for every 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) ∈ 𝑆𝐸

with 𝑎𝑘 > 0 and every 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑛) ∈ 𝐵𝐸 with

0 6 𝑧𝑘 6 𝑎𝑘 for 𝑘 ∈ 𝐷 (0.1)

there is 𝑏 = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ ℱ(𝑑*) such that ‖𝑏 − 𝑧‖ = 1 − 𝑑*(𝑧) and 𝑏𝑘 > 𝑎𝑘

for 𝑘 ∈ 𝐷. The space 𝐸 is said to be GL-monotone (GLM-space for short)
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if for every 𝑑* ∈ ext(𝐵𝐸*) with 𝑑𝑘 > 0 the corresponding face ℱ(𝑑*) ⊂ 𝑆𝐸 is

monotone plump.

The interaction of the concepts above is discussed in the section in detail.

The main results of this section are the following theorems and corollary.

Theorem. The unit ball of every finite-dimensional GL-space is a

polyhedron whose maximal faces are plump.

Theorem. A space 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) with absolute norm is GL-respecting

if and only if it is GL-monotone.

Theorem. Let 𝑋 be a Banach space, and U be a nontrivial ultrafilter on

N. Then the following assertions are equivalent:

(I) 𝑋 is a GL-space,

(II) 𝑋U is ultra-GL with respect to the subspace 𝑊 = (𝑋*)U.

Theorem. Let𝑋 be a real two-dimensional GL-space. Then𝑋 is isometric

either to the space, whose unit sphere is the equilateral hexagon with unit edges,

or to (R2, ‖ · ‖ℓ1).
Corollary. The only two-dimensional GLR-spaces are ℓ21 and ℓ2∞.

Keywords: non-expansive map, unit ball, plastic space, strictly convex

space, ellipsoid, linearly expand-contract plastic space, Tingley’s problem,

Mazur-Ulam property, polyhedral space, GL-space, ultraproduct.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

У подальшому лiтери 𝑋 та 𝑌 позначатимуть дiйснi банаховi простори.

Будемо використовувати також наступнi позначення:

aconv – абсолютно опукла оболонка.

aconv – замикання абсолютно опуклої оболонки.

BnE-вiдображення – бiєктивне нерозтягувальне вiдображення.

𝐵𝑋 – замкнена одинична куля простору 𝑋.

𝐶(𝐾) – простiр неперервних скалярних функцiй на компактi 𝐾, з нормою

‖𝑓‖ = max
𝑡∈𝐾

|𝑓(𝑡)|.
𝑐0 – простiр послiдовностей 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .), що збiгаються до нуля, з

нормою ‖𝑥‖ = sup |𝑥𝑖|.
conv – опукла оболонка.

conv – замикання опуклої оболонки.

𝐷(𝑥, 𝑎) – множина 𝑎𝐵𝑋 ∩ (𝑥+ (1− 𝑎)𝐵𝑋).

𝐷1(𝑥) – множина (𝑥+𝐵𝑋) ∩ (−𝑥+𝐵𝑋).

𝐷1(𝑦1, 𝑦2) – множина (𝑦1 +𝐵𝑋) ∩ (−𝑦2 +𝐵𝑋).

EC-простiр – пластичний простiр, дивись означення 1.2.

𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1 – 𝐸-сума нормованих просторiв 𝑋𝑘, 𝑘 = 1...𝑛, дивись пiдроздiл 4.3.

ℓ𝑝 – простiр послiдовностей дiйсних чисел 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .), таких що∑︀
𝑛∈N |𝑥𝑛|𝑝 < ∞, з нормою ‖𝑥‖ =

(︀∑︀
𝑛∈N |𝑥𝑛|𝑝

)︀1/𝑝
.

ℓ∞ – простiр обмежених послiдовностей 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .) з нормою

‖𝑥‖ = sup |𝑥𝑖|.
ext(𝐴) – множина крайнiх точок опуклої множини 𝐴.

ℱ(𝑥*) – грань одиничної кулi банахового простору, дивись означення 4.3.

GL-простiр – узагальнено-пишний простiр, дивись означення 4.2.

GL-монотонний простiр – дивись означення 4.17.

GLR-простiр – дивись означення 4.15.

𝐻 – сепарабельний нескiнченновимiрний гiльбертiв простiр (дiйсний чи

комплексний).
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𝐿1(𝜇) – лiнiйний простiр усiх iнтегровних по мiрi 𝜇 скалярних функцiї 𝑓(𝑡)

з нормою ‖𝑓(𝑡)‖ =
∫︀
|𝑓(𝑡)|𝑑𝜇.

Lin – лiнiйна оболонка.

Lin – замкнена лiнiйна оболонка.

N – множина натуральних чисел.

R – множина дiйсних чисел.

R+ – множина дiйстних невiд’ємних чисел.

𝒮(𝑥*, 𝛼) – замкнена зрiзка одиничної кулi банахового простору, дивись

означення 4.1.

𝑆𝑋 – одинична сфера простору 𝑋.

𝑋* – простiр, спряжений до простору 𝑋.

⟨𝑥, 𝑦⟩ – скалярний добуток елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻.

Z – множина цiлих чисел.
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Метричний простiр

називають пластичним, якщо кожна нерозтягувальна бiєкцiя цього

простору на себе є iзометрiєю. Вiдомо [9], [20], що кожен цiлком

обмежений, iнакше кажучи, передкомпактний, метричний простiр є

пластичним. Проте iснують приклади не цiлком обмежених i навiть

не обмежених пластичних просторiв. У [6] Б. Каскалес, В. Кадець,

Х. Орiуела та E. Вiнглер довели пластичнiсть одиничних куль строго

опуклих банахових просторiв, тобто таких просторiв, чия одинична сфера

не мiстить нетривiальних вiдрiзкiв прямих. Вiдкритими залишаються

питання, чи iснує проста характеризацiя пластичних просторiв i чи є

пластичною одинична куля довiльного банахового простору.

Питання пластичностi одиничної кулi банахового простору має

природне продовження: для яких пар рiзних просторiв нерозтягувальне

бiєктивне вiдображення мiж одиничними кулями цих просторiв має бути

iзометрiєю.

Зауважимо, що зi строгої опуклостi гiльбертового простору випливає

пластичнiсть його одиничної кулi. З iншого боку, у роботi [6] також

наведений приклад непластичної замкненої обмеженої опуклої пiдмножини

у гiльбертовому просторi. Ця множина є тiлесним елiпсоїдом, тобто вона

має багато спiльного з одиничною кулею, проте властивостi пластичностi

не має. Звiдси постає питання про опис пластичних замкнених обмежених

опуклих пiдмножин гiльбертового простору, та зокрема, пластичних

елiпсоїдiв.

Вибiр теми дисертацiйної роботи зумовлений також ще одним колом

питань, що стосуються так званої проблеми Тiнглi. У 1987 роцi

Д. Тiнглi [25] сформулював наступне запитання: якщо iснує iзометрiя

мiж одиничними сферами двох банахових просторiв, чи можна її

продовжити до лiнiйного бiєктивного вiдображення мiж цими просторами?
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Незважаючи на велику кiлькiсть позитивних вiдповiдей для конкретних

банахових просторiв, у загальному випадку на це питання немає вiдповiдi

навiть для двовимiрних просторiв. У [13] доведено, що iзометрiя

мiж одиничними сферами скiнченновимiрних полiедральних банахових

просторiв (тобто таких, у яких одиничнi кулi є багатогранниками)

продовжується до лiнiйної iзометрiї на вiдповiдних просторах. Д. Тан,

С. Хуан та Р. Лю [23] довели, що питання Тiнглi має позитивну вiдповiдь

для так званих узагальнено-пишних просторiв (або, GL-просторiв, вiд

англ. generalized-lush), показали, що 𝑐0-, ℓ1- i ℓ∞-суми зберiгають

клас узагальнено-пишних просторiв, i довели, що двовимiрний простiр

𝐸, одинична куля якого є шестикутником з одиничними ребрами, є

узагальнено-пишним простором. Вiдкритими були питання, чи зберiгає

клас узагальнено-пишних просторiв 𝐸-сума, якi ще iснують двовимiрнi

узагальнено-пишнi простори, та якi ще суми зберiгають цей клас просторiв.

Саме цими вiдкритими проблемами зумовлений вибiр теми дисертацiї.

Мета i завдання дослiдження. Метою даної дисертацiйної роботи є

розширення вiдомостей про властивостi нерозтягуючих бiєкцiй та iзометрiй

мiж пiдмножинами банахових просторiв.

Об’єкт дослiдження – банаховi простори, нерозтягуючi вiдображення,

iзометрiї.

Предмет дослiдження – пластичнiсть пiдмножин банахового простору,

властивостi узагальнено-пишних банахових просторiв.

Завдання дослiдження:

– перевiрити пластичнiсть одиничних куль якомога бiльшого числа

конкретних не строго опуклих банахових просторiв;

– знайти пари банахових просторiв, для яких бiєктивнi нерозтягуючi

вiдображення мiж одиничними кулями повиннi бути iзометрiями;

– описати лiнiйно пластичнi елiпсоїди у сепарабельному гiльбертовому

просторi;
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– дослiдити властивостi узагальнено-пишних просторiв;

– класифiкувати двовимiрнi GL- та GL-зберiгаючi простори.

Методи дослiдження. Оскiльки задачi, що розглядаються в дисертацiї,

вiдносяться до геометрiї банахових просторiв, у роботi використовувалися

загальнi методи функцiонального аналiзу, геометрiї банахових просторiв,

загальної топологiї, теорiї двоїстостi.

Наукова новизна отриманих результатiв. У данiй дисертацiйнiй

роботi вперше доводиться пластичнiсть одиничних куль простору ℓ1,

ℓ1-суми будь-якого набору строго опуклих банахових просторiв та

банахового простору, чия одинична сфера є об’єднанням усiх своїх

скiнченновимiрних полiедральних крайнiх пiдмножин. Також в роботi

вперше розглядається узагальнена задача: для яких пар просторiв

(𝑋, 𝑌 ) нерозтягувальне бiєктивне вiдображення мiж одиничними кулями

цих просторiв виявляється iзометрiєю. Нам вдалося розв’язати цю

узагальнену задачу у випадку, коли 𝑌 – строго опуклий банахiв простiр,

скiнченновимiрний банахiв простiр, ℓ1, ℓ1-сума строго опуклих банахових

просторiв або банахiв простiр, одинична сфера якого є об’єднанням

усiх своїх скiнченновимiрних полiедральних крайнiх пiдмножин, а 𝑋 –

довiльний банахiв простiр. Також задача розв’язана у випадку строго

опуклого банахового простору 𝑋 i довiльного банахового простору 𝑌 .

У дисертацiї вводиться поняття лiнiйної пластичностi та вивчаються

необхiднi та достатнi умови лiнiйної пластичностi тiлесного елiпсоїда у

сепарабельному гiльбертовому просторi у термiнах його пiвосей.

Також у данiй роботi вперше наводиться класифiкацiя двовимiрних

GL- та GLR-просторiв, доводиться полiедральнiсть скiнченновимiрних

GL-просторiв та факт, що простiр є GL-монотонним тодi i тiльки тодi, коли

вiн є GLR - простором.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота носить

теоретичний характер. Отриманi результати розширюють нашi уявлення
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про властивостi банахових просторiв та їх пiдмножин i можуть бути

використанi в теорiї банахових просторiв, топологiї та iнших роздiлах

математики.

Особистий внесок здобувача. Постановки задач належать

науковому керiвниковi. Двi статтi, що ввiйшли до дисертацiйної роботи

написанi без спiвавторiв - [33] та [30]. Статтi [16], [15], [14] та роздiли

3 та 4 роботи [1] написанi у спiвавторствi з науковим керiвником.

Роздiл 2 з [1], який належить спiвавторовi Карлосу Ангосто, згадується

лише в оглядi лiтератури з вiдповiдним посланням. Усi результати,

включенi до дисертацiї, були отриманi авторкою особисто, проте постiйно

обговорювалися з науковим керiвником. Результати, що належать

спiвавторам та iншим математикам, згадуються за необхiднiстю для

повноти викладу та супроводжуються вiдповiдними посиланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї

доповiдалися й обговорювалися на наступних конференцiях та семiнарах:

1. XII Международная конференция молодых учёных «Современные

проблемы математики и ее приложения в естественных науках и

информационных технологиях», Харьков, 25-26 апреля 2017 г. (Форма

участi у конференцiї: очна.)

2. XII Лiтня школа «Алгебра, Топологiя, Аналiз», с. Колочава,

Закарпатська область, 10-23 липня 2017 р. (Форма участi у

конференцiї: заочна.)

3. XIII Международная конференция молодых учёных «Современные

проблемы математики и ее приложения в естественных науках и

информационных технологиях», Харьков, 16-17 марта 2018 г. (Форма

участi у конференцiї: очна.)

4. Засiдання Харкiвського математичного товариства, Харкiв, березень

2018 р.

5. The XIII-th Summer School «Analysis, topology and applications»,
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Vyzhnytsya, Chernivtsi Region, July 29 – August 11, 2018. (Форма участi

у конференцiї: очна.)

6. XIV Мiжнародна конференцiя молодих вчених «Сучаснi проблеми

математики та її застосування в природничих науках та iнформацiйних

технологiях», Харкiв, 15-16 березня 2019 р. (Форма участi у

конференцiї: очна.)

7. International Conference dedicated to the 70th anniversary of Anatolij

Plichko «Banach spaces and their applications», Lviv, 26-29 June, 2019.

(Форма участi у конференцiї: очна.)

8. The XIV-th Summer School «Analysis, topology, algebra and applications»,

Pidzakharychi, Chernivtsi Region, August 10-20, 2019. (Форма участi у

конференцiї: очна.)

9. International conference dedicated to 70th anniversary of Professor

Oleh Lopushansky «Infinite dimensional analysis and topology», Ivano-

Frankivsk, October 16-20, 2019. (Форма участi у конференцiї: очна.)

10. Семiнар з функцiонального аналiзу в Вiльному унiверситетi Берлiну

(ФРН), 27 сiчня 2020.

Публiкацiї. Всi основнi результати роботи в повнiй мiрi опублiкованi

у фахових журналах, пройшли апробацiю на наукових конференцiях

та семiнарах. Основнi положення дисертацiї мiстяться в 14 наукових

публiкацiях, серед яких 1 стаття [16] – у науковому фаховому виданнi

України, 1 стаття [30] – у науковому виданнi України, що входить до

мiжнародної наукометричної бази (Scopus), 4 статтi [1], [15], [14], [33] –

у зарубiжних спецiалiзованих виданнях, що входять до мiжнародної

наукометричної бази (Scopus), i в 8 тезах доповiдей [17], [34], [27], [35], [28],

[31], [29], [32] на конференцiях. З 6 статей двi написанi без спiвавторiв.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi

змiсту, перелiку умовних позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, загальних



24

висновкiв та списку використаних джерел, який мiстить 36 найменувань.

Обсяг загального тексту дисертацiї – 128 сторiнок. Обсяг основного тексту

роботи – 108 сторiнок. Роздiл 1, присвячений огляду наукової лiтератури,

складає 17 сторiнок. Робота iлюстрована 4 рисунками.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйну роботу виконано на кафедрi фундаментальної математики

факультету математики i iнформатики Харкiвського нацiонального

унiверситету iменi В. Н. Каразiна у вiдповiдностi до тематики прiоритетних

дослiджень кафедри та в рамках державної науково-дослiдної роботи за

темою «Оператори в банахових, гiльбертових, функцiональних просторах

та квазiкриштали Фур’є» (номер державної реєстрацiї: 0118U002036).
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ВИБIР ТЕМИ

Означення 1.1. Нехай (𝑀1, 𝜌1), (𝑀2, 𝜌2) – довiльнi метричнi простори.

Вiдображення 𝐹 : 𝑀1 → 𝑀2 називається нерозтягуючим, якщо для

будь-яких елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀1

𝜌2(𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑦)) 6 𝜌1(𝑥, 𝑦).

Вiдображення 𝐹 : 𝑀1 → 𝑀2 називається нестискаючим, якщо для

будь-яких елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀1

𝜌2(𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑦)) > 𝜌1(𝑥, 𝑦).

Вiдображення 𝐹 : 𝑀1 → 𝑀2 називається iзометрiєю, якщо для будь-яких

елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀1

𝜌2(𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑦)) = 𝜌1(𝑥, 𝑦).

Означення 1.2. Метричний простiр (𝑀,𝜌) називається EC-

пластичним (вiд англ. Expand-Contract plastic), якщо будь-яка

нерозтягувальна бiєкцiя 𝐹 : 𝑀 → 𝑀 є iзометрiєю. Ми будемо скорочено

називати EC-пластичнi простори пластичними.

Нагадаємо також наступне означення.

Означення 1.3. Метричний простiр називається цiлком обмеженим,

або передкомпактом, якщо для кожного 𝜀 > 0 у ньому iснує скiнченна

𝜀-сiтка.

З наступного твердження статтi [9], що була опублiкована у 1936 роцi,

випливає пластичнiсть цiлком обмежених метричних просторiв.

Твердження 1.4 ([9, Satz IV]). Вiдображення цiлком обмеженого

простору на себе або зберiгає усi вiдстанi, або є пара точок, вiдстань

мiж якими зростає, i пара точок, вiдстань мiж якими зменшується.

У цiй самiй статтi було поставлене наступне питання.
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Питання 1.5. Чи можна сказати щось бiльш точно про компенсацiю

розширення скороченнями, i навпаки, у твердженнi 1.4?

Дивовижно, що з того часу властивiсть пластичностi не помiчали

впродовж довгої iсторiї розвитку теорiї банахових просторiв. Хоча ця

публiкацiя є одним з витокiв проблематики даної дисертацiї, термiн

«пластичнiсть» там не вживався. Означення пластичностi з’явилося

значно пiзнiше, у 2006 роцi у [20]. У цiй роботi розглядалися наступнi

три властивостi, якi може мати метричний простiр 𝑋:

(A) Для будь-якої сюр’єкцiї 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 якщо iснують 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋, такi що

𝑑(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) > 𝑑(𝑎, 𝑏), тодi знайдуться 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋, такi що 𝑑(𝑓(𝑝), 𝑓(𝑞)) <

𝑑(𝑝, 𝑞).

(B) Для будь-якої сюр’єкцiї 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 якщо iснують 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋, такi що

𝑑(𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)) < 𝑑(𝑎, 𝑏), тодi знайдуться 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋, такi що 𝑑(𝑓(𝑝), 𝑓(𝑞)) >

𝑑(𝑝, 𝑞).

(C) Для будь-якої сюр’єкцiї 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 якщо 𝑓 – нестискальне

вiдображення, тодi 𝑓 – iзометрiя.

Легко побачити, що властивостi (A) та (C) є еквiвалентними i обидвi цi

властивостi випливають з властивостi (B). У свою чергу властивiсть (B) не

є еквiвалентною двом iншим. З цього приводу у роботi [20] наводиться

наступний приклад: множина цiлих чисел Z зi звичайною метрикою

задовольняє властивiсть (A) [20, Theorem 3.1]. Водночас, цей метричний

простiр не задовольняє властивiсть (B). Щоб це побачити розглядається

функцiя 𝑓 : Z → Z, що визначається наступним чином:

𝑓(𝑛) =

⎧⎨⎩𝑛+ 1, якщо 𝑛 < 0

𝑛, якщо𝑛 > 0.

Помiтимо, що

|𝑓(−1)− 𝑓(0)| = 0 < | − 1− 0|.

Проте нерiвнiсть

|𝑓(𝑝)− 𝑓(𝑞)| > |𝑝− 𝑞|
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не виконується для жодних 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑋. Оскiльки нестискальне вiдображення

автоматично є iн’єктивним, то слово “сюр’єкцiя” у властивостi (C) можна

замiнити на “бiєкцiя” i змiст властивостi (C) при цьому залишиться

незмiнним. Саме таку модифiковану властивiсть у роботi [20] i було

взято за основу означення розтягувально-стискально пластичного простору

(англ. Expand-Contract plastic space).

Означення 1.6 ([20, Definition 2.1]). Метричний простiр 𝑋

називається розтягувально-стискально пластичним простором (або

просто EC-простором), якщо кожна нестискаюча бiєкцiя з 𝑋 на себе

є iзометрiєю. Метричнi простори, що не є EC-пластичними будемо

називати NEC-пластичними. Метричний простiр 𝑋 називається

стискально-розтягувально пластичним простором (або просто

CE-простором), якщо кожна нерозтягувальна сюр’єкцiя з 𝑋 на себе

є iзометрiєю.

Як ми бачимо, Наiмпалi, Пiотровскi i Вiнглер у своєму означеннi

EC-простору говорили про нестискальне вiдображення, проте нам

зручнiше формулювати його для нерозтягуючих вiдображень, що

несуттєво через бiєктивнiсть. Також авторами була доведена теорема,

подiбна до 1.4, але без умови сюр’єктивностi.

Теорема 1.7 ([20, Theorem 1.1]). Нехай (𝑋, 𝑑) – цiлком обмежений

метричний простiр, i нехай 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 – довiльне вiдображення. Якщо

iснують точки 𝑝 i 𝑞, такi що 𝑑(𝑓(𝑝), 𝑓(𝑞)) > 𝑑(𝑝, 𝑞), тодi знайдуться

точки 𝑟 i 𝑠, такi що 𝑑(𝑓(𝑟), 𝑓(𝑠)) < 𝑑(𝑟, 𝑠).

Також у цiй роботi наведено багато прикладiв пластичних i

NEC-пластичних (тобто без цiєї властивостi) просторiв, з яких випливає,

що анi компактнiсть, анi обмеженiсть, анi повнота не є необхiдними

умовами пластичностi.

Теорема 1.8 ([20, Theorem 3.3]). Нехай (𝐾, 𝑑) – зв’язний компактний

метричний простiр i нехай Z – множина цiлих чисел зi звичайною
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метрикою. Тодi 𝐾×Z зi звичайною метрикою добутку (iнакше кажучи,

ℓ2 - сума цих просторiв) є EC-простором.

З цiєї теореми негайно отримуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 1.9 ([20, Theorem 3.4]). Метричний простiр [0, 1] × Z є

EC-пластичним.

Запитання, що звiдси природно постає – чи можна послабити умову

попередньої теореми шляхом замiни компактностi множини K умовою

цiлком обмеженостi? Вiдповiдь на це запитання негативна.

Теорема 1.10 ([20, Theorem 3.5]). Метричний простiр [0, 1) × Z є

NEC-пластичним.

Далi викладемо ще один цiкавий результат, що стосується декартових

добуткiв.

Теорема 1.11 ([20, Theorem 3.7]). Якщо 𝑋 – NEC-пластичний

простiр, тодi 𝑋 × 𝑌 – це NEC-пластичний простiр для будь-якого

метричного простору 𝑌 .

Окремий роздiл роботи [20] присвячений спадково EC-пластичним

просторам.

Означення 1.12. Властивiсть простору є спадковою, якщо цю

властивiсть мають усi пiдпростори цього простору.

Вiдповiдно до означення, метричний простiр є спадково

EC-пластичним, якщо будь-який пiдпростiр цього простору з тiєю ж

метрикою є EC-пластичним. Легко бачити, що спадково NEC-пластичних

просторiв не iснує, через те, що будь-який скiнчений пiдпростiр буде

мати властивiсть пластичностi. Проте спадково EC-пластичнi простори

iснують. Фактично, будь-який цiлком обмежений метричний простiр

має властивiсть спадкової EC-пластичностi. Далi викладемо декiлька

результатiв з цього приводу.
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Для метричного простору (𝑋, 𝑑) якщо

𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) = 𝑑(𝑥, 𝑧),

то будемо говорити, що 𝑦 лежить мiж 𝑥 та 𝑧. Якщо додатково

𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑧),

тодi 𝑦 будемо називати середньою точкою мiж 𝑥 i 𝑧. Простiр (𝑋, 𝑑)

називається опуклим метричним простором, якщо кожна пара точок цього

простору має хоча б одну середню точку.

Твердження 1.13 ([20, Proposition 4.1]). Нехай (𝑋, 𝑑) – опуклий

метричний простiр. Якщо 𝑋 є спадково EC-пластичним, тодi вiн

обмежений.

Наслiдок 1.14 ([20, Corollary 4.2]). Нехай 𝑋 – опукла пiдмножина

евклiдового простору (𝑅𝑛, 𝑑). Тодi (𝑋, 𝑑) – спадково EC-пластичний

простiр тодi i тiльки тодi, коли 𝑋 є обмеженою множиною.

Виявилося, що умова опуклостi у попередньому твердженнi є

надлишковою. Достатньо лише iснування точки накопичення.

Теорема 1.15 ([20, Theorem 4.3]). Нехай (𝑋, 𝑑) необмежений

метричний простiр, який мiстить хоча б одну точку накопичення. Тодi

𝑋 мiстить NEC-пластичний простiр.

Наступний приклад показує, що обмеженiсть не гарантує анi спадкову

EC-пластичнiсть анi просто EC-пластичнiсть метричного простору.

Приклад 1.16 ([20, Example 4.4]). Нехай 𝑆 та 𝑇 – нескiнченнi множини,

що не перетинаються i нехай метрика 𝑑 визначається на 𝑋 = 𝑆 ∪ 𝑇

таким чином:

𝑑(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, якщо 𝑥 = 𝑦;

1, якщо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆;

2, у iнших випадках.
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Тодi (𝑋, 𝑑) – метричний простiр. Оберемо 𝑠0 ∈ 𝑆 i 𝑡0 ∈ 𝑇 . Нехай 𝑔 : 𝑆 −
𝑠0 → 𝑆 i ℎ : 𝑇 → 𝑇 − 𝑡0 – бiєктивнi вiдображення. Визначимо 𝑓 : 𝑋 → 𝑋

наступним чином:

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑡0, якщо 𝑥 = 𝑠0;

𝑔(𝑥), якщо 𝑥 ∈ 𝑆 − 𝑠0;

ℎ(𝑥), якщо 𝑥 ∈ 𝑇.

Легко перевiрити, що f – нестискаюча бiєкцiя. Однак, f не є iзометрiєю,

бо

𝑑(𝑓(𝑠0), 𝑓(𝑥)) = 𝑑(𝑡0, 𝑔(𝑥)) = 2 > 1 = 𝑑(𝑠0, 𝑥)

для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑆 − 𝑠0. Отже, 𝑋 не є EC-пластичним простором.

Авторiв роботи [20] також цiкавило, чи iснує проста характеризацiя

пластичних просторiв.

У 2016 роцi Б. Каскалес, В. Кадець, Х. Орiуела та E. Вiнглер поставили

питання стосовно пластичностi одиничної кулi довiльного банахового

простору, яке досi є вiдкритим, i вiдповiли на це запитання для одиничної

кулi строго опуклого банахового простору. Нагадаємо деяку необхiдну

термiнологiю. Нехай 𝑋 - банахiв простiр.

Означення 1.17. 𝑥 – крайня точка опуклої множини 𝐴, якщо 𝑥 ∈ 𝐴

i для будь-якого 𝑦 ∈ 𝑋 ∖ {0} або 𝑥+ 𝑦 ̸∈ 𝐴 або 𝑥− 𝑦 ̸∈ 𝐴.

Множину крайнiх точок опуклої множини 𝐴 ⊂ 𝑋 позначатимемо

ext(𝐴).

Означення 1.18. Банахiв простiр 𝑋 називається строго опуклим,

якщо всi елементи одиничної сфери 𝑆𝑋 є крайнiми точками одиничної кулi

𝐵𝑋 .

Iнакше кажучи, одинична сфера 𝑆𝑋 не мiстить нетривiальних вiдрiзкiв.

Строга опуклiсть 𝑋 також означає, що нерiвнiсть трикутника є строгою

для всiх неспiвнапрямлених векторiв, тобто ‖𝑥 + 𝑦‖ < ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ для всiх

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, таких що 𝑥 ̸= 𝛼𝑦 для жодного скаляра 𝛼 > 0.
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Теорема 1.19 ([6, Theorem 2.6]). Нехай 𝑋 – строго опуклий банахiв

простiр. Тодi його одинична куля 𝐵𝑋 – EC-простiр.

Авторiв цiкавило, чи можна у попереднiй теоремi вiдмовитися вiд умови

строгої опуклостi банахового простору. Iнакше кажучи, чи справедливо,

що одинична куля будь-якого банахового простору є пластичною. Хоча

вiдповiдь на це питання нам невiдома, принаймнi немає й жодних

контрприкладiв. Природнiм продовженням запитання про пластичнiсть

однинчної кулi довiльного банахового простору (тобто чи є кожна

нерозтягувальна бiєкцiя одиничної кулi банахового простору на себе

iзометрiєю) є наступне запитання: для яких пар рiзних банахових

просторiв нерозтягувальна бiєкцiя мiж одиничними кулями цих просторiв

є iзометрiєю?

Зауважимо, що з попередньої теореми випливає, що пластичними є

одиничнi кулi гiльбертових просторiв i просторiв 𝐿𝑝 з 1 < 𝑝 < ∞.

Зазначимо також, що у скiнченновимiрному випадку будь-яка обмежена

опукла замкнена пiдмножина є пластичною, завдяки твердженню 1.4 або

теоремi 1.7. Приклад з тiєї ж роботи доводить, що у нескiнченновимiрних

просторах, у загальному випадку, це не так.

Приклад 1.20 ([6, Example 2.7]). Розглянемо 𝐻 = ℓ2(Z) i

𝐴 =

{︃
𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ 𝐻 :

0∑︁
𝑘=−∞

|𝑥𝑘|2 +
∞∑︁
𝑘=1

|2𝑥𝑘|2 6 1

}︃
.

Визначимо лiнiйний оператор зсуву з вагою 𝑇 : 𝐻 → 𝐻 наступним

чином: 𝑇𝑒𝑛 = 𝑒𝑛+1 для 𝑛 ̸= 0 i 𝑇𝑒0 =
1

2
𝑒1. Цей оператор вiдображає

𝐴 в 𝐴 бiєктивно, є нерозтягуючим i не є iзометрiєю.

Тому ще одним цiкавим питанням, яке природно виникає,

є класифiкацiя обмежених опуклих замкнених пiдмножин

нескiнченновимiрних просторiв за ознакою пластичностi.

Зауважимо, що поняття нерозтягуючого вiдображення, нестискаючого

вiдображення, iзометрiї, а також деякi пов’язанi результати можна
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поширити на випадок рiвномiрного простору. Це, за порадою Бернардо

Каскалеса, зробив Карлос Ангосто у [1].

Означення 1.21. Рiвномiрнiстю на множинi 𝑋 називається

непорожня сiм’я U пiдмножин множини 𝑋 ×𝑋, що задовольняє наступнi

умови:

(1) кожен елемент сiм’ї U мiстить дiагональ Δ, тобто множину всiх пар

(𝑥, 𝑥), де 𝑥 ∈ 𝑋;

(2) якщо 𝑈 ∈ U, тодi 𝑈−1 = {(𝑥, 𝑦) : (𝑦, 𝑥) ∈ 𝑈} ∈ U;

(3) якщо 𝑈 ∈ U, тодi 𝑉 ∘𝑉 = {(𝑥, 𝑧) : знайдеться 𝑦 ∈ 𝑋, такий що (𝑥, 𝑦) ∈
𝑉, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑉 } ⊂ 𝑈 для деякого 𝑉 ∈ U;

(4) якщо 𝑈, 𝑉 ∈ U, тодi 𝑈 ∩ 𝑉 ∈ U;

(5) якщо 𝑈 ∈ U i 𝑈 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑋 ×𝑋, тодi 𝑉 ∈ U.

Пара (𝑋,U) називається рiвномiрним простором.

Означення 1.22. Пiдсiм’я B рiвномiрностi U називається базою цiєї

рiвномiрностi тодi i тiльки тодi, коли кожен елемент сiм’ї U мiстить деякий

елемент сiм’ї B.

Нагадаємо також необхiднi позначення з [1].

𝑈 [𝐴] = {𝑢 ∈ 𝐸, такi що знайдеться 𝑣 ∈ 𝐴, такий що (𝑢, 𝑣) ∈ 𝑈}.

Рiвномiрний простiр (𝐸,U) називається цiлком обмеженим, якщо для

кожного 𝑈 ∈ B iснує скiнченна пiдмножина ̃︀𝐸 ⊂ 𝐸, така що 𝐸 = 𝑈 [ ̃︀𝐸].

Означення 1.23 ([1, Definition 2.1]). Нехай (𝐸,𝒰) – рiвномiрний

простiр, ℬ – база рiвномiрностi i 𝐹 : 𝐸 → 𝐸 – вiдображення. Будемо

говорити, що 𝐹 – нестискальне для бази ℬ, якщо для кожного 𝑉 ∈ ℬ i

довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸

(𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑦)) ∈ 𝑉 ⇒ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉
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Будемо говорити, що 𝐹 – нерозтягувальне для бази ℬ, якщо для кожного
𝑉 ∈ ℬ i довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉 ⇒ (𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑦)) ∈ 𝑉.

Будемо говорити, що 𝐹 – iзобазизм для бази ℬ, якщо для кожного 𝑉 ∈ ℬ
i довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸

(𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑦)) ∈ 𝑉 ⇔ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉.

Наслiдок 1.24 ([1, Corollary 2.5]). Нехай (𝐸,𝒰) – цiлком обмежений

рiвномiрний простiр, ℬ – база рiвномiрностi i 𝐹 : 𝐸 → 𝐸 нестискаюча

бiєкцiя для ℬ. Тодi для 𝐹 справедливо

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑉 ⇒ (𝐹 (𝑥), 𝐹 (𝑦)) ∈ 𝑉

для будь-якого 𝑉 ∈ ℬ.

Зауважимо, що пластичнiсть цiлком обмежених метричних просторiв

є окремим випадком цього твердження. Ми наразi розмiрковуємо над

питанням, чи можна в умовах попередньої теореми вiдмовитися вiд

бiєктивностi. Iнакше кажучи, чи є справедливим аналог теореми 1.7 у

бiльш загальному випадку рiвномiрного простору?

Iснує ще одне спорiднене коло питань, яке мотивує нашi дослiдження.

У 1972 Манкевич [18] довiв, що бiєктивну iзометрiю мiж опуклими

пiдмножинами нормованих просторiв з непорожньою внутрiшнiстю можна

продовжити до бiєктивної афiнної iзометрiї мiж цiлими просторами.

Твердження 1.25 ([18]). Якщо 𝐴 ⊂ 𝑋 i 𝐵 ⊂ 𝑌 є опуклими

множинами з непорожньою внутрiшнiстю, тодi будь-яка бiєктивна

iзометрiя 𝐹 : 𝐴 → 𝐵 може бути продовжена до бiєктивної афiнної

iзометрiї ̃︀𝐹 : 𝑋 → 𝑌 .

Зазначимо, що у випадку, коли 𝐴, 𝐵 – одиничнi кулi, кожна iзометрiя

вiдображає 0 у 0, отже кожна бiєктивна iзометрiя 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 є

обмеженням лiнiйної iзометрiї мiж 𝑋 та 𝑌 . Зокрема, метрична структура

одиничної кулi у метрицi, породженiй нормою, задає лiнiйну структуру
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на всьому просторi. У 1987 Тiнглi [25] поставив питання, чи можна

стверджувати те саме про одиничну сферу.

Питання 1.26. Нехай 𝑓 – бiєктивна iзометрiя мiж одиничними

сферами 𝑆𝑋 та 𝑆𝐸 дiйсних банахових просторiв 𝑋, 𝐸 вiдповiдно. Чи

можна продовжити 𝑓 до лiнiйної (бiєктивної) iзометрiї 𝐹 : 𝑋 → 𝐸

мiж вiдповiдними просторами?

Зауважимо, що ця проблема еквiвалентна факту, що наступне природне

позитивно-однорiдне продовження 𝐹 : 𝑋 → 𝐸 функцiї 𝑓 є лiнiйним [13]:

𝐹 (𝑥) =

⎧⎨⎩0, якщо 𝑥 = 0,

‖𝑥‖ 𝑓 (𝑥/‖𝑥‖) , якщо 𝑥 ∈ 𝑋 ∖ {0}.

Завдяки результату Манкевича, проблему Тiнглi можна переформулювати

наступним чинном:

Питання 1.27. Нехай 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝐸 – позитивно-однорiдне

вiдображення, чиє обмеження на 𝑆𝑋 є бiєктивною iзометрiєю мiж 𝑆𝑋 i

𝑆𝐸. Чи можна стверджувати, що 𝐹 є iзометрiєю?

Сам Тiнглi у згаданiй роботi довiв наступний корисний результат:

Теорема 1.28 ( [25]). Якшо 𝑋 та 𝐸 є скiнченновимiрними банаховими

просторами i 𝑓 : 𝑆𝑋 → 𝑆𝐸 – бiєктивна iзометрiя, тодi 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥)

для всiх 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 .

Багато публiкацiй, присвячених проблемi Тiнглi, з’явилося останнiм

часом (див. [8] для ознайомлення). Скажiмо, Zentralblatt Math. показує

57 статей, пов’язаних з проблемою Тiнглi з 2002 по 2019 роки. Зокрема,

ствердна вiдповiдь на питання 1.26 була отримана для багатьох конкретних

банахових просторiв, як то ℓ𝑝(Γ), 𝐶(𝐾), чи простiр Джеймса. У загальному

ж випадку це питання, що виглядає досить безневинно, залишається

нерозв’язаним навiть у двовимiрному випадку. Розв’язуючи проблему

Тiнглi, Ченг та Донг у роботi [7] ввели наступну корисну термiнологiю:
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Означення 1.29. Банахiв простiр 𝑋 має властивiсть Мазура-Улама,

якщо для будь-якого банахового простору 𝐸 кожна сюр’єктивна iзометрiя

𝑓 : 𝑆𝑋 → 𝑆𝐸 є обмеженням лiнiйної iзометрiї мiж 𝑋 та 𝐸.

Робота Ченга та Донга присвячена доведенню цiєї властивостi для

класу CL-просторiв (тобто таких просторiв, що для будь-якої максимальної

опуклої множини 𝐶 одиничної сфери цього простору одинична куля

спiвпадає з множиною conv(𝐶∪−𝐶)), що допускають гладку точку а також

для полiедральних просторiв (тобто таких просторiв, у яких одинична куля

є багатогранником). На жаль, доведення для полiедральних просторiв

мiстить невиправну помилку наприкiнцi доведення (дивись, наприклад,

вступ у [13]).

У 2012 Кадець та Мартiн довели, що скiнченновимiрнi полiедральнi

простори мають властивiсть Мазура–Улама [13].

Теорема 1.30 ([13, Theorem 4.5]). Нехай 𝑋 – 𝑚-вимiрний

полiедральний простiр, а 𝐸 – скiнченновимiрний банахiв простiр i

𝑓 : 𝑆𝑋 → 𝑆𝐸 – бiєктивна iзометрiя. Тодi однорiдне продовження

𝐹 вiдображення 𝑓 є лiнiйним оператором, i як наслiдок, лiнiйною

iзометрiєю.

Кадець та Мартiн також зауважили, що з проблемою Тiнглi про

бiєктивнi iзометрiї сфер пов’язанi два слабшi запитання:

(1) Якщо така iзометрiя iснує, чи можна стверджувати, що вiдповiднi

простори є iзоморфними?

(2) Якщо така iзометрiя iснує, чи можна стверджувати, що вiдповiднi

простори є iзометричними?

Звичайно, перше запитання має мiсце лише у нескiнченновимiрному

випадку. Автори також вiдзначають, що оскiльки однорiдне продовження

𝐹 бiєктивної iзометрiї 𝑓 : 𝑆𝑋 → 𝑆𝐸 є лiпшицевим гомеоморфiзмом [7,

Proposition 4.1], запитання (1) тiсно пов’язане з таким досi вiдкритим

питанням: чи випливає з iснування лiпшицева гомеоморфiзму двох
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сепарабельних банахових просторiв iснування лiнiйного iзоморфiзму.

Друге запитання є досить цiкавим навiть для скiнченновимiрних просторiв.

У 2013 роцi Тан, Хуан та Лю [23] довели, що цю властивiсть має клас

локальних узагальнено-пишних просторiв.

Означення 1.31. Замкненою зрiзкою одиничної кулi 𝐵𝑋 банахового

простору 𝑋 називається пiдмножина 𝐵𝑋 вигляду

𝒮(𝑥*, 𝛼) = {𝑥 ∈ 𝐵𝑋 : 𝑥*(𝑥) > 1− 𝛼},

де 𝑥* ∈ 𝑆𝑋* i 𝛼 ∈ (0, 1).

Вiдзначимо, що ми в дисертацiйнiй роботi обмежуємося розглядом

дiйсних просторiв. В комплексному випадку в означеннi зрiзки замiсть

𝑥*(𝑥) > 1 − 𝛼 має стояти Re 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝛼. Схематично зрiзка одиничної

кулi зображена нижче на рисунку 1.1.

Рис.1.1 Зрiзка одиничної кулi

Означення 1.32 ([23]). Банахiв простiр 𝑋 називається

узагальнено-пишним простором, або GL-простором (англ.

generalized-lush) якщо для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 i будь-якого 𝜀 > 0 знайдеться

зрiзка 𝒮(𝑥*, 𝜀), така що 𝑥 ∈ 𝒮(𝑥*, 𝜀) i

dist (𝑦,𝒮(𝑥*, 𝜀)) + dist (−𝑦,𝒮(𝑥*, 𝜀)) < 2 + 𝜀

для всiх 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 .
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Означення 1.33 ([23]). Банахiв простiр 𝐸 називається локальним

GL-простором, якщо для кожного сепарабельного пiдпростору 𝑌 ⊂ 𝐸

знайдеться GL-пiдпростiр 𝑋 ⊂ 𝐸, такий що 𝑌 ⊂ 𝑋 ⊂ 𝐸.

Попереднi означення вмотивованi поняттям пишних просторiв,

введеним у [4] у зв’язку з теорiєю числового iндексу операторiв.

Означення 1.34. Простiр 𝑋 називається пишним, якщо для

будь-яких двох точок 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 i будь-якого 𝜀 > 0 знайдеться функцiонал

𝑥* ∈ 𝑆𝑋* такий, що 𝑥 ∈ 𝑆(𝑥*, 𝜀) i

dist (𝑦, aconv𝑆(𝑥*, 𝜀)) < 𝜀.

На рисунках 1.2, 1.3 нижче наведенi одиничнi кулi двовимiрних

узагальнено-пишних просторiв ℓ1 та ℓ∞ вiдповiдно.

Рис.1.2 Одинична куля простору ℓ1 Рис.1.3 Одинична куля простору ℓ∞

Теорема 1.35 ([23, Theorem 3.7]). Усi локальнi GL-простори мають

властивiсть Мазура-Улама.

Твердження 1.36 ([23]). Пишнi та узагальнено-пишнi простори є

локальними GL-просторами.

Як наслiдок, усi GL-простори, пишнi простори i, зокрема, простори

𝐶(𝐾) та 𝐿1(𝜇) мають властивiсть Мазура-Улама.

Зауважимо, що у роботi [24] Тан та Лю окремо показали, що властивiсть

Мазура-Улама мають майже CL-простори (тобто такi простори, що
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для будь-якої максимальної опуклої множини 𝐶 одиничної сфери цього

простору одинична куля спiвпадає з множиною conv(𝐶 ∪ −𝐶)), одинична

сфера яких допускає гладку точку. Проте, цей результат є наслiдком

попереднiх, оскiльки будь-який майже CL-простiр є пишним.

У статтi [23] також доведено, що 𝑐0-, ℓ1- i ℓ∞-суми зберiгають клас

GL-просторiв, i що простiр 𝐶(𝐾,𝑋) є узагальнено-пишним, для будь-якого

узагальнено-пишного простору 𝑋, що надає багато прикладiв просторiв з

властивiстю Мазура-Улама.

Теорема 1.37 ([23, Theorem 2.11]). Нехай {𝐸𝜆 : 𝜆 ∈ Λ} – це сiм’я

банахових просторiв, i нехай 𝐸 – це 𝑐0- або ℓ1-сума цих просторiв. Тодi

𝐸 є узагальнено-пишним простором тодi i тiльки тодi, коли кожен з

просторiв 𝐸𝜆 узагальнено-пишний.

Теорема 1.38 ([23, Proposition 2.12]). Нехай {𝐸𝜆 : 𝜆 ∈ Λ} – це сiм’я

банахових GL-просторiв i нехай 𝐸 – це ℓ∞-сума цих просторiв. Тодi 𝐸 є

узагальнено-пишним простором.

Теорема 1.39 ([23, Theorem 2.10]). Нехай 𝐾 – компактний гаусдорфiв

простiр, i 𝐸– узагальнено-пишний простiр, тодi 𝐶(𝐾,𝐸) також є

узагальнено-пишним простором.

Також в своїй роботi Тан, Хуан та Лю довели, що наступний простiр є

узагальнено-пишним:

Приклад 1.40 ([23, Example 2.7]). Простiр 𝐸 = (R2, ‖ · ‖) з нормою, що
задається формулою:

‖(𝑥, 𝑦)‖ = max{|𝑦|, |𝑥|+ 1/2|𝑦|} ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸,

є GL-простором.

На рисунку 1.4 нижче ми наводимо одиничну кулю цього простору.

Наприкiнцi статтi Тан, Хуан та Лю зазначають, що геометричнi

властивостi, iзометричне продовження, та навiть числовий iндекс на

одиничних сферах мають гармонiйний внутрiшнiй зв’язок i можуть
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Рис.1.4 Одинична куля простору 𝐸

надати шляхи для розв’язку проблеми продовження iзометрiї у бiльш

загальному випадку. Оскiльки iснують приклади банахових просторiв з

числовим iндексом 1, але при цьому не пишних, автори ставлять наступне

питання: чи кожен банахiв простiр з числовим iндексом 1 має властивiсть

Мазура-Улама?

У тому ж ключi Хардке [10] довiв, що узагальнена пишнiсть

зберiгається при переходi до ультрадобуткiв, F-iдеалiв та, зокрема,

M-iдеалiв.

Для даного вiльного ультрафiльтра U на множинi N, i довiльної

обмеженої послiдовностi (𝑎𝑛)𝑛∈N дiйсних чисел знайдеться (з компактностi)

число 𝑎 ∈ R, таке що для кожного 𝜀 > 0

{𝑛 ∈ N : |𝑎𝑛 − 𝑎| < 𝜀} ∈ U.

Елемент 𝑎 визначається у єдиний спосiб, називається границею

послiдовностi (𝑎𝑛)𝑛∈N за ультрафiльтром U i позначається lim
U

𝑎𝑛. Для даної

послiдовностi (𝑋𝑛)𝑛∈N банахових просторiв позначимо ℓ∞((𝑋𝑛)𝑛∈N) простiр

всiх послiдовностей (𝑥𝑛)𝑛∈N у добутку
∏︀

𝑛∈N𝑋𝑛, таких що sup
𝑛∈N

‖𝑥𝑛‖ < ∞.

Позначимо

𝑁𝑈 := {(𝑥𝑛)𝑛∈N ∈ ℓ∞((𝑋𝑛)𝑛∈N) : lim
U

‖𝑥𝑛‖ = 0},
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U

𝑋𝑛 := ℓ∞((𝑋𝑛)𝑛∈N)/𝑁𝑈 .

З нормою ‖(𝑥𝑛)𝑛∈N‖ = lim
U

‖𝑥𝑛‖ цей факторпростiр є банаховим

простором, який називається ультрадобутком сiм’ї просторiв (𝑋𝑛)𝑛∈N за

ультрафiльтром U.

Твердження 1.41 ([10, Proposition 2.2]). Нехай U – вiльний

ультрафiльтр на N i (𝑋𝑛)𝑛∈N – послiдовнiсть GL-посторiв. Нехай 𝑍 =∏︀
U

𝑋𝑛. Тодi для кожного 𝑧 ∈ 𝑆𝑍 iснує функцiонал 𝑧* ∈ 𝑆𝑍*, такий

що 𝑧*(𝑧) = 1 i для кожного 𝑦 ∈ 𝑆𝑍 знайдуться 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑆𝑍, такi що

𝑧*(𝑧1) = 1 = −𝑧*(𝑧2) i ‖𝑦 − 𝑧1‖ + ‖𝑦 − 𝑧2‖ = 2. Зокрема, 𝑍 також є

GL-простором.

Щоб ознайомитися з наступними результатами нам знадобляться деякi

додатковi означення та термiнологiя. Нагадаємо спочатку, що лiнiйний

проектор 𝑃 : 𝑋 → 𝑋 називається M-проектором, якщо

‖𝑥‖ = max{‖𝑃𝑥‖; ‖𝑥− 𝑃𝑥‖}

для всiх 𝑥 ∈ 𝑋. 𝑃 називається L-проектором, якщо

‖𝑥‖ = ‖𝑃𝑥‖+ ‖𝑥− 𝑃𝑥‖

для всiх 𝑥 ∈ 𝑋.

Замкнений пiдпростiр 𝑌 у 𝑋 називають 𝑀 -доданком (𝐿-доданком) у

𝑋, якщо вiн є образом 𝑀 -проектора (𝐿-проектора) на 𝑋. Iнакше кажучи,

𝑌 є 𝑀 -доданком (𝐿-доданком) у 𝑋 тодi i тiльки тодi, коли iснує деякий

замкнений пiдпростiр 𝑍 у 𝑋, такий що 𝑋 – це ℓ∞-сума 𝑌 i 𝑍 (𝑋 – ℓ1-сума

𝑌 i 𝑍). Також, 𝑌 називають 𝑀 -iдеалом у 𝑋 якщо 𝑌 ⊥ є 𝐿-доданком у 𝑋*

(де 𝑌 ⊥ := {𝑥* ∈ 𝑋* : 𝑥*|𝑌 = 0} – анулятор пiдпростору 𝑌 ).

Норма 𝐹 на R2 називається абсолютною, якщо 𝐹 (𝑎, 𝑏) = 𝐹 (|𝑎|, |𝑏|) для
всiх (𝑎, 𝑏) ∈ R2 i називається нормалiзованою, якщо 𝐹 (1, 0) = 1 = 𝐹 (0, 1).

Далi у цьому роздiлi лiтера 𝐹 позначатиме абсолютну нормалiзовану норму

на R2. Якщо 𝑋 i 𝑌 – банаховi простори, їхня 𝐹 -сума визначається як
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прямий добуток 𝑋 × 𝑌 з нормою ‖(𝑥, 𝑦)‖ = 𝐹 (‖𝑥‖, ‖𝑦‖), що знову є

банаховим простором.

Лiнiйний проектор 𝑃 : 𝑋 → 𝑋 називається 𝐹 -проектором, якщо

‖𝑥‖ = 𝐹 (‖𝑃𝑥‖, ‖𝑥− 𝑃𝑥‖)

для всiх 𝑥 ∈ 𝑋. Звичайно, замкнений пiдпростiр 𝑌 у 𝑋 називають

𝐹 -доданком у 𝑋, якщо вiн є образом 𝐹 -проектора (iнакше кажучи, 𝑋

є 𝐹 -сумою 𝑌 i 𝑍 для деякого замкненого пiдпростору 𝑍). Нарештi, 𝑌

називається 𝐹 -iдеалом, якщо 𝑌 ⊥ є 𝐹 *-доданком у 𝑋*, де 𝐹 * – обернена

спряжена до 𝐹 норма, тобто

𝐹 *(𝑎, 𝑏) = sup{|𝑎𝑣 + 𝑏𝑢| : (𝑢, 𝑣) ∈ R2, 𝐹 (𝑢, 𝑣) 6 1}

для всiх (𝑎, 𝑏) ∈ R2.

Теорема 1.42 ([10, Theorem 2.4]). Якщо 𝐹 – абсолютна нормалiзована

норма на R2, така що точка (0, 1) є крайньою для одиничної кулi

простору (R2, 𝐹 *), 𝑋 – GL-простiр i 𝑌 – 𝐹 -iдеал на 𝑋, тодi 𝑌 також є

GL-простором.

Твердження 1.43 ([10, Proposition 2.6]). Якщо 𝑋 є GL-простором i

𝑌 є 𝐿-доданком у 𝑋, тодi 𝑌 також є GL-простором.

Як зазначалося ранiше, зокрема, отримуємо, що M-iдеали у

GL-просторах також є узагальнено-пишними.

Висновки до роздiлу 1

У цьому роздiлi ми зробили огляд наукової лiтератури за темою

дисертацiї, ввели основнi означення i поняття. Даний роздiл глибше

розкриває актуальнiсть обраної теми дослiдження та вмотивовує вивчення

задач та питань, що постають у дисертацiйнiй роботi.
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РОЗДIЛ 2

ПЛАСТИЧНIСТЬ ОДИНИЧНИХ КУЛЬ БАНАХОВИХ

ПРОСТОРIВ ТА ПОВ’ЯЗАНI ПИТАННЯ

Нагадаємо, що метричний простiр називається пластичним, якщо кожна

нерозтягувальна бiєкцiя цього простору на себе є iзометрiєю. Нерозтягуючi

бiєкцiї ми також скорочено будемо називати BnE-вiдобраденнями (вiд англ.

bijective, non-expansive). Перше питання, що буде розглядатися у цьому

роздiлi:

Питання 2.1. Чи є пластичною одинична куля довiльного банахового

простору?

Ми дамо ствердну вiдповiдь на це запитання у декiлькох окремих

випадках. Також ми будемо розглядати модифiковану задачу, яка є

узагальненням попередньої.

Питання 2.2. Для яких просторiв 𝑋, 𝑌 можна стверджувати, що

кожна нерозтягувальна бiєкцiя 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 є iзометрiєю?

2.1 Узагальнена задача для одиничних куль строго опуклих

просторiв

Покажемо, що питання 2.2 має позитивну вiдповiдь, коли 𝑌 – строго

опуклий простiр, а 𝑋 – довiльний банахiв простiр. Спершу наведемо

декiлька допомiжних результатiв з [6].

Для 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 i 𝑎 ∈ (0, 1) будемо використовувати позначення

𝐷(𝑥, 𝑎) := 𝑎𝐵𝑋 ∩ (𝑥+ (1− 𝑎)𝐵𝑋),

𝐷1(𝑥) := (𝑥+𝐵𝑋) ∩ (−𝑥+𝐵𝑋).

Лема 2.3 (Lemma 2.1 of [6]). Для всiх 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 i 𝑎 ∈ (0, 1)

𝐷(𝑥, 𝑎) = 𝑎{𝑥+ 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 : 𝑥− 𝑎

1− 𝑎
𝑦 ∈ 𝐵𝑋}. (2.1)
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Якщо 𝑥 ∈ ext(𝐵𝑋), тодi 𝐷(𝑥, 𝑎) = {𝑎𝑥}. Якщо 𝑥 /∈ ext(𝐵𝑋), тодi 𝐷(𝑥,
1

2
)

мiстить бiльше однiєї точки.

Лема 2.4 (Lemma 2.2 of [6]).

𝐷1(𝑥) = −𝑥+ {𝑥+ 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 : 𝑥− 𝑦 ∈ 𝐵𝑋}.

Якщо 𝑥 ∈ ext(𝐵𝑋), тодi 𝐷1(𝑥) = {0}.

Далi доведемо деякi важливi властивостi BnE-вiдображень. Наступна

теорема узагальнює теорему 2.3 з [6], де розглядався випадок 𝑋 = 𝑌 . Хоча

формально цей результат є новим, його обґрунтування повторює доведення

згаданої теореми майже дослiвно.

Теорема 2.5. Нехай 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 – BnE-вiдображення. Тодi

справедливi наступнi твердження.

(1) 𝐹 (0) = 0.

(2) 𝐹−1(𝑆𝑌 ) ⊂ 𝑆𝑋 .

(3) 𝐹 (𝐷(𝑥, 𝑎)) ⊂ 𝐷(𝐹 (𝑥), 𝑎) для всiх 𝑥 ∈ 𝐹−1(𝑆𝑌 ) i 𝑎 ∈ (0, 1).

(4) Якщо 𝐹 (𝑥) – це крайня точка одиничної кулi 𝐵𝑌 , тодi 𝐹 (𝑎𝑥) = 𝑎𝐹 (𝑥)

для будь-якого 𝑎 ∈ (0, 1).

(5) Якщо 𝐹 (𝑥) – це крайня точка одиничної кулi 𝐵𝑌 , тодi 𝑥 – це крайня

точка одиничної кулi 𝐵𝑋 .

(6) Якщо 𝐹 (𝑥) – це крайня точка одиничної кулi 𝐵𝑌 , тодi 𝐹 (−𝑥) =

−𝐹 (𝑥).

Якщо 𝑌 – строго опуклий простiр, тодi

(i) 𝐹 вiдображає 𝑆𝑋 бiєктивно на 𝑆𝑌 ;

(ii) 𝐹 (𝑎𝑥) = 𝑎𝐹 (𝑥) для всiх 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 та 𝑎 ∈ (0, 1);

(iii) 𝐹 (−𝑥) = −𝐹 (𝑥) для всiх 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 .
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Доведення. (1) Точка 0 – це єдина точка одиничної кулi, вiдстань

вiд якої до будь-якої iншої точки одиничної кулi не перевищує 1.

BnE-вiдображення зберiгає цю властивiсть.

(2) З властивостi (1) витiкає, що якщо ‖𝑥‖𝑋 < 1, тодi ‖𝐹 (𝑥)‖𝑌 < 1.

Отже, 𝐹 вiдображає внутрiшнi точки кулi у внутрiшнi. Таким чином,

𝐹−1(𝑆𝑌 ) ⊂ 𝑆𝑋 .

(3) 𝐷(𝑥, 𝑎) – це множина точок 𝑧, таких що ‖𝑧‖𝑋 6 𝑎 i ‖𝑥−𝑧‖𝑋 6 1−𝑎.

Отже, для кожного 𝑧 ∈ 𝐷(𝑥, 𝑎), 𝐹 (𝑧) має задовольняти умови ‖𝐹 (𝑧)‖𝑌 6 𝑎

i ‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝑧)‖𝑌 6 1− 𝑎, тобто, 𝐹 (𝑧) ∈ 𝐷(𝐹 (𝑥), 𝑎).

(4) Нехай 𝐹 (𝑥) ∈ ext(𝐵𝑌 ). Тодi 𝐷(𝐹 (𝑥), 𝑎) = {𝑎𝐹 (𝑥)} за леммою 2.3.

Оскiльки для всiх 𝑎 ∈ (0, 1) маємо, що 𝑎𝑥 ∈ 𝐷(𝑥, 𝑎), отримуємо 𝐹 (𝑎𝑥) ∈
𝐷(𝐹 (𝑥), 𝑎) = {𝑎𝐹 (𝑥)}.

(5) Припустимо, що 𝐹 (𝑥) ∈ ext(𝐵𝑌 ). Тодi множина 𝐷(𝐹 (𝑥), 1/2)

мiстить лише одну точку. З твердження (3) та iн’єктивностi 𝐹 випливає,

що 𝐷(𝑥, 1/2) складається з однiєї точки, тобто, 𝑥 ∈ ext(𝐵𝑋).

(6) Припустимо, що 𝐹 (𝑥) ∈ ext(𝐵𝑌 ). Оскiльки 𝐹 – сюр’єктивне

вiдображення, iснує елемент 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 , такий що 𝐹 (𝑦) = −𝐹 (𝑥). Тодi

‖𝑥− 𝑦‖𝑋 > ‖𝐹 (𝑥)− (−𝐹 (𝑥))‖𝑌 = 2.

Нехай 𝑧 =
1

2
(𝑥+ 𝑦) ∈ 𝐵𝑋 . Оскiльки

‖𝑥− 𝑧‖𝑋 = ‖𝑥− 1

2
(𝑥+ 𝑦)‖𝑋 = ‖1

2
𝑥− 1

2
𝑦)‖𝑋

= ‖1
2
𝑦 − 1

2
𝑥)‖𝑋 = ‖𝑦 − 1

2
(𝑥+ 𝑦)‖𝑋 = ‖𝑦 − 𝑧‖𝑋 6 1.

З нерозтягуваностi вiдображення 𝐹 маємо, що ‖𝐹 (𝑥)−𝐹 (𝑧)‖𝑌 6 1. Також

маємо

‖𝐹 (𝑥) + 𝐹 (𝑧)‖𝑌 = ‖ − 𝐹 (𝑦) + 𝐹 (𝑧)‖𝑌 = ‖𝐹 (𝑦)− 𝐹 (𝑧)‖𝑌 6 1.

Це означає, що

𝐹 (𝑧) ∈ 𝐷1(𝐹 (𝑥)) = {0},
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таким чином, 𝑧 = 0 i 𝑦 = −𝑥. Отже, 𝐹 (−𝑥) = −𝐹 (𝑥).

Тепер розглянемо випадок, коли 𝑌 – строго опуклий простiр.

(i) Будемо мiркувати вiд супротивного. Припустимо, що 𝐹 (𝑆𝑋) ̸= 𝑆𝑌 .

Завдяки твердженню (2) це означає, що 𝐹 (𝑦) ̸∈ 𝑆𝑌 для деякого 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 .

Оскiльки 𝐹 – сюр’єктивне вiдобрадення, iснує елемент 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 , такий що

𝐹 (𝑥) = 𝐹 (𝑦)/‖𝐹 (𝑦)‖𝑌 . Тодi з твердження (4) випливає, що

𝐹 (‖𝐹 (𝑦)‖𝑌 𝑥) = ‖𝐹 (𝑦)‖𝑌𝐹 (𝑥) = 𝐹 (𝑦),

що суперечить iн’єктивностi 𝐹 .

У випадку строгої опуклостi простору 𝑌 твердження (ii) i (iii) є

безпосереднiми наслiдками з (4) та (6) вiдповiдно. 2

Далi будемо використовувати позначення з [6]. Для всiх 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 i 𝑣 ∈ 𝑋

позначимо через 𝑢*(𝑣) похiдну за напрямом функцiї 𝑥 ↦→ ‖𝑥‖𝑋 у точцi 𝑢 за

напрямом 𝑣:

𝑢*(𝑣) = lim
𝑎→0+

1

𝑎
(‖𝑢+ 𝑎𝑣‖𝑋 − ‖𝑢‖𝑋) .

Оскiльки норма – це опукла функцiя, похiдна за напрямом iснує.

Нехай 𝑀 ⊂ 𝑋 – пiдпростiр, 𝑢 – точка гладкостi одиничної сфери 𝑆𝑀 i

𝑢*|𝑀 – обмеження 𝑢* на 𝑀 . 𝑢*|𝑀 – це опорний функцiонал у точцi 𝑢, тобто

єдиний лiнiйний функцiонал на 𝑀 , який задовольняє умови

𝑢*|𝑀(𝑢) = 1,

‖𝑢*|𝑀‖ = 1.

Якщо 𝑢 – це не точка гладкостi, то вiдображення 𝑢* : 𝑋 → R не є лiнiйним,

але воно субадитивне i позитивно-однорiдне:

𝑢*(𝑦1) + 𝑢*(𝑦2) > 𝑢*(𝑦1 + 𝑦2),

𝑢*(𝑡𝑦) = 𝑡𝑢*(𝑦), для 𝑡 > 0.

Для доведення цих фактiв ми скористаємося нерiвнiстю трикутника i

виконаємо замiну змiнних:



46

𝑢*(𝑦1 + 𝑦2) = lim
𝑎→+0

1

𝑎
(‖𝑢+ 𝑎(𝑦1 + 𝑦2)‖𝑋 − ‖𝑢‖𝑋) =

= lim
𝑎→+0

1

2𝑎
(2‖𝑢+ 2𝑎(𝑦1 + 𝑦2)‖𝑋 − 2‖𝑢‖𝑋) =

= lim
𝑏→+0

1

𝑏
(2‖𝑢+ 𝑏(𝑦1 + 𝑦2)‖𝑋 − 2‖𝑢‖𝑋) 6

6 lim
𝑏→+0

1

𝑏
(‖𝑢+ 𝑏𝑦1‖𝑋 − ‖𝑢‖𝑋)+

+ lim
𝑏→+0

1

𝑏
(‖𝑢+ 𝑏𝑦2‖𝑋 − ‖𝑢‖𝑋) = 𝑢*(𝑦1) + 𝑢*(𝑦2).

𝑡𝑢*(𝑦) = lim
𝑎→+0

𝑡

𝑎
(‖𝑢+ 𝑎𝑦‖𝑋 − ‖𝑢‖𝑋) =

= lim
𝑏→+0

1

𝑏
(‖𝑢+ 𝑏𝑡𝑦‖𝑋 − ‖𝑢‖𝑋) = 𝑢*(𝑡𝑦).

Якщо пiдставити в умову субадитивностi 𝑦1 = 𝑣 i 𝑦2 = −𝑣, можна отримати

𝑢*(𝑣) > −𝑢*(−𝑣). (2.2)

Також 𝑢* має ще одну властивiсть: для довiльних 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑋

𝑢*(𝑦1)− 𝑢*(𝑦2) 6 ‖𝑦1 − 𝑦2‖𝑋 . (2.3)

Доведемо наявнiсть останньої властивостi:

𝑢*(𝑦1)− 𝑢*(𝑦2) = lim
𝑎→+0

1

𝑎
(‖𝑢+ 𝑎𝑦1‖𝑋 − ‖𝑢+ 𝑎𝑦2‖𝑋)

6 lim
𝑎→+0

1

𝑎
(‖𝑢+ 𝑎𝑦1 − 𝑢− 𝑎𝑦2‖𝑋) = ‖𝑦1 − 𝑦2‖𝑋 .

Доведення основної теореми у випадку строго опуклого простору

𝑌 спирається на наступнi леми. Перша є прямим узагальненням [6,

Lemma 2.4] на випадок двох рiзних просторiв. Друга добута з доведення [6,

Lemma 2.5].

Лема 2.6. Нехай 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 – це BnE-вiдображення. Припустимо,

що для деяких 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 i 𝑣 ∈ 𝐵𝑋 виконуються рiвностi 𝑢*(−𝑣) = −𝑢*(𝑣),

‖𝐹 (𝑢)‖ = ‖𝑢‖ i 𝐹 (𝑎𝑣) = 𝑎𝐹 (𝑣) для усiх 𝑎 ∈ [−1, 1]. Тодi

(𝐹 (𝑢))*(𝐹 (𝑣)) = 𝑢*(𝑣).
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Доведення.

(𝐹 (𝑢))*(−𝐹 (𝑣)) = lim
𝑎→+0

1

𝑎
(‖𝐹 (𝑢)− 𝑎𝐹 (𝑣)‖𝑌 − ‖𝐹 (𝑢)‖𝑌 )

= lim
𝑎→+0

1

𝑎
(‖𝐹 (𝑢)− 𝐹 (𝑎𝑣)‖𝑌 − ‖𝑢‖𝑋)

6 lim
𝑎→+0

1

𝑎
(‖𝑢− 𝑎𝑣‖𝑋 − ‖𝑢‖𝑋) = 𝑢*(−𝑣),

отже,

(𝐹 (𝑢))*(−𝐹 (𝑣)) 6 𝑢*(−𝑣).

Пiдставимо −𝑣 замiсть 𝑣 i отримаємо

(𝐹 (𝑢))*(−𝐹 (−𝑣)) 6 𝑢*(𝑣).

Застосуємо цi двi нерiвностi разом з (2.2)

(𝐹 (𝑢))*(𝐹 (𝑣)) > −(𝐹 (𝑢))*(−𝐹 (𝑣)) > −𝑢*(−𝑣) = 𝑢*(𝑣)

> (𝐹 (𝑢))*(−𝐹 (−𝑣)) = (𝐹 (𝑢))*(𝐹 (𝑣)).

Таким чином, усi нерiвностi у цьому ланцюжку перетворюються на

рiвностi. 2

Лема 2.7. Нехай 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 – це BnE-вiдображення, таке що

𝐹 (𝑆𝑋) = 𝑆𝑌 . Нехай 𝑉 ⊂ 𝑆𝑋 – така пiдмножина, що 𝐹 (𝑎𝑣) = 𝑎𝐹 (𝑣)

для всiх 𝑎 ∈ [−1, 1], 𝑣 ∈ 𝑉 . Позначимо 𝐴 = {𝑡𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑉, 𝑡 ∈ [−1, 1]}, тодi
𝐹 |𝐴 – це бiєктивна iзометрiя мiж 𝐴 та 𝐹 (𝐴).

Доведення. Зафiксуємо довiльнi 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐴. Нехай 𝐸 = Lin{𝑦1, 𝑦2}, i
нехай 𝑊 ⊂ 𝑆𝐸 – це множина точок гладкостi 𝑆𝐸 (яка є щiльною у 𝑆𝐸).

Усi функцiонали 𝑥*, де 𝑥 ∈ 𝑊 , лiнiйнi на 𝐸, тож 𝑥*(−𝑦𝑖) = −𝑥*(𝑦𝑖), для

𝑖 = 1, 2. Також, у вiдповiдностi з нашим припущенням, 𝐹 (𝑎𝑦𝑖) = 𝑎𝐹 (𝑦𝑖)

для всiх 𝑎 ∈ [−1, 1]. Можна застосувати лему 2.6.

‖𝐹 (𝑦1)− 𝐹 (𝑦2)‖𝑌 6 ‖𝑦1 − 𝑦2‖𝑋 = sup{𝑥*(𝑦1 − 𝑦2) : 𝑥 ∈ 𝑊}

= sup{𝑥*(𝑦1)− 𝑥*(𝑦2) : 𝑥 ∈ 𝑊}

= sup{(𝐹 (𝑥))*(𝐹 (𝑦1))− (𝐹 (𝑥))*(𝐹 (𝑦2)) : 𝑥 ∈ 𝑊}

6 ‖𝐹 (𝑦1)− 𝐹 (𝑦2)‖𝑌 ,
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де у останнiй нерiвностi ми застосували (2.3). Отже,

‖𝐹 (𝑦1)− 𝐹 (𝑦2)‖ = ‖𝑦1 − 𝑦2‖.

2

Наслiдок 2.8. Якщо 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 – це BnE-функцiя, яка задовольняє

умови (i), (ii), та (iii) теореми 2.5, тодi 𝐹 – це iзометрiя.

Доведення. Для доведення цього факту необхiдно застосувати лему 2.7

з 𝑉 = 𝑆𝑋 i 𝐴 = 𝐵𝑋 . 2

Теорема 2.9. Нехай 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 – BnE-вiдображення. Якщо

простiр 𝑌 строго опуклий, то вiдображення 𝐹 – це iзометрiя.

Доведення. Якщо 𝑌 – строго опуклий простiр, то вiдображення 𝐹

задовольняє умови (i), (ii) та (iii) теореми 2.5. Отже, можна застосувати

наслiдок 2.8 i отримати твердження теореми. 2

Далi викладемо результат, який хронологiчно був отриманий нами

значно пiзнiше. А саме, розглянемо задачу 2.2 для строго опуклого

простору 𝑋 i довiльного простору 𝑌 .

Теорема 2.10 ( [1, Theorem 4.2]). Нехай 𝑋, 𝑌 – банаховi простори, 𝑋

– строго опуклий простiр i 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 – BnE-вiдображення. Тодi 𝐹 є

iзометрiєю.

Для доведення теореми нам знадобиться деяка додаткова термiнологiя.

Якщо у нормованому просторi вектори 𝑥 та 𝑦 мають однаковий напрям, то

виконується рiвнiсть

‖𝑥+ 𝑦‖ = ‖𝑥‖+ ‖𝑦‖. (2.4)

У просторi, що не є строго опуклим, така рiвнiсть може виконуватися

не лише для спiвнаправлених векторiв. Цей факт мотивує наступне

означення, запозичене нами з [36].

Означення 2.11. Елементи 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 будемо називати

квазi-спiвнаправленими, якщо вони задовольняють рiвнiсть (2.4).
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Завдяки нерiвностi трикутника, щоб продемонструвати рiвнiсть (2.4)

достатньо перевiрити, що ‖𝑥 + 𝑦‖ > ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. Далi ми наведемо вiдому

лему, доведення якої можна, наприклад, знайти в [36, стор. 47]. Ми

повторюємо доведення для зручностi читача.

Лема 2.12. Якщо 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 – квазi-спiвнаправленi елементи, тодi для

будь-яких 𝑎, 𝑏 > 0 елементи 𝑎𝑥 i 𝑏𝑦 також є квазi-спiвнаправленими.

Доведення. Завдяки симетрiї можна вважати, що 𝑎 > 𝑏. Тодi,

‖𝑎𝑥+ 𝑏𝑦‖ = ‖𝑎(𝑥+ 𝑦)− (𝑎− 𝑏)𝑦‖

> 𝑎‖𝑥+ 𝑦‖ − (𝑎− 𝑏)‖𝑦‖ = 𝑎‖𝑥‖+ 𝑏‖𝑦‖.

2

З геометричної точки зору 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 є квазi-спiвнаправленими, якщо весь

вiдрiзок

[𝑥, 𝑦] := {𝑡𝑥+ (1− 𝑡)𝑦 : 𝑡 ∈ [0, 1]}

лежить на одиничнiй сферi. Якщо 𝐶 ⊂ 𝑆𝑋 – опукла множна, тодi будь-якi

два елементи множини 𝐶 є квазi-спiвнаправленими.

Вiдзначимо наступний простий факт.

Лема 2.13. Нехай 𝑋, 𝑌 – банаховi простори, 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 –

BnE-вiдображення i 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑆𝑌 – пара квазi-спiвнаправлених елементiв.

Тодi,

(1) 𝐹−1(𝑦1) є квазi-спiвнаправленим з −𝐹−1(−𝑦2), отже

(2) якщо 𝐹−1(−𝑦2) = −𝐹−1(𝑦2), то 𝐹−1(𝑦1) є квазi-спiвнаправленим з

𝐹−1(𝑦2).

(3) Зокрема, якщо 𝑦2 – крайня точка одиничної кулi 𝐵𝑌 , тодi 𝐹
−1(𝑦1) є

квазi-спiвнаправленим з 𝐹−1(𝑦2).

Доведення.⃦⃦
𝐹−1(𝑦1) +

(︀
−𝐹−1(−𝑦2)

)︀⃦⃦
=
⃦⃦
𝐹−1(𝑦1)− 𝐹−1(−𝑦2)

⃦⃦
> ‖𝑦1 − (−𝑦2)‖ = ‖𝑦1 + 𝑦2‖ = 2.
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2

Доведення теореми 2.10. Доведення витiкає безпосередньо з вищезгаданої

леми. Завдяки теоремi 2.9 достатньо довести, що простiр 𝑌 є строго

опуклим. Припустимо супротивне, тобто що одинична сфера 𝑆𝑌 мiстить

нетривiальний вiдрiзок [𝑦0, 𝑦1] := {𝑡𝑦1 + (1 − 𝑡)𝑦0 : 𝑡 ∈ [0, 1]}.
Оскiльки 𝑋 – строго опуклий простiр, єдиний елемент на сферi 𝑆𝑋 ,

квазi-спiвнаправлений з 𝐹−1(𝑦1), це 𝐹−1(𝑦1). Згiдно пункту (1) леми

2.13, усi елементи −𝐹−1(−𝑦𝑡), де 𝑦𝑡 := 𝑡𝑦1 + (1 − 𝑡)𝑦0, 𝑡 ∈ [0, 1], є

квазi-спiвнаправленими з 𝐹−1(𝑦1). Ця суперечнiсть завершує доведення

теореми.

2.2 Узагальнена задача для одиничних куль скiнченновимiрних

просторiв

У цьому роздiлi ми вiдповiмо на питання 2.2 у випадку двох

рiзних скiнченновимiрних просторiв. Зазначимо, що питання 2.1 для

одиничної кулi скiнченновимiрного простору вже має ствердну вiдповiдь

завдяки, наприклад, теоремi 1.7. Зауважимо також, що пiдхiд, який

використовувався для доведення вищезгаданої теореми 1.7 не пiдходить

у випадку двох рiзних просторiв, бо цей пiдхiд ґрунтується на iтерацiях

вiдображення. Тож нам довелося шукати новий шлях для розв’язку.

Перш нiж перейти до основного результату роздiлу, нагадаємо

означення та властивостi тотальних та нормуючих пiдмножин спряженого

простору, що використовуються у доведеннi.

Означення 2.14. Пiдмножина 𝑉 ⊂ 𝑆𝑋* називається тотальною,

якщо для будь-якого 𝑥 ̸= 0 iснує 𝑓 ∈ 𝑉 , такий що 𝑓(𝑥) ̸= 0.

Означення 2.15. Пiдмножина 𝑉 ⊂ 𝑆𝑋* називається нормуючою, якщо

sup |𝑓(𝑥)|𝑓∈𝑉 = ‖𝑥‖ для всiх 𝑥 ∈ 𝑋.

Лема 2.16 ([12], Exercise 9, p. 538). Нехай 𝐴 ⊂ 𝑆𝑋 – щiльна

пiдмножина в 𝑆𝑋 , i для кожного 𝑎 ∈ 𝐴 нехай 𝑓𝑎 – деякий опорний
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функцiонал у точцi 𝑎. Тодi 𝑉 = {𝑓𝑎 : 𝑎 ∈ 𝐴} – нормуюча пiдмножина (а

отже i тотальна).

Далi сформулюємо простий наслiдок з теореми про бiполяру.

Лема 2.17. Нехай 𝑋 – рефлексивний простiр. Тодi 𝑉 ⊂ 𝑆𝑋* –

нормуюча пiдмножина тодi i тiльки тодi, коли aconv(𝑉 ) = 𝐵𝑋*.

Також нам знадобиться наступне твердження.

Твердження 2.18 (Brower’s invariance of domain principle [2]). Нехай

𝑈 – вiдкрита множина у R𝑛 i 𝑓 : 𝑈 → R𝑛 – iн’єктивне неперервне

вiдображення, тодi 𝑓(𝑈) вiдкрита в R𝑛.

Наслiдок 2.19. Якщо R𝑚 мiстить гомеоморфну копiю кулi простору

R𝑛, то 𝑚 > 𝑛.

Зараз ми можемо сформулювати основний результат пiдроздiлу.

Теорема 2.20. Нехай 𝑋, 𝑌 – банаховi простори, 𝑌 має скiнченну

вимiрнiсть, 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 – BnE - вiдображення. Тодi 𝐹 є iзометрiєю.

Доведення. Розглянемо довiльний скiнченновимiрний пiдпростiр 𝑍 ⊂
𝑋. Тодi звуження 𝐹 на 𝐵𝑍 є бiєктивним неперервним вiдображенням

мiж двома компактними множинами – 𝐵𝑍 i 𝐹 (𝐵𝑍), тож 𝐵𝑍 гомеоморфна

𝐹 (𝐵𝑍). Таким чином, з наслiдку 2.19 випливає, що dim𝑍 6 dim𝑌 .

Оскiльки пiдмножина 𝑍 ⊂ 𝑋 довiльна, можна стверджувати, що

dim𝑋 6 dim𝑌 . Отже, 𝐹 – це бiєктивне неперервне вiдображення

мiж компактними множинами 𝐵𝑋 i 𝐵𝑌 , тобто 𝐹 є гомеоморфiзмом.

Застосування твердження 2.18 дозволяє стверджувати, що dim𝑋 = dim𝑌 ,

𝐹 вiдображає внутрiшнi точки у внутрiшнi i 𝐹 (𝑆𝑋) = 𝑆𝑌 .

Нехай 𝐺 – це множна всiх 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 , таких що норма диференцiйовна

у 𝑥 та 𝐹 (𝑥). Вiдповiдно до [21, Theorem 25.5], доповнення до множини

точок, у яких норма диференцiйовна, є множиною першої категорiї. Отже,

множина 𝐺 щiльна у 𝑆𝑋 , як перетин двох множин, доповнення до яких є

множинами першої категорiї. Нагадаємо, що 𝐹 є гомеоморфiзмом, отже
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𝐹 (𝐺) – щiльна множина у 𝑆𝑌 . Таким чином, з леми 2.16 випливає, що

𝐴 := {𝑥* : 𝑥 ∈ 𝐺}

i

𝐵 := {𝐹 (𝑥)* : 𝑥 ∈ 𝐺} = {𝑦* : 𝑦 ∈ 𝐹 (𝐺)}

є нормуючими пiдмножинами у 𝑋* та 𝑌 * вiдповiдно. Як наслiдок, за

лемою 2.17

aconv(𝐴) = 𝐵𝑋*, aconv(𝐵) = 𝐵𝑌 *. (2.5)

Позначимо

𝐾 = 𝐹−1(ext𝐵𝑌 ) ⊂ ext𝐵𝑋 .

Помiтимо, що для всiх 𝑥 ∈ 𝐺 функцiонали (𝐹 (𝑥))* i 𝑥* є лiнiйними, тож

з леми 2.6 випливає, що для всiх 𝑥 ∈ 𝐺 i 𝑧 ∈ 𝐾 виконується наступна

рiвнiсть:

(𝐹 (𝑥))*(𝐹 (𝑧)) = 𝑥*(𝑧).

Задамо вiдображення 𝐻 : 𝐴 → 𝐵 таким чином:

𝐻(𝑥*) = (𝐹 (𝑥))*.

Щоб впевнитися у коректностi цього означення необхiдно перевiрити, що

для всiх 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐺 виконується iмплiкацiя:

(𝑥1
* = 𝑥2

*) =⇒ (𝐹 (𝑥1)
* = 𝐹 (𝑥2)

*).

Припустимо для фiксованих 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐺, що 𝑥1
* = 𝑥2

*. Для перевiрки

рiвностi 𝐹 (𝑥1)
* = 𝐹 (𝑥2)

* достатньо перевiрити, що 𝐹 (𝑥1)
*𝑦 = 𝐹 (𝑥2)

*𝑦 для

𝑦 ∈ ext𝐵𝑌 , тобто для 𝑦 вигляду 𝑦 = 𝐹 (𝑥) з 𝑥 ∈ 𝐾. Насправдi,

𝐹 (𝑥1)
*(𝐹 (𝑥)) = 𝑥1

*(𝑥) = 𝑥2
*(𝑥) = 𝐹 (𝑥2)

*(𝐹 (𝑥)).

Продовжимо 𝐻 за лiнiйнiстю до ̃︀𝐻 : 𝑋* = Lin(𝑥*, 𝑥 ∈ 𝐺) → 𝑌 *. Для

𝑥* =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘
*, 𝑥𝑘 ∈ 𝐺
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нехай ̃︀𝐻(𝑥*) =
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝐻(𝑥𝑘
*).

Щоб перевiрити коректнiсть такого продовження ми доведемо, що(︃
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘
* =

𝑀∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘𝑦𝑘
*

)︃
=⇒

(︃
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝐻(𝑥𝑘
*) =

𝑀∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘𝐻(𝑦𝑘
*)

)︃
.

Знову, будемо доводити рiвнiсть функцiоналiв

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝐻(𝑥𝑘
*) =

𝑀∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘𝐻(𝑦𝑘
*)

лише на елементах вигляду 𝑦 = 𝐹 (𝑥) з 𝑥 ∈ 𝐾.(︃
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝐻(𝑥𝑘
*)

)︃
𝐹 (𝑥) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝐹 (𝑥𝑘)
*(𝐹 (𝑥)) =

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑥𝑘
*(𝑥)

=
𝑀∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘𝑦𝑘
*(𝑥) =

𝑀∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘𝐹 (𝑦𝑘)
*(𝐹 (𝑥)) =

(︃
𝑀∑︁
𝑘=1

𝜇𝑘𝐻(𝑦𝑘
*)

)︃
𝐹 (𝑥).

Вiдмiтимо, що вiдповiдно до (2.5),

̃︀𝐻(𝑋*) = Lin𝐻(𝐴) = Lin𝐵 = 𝑌 *,

таким чином ̃︀𝐻 сюр’єктивне, а отже, через рiвнiсть вiдповiдних

вимiрностей, бiєктивне. Нагадаємо, що

̃︀𝐻(𝐴) = 𝐻(𝐴) = 𝐵,

отже ̃︀𝐻 вiдображає𝐴 на𝐵 бiєктивно. Застосовуючи знову (2.5) отримуємо,

що ̃︀𝐻(𝐵𝑋*) = 𝐵𝑌 *

i 𝑋* та 𝑌 * iзометричнi. Перейдемо до спряжених просторiв i побачимо,

що 𝑌 ** iзометричний 𝑋** (де ̃︀𝐻* – вiдповiдна iзометрiя). Це означає, що

𝑋 i 𝑌 iзометричнi. Таким чином, 𝐵𝑋 i 𝐵𝑌 є двома копiями одного i того

самого компактного метричного простору. Застосування теореми 1.7 про

EC-пластичнiсть компактiв завершує доведення. 2
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2.3 Узагальнена задача для одиничної кулi простору ℓ1

У даному роздiлi задача 2.2 буде роз’язана у випадку, коли 𝑋 –

довiльний простiр, а 𝑌 – це простiр ℓ1. У доведеннi ми знову будемо

використовувати принцип iнварiантностi областi Брауера, а також наступнi

вiдомi результати.

Твердження 2.21 (P. Mankiewicz’s [18]). Якщо 𝐴 ⊂ 𝑋 i 𝐵 ⊂ 𝑌

є опуклими множинами з непорожньою внутрiшнiстю, тодi будь-яка

бiєктивна iзометрiя 𝐹 : 𝐴 → 𝐵 може бути продовжена до бiєктивної

афiнної iзометрiї ̃︀𝐹 : 𝑋 → 𝑌 .

Зазначимо, що у випадку, коли 𝐴, 𝐵 – одиничнi кулi, кожна iзометрiя

вiдображає 0 у 0, отже кожна бiєктивна iзометрiя 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 є

обмеженням лiнiйної iзометрiї мiж 𝑋 та 𝑌 .

Ми впевненi, що наступний результат не є новим, але ми не змогли

знайти його у науковiй лiтературi, тому викладаємо його з доведенням.

Твердження 2.22. Нехай 𝑋 – скiнченновимiрний нормований

простiр i 𝑉 – пiдмножина 𝐵𝑋 , що має наступнi двi властивостi: 𝑉

гомеоморфна 𝐵𝑋 i 𝑉 ⊃ 𝑆𝑋 . Тодi 𝑉 = 𝐵𝑋 .

Доведення. За означенням, топологiчний простiр 𝐸 має FP-

властивiсть (англ. fixed-point property), якщо будь-яке неперервне

вiдображення 𝑓 : 𝐸 → 𝐸 має нерухому точку. Вiдповiдно до теореми

Брауера про нерухому точку, 𝐵𝑋 має FP-властивiсть, отже, 𝑉 також має

FP-властивiсть. Будемо розмiрковувати вiд супротивного. Припустимо,

що 𝑉 ̸= 𝐵𝑋 . Тодi знайдеться точка 𝑥0 ∈ 𝐵𝑋 ∖ 𝑉 . Для кожної точки 𝑥 ∈ 𝑉

розглянемо пiввiсь

𝐿𝑥 = {𝑥0 + 𝑡𝑥 : 𝑡 ∈ [0,+∞)}

i позначимо 𝑃 (𝑥) точку, де 𝐿𝑥 перетинає 𝑆𝑋 . Тодi 𝑃 є неперервною

ретракцiєю з 𝑉 на 𝑆𝑋 , отже 𝑆𝑋 – ретракт 𝑉 . Це призводить до

протирiччя, тому що ретракт множини з FP-властивiстю повинен також
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мати FP-властивiсть, але 𝑆𝑋 не має цiєї властивостi (можна розглянути

вiдображення 𝑥 ↦→ −𝑥). 2

Викладемо обiцяну теорему.

Теорема 2.23. Нехай 𝑋 – банахiв простiр, 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵ℓ1 –

BnE-вiдображення. Тодi 𝐹 – iзометрiя.

Доведення. Позначимо

𝑒𝑛 = (𝛿𝑖,𝑛)𝑖∈N, 𝑛 = 1, 2, . . .

елементи канонiчного базису у ℓ1 (як зазвичай, 𝛿𝑖,𝑛 = 0 для 𝑛 ̸= 𝑖 i 𝛿𝑛,𝑛 = 1).

Легко побачити, що

𝑒𝑥𝑡(𝐵ℓ1) = {±𝑒𝑛, 𝑖 = 1, 2, ...}.

Позначимо 𝑔𝑛 = 𝐹−1𝑒𝑛. З твердження (5) теореми 2.5 випливає, що всi

𝑔𝑛 є крайнiми точками одиничної кулi 𝐵𝑋 .

Для всiх 𝑁 ∈ N позначимо

𝑋𝑁 = Lin{𝑔𝑘}𝑘6𝑁

i через 𝑈𝑁 i 𝜕𝑈𝑁 позначимо одиничну кулю i одиничну сферу 𝑋𝑁

вiдповiдно. Аналогiчно, для

𝑌𝑁 = Lin{𝑒𝑘}𝑘6𝑁

позначимо через 𝑉𝑁 i 𝜕𝑉𝑁 одиничну кулю i одиничну сферу 𝑌𝑁 вiдповiдно.

Твердження. Для будь-якого 𝑁 ∈ N i будь-якого набору {𝑎𝑘}𝑘6𝑁

дiйсних чисел з ‖
∑︀

𝑛6𝑁 𝑎𝑛𝑔𝑛‖ 6 1

𝐹

(︃∑︁
𝑛6𝑁

𝑎𝑛𝑔𝑛

)︃
=
∑︁
𝑛6𝑁

𝑎𝑛𝑒𝑛.

Доведення Твердження. Скористаємося iндукцiєю за 𝑁 . Для

𝑁 = 1 Твердження виконується завдяки пунктам (4) i (6) теореми

2.5. Припустимо, що воно виконується для 𝑁 − 1 i доведемо, що воно

справджується для 𝑁 . Покажемо спершу, що для всiх

𝑥 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔𝑖
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‖𝑥‖ =
𝑁∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖|. (2.6)

Вiдзначимо, що через позитивну однорiднiсть норми достатньо розглядати

𝑥 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔𝑖,

де коефiцiєнти задовольняють умову
𝑁∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖| 6 1.

У цьому випадку 𝑥 ∈ 𝑈𝑁 . Таким чином,⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6

𝑁−1∑︁
𝑖=1

‖𝛼𝑖𝑔𝑖‖ =
𝑁−1∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖| 6
𝑁∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖| 6 1,

i
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔𝑖 ∈ 𝑈𝑁 .

З одного боку,

‖𝑥‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6

𝑁∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖|.

З iншого боку, з iндуктивного припущення маємо

𝐹 (
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔𝑖) =
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖,

а з пунктiв (4) i (6) теореми 2.5 отримуємо 𝐹 (−𝛼𝑁𝑔𝑁) = −𝛼𝑁𝑒𝑁 . Отже,

‖𝑥‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔𝑖 + 𝛼𝑁𝑔𝑁

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔𝑖 − (−𝛼𝑁𝑔𝑁)

⃦⃦⃦⃦
⃦

>

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐹 (

𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔𝑖)− 𝐹 (−𝛼𝑁𝑔𝑁)

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑁−1∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖 + 𝛼𝑁𝑒𝑁

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

𝑁∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖|,

i рiвнiсть (2.6) доведена. Це означає, що

𝑈𝑁 =

{︃∑︁
𝑛6𝑁

𝑎𝑛𝑔𝑛 :
∑︁
𝑛6𝑁

|𝑎𝑛| 6 1

}︃
,

𝜕𝑈𝑁 =

{︃∑︁
𝑛6𝑁

𝑎𝑛𝑔𝑛 :
∑︁
𝑛6𝑁

|𝑎𝑛| = 1

}︃
.
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Далi покажемо, що

𝐹 (𝑈𝑁) ⊂ 𝑉𝑁 . (2.7)

Для цього розглянемо 𝑥 ∈ 𝑈𝑁 . Якщо 𝑥 має вигляд 𝛼𝑔𝑁 , Твердження

випливає з теореми 2.5. Таким чином, ми маємо розглядати

𝑥 =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑔𝑖,

де
𝑁∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖| 6 1 i
𝑁−1∑︁
𝑖=1

|𝛼𝑖| ≠ 0.

Позначимо розклад 𝐹 (𝑥) таким чином:

𝐹 (𝑥) =
∞∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖𝑒𝑖.

Для елемента

𝑥1 =

∑︀𝑁−1
𝑖=1 𝛼𝑖𝑔𝑖∑︀𝑁−1
𝑖=1 |𝛼𝑖|

за iндуктивним припущенням

𝐹 (𝑥1) =

∑︀𝑁−1
𝑖=1 𝛼𝑖𝑒𝑖∑︀𝑁−1
𝑖=1 |𝛼𝑖|

.

Отже, можна записати наступнi нерiвностi:

2 =

⃦⃦⃦⃦
𝐹 (𝑥1)−

𝛼𝑁

|𝛼𝑁 |
𝑒𝑁

⃦⃦⃦⃦
6

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐹 (𝑥1)−

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖𝑒𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖𝑒𝑖 −
𝛼𝑁

|𝛼𝑁 |
𝑒𝑁

⃦⃦⃦⃦
⃦

= ‖𝐹 (𝑥1)− 𝐹 (𝑥)‖+
⃦⃦⃦⃦
𝐹 (𝑥)− 𝛼𝑁

|𝛼𝑁 |
𝑒𝑁

⃦⃦⃦⃦
− 2

∞∑︁
𝑖=𝑁+1

|𝑦𝑖|

6 ‖𝐹 (𝑥1)− 𝐹 (𝑥)‖+
⃦⃦⃦⃦
𝐹 (𝑥)− 𝐹

(︂
𝛼𝑁

|𝛼𝑁 |
𝑔𝑁

)︂⃦⃦⃦⃦
6 ‖𝑥1 − 𝑥‖+

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝛼𝑁

|𝛼𝑁 |
𝑔𝑁

⃦⃦⃦⃦
=

𝑁−1∑︁
𝑗=1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛼𝑗 −

𝛼𝑗∑︀𝑁−1
𝑖=1 |𝛼𝑖|

⃒⃒⃒⃒
⃒+ |𝛼𝑁 |+

𝑁−1∑︁
𝑗=1

|𝛼𝑗|+
⃒⃒⃒⃒
𝛼𝑁 − 𝛼𝑁

|𝛼𝑁 |

⃒⃒⃒⃒

=
𝑁−1∑︁
𝑗=1

|𝛼𝑗|

(︃
1 +

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 1∑︀𝑁−1

𝑖=1 |𝛼𝑖|

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

+ |𝛼𝑁 |
(︂
1 +

⃒⃒⃒⃒
1− 1

|𝛼𝑁 |

⃒⃒⃒⃒)︂
= 2.
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Отримуємо, що всi нерiвностi у ланцюгу насправдi виявляються

рiвностями, зокрема
∞∑︁

𝑖=𝑁+1

|𝑦𝑖| = 0.

Тобто

𝐹 (𝑥) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖𝑒𝑖 ∈ 𝑉𝑁

i включення (2.7) доведене.

Тепер покажемо, що

𝐹 (𝑈𝑁) ⊃ 𝜕𝑉𝑁 . (2.8)

Припустимо, що навпаки iснує елемент 𝑦 ∈ 𝜕𝑉𝑁 ∖ 𝐹 (𝑈𝑁). Позначимо

𝑥 = 𝐹−1(𝑦). Тодi ‖𝑥‖ = 1 (пункт (2) теореми 2.5) i 𝑥 /∈ 𝑈𝑁 , тобто 𝑥 /∈
𝑋𝑁 . Для кожного 𝑡 ∈ [0, 1] розглянемо 𝐹 (𝑡𝑥). Нехай вiдповiдний розклад

наступний:

𝐹 (𝑡𝑥) =
∑︁
𝑛∈N

𝑏𝑛𝑒𝑛.

Тодi

1 = ‖0− 𝑡𝑥‖+ ‖𝑡𝑥− 𝑥‖ > ‖0− 𝐹 (𝑡𝑥)‖+ ‖𝐹 (𝑡𝑥)− 𝑦‖

= 2
∑︁
𝑛>𝑁

|𝑏𝑛|+

⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁
𝑛6𝑁

𝑏𝑛𝑒𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑦 −∑︁

𝑛6𝑁

𝑏𝑛𝑒𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦ > 2

∑︁
𝑛>𝑁

|𝑏𝑛|+ 1,

отже, ∑︁
𝑛>𝑁

|𝑏𝑛| = 0.

Це означає, що 𝐹 (𝑡𝑥) ∈ 𝑉𝑁 для всiх 𝑡 ∈ [0, 1]. З iншого боку, 𝐹 (𝑈𝑁)

мiстить вiдносний окiл 0 у 𝑉𝑁 (тут ми використовуємо факт, що 𝐹 (0) = 0

i твердження 2.18), отже неперервна крива {𝐹 (𝑡𝑥) : 𝑡 ∈ [0, 1]} у 𝑉𝑁 , яка

з’єднує 0 i 𝑦 має нетривiальний перетин з 𝐹 (𝑈𝑁). Отже iснує 𝑡 ∈ (0, 1), таке

що 𝐹 (𝑡𝑥) ∈ 𝐹 (𝑈𝑁). Оскiльки 𝑡𝑥 /∈ 𝑈𝑁 , це суперечить умовi iн’єктивностi

𝐹 . Включення (2.8) доведене.

Тепер з включень (2.7) та (2.8) i твердження 2.22 випливає, що

𝐹 (𝑈𝑁) = 𝑉𝑁 . Зазначимо, що завдяки (2.6) 𝑈𝑁 i 𝑉𝑁 iзометричнi, отже,

через скiнченновимiрнiсть, 𝑈𝑁 i 𝑉𝑁 є компактами. Таким чином, 𝑈𝑁 i
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𝑉𝑁 можуть розглядатися як двi копiї одного i того самого компактного

метричного простору, i теорема 1.7 дозволяє стверджувати, що будь-яке

BnE-вiдображення з 𝑈𝑁 на 𝑉𝑁 є iзометрiєю. Зокрема, 𝐹 вiдображає 𝑈𝑁 на

𝑉𝑁 iзометрично. Нарештi, з твердження 2.21 випливає, що обмеження 𝐹

на 𝑈𝑁 продовжується до лiнiйного вiдображення з 𝑋𝑁 на 𝑌𝑁 , що завершує

доведення Твердження.

Тепер ми можемо закiнчити доведення теореми. Спочатку перейдемо

до границi при 𝑁 → ∞ у (2.6) i отримаємо

‖𝑧‖ =
∞∑︁
𝑖=1

|𝑧𝑖|

для будь-якого

𝑧 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑧𝑛𝑔𝑛

такого, що
∞∑︁
𝑛=1

|𝑧𝑛| < ∞.

З неперервностi 𝐹 i доведеного Твердження випливає, що для будь-якого

𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝐵ℓ1

виконуються такi рiвностi

𝐹

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝑔𝑛

)︃
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝑒𝑛,

𝐹−1

(︃ ∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝑒𝑛

)︃
=

∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝑔𝑛.

Отже, для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵ℓ1 вигляду

𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝑒𝑛,

𝑦 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑦𝑛𝑒𝑛
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справедливi наступнi рiвностi:

‖𝑥− 𝑦‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑛=1

(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)𝑒𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

∞∑︁
𝑛=1

|(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)| =

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑛=1

(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)𝑔𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦

=

⃦⃦⃦⃦
⃦

∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛𝑔𝑛 −
∞∑︁
𝑛=1

𝑦𝑛𝑔𝑛

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

⃦⃦
𝐹−1(𝑥)− 𝐹−1(𝑦)

⃦⃦
.

Таким чином, 𝐹−1 є iзометрiєю, так само як i 𝐹 . 2

2.4 Узагальнена задача для одиничної кулi суми строго опуклих

просторiв по ℓ1

У цьому роздiлi ми розглянемо питання 2.2 для довiльного простору X

та простору Y, який є сумою строго опуклих просторiв по ℓ1. Ми будемо

використовувати деякi iдеї з попереднiх пiдроздiлiв, але їх доведеться

суттєво розвинути i доповнити, щоб обiйти складнощi, що виникають у

цьому бiльш загальному випадку. Формально кажучи, можна було б не

записувати окремо результати параграфiв 2.1 i 2.3, бо вони «перекритi»

опублiкованими пiзнiше результатами, що ми починаємо розглядати зараз.

Але, беручи до уваги технiчну складнiсть цього «об’єднаного» результату,

ми вважаємо за доцiльне мати спочатку детальний запис складових частин,

а вже потiм переходити до головного результату.

Нехай 𝐼 – множина iндексiв, а 𝑍𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 – фiксований набiр строго

опуклих банахових просторiв. Ми будемо розглядати суму 𝑍𝑖 по ℓ1, яку

позначимо через 𝑍. Вiдповiдно до означення, 𝑍 – це множина всiх точок

𝑧 = (𝑧𝑖)𝑖∈𝐼 , де 𝑧𝑖 ∈ 𝑍𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 з не бiльш нiж злiченним носiєм supp(𝑧) :=

{𝑖 : 𝑧𝑖 ̸= 0}, таких що
∑︀

𝑖∈𝐼 ‖𝑧𝑖‖𝑍𝑖
< ∞. Простiр 𝑍 надiлений природною

нормою

||𝑧|| = ‖(𝑧𝑖)𝑖∈𝐼‖ =
∑︁
𝑖∈𝐼

‖𝑧𝑖‖𝑍𝑖
. (2.9)

Зазначимо, що навiть якщо 𝐼 є незлiченною множиною, сумма у (2.9)

зводиться до звичайної не бiльш нiж злiченної суми
∑︀

𝑖∈supp(𝑧) ‖𝑧𝑖‖𝑍𝑖
, яка не

залежить вiд порядку доданкiв. Таким чином, немає необхiдностi вводити

порядок на 𝐼 i звертатися до незлiченних сум, коли мова йде про 𝑍.
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У цьому пiдроздiлi кожен простiр 𝑍𝑖 ми будемо розглядати як

пiдпростiр у 𝑍:

𝑍𝑖 = {𝑧 ∈ 𝑍 : supp(𝑧) ⊂ {𝑖}}.

Легко бачити, що

ext(𝐵𝑍) =
⋃︁
𝑖∈𝐼

𝑆𝑍𝑖
.

Вiдмiтимо також, що у таких позначеннях кожен елемент 𝑧 ∈ 𝑍 може

бути єдиним чином записаний як сума 𝑧 =
∑︀

𝑖∈𝐼 𝑧𝑖, 𝑧𝑖 ∈ 𝑍𝑖 з не бiльш нiж

злiченною кiлькiстю ненульових доданкiв. До того ж такi ряди збiгаються

абсолютно.

Означення 2.24. Нехай 𝐸 – банахiв простiр, 𝐻 ⊂ 𝐸 – його пiдпростiр.

Будемо говорити, що лiнiйний проектор 𝑃 : 𝐸 → 𝐻 є строгим, якщо ‖𝑃‖ =

1 i для будь-якого 𝑥 ∈ 𝐸 ∖𝐻 виконується нерiвнiсть

‖𝑃 (𝑥)‖ < ‖𝑥‖.

Лема 2.25. Кожен строгий проектор 𝑃 : 𝐸 → 𝐻 має наступну

властивiсть: для будь-якого 𝑥 ∈ 𝐸 ∖ 𝐻 i будь-якого 𝑦 ∈ 𝐻 виконується

нерiвнiсть

‖𝑃 (𝑥− 𝑦)‖ < ‖𝑥− 𝑦‖.

Доведення. Якщо 𝑥 /∈ 𝐻, тодi 𝑥 − 𝑦 /∈ 𝐻. Оскiльки проектор 𝑃 є

строгим, отримуємо ‖𝑃 (𝑥− 𝑦)‖ < ‖𝑥− 𝑦‖. 2

Розглянемо скiнченну пiдмножину 𝐽 ⊂ 𝐼 i довiльний набiр 𝑧 = (𝑧𝑖)𝑖∈𝐽 ,

𝑧𝑖 ∈ 𝑆𝑍𝑖
, 𝑖 ∈ 𝐽 . Для кожного з цих 𝑧𝑖 виберемо опорний функцiонал 𝑧*𝑖 ∈

𝑆𝑍𝑖
*, тобто такий, що має одиничну норму, i для якого виконується умова

𝑧*𝑖 (𝑧𝑖) = 1. Зi строгої опуклостi 𝑍𝑖 випливає, що 𝑧*𝑖 (𝑥) < 1 для всiх 𝑥 ∈ 𝐵𝑍𝑖
∖

{𝑧𝑖}, 𝑖 ∈ 𝐽 . Позначимо 𝑧* = (𝑧*𝑖 )𝑖∈𝐽 i визначимо вiдображення 𝑃𝑧,𝑧* : 𝑍 →
Lin{𝑧𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽},

𝑃𝑧,𝑧*((𝑦𝑖)𝑖∈𝐼) =
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑧*𝑖 (𝑦𝑖)𝑧𝑖.

Лема 2.26. Вiдображення 𝑃𝑧,𝑧* є строгим проектором на Lin{𝑧𝑖, 𝑖 ∈
𝐽}.
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Доведення. Вiдповiдно до означення ми маємо перевiрити, що

(1) 𝑃𝑧,𝑧* є проектором на Lin{𝑧𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽}.

(2) ‖𝑃𝑧,𝑧*‖ = 1.

(3) Якщо (𝑦𝑖)𝑖∈𝐼 /∈ Lin{𝑧𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽}, тодi ‖𝑃𝑧,𝑧*((𝑦𝑖)𝑖∈𝐼)‖ < ‖(𝑦𝑖)𝑖∈𝐼‖.

Перевiрка (1). Справдi,

𝑃 2
𝑧,𝑧*((𝑦𝑖)𝑖∈𝐼) = 𝑃𝑧,𝑧*

(︃∑︁
𝑖∈𝐽

𝑧*𝑖 (𝑦𝑖)𝑧𝑖

)︃
=
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑧*𝑖 (𝑧
*
𝑖 (𝑦𝑖)𝑧𝑖) 𝑧𝑖

=
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑧*𝑖 (𝑦𝑖)𝑧
*
𝑖 (𝑧𝑖)𝑧𝑖 =

∑︁
𝑖∈𝐽

𝑧*𝑖 (𝑦𝑖)𝑧𝑖 = 𝑃𝑧,𝑧*((𝑦𝑖)𝑖∈𝐼).

Перевiрка (2). Можна записати

‖𝑃𝑧,𝑧*((𝑦𝑖)𝑖∈𝐼)‖ =

⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑖∈𝐽

𝑧*𝑖 (𝑦𝑖)𝑧𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

∑︁
𝑖∈𝐽

|𝑧*𝑖 (𝑦𝑖)|

6
∑︁
𝑖∈𝐽

‖𝑦𝑖‖ 6
∑︁
𝑖∈𝐼

‖𝑦𝑖‖ = ‖(𝑦𝑖)𝑖∈𝐼‖. (2.10)

Перевiрка (3). Якщо iснує 𝑁 ∈ 𝐼 ∖ 𝐽 , таке що 𝑦𝑁 ̸= 0, тодi твердження,

очевидно, випливає з другого рядка у (2.10). Якщо 𝑦𝑁 = 0 для всiх 𝑁 ∈
𝐼 ∖ 𝐽 , тодi, оскiльки

𝑦 =
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑦𝑖 /∈ Lin{𝑧𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽},

iснує 𝑗 ∈ 𝐽 , такий що 𝑦𝑗 /∈ Lin{𝑧𝑗}. Як наслiдок, |𝑧*𝑗 (𝑦𝑗)| < ‖𝑦𝑗‖ для

цього 𝑗. Таким чином, нерiвнiсть (2.10) стає строгою, коли переходимо вiд

першого рядка до другого. 2

Лема 2.27. Нехай 𝑋, 𝑌 – дiйснi банаховi простори, 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌

– BnE-вiдображення, таке що для кожного 𝑣 ∈ 𝐹−1(𝑆𝑌 ) i кожного 𝑡 ∈
[−1, 1] виконується умова 𝐹 (𝑡𝑣) = 𝑡𝐹 (𝑣). Тодi 𝐹 – iзометрiя.

Доведення. З теореми 2.5 вiдомо, що 𝐹 (0) = 0 i 𝐹−1(𝑆𝑌 ) ⊂ 𝑆𝑋 .

Спершу покажемо, що 𝐹 (𝑆𝑋) ⊂ 𝑆𝑌 , тобто 𝐹 (𝑆𝑋) = 𝑆𝑌 .
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Для довiльного 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 розглянемо точку 𝑦 =
𝐹 (𝑥)

‖𝐹 (𝑥)‖
∈ 𝑆𝑌 i визначимо

�̂� = 𝐹−1(𝑦). Позначимо 𝑡 = ‖𝐹 (𝑥)‖ i отримаємо

𝐹 (𝑥) = 𝑡𝑦 = 𝑡𝐹 (�̂�) = 𝐹 (𝑡�̂�).

Завдяки iн’єктивностi це означає, що 𝑥 = 𝑡�̂�. Оскiльки ‖�̂�‖ = 1 = ‖𝑥‖, ми
маємо, що ‖𝐹 (𝑥)‖ = 𝑡 = 1, тобто 𝐹 (𝑥) ∈ 𝑆𝑌 .

Тепер можна застосувати лему 2.7 з 𝑉 = 𝐹−1(𝑆𝑌 ) = 𝑆𝑋 i 𝐴 = {𝑡𝑥 :

𝑥 ∈ 𝑆𝑋 , 𝑡 ∈ [−1, 1]} = 𝐵𝑋 . Тодi 𝐹 (𝐴) = 𝐵𝑌 , i лема 2.7 гарантує, що 𝐹 є

iзометрiєю. 2

Теорема 2.28. Нехай 𝑋 – банахiв простiр, 𝑍𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 – фiксований

набiр строго опуклих банахових просторiв, 𝑍 – ℓ1-сума набору 𝑍𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼 i

𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑍 – BnE-вiдображення. Тодi 𝐹 – iзометрiя.

Доведення буде базуватися на лемi 2.29, яка описує поведiнку 𝐹 на

деяких типових скiнченновимiрних частинах одиничної кулi.

В умовах теореми 2.28 розглянемо скiнченну пiдмножину 𝐽 ⊂ 𝐼, |𝐽 | = 𝑛

i оберемо набори 𝑧 = (𝑧𝑖)𝑖∈𝐽 , 𝑧𝑖 ∈ 𝑆𝑍𝑖
, 𝑖 ∈ 𝐽 , 𝑧* = (𝑧*𝑖 )𝑖∈𝐽 , де кожен 𝑧*𝑖 ∈

𝑆𝑍𝑖
* є опорним функцiоналом для вiдповiдного 𝑧𝑖. Позначимо через 𝑥𝑖 =

𝐹−1(𝑧𝑖) ∈ 𝑆𝑋 . Позначимо також через 𝑈𝑛 i 𝜕𝑈𝑛 одиничну кулю i одиничну

сферу Lin{𝑥𝑖}𝑖∈𝐽 вiдповiдно. Нехай 𝑉𝑛 i 𝜕𝑉𝑛 позначають одиничну кулю i

одиничну сферу Lin{𝑧𝑖}𝑖∈𝐽 .

Лема 2.29. Для кожного набору (𝑎𝑖)𝑖∈𝐽 дiйсних чисел, таких що∑︀
𝑖∈𝐽 𝑎𝑖𝑥𝑖 ∈ 𝑈𝑛 ⃦⃦⃦⃦

⃦∑︁
𝑖∈𝐽

𝑎𝑖𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

∑︁
𝑖∈𝐽

|𝑎𝑖|, (2.11)

(що означає, зокрема, що 𝑈𝑛 iзометрична одиничнiй кулi 𝑛-вимiрного ℓ1),

i

𝐹

(︃∑︁
𝑖∈𝐽

𝑎𝑖𝑥𝑖

)︃
=
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑎𝑖𝑧𝑖. (2.12)

Доведення. Скористаємося iндукцiєю за 𝑛. Нагадаємо, що 𝑧𝑖 ∈ ext𝐵𝑍 .

Це означає, що для 𝑛 = 1 твердження леми випливає з пункту (4) теореми
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2.5. Припустимо, що твердження нашої леми справедливе для множини

iндексiв з 𝑛− 1 елементiв i доведемо його, коли |𝐽 | = 𝑛. Зафiксуємо 𝑚 ∈ 𝐽

i позначимо 𝐽𝑛−1 = 𝐽 ∖ {𝑚}. Спочатку доведемо, що

𝐹 (𝑈𝑛) ⊂ 𝑉𝑛. (2.13)

Для цього розглянемо 𝑟 ∈ 𝑈𝑛. Якщо 𝑟 має вигляд 𝑎𝑚𝑥𝑚, твердження

витiкає з пункту (4) теореми 2.5. Отже, ми повиннi розглядати

𝑟 =
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑎𝑖𝑥𝑖,

де ∑︁
𝑖∈𝐽

|𝑎𝑖| 6 1 i
∑︁

𝑖∈𝐽𝑛−1

|𝑎𝑖| ≠ 0.

Запишемо 𝐹 (𝑟) у виглядi 𝐹 (𝑟) = (𝑣𝑖)𝑖∈𝐼 . Для елемента

𝑟1 =
∑︁

𝑖∈𝐽𝑛−1

𝑎𝑖∑︀
𝑗∈𝐽𝑛−1

|𝑎𝑗|
𝑥𝑖

за iндуктивним припущенням

𝐹 (𝑟1) =
∑︁

𝑖∈𝐽𝑛−1

𝑎𝑖∑︀
𝑗∈𝐽𝑛−1

|𝑎𝑗|
𝑧𝑖.

Бiльше того, з одного боку,⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑖∈𝐽

𝑎𝑖𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ 6

∑︁
𝑖∈𝐽

|𝑎𝑖|.

З iншого боку, ⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑖∈𝐽

𝑎𝑖𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦ =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑖∈𝐽𝑛−1

𝑎𝑖𝑥𝑖 − (−𝑎𝑚𝑥𝑚)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

>

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝐹
⎛⎝ ∑︁

𝑖∈𝐽𝑛−1

𝑎𝑖𝑥𝑖

⎞⎠− 𝐹 (−𝑎𝑚𝑥𝑚)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑖∈𝐽𝑛−1

𝑎𝑖𝑧𝑖 − 𝑎𝑚𝑧𝑚

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ =

∑︁
𝑖∈𝐽

|𝑎𝑖|.
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Таким чином, рiвнiсть (2.11) доведена, i можна записати наступнi

нерiвностi:

2 = ‖𝐹 (𝑟1)−
𝑎𝑚
|𝑎𝑚|

𝑧𝑚‖

6

⃦⃦⃦⃦
⃦𝐹 (𝑟1)−

∑︁
𝑖∈𝐽

𝑣𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑖∈𝐽

𝑣𝑖 − 𝐹

(︂
𝑎𝑚
|𝑎𝑚|

𝑥𝑚

)︂⃦⃦⃦⃦
⃦

= ‖𝐹 (𝑟1)− 𝐹 (𝑟)‖+
⃦⃦⃦⃦
𝐹 (𝑟)− 𝐹

(︂
𝑎𝑚
|𝑎𝑚|

𝑥𝑚

)︂⃦⃦⃦⃦
− 2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦∑︁
𝑖∈𝐼∖𝐽

𝑣𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

6 ‖𝐹 (𝑟1)− 𝐹 (𝑟)‖+
⃦⃦⃦⃦
𝐹 (𝑟)− 𝐹

(︂
𝑎𝑚
|𝑎𝑚|

𝑥𝑚

)︂⃦⃦⃦⃦

6

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑖∈𝐽𝑛−1

𝑎𝑖∑︀
𝑗∈𝐽𝑛−1

|𝑎𝑗|
𝑥𝑖 −

∑︁
𝑖∈𝐽

𝑎𝑖𝑥𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑖∈𝐽

𝑎𝑖𝑥𝑖 −
𝑎𝑚
|𝑎𝑚|

𝑥𝑚

⃦⃦⃦⃦
⃦

6
∑︁

𝑖∈𝐽𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑎𝑖 − 𝑎𝑖∑︀

𝑗∈𝐽𝑛−1
|𝑎𝑗|

⃒⃒⃒⃒
⃒+ |𝑎𝑚|+

∑︁
𝑖∈𝐽𝑛−1

|𝑎𝑖|+
⃒⃒⃒⃒
𝑎𝑚 − 𝑎𝑚

|𝑎𝑚|

⃒⃒⃒⃒

=
∑︁

𝑖∈𝐽𝑛−1

|𝑎𝑖|

(︃
1 +

⃒⃒⃒⃒
⃒1− 1∑︀

𝑗∈𝐽𝑛−1
|𝑎𝑗|

⃒⃒⃒⃒
⃒
)︃

+ |𝑎𝑚|
(︂
1 +

⃒⃒⃒⃒
1− 1

|𝑎𝑚|

⃒⃒⃒⃒)︂
= 2.

Отже, всi нерiвностi перетворюються на рiвностi, звiдки випливає, що

𝐹 (𝑟) =
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑣𝑖

i

‖𝐹 (𝑟1)− 𝐹 (𝑟)‖+
⃦⃦⃦⃦
𝐹 (𝑟)− 𝐹

(︂
𝑎𝑚
|𝑎𝑚|

𝑥𝑚

)︂⃦⃦⃦⃦
= 2.

Нагадаємо, що наша мета – перевiрити, що

𝐹 (𝑟) ∈ 𝑉𝑛.

Припустимо протилежне, що

𝐹 (𝑟) =
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑣𝑖 /∈ 𝑉𝑛

i для зручностi позначимо

𝑠 =
∑︁

𝑗∈𝐽𝑛−1

|𝑧*𝑗 (𝑣𝑗)|.
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Тодi, використовуючи позначення леми 2.26, отримаємо

2 =

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝐹
⎛⎝ ∑︁

𝑖∈𝐽𝑛−1

𝑧*𝑖 (𝑣𝑖)

𝑠
𝑥𝑖

⎞⎠− 𝐹 (𝑟)

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+ ⃦⃦⃦⃦𝐹 (𝑟)− 𝐹

(︂
𝑧*𝑚(𝑣𝑚)

|𝑧*𝑚(𝑣𝑚)|
𝑥𝑚

)︂⃦⃦⃦⃦

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑖∈𝐽𝑛−1

(︂
𝑧*𝑖 (𝑣𝑖)

𝑠
𝑧𝑖 − 𝑣𝑖

)︂
− 𝑣𝑚

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑖∈𝐽𝑛−1

𝑣𝑖 + 𝑣𝑚 − 𝑧*𝑚(𝑣𝑚)

|𝑧*𝑚(𝑣𝑚)|
𝑧𝑚

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

>

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑃𝑧,𝑧*

⎛⎝ ∑︁
𝑖∈𝐽𝑛−1

(︂
𝑧*𝑖 (𝑣𝑖)

𝑠
𝑧𝑖 − 𝑣𝑖

)︂
− 𝑣𝑚

⎞⎠⃦⃦⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦𝑃𝑧,𝑧*

⎛⎝ ∑︁
𝑖∈𝐽𝑛−1

𝑣𝑖 + 𝑣𝑚 − 𝑧*𝑚(𝑣𝑚)

|𝑧*𝑚(𝑣𝑚)|
𝑧𝑚

⎞⎠⃦⃦⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑖∈𝐽𝑛−1

(︂
𝑧*𝑖 (𝑣𝑖)

𝑠
− 𝑧*𝑖 (𝑣𝑖)𝑧𝑖

)︂
− 𝑧*𝑚(𝑣𝑚)𝑧𝑚

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

+

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ ∑︁
𝑖∈𝐽𝑛−1

𝑧*𝑖 (𝑣𝑖)𝑧𝑖 + 𝑥*𝑚(𝑣𝑚)−
𝑧*𝑚(𝑣𝑚)

|𝑧*𝑚(𝑣𝑚)|
𝑧𝑚

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

=
∑︁

𝑖∈𝐽𝑛−1

⃒⃒⃒⃒
𝑧*𝑖 (𝑣𝑖)−

𝑧*𝑖 (𝑣𝑖)

𝑠

⃒⃒⃒⃒
+ |𝑧*𝑚(𝑣𝑚)|

+
∑︁

𝑖∈𝐽𝑛−1

|𝑧*𝑖 (𝑣𝑖)|+
⃒⃒⃒⃒
𝑧*𝑚(𝑣𝑚)−

𝑧*𝑚(𝑣𝑚)

|𝑧*𝑚(𝑣𝑚)|

⃒⃒⃒⃒
=
∑︁

𝑖∈𝐽𝑛−1

|𝑧*𝑖 (𝑣𝑖)|
(︂
1 +

⃒⃒⃒⃒
1− 1

𝑠

⃒⃒⃒⃒)︂
+ |𝑧*𝑚(𝑣𝑚)|

(︂
1 +

⃒⃒⃒⃒
1− 1

|𝑧*𝑚(𝑣𝑚)|

⃒⃒⃒⃒)︂
= 2.

Зауважимо, що ми мали змогу написати строгу нерiвнiсть завдяки лемам

2.26 та 2.25. Суперечнiсть, що ми отримали, означає, що наше припущення

було хибним i включення 2.13 насправдi має мiсце. Далi доведемо

включення

𝜕𝑉𝑛 ⊂ 𝐹 (𝑈𝑛). (2.14)
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Знову будемо розмiрковувати вiд супротивного. Нехай iснує точка∑︁
𝑖∈𝐽

𝑡𝑖 ∈ 𝜕𝑉𝑛 ∖ 𝐹 (𝑈𝑛).

Позначимо

𝜏 = 𝐹−1(
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑡𝑖).

Тодi

||
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑡𝑖|| = 1 i 𝜏 /∈ 𝑈𝑁 .

Перепишемо ∑︁
𝑖∈𝐽

𝑡𝑖 =
∑︁
𝑖∈𝐽

‖𝑡𝑖‖𝑡𝑖, 𝑡𝑖 ∈ 𝑆𝑍𝑖
.

Оберемо опорнi функцiонали 𝑡𝑖
* у точках 𝑡𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽 i позначимо 𝑡 = (𝑡𝑖)𝑖∈𝐽 i

𝑡* = (𝑡𝑖
*)𝑖∈𝐽 . Ми збираємося показати, що 𝐹 (𝛼𝜏) ∈ 𝑉𝑛 для всiх 𝛼 ∈ [0, 1].

Насправдi, якщо 𝐹 (𝛼𝜏) /∈ 𝑉𝑛 для деякого 𝛼, позначимо

𝐹 (𝛼𝜏) =
∑︁
𝑖∈𝐼

𝑤𝑖.

Тодi з лем 2.26 i 2.25 ми отримаємо наступне протирiччя

1 = ‖0− 𝛼𝜏‖+ ‖𝛼𝜏 − 𝜏‖

>

⃦⃦⃦⃦
⃦0−∑︁

𝑖∈𝐼

𝑤𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑖∈𝐼

𝑤𝑖 −
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑡𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦

= 2

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦∑︁
𝑖∈𝐼∖𝐽

𝑤𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑖∈𝐽

𝑤𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑖∈𝐽

𝑤𝑖 −
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑡𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦

>

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑃𝑡,𝑡*

(︃∑︁
𝑖∈𝐽

𝑤𝑖

)︃⃦⃦⃦⃦
⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑃𝑡,𝑡*

(︃∑︁
𝑖∈𝐽

𝑤𝑖

)︃
−
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑡𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦

=

⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑖∈𝐽

𝑡*𝑖 (𝑤𝑖)𝑡𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦+

⃦⃦⃦⃦
⃦∑︁

𝑖∈𝐽

𝑡*𝑖 (𝑤𝑖)𝑡𝑖 −
∑︁
𝑖∈𝐽

𝑡𝑖

⃦⃦⃦⃦
⃦

=
∑︁
𝑖∈𝐽

|𝑡*𝑖 (𝑤𝑖)|+
∑︁
𝑖∈𝐽

|‖𝑡𝑖‖ − 𝑡*𝑖 (𝑤𝑖)| >
∑︁
𝑖∈𝐽

‖𝑡𝑖‖ = 1.

Помiтимо, що 𝐹 (𝑈𝑛) мiстить вiдносний окiл точки 0 у 𝑉𝑛 (тут ми

користуємося пунктом (1) з теореми 2.5 i твердженням 2.18), отже
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неперервна крива {𝐹 (𝛼𝜏) : 𝛼 ∈ [0, 1]}, яка з’єднує 0 з
∑︀

𝑖∈𝐽 𝑡𝑖 у 𝑉𝑛 має

нетривiальний перетин з 𝐹 (𝑈𝑛). Звiдси слiдує, що iснує 𝑎 ∈ [0, 1], таке

що 𝐹 (𝑎𝜏) ∈ 𝐹 (𝑈𝑛). Оскiльки 𝑎𝜏 /∈ 𝑈𝑛, це суперечить iн’єктивностi 𝐹 .

Отже, включення (2.14) доведене. Тепер включення (2.13) i (2.14) разом

з лемою 2.22 дозволяють стверджувати, що 𝐹 (𝑈𝑛) = 𝑉𝑛. Помiтимо, що

𝑈𝑛 i 𝑉𝑛 iзометричнi одиничнiй кулi 𝑛-вимiрного ℓ1, тобто вони можуть

розглядатися як двi копiї одного i того самого компактного метричного

простору. Отже, EC-пластичнiсть передкомпактних метричних просторiв

(теорема 1.7) дозволяє зробити висновок, що будь-яке BnE-вiдображення

з 𝑈𝑛 на 𝑉𝑛 є iзометрiєю. Зокрема, 𝐹 вiдображає 𝑈𝑛 на 𝑉𝑛 iзометрично.

Нарештi, маємо змогу застосувати лему 2.21 i отримати, що обмеження

вiдображення 𝐹 на 𝑈𝑛 продовжується до лiнiйного вiдображення з

Lin{𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽} до Lin{𝑧𝑖, 𝑖 ∈ 𝐽}, звiдки, очевидно, випливає рiвнiсть (2.12).
2

Доведення [теореми 2.28]. Застосуємо лему 2.27. Щоб задовольнити

умови леми, для кожного 𝑧 ∈ 𝑆𝑍 маємо розглянути 𝑦 = 𝐹−1(𝑧) i перевiрити,

що для кожного 𝑡 ∈ [−1, 1]

𝐹 (𝑡𝑦) = 𝑡𝑧. (2.15)

Для цього введемо позначення

𝐽𝑧 = supp(𝑧)

i запишемо

𝑧 =
∑︁
𝑖∈𝐽𝑧

𝑧𝑖 =
∑︁
𝑖∈𝐽𝑧

‖𝑧𝑖‖̃︀𝑧𝑖,
де ̃︀𝑧𝑖 ∈ 𝑆𝑍𝑖

. Позначимо також для кожного 𝑖 ∈ 𝐽𝑧

𝑥𝑖 := 𝐹−1(̃︀𝑧𝑖) ∈ 𝑆𝑋 .

Для скiнченного 𝐽𝑧 з формули (2.12) леми 2.29 випливає, що

𝑦 = 𝐹−1(𝑧) = 𝐹−1

(︃∑︁
𝑖∈𝐽𝑧

‖𝑧𝑖‖̃︀𝑧𝑖)︃ =
∑︁
𝑖∈𝐽𝑧

‖𝑧𝑖‖𝑥𝑖,
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i

𝐹 (𝑡𝑦) = 𝐹

(︃∑︁
𝑖∈𝐽𝑧

𝑡‖𝑧𝑖‖𝑥𝑖

)︃
=
∑︁
𝑖∈𝐽𝑧

𝑡‖𝑧𝑖‖̃︀𝑧𝑖 = 𝑡𝑧,

що у данному випадку демонструє (2.15). Залишилося довести (2.15)

у випадку злiченностi 𝐽𝑧. У цьому випадку можемо записати 𝐽𝑧 =

{𝑖1, 𝑖2, . . .} i розглянути скiнченнi пiдмножини 𝐽𝑛 = {𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛}. Для

цих скiнченних пiдмножин ∑︁
𝑖∈𝐽𝑛

‖𝑧𝑖‖ 6 1.

Таким чином, ∑︁
𝑖∈𝐽𝑛

‖𝑧𝑖‖𝑥𝑖 ∈ 𝑈𝑛 := 𝐵Lin{𝑥𝑖}𝑖∈𝐽𝑛
,

i ми можемо зробити висновок з леми 2.29, що

𝐹

(︃∑︁
𝑖∈𝐽𝑛

‖𝑧𝑖‖𝑥𝑖

)︃
=
∑︁
𝑖∈𝐽𝑛

‖𝑧𝑖‖̃︀𝑧𝑖.
Перейдемо до границi при 𝑛 → ∞ i отримаємо

𝐹

(︃∑︁
𝑖∈𝐽𝑧

‖𝑧𝑖‖𝑥𝑖

)︃
=
∑︁
𝑖∈𝐽𝑧

‖𝑧𝑖‖̃︀𝑧𝑖 = 𝑧,

тобто

𝑦 = 𝐹−1(𝑧) =
∑︁
𝑖∈𝐽𝑧

‖𝑧𝑖‖𝑥𝑖.

Ще одне застосування формули (2.12) з леми 2.29 дає

𝐹

(︃∑︁
𝑖∈𝐽𝑛

𝑡‖𝑧𝑖‖𝑥𝑖

)︃
=
∑︁
𝑖∈𝐽𝑛

𝑡‖𝑧𝑖‖̃︀𝑧𝑖,
звiдки пiсля переходу до границi випливає (2.15):

𝐹 (𝑡𝑦) = 𝐹

(︃
lim
𝑛→∞

∑︁
𝑖∈𝐽𝑛

𝑡‖𝑧𝑖‖𝑥𝑖

)︃
= lim

𝑛→∞

∑︁
𝑖∈𝐽𝑛

𝑡‖𝑧𝑖‖̃︀𝑧𝑖 =∑︁
𝑖∈𝐽𝑧

𝑡‖𝑧𝑖‖̃︀𝑧𝑖 = 𝑡𝑧.

Отже, можна застосувати лему 2.27 до 𝐹 i таким чином завершити

доведення теореми.
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2.5 Узагальнена задача для одиничної кулi банахового

простору, одинична сфера якого є об’єднанням усiх своїх

скiнченновимiрних полiедральних крайнiх пiдмножин

Попереднi результати роздiлу спираються на властивостi

BnE-вiдображень, пов’язанi з крайнiми точками. У цьому пiдроздiлi

ми будемо вивчати, як BnE-вiдображення дiють на крайнi множини i дамо

вiдповiдь на питання 2.2 для довiльного банахового простору 𝑋 i такого

банахового простору 𝑌 , що його одинична сфера є об’єднанням усiх своїх

скiнченновимiрних полiедральних крайнiх пiдмножин. У цьому пiдроздiлi

нам знову знадобиться поняття квазi-спiвнаправленостi, яке розглядалося

у пiдроздiлi 2.1, а також деяка iнша термiнологiя.

� Крайньою пiдмножиною множини 𝐵 ⊂ 𝑋 називається пiдмножина

𝐶 ⊂ 𝐵, що має таку властивiсть

∀𝑦1,𝑦2∈𝐵 ∀𝛼∈(0,1) (𝛼𝑦1 + (1− 𝛼)𝑦2 ∈ 𝐶) =⇒ (𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐶).

� Для пiдмножини 𝐶 визначимо її рiзницеву множину 𝐶 − 𝐶 як суму

Мiнковського множин 𝐶 i −𝐶:

𝐶 − 𝐶 = {𝑥− 𝑦 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶}.

� Породжуючий пiдпростiр опуклої множини 𝐶 – це пiдпростiр Lin(𝐶−
𝐶).

� Вимiрнiстю опуклої множини 𝐶 будемо вважати вимiрнiсть її

породжуючого пiдпростору.

� Для опуклої множини 𝐵 ⊂ 𝑋 будемо називати точку 𝑥 ∈ 𝐵

𝑛-крайньою, якщо для будь-якого (𝑛+1)-вимiрного пiдпростору 𝐸 ⊂ 𝑋

i будь-якого 𝜀 > 0 iснує елемент 𝑒 ∈ 𝑆𝐸, такий що 𝑥+ 𝜀𝑒 /∈ 𝐵.

� Для 𝑛 ∈ N точку 𝑥 опуклої множини 𝐵 будемо називати строго

𝑛-крайньою у 𝐵, якщо вона 𝑛-крайня i не є (𝑛− 1)-крайньою.
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Зауважимо, що в означеннi ми не вимагаємо опуклостi крайньої

множини. Завдяки цьому ми отримуємо таку очевидну властивiсть:

об’єднання будь-якого набору крайнiх пiдмножин кулi 𝐵 є її крайньою

пiдмножиною. Тим не менш, зазвичай ми будемо мати справу з

опуклими крайнiми пiдмножинами. Зазначимо також, що означення 0-

крайньої точки еквiвалентне означенню крайньої точки одиничної кулi 𝐵

у звичайному сенсi. Кожна 𝑛-крайня точка у 𝐵 є також i (𝑛+1)-крайньою

точкою у 𝐵. Кожна 𝑛-вимiрна опукла крайня пiдмножина 𝐶 опуклої

множини 𝐵 складається з 𝑛-крайнiх точок 𝐵 i мiстить строго 𝑛-крайнi

точки. Якщо 𝐸 – породжуючий пiдпростiр 𝑛-вимiрної опуклої крайньої

пiдмножини 𝐶 ⊂ 𝐵, тодi 𝑥 ∈ 𝐶 є строго 𝑛-крайньою точкою множини 𝐵

тодi i тiльки тодi, якщо 𝑥 належить до вiдносної внутрiшностi множини 𝐶

в афiнному пiдпросторi 𝑥 + 𝐸 = 𝐶 + 𝐸. Для опуклої множини 𝐶 ⊂ 𝑋 з

породжуючим пiдпростором 𝐸 через 𝜕𝐶 ми позначаємо вiдповiдну межу

𝐶 у 𝐶 + 𝐸.

Нехай 𝑌 – банахiв простiр, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑆𝑌 є квазi-спiвнаправленими.

Позначимо

𝐷1(𝑦1, 𝑦2) := (𝑦1 +𝐵𝑌 ) ∩ (−𝑦2 +𝐵𝑌 )

= {𝑦 ∈ 𝑌 : ‖𝑦1 − 𝑦‖ 6 1 ‖𝑦2 + 𝑦‖ 6 1}

=
{︀
𝑦 ∈ 𝑌 : ‖𝑦1 − 𝑦‖ = ‖𝑦2 + 𝑦‖ = 1

}︀
.

Зауважимо, що 𝐷1(𝑦1, 𝑦2) пов’язане з позначенням 𝐷1(𝑦1), яке ми

використовували на початку пiдроздiлу 2.1, а саме:

𝐷1(𝑦1) = 𝐷1(𝑦1, 𝑦1).

Перелiчимо деякi очевиднi властивостi 𝐷1(𝑦1, 𝑦2) без доведення.

Лема 2.30. Нехай 𝑌 – банахiв простiр, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑆𝑌 є

квазi-спiвнаправленими. Тодi

� 𝐷1(𝑦1, 𝑦2) – опукла замкнена пiдмножина у 𝑌 .

� 0 ∈ 𝐷1(𝑦1, 𝑦2).
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� 𝑡𝐷1(𝑦1, 𝑦2) ⊂ 𝐷1(𝑦1, 𝑦2) для всiх 𝑡 ∈ [0, 1].

� 𝐷1(𝑦1, 𝑦2) ⊂ 2𝐵𝑌 , отже

�

1

2
𝐷1(𝑦1, 𝑦2) ⊂ 𝐷1(𝑦1, 𝑦2) ∩𝐵𝑌 .

Лема 2.31. Нехай 𝑌 – банахiв простiр, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑆𝑌 є

квазi-спiвнаправленими i ℎ ∈ 𝑌 такий, що 𝑦1 ± ℎ ∈ 𝑆𝑌 . Тодi{︁1
2
(𝑦1 − 𝑦2)±

1

2
ℎ
}︁
⊂ 𝐷1(𝑦1, 𝑦2). (2.16)

Зокрема, якщо пiдставити 𝑦2 = 𝑦1, отримаємо

±1

2
ℎ ∈ 𝐷1(𝑦1, 𝑦1).

Якщо пiдставити ℎ = 0, ми отримаємо

1

2
(𝑦1 − 𝑦2) ∈ 𝐷1(𝑦1, 𝑦2),

звiдки випливає, що для всiх 𝑡 ∈ [0, 1/2]

𝑡(𝑦1 − 𝑦2) ∈ 𝐷1(𝑦1, 𝑦2). (2.17)

Доведення. Ми маємо перевiрити наступнi двi нерiвностi:⃦⃦⃦⃦
1

2
(𝑦1 − 𝑦2)±

1

2
ℎ+ 𝑦2

⃦⃦⃦⃦
6 1⃦⃦⃦⃦

1

2
(𝑦1 − 𝑦2)±

1

2
ℎ− 𝑦1

⃦⃦⃦⃦
6 1.

Кожна з них зводиться до однiєї й тiєї самої нерiвностi⃦⃦⃦⃦
1

2
(𝑦1 + 𝑦2)±

1

2
ℎ

⃦⃦⃦⃦
6 1.

Давайте це покажемо:

‖(𝑦1 + 𝑦2)± ℎ‖ = ‖𝑦2 + (𝑦1 ± ℎ)‖ 6 ‖𝑦2‖+ ‖𝑦1 ± ℎ‖ = 2

. 2

Лема 2.32. Нехай 𝑌 – банахiв простiр, 𝐶 ⊂ 𝑆𝑌 – опукла крайня

пiдмножина, 𝐸 – породжуючий пiдпростiр множини 𝐶. Тодi 𝐷1(𝑦1, 𝑦2) ⊂
𝐸 для будь-яких 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝐶.
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Доведення. Нехай 𝑦 ∈ 𝐷1(𝑦1, 𝑦2). Тодi, 𝑦1 − 𝑦, 𝑦2 + 𝑦 ∈ 𝐵𝑌 i

1

2

(︀
(𝑦1 − 𝑦) + (𝑦2 + 𝑦)

)︀
=

1

2
(𝑦1 + 𝑦2) ∈ 𝐶.

Таким чином, за означенням крайньої пiдмножини отримуємо, що 𝑦2+ 𝑦 ∈
𝐶, а отже,

𝑦 = (𝑦2 + 𝑦)− 𝑦2 ∈ 𝐶 − 𝐶 ⊂ 𝐸.

2

Лема 2.33. Нехай 𝑋, 𝑌 – банаховi простори, 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 –

BnE-вiдображення, 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑆𝑌 є квазi-спiвнаправленими, 𝑥1 = 𝐹−1(𝑦1) ∈
𝑆𝑋 , 𝑥2 = −𝐹−1(−𝑦2) ∈ 𝑆𝑋 . Тодi

𝐹 (𝐷1(𝑥1, 𝑥2) ∩𝐵𝑋) ⊂ 𝐷1(𝑦1, 𝑦2) ∩𝐵𝑌 .

Зокрема,

𝐹

(︂
1

2
𝐷1(𝑥1, 𝑥2)

)︂
⊂ 𝐷1(𝑦1, 𝑦2) ∩𝐵𝑌 .

Доведення. Вiдповiдно до пункту (1) леми 2.13, 𝑥1 i 𝑥2 є

квазi-спiвнаправленими, отже множина 𝐷1(𝑥1, 𝑥2) означена коректно.

Розглянемо довiльний елемент 𝑥 ∈ 𝐷1(𝑥1, 𝑥2) ∩𝐵𝑋 . Ми маємо

‖𝑥1 − 𝑥‖ 6 1 i ‖(−𝑥2)− 𝑥‖ = ‖𝑥2 + 𝑥‖ 6 1,

отже,

‖𝐹 (𝑥1)− 𝐹 (𝑥)‖ 6 1 i ‖𝐹 (−𝑥2)− 𝐹 (𝑥)‖ 6 1.

Iнакше кажучи,

‖𝑦1 − 𝐹 (𝑥)‖ 6 1 i ‖(−𝑦2)− 𝐹 (𝑥)‖ = ‖𝑦2 + 𝐹 (𝑥)‖ 6 1,

що означає 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐷1(𝑦1, 𝑦2). 2

Лема 2.34. Нехай 𝑋, 𝑌 – банаховi простори, 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 –

BnE-вiдображення, 𝑛 ∈ N, 𝐶 ⊂ 𝑆𝑌 – 𝑛-вимiрна опукла крайня

пiдмножина. Тодi для будь-якого 𝑦1 ∈ 𝐶 його прообраз 𝑥1 = 𝐹−1(𝑦1) ∈ 𝑆𝑋

є 𝑛-крайньою точкою у 𝐵𝑋 .
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Доведення. Позначимо 𝑥2 = −𝐹−1(−𝑦1) ∈ 𝑆𝑋 . Припустимо, що 𝑥1 не

є 𝑛-крайньою точкою у 𝐵𝑋 . Тодi, за означенням, iснує (𝑛 + 1)-вимiрний

пiдпростiр 𝐸 ⊂ 𝑋 i 𝜀 > 0, такi що 𝑥1 + 𝜀𝐵𝐸 ⊂ 𝑆𝑋 . Згiдно з лемою 2.31

1

2
(𝑥1 − 𝑥2) +

1

2
𝜀𝐵𝐸 ⊂ 𝐷1(𝑥1, 𝑥2).

З вищезазначеного включення випливає, що множина
1

2
𝐷1(𝑥1, 𝑥2) мiстить

(𝑛+ 1)-вимiрну кулю. Тодi з леми 2.33 отримуємо, що множина 𝐷1(𝑦1, 𝑦1)

мiстить гомеоморфну копiю (𝑛+1)-вимiрної кулi, що неможливо через лему

2.32. 2

Зазначимо, що в умовах попередньої леми 𝑥1 може бути також

𝑚-крайньою точкою для деякого 𝑚 < 𝑛.

Тепер ми переходимо до центрального за значенням результату. На

жаль, нам не вдалося розбити його доведення на меншi змiстовнi блоки,

отже доведення буде вiдносно громiздким i займатиме 5 сторiнок.

Теорема 2.35. Нехай 𝑋, 𝑌 – банаховi простори, 𝐹 : 𝐵𝑋 →
𝐵𝑌 – BnE-вiдображення, тодi для будь-якого 𝑛 ∈ N прообраз будь-якої

𝑛-вимiрної опуклої полiедральної крайньої пiдмножини 𝐶 ⊂ 𝑆𝑌 є

𝑛-вимiрною опуклою полiедральною крайньою пiдмножиною сфери 𝑆𝑋 .

Бiльше того, має мiсце рiвнiсть

−𝐹−1(−𝐶) = 𝐹−1(𝐶).

Доведення. Скористаємося iндукцiю за 𝑛. База iндукцiї 𝑛 =

0 (тобто випадок крайньої точки) вичерпується пунктами (4) i (5)

теореми 2.5. Припустимо, що твердження теореми виконане для крайнiх

пiдмножин, що мають вимiрнiсть меншу, нiж 𝑛, i доведемо його для

𝑛-вимiрних полiедральних крайнiх пiдмножин 𝐶 ⊂ 𝑆𝑌 . Позначимо

через 𝐸 породжуючий пiдпростiр множини 𝐶, dim𝐸 = 𝑛. Межа 𝜕𝐶

багатогранника 𝐶 складається зi скiнченного об’єднання власних опуклих

(𝑛− 1)-вимiрних полiедральних крайнiх пiдмножин, отже, за iндуктивним

припущенням,

𝐴 := 𝐹−1(𝜕𝐶)
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також складається зi скiнченного об’єднання деяких опуклих

(𝑛–1)-вимiрних полiедральних крайнiх пiдмножин сфери 𝑆𝑋 . Таким

чином, 𝐴 є крайньою пiдмножиною 𝐵𝑋 . Також 𝐴 є компактом, i 𝐹 |𝐴
здiйснює гомеоморфiзм мiж 𝐴 i 𝐹 (𝐴) = 𝜕𝐶. Нехай 𝑦1 ∈ 𝐶 ∖ 𝜕𝐶 –

довiльна точка. Позначимо 𝑥1 = 𝐹−1(𝑦1). Оскiльки 𝑦1 є квазi-

спiвнаправленим з будь-яким 𝑦2 ∈ 𝜕𝐶, 𝑥1 є квазi-спiвнаправленим з

вiдповiдним 𝑥2 = −𝐹−1(−𝑦2) ∈ 𝑆𝑋 . Завдяки включенню (2.17) i лемам

2.33 та 2.32

𝐹 (𝑡(𝑥1 − 𝑥2)) ∈ 𝐹

(︂
1

2
𝐷1(𝑥1, 𝑥2)

)︂
⊂ 𝐷1(𝑦1, 𝑦2) ⊂ 𝐸

для всiх 𝑡 ∈
[︂
0,

1

4

]︂
. За iндуктивним припущенням, коли 𝑦2 пробiгає 𝜕𝐶

вiдповiдний 𝑥2 пробiгає всю множину 𝐴. Таким чином, позначивши

̃︀𝐴 =

[︂
0,

1

4

]︂
(𝑥1 − 𝐴) =

{︂
𝑡(𝑥1 − 𝑥2) : 𝑡 ∈

[︂
0,

1

4

]︂
, 𝑥2 ∈ 𝐴

}︂
,

ми отримуємо

𝐹
(︀ ̃︀𝐴)︀ ⊂ 𝐸. (2.18)

Давайте покажемо, що вiдрiзки

(︂
0,

1

4

]︂
(𝑥1 − 𝑥2) з рiзними 𝑥2 ∈ 𝐴 попарно

не перетинаються. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай два вiдрiзки

вигляду (︂
0,

1

4

]︂
(𝑥1 − ̂︀𝑥2) i (︂0, 1

4

]︂
(𝑥1 − ̃︀𝑥2)

з ̂︀𝑥2, ̃︀𝑥2 ∈ 𝐴, ̂︀𝑥2 ̸= ̃︀𝑥2 перетинаються у деякiй точцi 𝑦. Тодi вiдповiднi

замкненi вiдрiзки [︂
0,

1

4

]︂
(𝑥1 − ̂︀𝑥2), [︂0, 1

4

]︂
(𝑥1 − ̃︀𝑥2)

перетинаються у двох точках (0 i 𝑦), отже, або вони спiвпадають, або один

з них мiститься в iншому. Тобто (𝑥1 − ̂︀𝑥2) i (𝑥1 − ̃︀𝑥2) є спiвнаправленими.
Розглянемо два можливi випадки:

(𝑥1 − ̂︀𝑥2) = 𝜆(𝑥1 − ̃︀𝑥2)
або

(𝑥1 − ̃︀𝑥2) = 𝜆(𝑥1 − ̂︀𝑥2)
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для деякого 0 < 𝜆 < 1. Обговоримо лише перший випадок, оскiльки

другий є аналогiчним. Маємо

̂︀𝑥2 = 𝜆̃︀𝑥2 + (1− 𝜆)𝑥1,

отже цi три точки розташованi на одному i тому ж вiдрiзку i ̂︀𝑥2 лежить
мiж 𝑥1 i ̃︀𝑥2. Оскiльки 𝐴 є крайньою множиною, отримуємо 𝑥1 ∈ 𝐴, що

суперечить факту, що 𝑦1 /∈ 𝜕𝐶.

Множина (𝑥1−𝐴) гомеоморфна одиничнiй сферi R𝑛. Покажемо, що ̃︀𝐴
гомеоморфна одиничнiй кулi R𝑛, причому 0 вiдображається у 0. 𝑆𝑛 i 𝐵𝑛

позначатимуть одиничну сферу i одиничну кулю R𝑛 вiдповiдно, i ℎ : 𝑆𝑛 →
(𝑥1 − 𝐴) – гомеоморфiзм. Можна ввести вiдображення 𝐻 : 𝐵𝑛 → ̃︀𝐴 таким

чином:

𝐻(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, коли 𝑥 = 0

1

4
‖𝑥‖ℎ

(︂
𝑥

‖𝑥‖

)︂
, коли 𝑥 ∈ 𝐵𝑛∖{0}.

Легко бачити, що це вiдображення бiєктивне i неперервне у точцi 0.

Покажемо, що𝐻 неперервне в усiх точках. Розглянемо деяку послiдовнiсть

{𝑥𝑛}∞𝑛=1 у 𝐵𝑛, що збiгається до 𝑥 ∈ 𝐵𝑛 ∖ {0}, тобто

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 ̸= 0.

Тодi

lim
𝑛→∞

𝐻(𝑥𝑛) = lim
𝑛→∞

1

4
‖𝑥𝑛‖ℎ

(︂
𝑥𝑛
‖𝑥𝑛‖

)︂
=

1

4
lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛‖ lim
𝑛→∞

ℎ

(︂
𝑥𝑛

‖𝑥𝑛‖

)︂
=

1

4
‖𝑥‖ℎ

(︂
lim
𝑛→∞

𝑥𝑛
‖𝑥𝑛‖

)︂
=

1

4
‖𝑥‖ℎ

(︂
𝑥

‖𝑥‖

)︂
= 𝐻(𝑥).

Таким чином, 𝐻 – це бiєктивне неперервне вiдображення з компакта 𝐵𝑛

на гаусдорфiв простiр, отже 𝐻 – гомеоморфiзм.

Як наслiдок, 𝐹
(︀ ̃︀𝐴)︀ ⊂ 𝐸 гомеоморфна одиничнiй кулi R𝑛, причому 0 –

вiдносна (у 𝐸) внутрiшня точка множини 𝐹
(︀ ̃︀𝐴)︀.

Розглянемо тепер довiльну точку ̃︀𝑦2 ∈ 𝐶 ∖ 𝜕𝐶, ̃︀𝑦2 ̸= 𝑦1, таку що

вiдповiдний ̃︀𝑥2 = −𝐹−1
(︀
−̃︀𝑦2)︀ не дорiвнює 𝑥1. З тiєї ж причини, вiдрiзок

𝐹

(︂[︂
0,

1

4

]︂
(𝑥1 − ̃︀𝑥2))︂ ⊂ 𝐷1(𝑦1, ̃︀𝑦2) ⊂ 𝐸.
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Множина 𝐹

(︂[︂
0,

1

4

]︂
(𝑥1 − ̃︀𝑥2))︂ є неперервною кривою у 𝐸, що з’єднує

𝐹 (
1

4
(𝑥1 − ̃︀𝑥2)) з 0, який є внутрiшньою точкою 𝐹

(︀ ̃︀𝐴)︀. Отже, iснує 𝑡0 ∈(︂
0,

1

4

]︂
, таке що 𝐹

(︀
𝑡0(𝑥1 − ̃︀𝑥2))︀ ∈ 𝐹

(︀ ̃︀𝐴)︀, тобто 𝑡0(𝑥1 − ̃︀𝑥2) ∈ ̃︀𝐴. Це означає,
що для деякого 𝑡1 ∈

(︂
0,

1

4

]︂
i деякого 𝑥2 ∈ 𝐴 ми маємо

𝑡0(𝑥1 − ̃︀𝑥2) = 𝑡1(𝑥1 − 𝑥2).

Iнакше кажучи, iснує 𝛼 > 0, таке що

𝑥1 − ̃︀𝑥2 = 𝛼(𝑥1 − 𝑥2). (2.19)

Покажемо, що 𝛼 < 1. Насправдi, якщо 𝛼 > 1, вищезгадана формула

давала б наступне представлення

𝑥2 =

(︂
1− 1

𝛼

)︂
𝑥1 +

1

𝛼
̃︀𝑥2

елемента 𝑥2 ∈ 𝐴 як опуклої комбiнацiї 𝑥1, ̃︀𝑥2 ∈ 𝑆𝑋∖𝐴, що суперечить умовi,
що 𝐴 є крайньою у 𝑆𝑋 .

Оскiльки 𝛼 < 1, формула (2.19) дає представлення

̃︀𝑥2 = (1− 𝛼)𝑥1 + 𝛼𝑥2

елемента ̃︀𝑥2 як опуклої комбiнацiї 𝑥1 i деякого 𝑥2 ∈ 𝐴.

Якщо розглядати BnE-вiдображення 𝐺 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 , означене як

𝐺(𝑥) = −𝐹 (−𝑥),

усю попередню аргументацiю можна застосувати i для 𝐺, тому що за

iндуктивним припущенням

𝐺−1(𝜕𝐶) = 𝐹−1(𝜕𝐶) = 𝐴.

Оскiльки ̃︀𝑥2 = 𝐺−1
(︀̃︀𝑦2)︀ i 𝑥1 = −𝐺−1(−𝑦1),

ролi цих елементiв для 𝐺 мiняються мiсцями, i ми отримуємо, що 𝑥1 також

є опуклою комбiнацiєю ̃︀𝑥2 i деякого 𝑥3 ∈ 𝐴. Таким чином, ми отримали

наступнi властивостi множин 𝐹−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶) i 𝐺−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶):
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Властивостi.

(i) Для будь-якого 𝑢 ∈ 𝐹−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶)

𝐺−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶) ⊂ {𝑡𝑥+ (1− 𝑡)𝑢 : 𝑡 ∈ [0, 1] , 𝑥 ∈ 𝐴} .

(ii) Для будь-якого 𝑣 ∈ 𝐺−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶)

𝐹−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶) ⊂ {𝑡𝑥+ (1− 𝑡)𝑣 : 𝑡 ∈ [0, 1] , 𝑥 ∈ 𝐴} .

(iii) Для будь-якого 𝑢 ∈ 𝐹−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶) i будь-якого 𝑣 ∈ 𝐺−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶), 𝑢 ̸= 𝑣

знайдуться (єдинi) елементи 𝑤, 𝑧 ∈ 𝐴, такi що [𝑢, 𝑣] ⊂ [𝑤, 𝑧].

З властивостей (i) та (ii) випливає, що 𝐹−1(𝐶) i 𝐺−1(𝐶) мiстяться

у деякому скiнченновимiрному пiдпросторi простору 𝑋. Оскiльки

обидвi цi множини є обмеженими i замкненими, вони є компактами.

Неперервнi вiдображення 𝐹 i 𝐺 вiдображають вiдповiднi компакти 𝐹−1(𝐶)

i 𝐺−1(𝐶) у 𝐶 бiєктивно, отже, 𝐹−1(𝐶) i 𝐺−1(𝐶) є гомеоморфними

𝐶, тобто гомеоморфними одиничнiй кулi R𝑛. Оскiльки множина

{𝑡𝑥+ (1− 𝑡)𝑢 : 𝑡 ∈ [0, 1] , 𝑥 ∈ 𝐴} при фiксованому 𝑢 також гомеоморфна

одиничнiй кулi R𝑛 i 𝐴 вiдповiдає одиничнiй сферi i належить

до {𝑡𝑥+ (1− 𝑡)𝑢 : 𝑡 ∈ [0, 1] , 𝑥 ∈ 𝐴} i 𝐺−1(𝐶), включення (i) разом з

твердженням 2.22 дають

(i)’ для будь-якого 𝑢 ∈ 𝐹−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶)

𝐺−1(𝐶) = {𝑡𝑥+ (1− 𝑡)𝑢 : 𝑡 ∈ [0, 1] , 𝑥 ∈ 𝐴} ,

i з тих самих причин

(ii)’ для будь-якого 𝑣 ∈ 𝐺−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶)

𝐹−1(𝐶) = {𝑡𝑥+ (1− 𝑡)𝑣 : 𝑡 ∈ [0, 1] , 𝑥 ∈ 𝐴} .

Зокрема, з (i)’ випливає, що будь-яке 𝑢 ∈ 𝐹−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶) належить до

𝐺−1(𝐶), отже 𝐹−1(𝐶) ⊂ 𝐺−1(𝐶), i з (ii)’ випливає обернене включення

𝐺−1(𝐶) ⊂ 𝐹−1(𝐶). Таким чином,

𝐺−1(𝐶) = 𝐹−1(𝐶).
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Повертаючись до включення (2.17) i лем 2.33 i 2.32, ми отримуємо, що

для всiх 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐹−1(𝐶)

𝐹

(︂
1

4
(𝑥1 − 𝑥2)

)︂
∈ 𝐸,

iнакше кажучи,

𝐹

(︂
1

4
(𝐹−1(𝐶)− 𝐹−1(𝐶))

)︂
⊂ 𝐸. (2.20)

Нагадаємо, що за iндуктивним припущенням, 𝐴 = 𝐹−1(𝜕𝐶)

складається зi скiнченного об’єднання деяких опуклих (𝑛 − 1)-вимiрних

полiедральних крайнiх пiдмножин ̃︁𝑊𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , якi є прообразами

вiдповiдних частин 𝜕𝐶. Зафiксуємо деяке 𝑣 ∈ 𝐹−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶). Позначимо

𝑊𝑖 =
{︁
𝑡𝑥+ (1− 𝑡)𝑣 : 𝑡 ∈ [0, 1] , 𝑥 ∈ ̃︁𝑊𝑖

}︁
.

Цi 𝑊𝑖 є 𝑛-вимiрними багатогранниками, i вiдповiдно до (ii)’,

𝐹−1(𝐶) =
𝑁⋃︁
𝑖=1

𝑊𝑖.

Ми стверджуємо, що всi багатогранники 𝑊𝑖 (а також їхнє об’єднання

𝐹−1(𝐶)) знаходяться в одному i тому самому 𝑛-вимiрному афiнному

пiдпросторi ̃︀𝐸.
Щоб це довести, ми розглянемо породжуючi пiдпростори

𝑍𝑖 = Lin(𝑊𝑖 −𝑊𝑖)

множин 𝑊𝑖 i покажемо, що всi 𝑍𝑖 дорiвнюють один одному, тобто усi вони

дорiвнюють деякому 𝑛-вимiрному лiнiйному пiдпростору 𝑍. Тодĩ︀𝐸 = 𝑣 + 𝑍

буде 𝑛-вимiрним афiнним пiдпростором, який ми шукаємо.

Знову будемо мiркувати вiд супротивного. Припустимо, що 𝑍𝑖 ̸= 𝑍𝑗

для деякого 𝑖 ̸= 𝑗. Тодi вимiрнiсть 𝑍𝑖 + 𝑍𝑗 строго бiльше за 𝑛, i

dim(𝑊𝑖 −𝑊𝑗) = dim(Lin((𝑊𝑖 −𝑊𝑗)− (𝑊𝑖 −𝑊𝑗))) = dim(𝑍𝑖 + 𝑍𝑗) > 𝑛.

Приймаючи до уваги, що

𝑊𝑖 −𝑊𝑗 ⊂ (𝐹−1(𝐶)− 𝐹−1(𝐶)),
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вимiрнiсть 𝐹−1(𝐶) − 𝐹−1(𝐶) строго бiльше за 𝑛, що робить включення

(2.20) неможливим.

Залишилося показати, що 𝐹−1(𝐶) є опуклою крайньою пiдмножиною.

Для доведення опуклостi покажемо, що

𝐹−1(𝐶) = 𝐵𝑋 ∩ ̃︀𝐸.

Ми вже знаємо, що

𝐹−1(𝐶) ⊂ 𝐵𝑋 ∩ ̃︀𝐸.

Покажемо, що має мiсце обернене включення. Знову мiркуємо вiд

супротивного. Припустимо, що iснує точка 𝑧 ∈ (𝐵𝑋 ∩ ̃︀𝐸) ∖ 𝐹−1(𝐶).

Зафiксуємо деяке 𝑣 ∈ 𝐹−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶) i розглянемо вiдрiзок [𝑧, 𝑣]. Як ми

зазначали ранiше, 𝐹−1(𝐶) гомеоморфна 𝐶 i, як наслiдок, 𝐵𝑛, тобто 𝑣

лежить у вiдповiднiй внутрiшностi 𝐹−1(𝐶) у ̃︀𝐸. Таким чином, вiдрiзок

[𝑧, 𝑣] має перетинати 𝐴 = 𝐹−1(𝜕𝐶) у деякiй точцi. Iнакше кажучи,

знайдеться 𝜆 ∈ (0, 1), таке що 𝜆𝑧 + (1 − 𝜆)𝑣 ∈ 𝐴, що суперечить тому,

що 𝐴 є крайньою пiдмножиною у 𝐵𝑋 . 2

Теорема 2.36. Нехай 𝑋, 𝑌 – банаховi простори, 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 –

BnE-вiдображення, тодi для будь-якої 𝑛-вимiрної опуклої полiедральної

крайньої пiдмножини 𝐶 ⊂ 𝑆𝑌 справедлива наступна рiвнiсть:

𝐹 (conv(0, 𝐹−1(𝐶))) = conv(0, 𝐶).

Доведення. Проведемо доведення iндукцiєю за 𝑛. Для 𝑛 = 0

(тобто коли 𝐶 – крайня точка) потрiбну рiвнiсть можна отримати з пунктiв

(4) i (5) теореми 2.5. Припустимо, що наша теорема доведена для всiх

крайнiх пiдмножин вимiрностi менше за 𝑛, i доведемо те саме для довiльної

𝑛-вимiрної полiедральної крайньої пiдмножини 𝐶 ⊂ 𝑆𝑌 . Розглянемо

𝑥 ∈ 𝐹−1(𝐶 ∖ 𝜕𝐶) i 𝛼 ∈ (0, 1). Оскiльки 𝐹 нерозтягувальне, маємо

‖𝐹 (𝛼𝑥)‖ 6 ‖𝛼𝑥‖, i ‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝛼𝑥)‖ 6 ‖𝑥− 𝛼𝑥‖. (2.21)
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Також

1 = ‖𝐹 (𝑥)‖ 6 ‖𝐹 (𝛼𝑥)‖+ ‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝛼𝑥)‖

6 ‖𝛼𝑥‖+ ‖𝑥− 𝛼𝑥‖ = 1. (2.22)

Тому

‖𝐹 (𝛼𝑥)‖+ ‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝛼𝑥)‖ = 1.

Таким чином, можна записати 𝐹 (𝑥) як опуклу комбiнацiю

𝐹 (𝑥) = ‖𝐹 (𝛼𝑥)‖ 𝐹 (𝛼𝑥)

‖𝐹 (𝛼𝑥)‖
+ ‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝛼𝑥)‖ 𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝛼𝑥)

‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝛼𝑥)‖
.

Оскiльки 𝐹 (𝑥) ∈ 𝐶 i 𝐶 є крайньою пiдмножиною одиничної кулi 𝐵𝑋 ,

отримуємо
𝐹 (𝛼𝑥)

‖𝐹 (𝛼𝑥)‖
∈ 𝐶 i

𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝛼𝑥)

‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝛼𝑥)‖
∈ 𝐶.

Отже,

𝐹 (𝛼𝑥) = ‖𝐹 (𝛼𝑥)‖ 𝐹 (𝛼𝑥)

‖𝐹 (𝛼𝑥)‖
∈ conv(

𝐹 (𝛼𝑥)

‖𝐹 (𝛼𝑥)‖
, 0) ⊂ conv(0, 𝐶)

i, як наслiдок,

𝐹 (conv(0, 𝐹−1(𝐶))) ⊂ conv(0, 𝐶).

За iндуктивним припущенням

𝐹 (conv(0, 𝐹−1(𝜕𝐶))) = conv(0, 𝜕𝐶),

тобто

𝜕conv(0, 𝐶) ⊂ 𝐹 (conv(0, 𝐹−1(𝐶))).

Крiм того, conv(0, 𝐹−1(𝐶)) гомеоморфна кулi 𝐵𝑛+1 i 𝜕conv(0, 𝐶)

гомеоморфна сферi 𝑆𝑛+1. Таким чином, застосування твердження 2.22

завершує доведення. 2

Лема 2.37. Нехай 𝑋, 𝑌 – банаховi простори, 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌 –

BnE-вiдображення, тодi ‖𝐹 (𝛼𝑥)‖ = ‖𝛼𝑥‖ = 𝛼 для всiх 𝑥 ∈ 𝐹−1(𝑆𝑌 ),

𝛼 ∈ [0, 1].

Доведення. Оскiльки 𝐹 нерозтягувальне, можемо застосувати

нерiвностi (2.21) i (2.22). З нерiвностi (2.22) випливає

‖𝐹 (𝛼𝑥)‖+ ‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝛼𝑥)‖ = ‖𝛼𝑥‖+ ‖𝑥− 𝛼𝑥‖,
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i застосування (2.21) завершує доведення. 2

Теорема 2.38. Нехай 𝑋, 𝑌 – банаховi простори, 𝐹 : 𝐵𝑋 → 𝐵𝑌

– BnE-вiдображення i 𝑆𝑌 є об’єднанням усiх своїх скiнченновимiрних

полiедральних крайнiх пiдмножин. Тодi 𝐹 – iзометрiя.

Доведення. Покажемо спершу, що 𝐹 (𝑆𝑋) = 𝑆𝑌 . Оскiльки

𝑆𝑌 =
⋃︁
𝑖∈𝐼

𝐶𝑖, (2.23)

де 𝐶𝑖 – це скiнченновимiрнi полiедральнi крайнi пiдмножини у 𝑆𝑌 i 𝐼 –

деяка iндексна множина, можна зробити висновок, що

𝐵𝑌 =
⋃︁
𝑖∈𝐼

conv(0, 𝐶𝑖).

З бiєктивностi 𝐹 i теореми 2.36 випливає

𝐵𝑋 =
⋃︁
𝑖∈𝐼

conv(0, 𝐹−1(𝐶𝑖)).

Таким чином, у 𝐵𝑋 немає iнших точок з одиничною нормою, окрiм точок

з 𝐹−1(𝐶𝑖), i ми отримуємо

𝑆𝑋 =
⋃︁
𝑖∈𝐼

𝐹−1(𝐶𝑖) = 𝐹−1(𝑆𝑌 ).

Щоб довести, що 𝐹 є iзометрiєю, застосуємо леми 2.27 i 2.7. Покажемо для

множини 𝑉 з леми 2.7, що

𝐹−1(𝐶) ⊂ 𝑉 (2.24)

для будь-якої 𝑛-вимiрної полiедральної крайньої пiдмножини 𝐶 у 𝑆𝑌 . Для

цього скористаємося iндукцiєю за вимiрнiстю. Для 0-вимiрних множин,

тобто крайнiх точок, твердження випливає з пунктiв (4) i (5) теореми

2.5. Тепер припустимо, що включення доведене для всiх (𝑛− 1)-вимiрних

полiедральних крайнiх пiдмножин i доведемо його для вимiрностi 𝑛.

Розглянемо деяку 𝑛-вимiрну крайню пiдмножину 𝐶 у 𝑆𝑌 . Для будь-якої

пари 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹−1(𝐶), 𝑥 ̸= 𝑦, продовжимо вiдрiзок [𝑥, 𝑦] в обидва боки до

перетину з вiдносною межею 𝐹−1(𝜕𝐶) багатогранника 𝐹−1(𝐶). Позначимо
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𝑢, 𝑣 вiдповiднi точки перетину. Тодi

𝑥 = 𝜆𝑢+ (1− 𝜆)𝑣,

𝑦 = 𝜇𝑢+ (1− 𝜇)𝑣,

де 𝜆, 𝜇 ∈ [0, 1], 𝜆 ̸= 𝜇. Будемо вважати, що 𝜆 > 𝜇. Оскiльки

𝜕𝐶 складається з (𝑛 − 1)-вимiрних полiедральних крайнiх пiдмножин,

iндуктивне припущення i лема 2.7 дозволяють стверджувати, що

‖𝑢− 𝑣‖ = ‖𝐹 (𝑢)− 𝐹 (𝑣)‖.

Оскiльки 𝐹 нерозтягувальне,

‖𝑢− 𝑣‖ = ‖𝐹 (𝑢)− 𝐹 (𝑣)‖ 6 ‖𝐹 (𝑢)− 𝐹 (𝑥)‖+ ‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝑦)‖

+ ‖𝐹 (𝑦)− 𝐹 (𝑣)‖ 6 ‖𝑢− 𝑥‖+ ‖𝑥− 𝑦‖+ ‖𝑦 − 𝑣‖

= (1− 𝜆)‖𝑢− 𝑣‖+ (𝜆− 𝜇)‖𝑢− 𝑣‖+ 𝜇‖𝑢− 𝑣‖ = ‖𝑢− 𝑣‖.

Таким чином, ми отримуємо

‖𝐹 (𝑢)− 𝐹 (𝑥)‖ = ‖𝑢− 𝑥‖,

‖𝐹 (𝑦)− 𝐹 (𝑣)‖ = ‖𝑦 − 𝑣‖,

‖𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝑦)‖ = ‖𝑥− 𝑦‖.

Отже, 𝐹 – бiєктивна iзометрiя мiж 𝐹−1(𝐶) i 𝐶, i з твердження 2.21

випливає, що 𝐹 афiнне на 𝐹−1(𝐶). лема 2.37 разом з теоремою 2.36 дають

рiвнiсть

𝐹 (𝛼𝐹−1(𝐶)) = 𝛼𝐶

для 𝛼 ∈ [0, 1], i застосування другої частини теореми 2.35 продовжує

цей результат для 𝛼 ∈ [−1, 1]. Так само як i ранiше, з iндуктивного

припущення i леми 2.7 витiкає, що 𝐹 – бiєктивна iзометрiя мiж 𝛼𝐹−1(𝐶) i

𝛼𝐶, отже 𝐹 афiнне на 𝛼𝐹−1(𝐶). Покажемо, що

𝐹 (𝛼𝑥) = 𝛼𝐹 (𝑥)

для всiх 𝑥 ∈ 𝐹−1(𝐶), 𝛼 ∈ [−1, 1]. Кожен 𝑥 ∈ 𝐹−1(𝐶) має вигляд

𝑥 = 𝜆𝑢+ (1− 𝜆)𝑣,
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де 𝑢, 𝑣 ∈ 𝐹−1(𝜕𝐶) i 𝜆 ∈ [0, 1]. Отримуємо

𝐹 (𝛼𝑥) = 𝐹 (𝜆𝛼𝑢+ (1− 𝜆)𝛼𝑣) = 𝜆𝐹 (𝛼𝑢) + (1− 𝜆)𝐹 (𝛼𝑣),

оскiльки 𝐹 афiнне на 𝛼𝐹−1(𝐶). За iндуктивною гiпотезою

𝐹 (𝛼𝑢) = 𝛼𝐹 (𝑢),

𝐹 (𝛼𝑣) = 𝛼𝐹 (𝑣),

отже

𝐹 (𝛼𝑥) = 𝜆𝛼𝐹 (𝑢) + (1− 𝜆)𝛼𝐹 (𝑣) = 𝛼(𝜆𝐹 (𝑢) + (1− 𝜆)𝐹 (𝑣)).

Залишилося скористатися тим фактом, що 𝐹 афiнне на 𝐹−1(𝐶) i зробити

висновок, що

𝐹 (𝛼𝑥) = 𝛼𝐹 (𝜆𝑢+ (1− 𝜆)𝑣) = 𝛼𝐹 (𝑥).

Таким чином, бажане включення (2.24) доведене. Нарештi, з (2.23) i

вищесказаного випливає, що для кожного 𝑣 ∈ 𝐹−1(𝑆𝑌 ) i кожного 𝑡 ∈ [−1, 1]

маємо 𝐹 (𝑡𝑣) = 𝑡𝐹 (𝑣). Отже, застосування леми 2.27 завершує доведення

теореми. 2

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi ми дали ствердну вiдповiдь на питання 2.2 для

просторiв, де вiдповiдь «так» на питання 2.1 вже була отримана

(скiнченновимiрнi та строго опуклi банаховi простори), а також для

деяких конкретних банахових просторiв, де вiдповiдь на питання 2.1

була невiдомою (ℓ1, ℓ1-сума строго опуклих банахових просторiв та

простiр, одинична сфера якого є об’єднанням усiх своїх скiнченновимiрних

полiедральних крайнiх множин). Тим самим для другої групи просторiв ми

дали ствердну вiдповiдь на питання 2.1, тобто довели їхню пластичнiсть.

Перелiчимо основнi результати роздiлу.

– Теорема 2.5, яка узагальнює теорему 2.3 з [6] на випадок двох рiзних

банахових просторiв.
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– Теорема 2.9, де отримано вiдповiдь на питання 2.2 для довiльного

простору 𝑋 i строго опуклого простору 𝑌 .

– Теорема 2.10, де отримано вiдповiдь на питання 2.2 для довiльного

простору 𝑌 i строго опуклого простору 𝑋.

– Теорема 2.20, де вiдповiдь на питання 2.2 отримана для двох рiзних

скiнченновимiрних просторiв.

– Теорема 2.23, яка дає ствердну вiдповiдь на питання 2.2 для довiльного

банахового простору 𝑋 та простору ℓ1. Зокрема, з цiєї теореми

випливає пластичнiсть одиничної кулi простору ℓ1, що також є новим

результатом, який хронологiчно був отриманий нами ранiше [16].

– Теорема 2.28, яка дає вiдповiдь на питання 2.2 для довiльного простору

𝑋 i простору 𝑍, який є ℓ1-сумою набору строго опуклих просторiв. Як

висновок, одинична куля простору 𝑍 також є пластичною.

– Теорема 2.35. З теореми 2.5 вiдомо, що прообраз крайньої точки

пiд дiєю BnE-вiдображення також є крайньою точкою. Також було

вiдомо, що знак мiнус у випадку крайньої точки i BnE-вiдображення

можна виносити за знак функцiї. Ми довели подiбне твердження для

скiнченновимiрних полiедральних крайнiх множин.

– Теорема 2.38, де ствердна вiдповiдь на питання 2.2 отримана для

довiльного простору 𝑋 i простору 𝑌 , одинична сфера якого є

об’єднанням усiх своїх скiнченновимiрних полiедральних крайнiх

пiдмножин.

Зауважимо, що питання 2.1 та 2.2 залишаються вiдкритими у

загальному випадку. Результати роздiлу викладенi у публiкацiях [16],

[33], [15], [1].
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РОЗДIЛ 3

ПЛАСТИЧНIСТЬ ЕЛIПСОЇДIВ

3.1 Постановка задачi

Пiдмножина банахового простору називається обмеженою, якщо

вона мiститься у кулi скiнченного радiуса, пiдмножина називається

тiлесною, якщо вона мiстить кулю ненульового радiуса. Пiд елiпсоїдом

у гiльбертовому просторi ми будемо розумiти множину, що має вигляд{︃∑︁
𝑛∈N

𝑥𝑛𝑒𝑛 :
∑︁
𝑛∈N

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑛
𝑎𝑛

⃒⃒⃒⃒2
6 1

}︃
,

де 𝑒𝑛 – елементи ортонормованого базису i 𝑎𝑛 > 0. У скiнченновимiрних

просторах з пластичнiстю елiпсоїдiв, як i з пластичнiстю куль,

питання вирiшене завдяки компактностi. Для тiлесних обмежених

пiдмножин нормованого простору ситуацiя з пластичнiстю доволi складна.

Незважаючи на певну кiлькiсть прикладiв пластичностi куль, якi ми

зустрiчали у попереднiх роздiлах, питання 2.1 i 2.2 є вiдкритими у

загальному випадку. Якщо ж розглядати гiльбертовi простори, з одного

боку у статтi [6] доведена пластичнiсть одиничних куль строго опуклих

банаховий просторiв, i як наслiдок, гiльбертових просторiв. З iншого

боку, у цiй самiй статтi був наведений приклад непластичного елiпсоїда у

гiльбертовому просторi (Приклад 1.20). Зазначимо, що оператор 𝑇 у цьому

прикладi лiнiйний, отже у нескiнченновимiрних просторах навiть лiнiйне

BnE-вiдображення не обов’язково є iзометрiєю. Саме це спостереженнi

вмотивувало нас ввести наступне означення:

Означення 3.1. Нехай 𝑀 – пiдмножина нормованого простору 𝑋.

Будемо казати, що 𝑀 – лiнiйно пластична або LEC-пластична множина

(англ. linearly expand-contract plastic), якщо будь-який лiнiйний оператор

𝑇 : 𝑋 → 𝑋, чиє обмеження на 𝑀 є BnE-вiдображенням з 𝑀 на 𝑀 , є

iзометрiєю на 𝑀 .
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Метою цього роздiлу є пошук необхiдних i достатнiх умов лiнiйної

пластичностi тiлесного обмеженого елiпсоїда у гiльбертовому просторi.

Будемо використовувати позначення з [12]. Лiтерою 𝐻 позначатимемо

фiксований сепарабельний нескiнченновимiрний гiльбертiв простiр

(дiйсний чи комплексний), символ ⟨𝑥, 𝑦⟩ позначатиме скалярний добуток

елементiв 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻. {𝑒𝑖}𝑖∈N – фiксований ортонормований базис у 𝐻.

Будь-який 𝑥 ∈ 𝐻 допускає розклад

𝑥 =
∑︁
𝑛∈N

𝑥𝑛𝑒𝑛,

де 𝑥𝑛 – вiдповiднi коефiцiєнти Фур’є. Як i ранiше, позначення Lin

ми будемо використовувати для позначення лiнiйної оболонки, а Lin –

для замкненої лiнiйної оболонки. Як зазначалося ранiше, елiпсоїди, що

розглядаються, є прямим узагальненням скiнченновимiрних. А саме,

елiпсоїд у 𝐻 – це множина вигляду

𝐸 =

{︃
𝑥 =

∑︁
𝑛∈N

𝑥𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝐻 :
∑︁
𝑛∈N

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑛
𝑎(𝑛)

⃒⃒⃒⃒2
6 1

}︃
,

де додатнi числа 𝑎(𝑛) > 0 називаються пiвосями 𝐸. Також у подальшому

ми будемо вважати, що вiдповiдна функцiя 𝑎 : N → R+ обмежена зверху i

знизу, тобто

inf
𝑛
𝑎(𝑛) > 0,

sup
𝑛

𝑎(𝑛) < +∞,

що забезпечує обмеженiсть елiпсоїда 𝐸 i робить його тiлесним. Позначимо

через 𝐴 = 𝑎(N) множину пiвосей 𝐸. Зазначимо, що деякi пiвосi можуть

мати однакову довжину. Для кожного 𝑡 ∈ 𝐴 будемо називати кратнiстю

кiлькiсть елементiв у множинi 𝑎−1(𝑡) (яка може бути як скiнченною так i

нескiнченною) i позначимо також

𝐻𝑡 = Lin{𝑒𝑘}𝑘∈𝑎−1(𝑡).

Для межi елiпсоїда 𝐸 будемо використовувати позначення

𝑆 =

{︃
𝑥 =

∑︁
𝑛∈N

𝑥𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝐻 :
∑︁
𝑛∈N

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑛
𝑎(𝑛)

⃒⃒⃒⃒2
= 1

}︃
.
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3.2 Лiнiйна пластичнiсть елiпсоїдiв у сепарабельному

гiльбертовому просторi

Ми почнемо з непластичних елiпсоїдiв. Легко бачити, що Приклад 1.20

можна узагальнити.

Твердження 3.2. Нехай множина 𝐴 пiвосей елiпсоїда 𝐸 мiстить

пiдмножину 𝐵, яка має такi властивостi:

1. 𝐵 мiстить принаймнi два елементи;

2. або у 𝐵 немає мiнiмуму, або кратнiсть мiнiмуму нескiнченна;

3. або у 𝐵 немає максимуму, або кратнiсть максимуму нескiнченна.

Тодi 𝐸 не є LEC-пластичним.

Доведення. Позначимо 𝑟 = inf 𝐵, 𝑅 = sup𝐵; вiдповiдно до пункту (1)

𝑟 < 𝑅. З властивостi (2) випливає iснування рiзних 𝑛𝑘 ∈ N, 𝑘 = 1, 2, . . .,

таких що 𝑎(𝑛𝑘) ∈ 𝐵, 𝑎(𝑛𝑘) <
1

2
(𝑟 +𝑅) i

𝑎(𝑛1) > 𝑎(𝑛2) > 𝑎(𝑛3) > . . . ,

lim
𝑘→∞

𝑎(𝑛𝑘) = 𝑟.

Аналогiчно, з властивостi (3) випливає iснування рiзних 𝑛𝑘 ∈ N, 𝑘 =

0,−1,−2, . . ., таких що 𝑎(𝑛𝑘) ∈ 𝐵 i

𝑎(𝑛1) < 𝑎(𝑛0) 6 𝑎(𝑛−1) 6 𝑎(𝑛−2) 6 . . . ,

lim
𝑘→−∞

𝑎(𝑛𝑘) = 𝑅.

Визначимо лiнiйний оператор 𝑇 таким чином:

𝑇𝑒𝑛 = 𝑒𝑛

для 𝑛 ∈ N ∖ {𝑛𝑘}𝑘∈Z, i

𝑇𝑒𝑛𝑘
=

𝑎(𝑛𝑘+1)

𝑎(𝑛𝑘)
𝑒𝑛𝑘+1

для 𝑘 ∈ Z. Лiнiйний нерозтягуючий оператор 𝑇 вiдображає 𝐸 на себе

бiєктивно, проте не iзометрично. 2
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Далi ми розглянемо LEC-пластичнi елiпсоїди в 𝐻 i доведемо, що

заперечення умов твердження 3.2 є не лише необхiдною, але й достатньою

умовою LEC-пластичностi. Спершу доведемо наступнi леми.

Лема 3.3. Нехай 𝑇 : 𝐻 → 𝐻 – лiнiйний оператор, що вiдображає 𝐸

на себе бiєктивно. Тодi 𝑇 вiдображає весь простiр 𝐻 на себе бiєктивно i

𝑇 (𝑆) = 𝑆. Якщо, до того ж, 𝑇 є нерозтягуючим на 𝐸, тодi ‖𝑇‖ 6 1.

Доведення. Помiтимо спочатку, що 𝐸 – поглинаюча множина, отже

𝐻 = ∪𝑡>0𝑡𝐸.

Завдяки лiнiйностi, оператор 𝑇 iн’єктивний на кожнiй множинi 𝑡𝐸, таким

чином, вiн iн’єктивний на всьому 𝐻. Також,

𝑇 (𝐻) = ∪𝑡>0𝑇 (𝑡𝐸) = ∪𝑡>0𝑡𝐸 = 𝐻,

звiдки випливає сюр’єктивнiсть на 𝐻. Нарештi,

𝑆 = 𝐸 ∖ ∪𝑡∈(0,1)𝑡𝐸,

отже,

𝑇 (𝑆) = 𝑇 (𝐸) ∖ ∪𝑡∈(0,1)𝑇 (𝑡𝐸) = 𝐸 ∖ ∪𝑡∈(0,1)𝑡𝐸 = 𝑆.

Якщо ж 𝑇 є нерозтягуючим на 𝐸, тодi для кожного 𝑥 ∈ 𝐻 знайдеться

𝑡 > 0, таке що 𝑡𝑥 ∈ 𝐸, i ми отримуємо

‖𝑇 (𝑡𝑥)‖ = 𝜌(𝑇 (0), 𝑇 (𝑡𝑥)) 6 𝜌(0, 𝑡𝑥) = ‖𝑡𝑥‖.

Залишилося тiльки подiлити на 𝑡 i отримати нерiвнiсть ‖𝑇𝑥‖ 6 ‖𝑥‖ для

всiх 𝑥 ∈ 𝐻. 2

Лема 3.4. Нехай множина 𝐴 пiвосей елiпсоїда 𝐸 мiстить

мiнiмальний елемент 𝑟, i нехай 𝑟 має скiнченну кратнiсть. Нехай

𝑇 : 𝐻 → 𝐻 – лiнiйний оператор, що вiдображає 𝐸 бiєктивно на себе,

i чиє обмеження на 𝐸 нерозтягувальне. Тодi

𝑇 (𝐻𝑟) = 𝐻𝑟,

𝑇 (𝐻𝑟 ∩ 𝐸) = 𝐻𝑟 ∩ 𝐸

i обмеження 𝑇 на 𝐻𝑟 є бiєктивною iзометрiєю.
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Доведення. Оскiльки оператор 𝑇 нерозтягуючий, усi елементи 𝑆

мiнiмальної норми 𝑟 можуть бути вiдображенi лише в тi елементи 𝑆, чия

норма дорiвнює 𝑟. Iнакше кажучи,

𝑇 (𝐻𝑟) ⊂ 𝐻𝑟.

Для скiнченновимiрного лiнiйного простору 𝐻𝑟 iн’єктивнiсть лiнiйного

вiдображення 𝑇 |𝐻𝑟
: 𝐻𝑟 → 𝐻𝑟 дає бiєктивнiсть, отже,

𝑇 (𝐻𝑟) = 𝐻𝑟,

𝑇 (𝐻𝑟 ∩ 𝐸) = 𝐻𝑟 ∩ 𝐸.

Зазначимо, що 𝐻𝑟 ∩ 𝐸 є замкненою кулею радiуса 𝑟 з центром у

0 пiдпростору 𝐻𝑟. Завдяки лiнiйностi отримуємо, що 𝑇 |𝐻𝑟
бiєктивно

вiдображає одиничну кулю на одиничну кулю, таким чином, 𝑇 |𝐻𝑟
є

бiєктивною iзометрiєю. 2

Лема 3.5. Нехай множина 𝐴 пiвосей елiпсоїда 𝐸 мiстить

максимальний елемент 𝑅, i нехай 𝑅 має скiнченну кратнiсть. Нехай

𝑇 : 𝐻 → 𝐻 – лiнiйний оператор, що вiдображає 𝐸 бiєктивно на себе, i

чиє обмеження на 𝐸 нерозтягувальне. Тодi

𝑇 (𝐻𝑅) = 𝐻𝑅,

𝑇 (𝐻𝑅 ∩ 𝐸) = 𝐻𝑅 ∩ 𝐸

i обмеження 𝑇 на 𝐻𝑅 є бiєктивною iзометрiєю.

Доведення. Твердження аналогiчне попередньому, тому доведення

також буде схожим. Оскiльки 𝑇 нерозтягуючий, прообразами усiх

елементiв 𝑆 максимальної норми 𝑅 можуть бути лише тi елементи 𝑆, чия

норма дорiвнює 𝑅. Iнакше кажучи,

𝑇−1(𝐻𝑅) ⊂ 𝐻𝑅.

Для скiнченновимiрного лiнiйного простору 𝐻𝑅 iн’єктивнiсть лiнiйного

вiдображення 𝑇−1|𝐻𝑅
: 𝐻𝑅 → 𝐻𝑅 дає бiєктивнiсть, отже,

𝑇−1(𝐻𝑅) = 𝐻𝑅,
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𝑇 (𝐻𝑅) = 𝐻𝑅.

Закiнчується доведення так само, як у попереднiй лемi. 2

Тепер можемо викласти обiцяну теорему, яка є основним результатом

роздiлу.

Теорема 3.6. Елiпсоїд 𝐸 є LEC-пластичним тодi i тiльки тодi, коли

кожна пiдмножина 𝐵 множини 𝐴 пiвосей 𝐸, що складається бiльш нiж

з одного елемента, має принаймнi одну з наступних властивостей:

1. 𝐵 має максимум скiнченної кратностi;

2. 𝐵 має мiнiмум скiнченної кратностi.

Доведення. Необхiднiсть умов теореми вже продемонстрована у

твердженнi 3.2. Залишилося довести достатнiсть. Зауважимо спочатку,

що 𝐴 не може мiстити бiльше, нiж один елемент нескiнченної кратностi.

Справдi, якщо 𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐴 – два рiзних елементи з нескiнченною кратнiстю,

тодi 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2} ⊂ 𝐴 не задовольняє анi умову (1) анi умову (2) нашої

теореми.

Твердження 1. Знайдеться 𝜏 > 0, таке що 𝐴+ = 𝐴 ∩
(𝜏,+∞) є цiлком упорядкованою множиною з порядком > (тобто кожна

непорожня пiдмножина у 𝐴+ має максимальний елемент), 𝐴− = 𝐴 ∩
(0, 𝜏) є цiлком упорядкованою множиною з порядком 6 (тобто кожна

непорожня пiдмножина у 𝐴− має мiнiмальний елемент), i анi 𝐴+ анi

𝐴− не мiстять елементiв нескiнченної кратностi.

Насправдi, якщо iснує елемент 𝑎∞ ∈ 𝐴 з нескiнченною кратнiстю,

давайте оберемо 𝜏 = 𝑎∞. Покажемо, що (𝐴+,>) є цiлком впорядкованою.

Якщо 𝐴+ = ∅ твердження очевидне. В iншому випадку для кожної

непорожньої пiдмножини 𝐷 у 𝐴+ розглянемо 𝐵 = {𝜏} ∪ 𝐷. Тодi

мiнiмальний елемент у 𝐵 – це 𝜏 , який має нескiнченну кратнiсть, отже

множина 𝐵 повинна мати максимум скiнченної кратностi. Цей максимум

буде також максимальним елементом у 𝐷. Для множини (𝐴−,6) цiлком

впорядкованiсть демонструється подiбним чином.
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Тепер розглянемо випадок, коли 𝐴 мiстить лише елементи скiнченної

кратностi. Розглянемо множину 𝑈 всiх таких 𝑡 ∈ (0,+∞), що 𝐴 ∩ (𝑡,+∞)

є непорожньою цiлком впорядкованою множиною з порядком >. Якщо

𝑈 непорожня, вiзьмемо 𝜏 = inf 𝑈 , якщо 𝑈 = ∅, вiзьмемо 𝜏 = sup𝐴.

Покажемо, що це 𝜏 саме таке, як нам потрiбно. У першому випадку 𝐴+ =

𝐴∩(𝜏,+∞), i для кожного 𝑡 > 𝜏 ми отримуємо, що 𝐴∩(𝑡,+∞) – непорожня

цiлком впорядкована множина з порядком >. Звiдси випливає, що (𝐴+,>)

цiлком впорядкована. У другому випадку 𝐴+ = ∅, тобто також цiлком

впорядкована. Таким чином, залишилося показати, що 𝐴− = 𝐴 ∩ (0, 𝜏)

є цiлком впорядкованою з порядком 6. Припустимо супротивне. Тодi

знайдеться непорожня пiдмножина 𝐵 ⊂ 𝐴−, у якiй вiдсутнiй мiнiмальний

елемент. Вiдповiдно до умов нашої теореми 𝐵 має максимальний елемент

𝑏. Оскiльки 𝑏 < 𝜏 , i за означенням 𝜏 множина 𝐴 ∩ (𝑏,+∞) не є

цiлком впорядкованою з порядком >. Як наслiдок, знайдеться непорожня

множина 𝐷 ⊂ 𝐴 ∩ (𝑏,+∞), у якiй немає максимального елемента. Тодi,

𝐵 ∪ 𝐷 не задовольняє анi умову (1) анi умову (2) нашої теореми. Це

протирiччя завершує доведення Твердження 1.

Введемо у розгляд наступнi пiдпростори:

𝐻− = Lin{𝑒𝑘}𝑘∈𝑎−1(𝐴−),

𝐻𝜏 = Lin{𝑒𝑘}𝑘∈𝑎−1(𝜏),

𝐻+ = Lin{𝑒𝑘}𝑘∈𝑎−1(𝐴+).

Очевидно, що цi замкненi лiнiйнi пiдпростори в 𝐻 є взаємно

ортогональними i

𝐻 = 𝐻− ⊕𝐻𝜏 ⊕𝐻+.

Зауважимо, що деякi з доданкiв у попередньому виразi можуть бути

тривiальними. Нехай 𝑇 : 𝐻 → 𝐻 – лiнiйний оператор, який вiдображає

𝐸 на себе бiєктивно, i чиє обмеження на 𝐸 нерозтягувальне.

Твердження 2. 𝑇 (𝐻−) = 𝐻−, 𝑇 (𝐻+) = 𝐻+, i обмеження 𝑇 на 𝐻−

та 𝐻+ є бiєктивними iзометрiями.
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Ми доведемо це твердження лише для 𝐻+: аргументацiя для 𝐻− буде

вiдрiзнятися лише застосуванням леми 3.4 замiсть леми 3.5.

Якщо 𝐴+ = ∅, то доводити нiчого. У випадку, коли 𝐴+ ̸=
∅, ми покажемо за допомогою трансфiнiтної iндукцiї по 𝑡 ∈ (𝐴+,>)

справедливiсть для всiх 𝑡 ∈ 𝐴+ наступного твердження U(𝑡): пiдпростiр

𝐻(𝑡) := Lin{𝑒𝑘 : 𝑎(𝑘) > 𝑡}

є 𝑇 -iнварiантним i 𝑇 вiдображає 𝐻(𝑡) на 𝐻(𝑡) iзометрично. Оскiльки набiр

пiдпросторiв 𝐻(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐴+, є ланцюгом, чиє об’єднання є щiльним у 𝐻+, з

неперервностi 𝑇 випливатиме бажане Твердження 2.

Базою iндукцiї є твердження U(𝑡) для 𝑡 = max𝐴. Це є змiстом леми 3.5.

У якостi iндуктивного припущення вважатимемо, що U(𝑡) справджується

для всiх 𝑡 > 𝑡0 ∈ 𝐴+, i наша мета – довести твердження U(𝑡0).

Для будь-яких 𝑥, 𝑦 у 𝐻 введемо модифiкований скалярний добуток

⟨⟨𝑥, 𝑦⟩⟩ наступним чином:

⟨⟨𝑥, 𝑦⟩⟩ =
∑︁
𝑛∈N

𝑥𝑛𝑦𝑛
𝑎(𝑛)2

.

Тодi iснує норма на 𝐻, породжена цим скалярним добутком

|||𝑥||| =

(︃∑︁
𝑖∈𝐼

⃒⃒⃒⃒
𝑥𝑖
𝑎𝑖

⃒⃒⃒⃒2)︃1/2

.

Елiпсоїд 𝐸 є одиничною кулею у цiй новiй нормi, i оскiльки 𝑇 лiнiйний i

вiдображає 𝐸 на 𝐸 бiєктивно, 𝑇 – це бiєктивна iзометрiя (𝐻, ||| · |||) на себе.
Завдяки [12, Theorem 2, p. 353], 𝑇 – унiтарний оператор у просторi

з модифiкованим скалярним добутком i, таким чином, 𝑇 зберiгає цей

модифiкований скалярний добуток. Зокрема, вiн зберiгає ортогональнiсть

у просторi з новим скалярним добутком.

Позначимо

𝑋 =
⋃︁
𝑡>𝑡0

𝐻(𝑡) = Lin{𝑒𝑘 : 𝑎(𝑘) > 𝑡0}.

Ортогональне доповнення до 𝑋 у просторi з модифiкованим скалярним

добутком це

𝑋⊥ = Lin{𝑒𝑘 : 𝑎(𝑘) 6 𝑡0}.
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Зазначимо, що ортогональне доповнення до 𝑋 у просторi з початковим

скалярним добутком таке ж саме. З iндуктивного припущення випливає,

що

𝑇 (𝑋) = 𝑋,

отже,

𝑇 (𝑋⊥) = 𝑋⊥,

𝑇 (𝑋⊥ ∩ 𝐸) = 𝑋⊥ ∩ 𝐸.

𝑋⊥ з вихiдним скалярним добутком є гiльбертовим простором, 𝑋⊥ ∩ 𝐸 –

елiпсоїд у 𝑋⊥, 𝑡0 – максимальна пiввiсь цього елiпсоїда i кратнiсть 𝑡0

скiнченна, бо 𝑡0 ∈ 𝐴+. Застосовуючи лему 3.5 отримуємо, що

𝑇 (𝐻𝑡0) = 𝐻𝑡0

i обмеження 𝑇 на 𝐻𝑡0 – бiєктивна iзометрiя у просторi з вихiдною нормою.

Таким чином, 𝑇 вiдображає 𝑋 на 𝑋 i 𝐻𝑡0 на 𝐻𝑡0 iзометрично i 𝐻(𝑡0) є

ортогональною прямою сумою пiдпросторiв 𝐻𝑡0 i замикання 𝑋. Звiдси

випливає, що 𝑇 вiдображає 𝐻(𝑡0) на 𝐻(𝑡0) iзометрично, отже iндуктивний

перехiд здiйснений. Доведення Твердження 2 завершене.

З Твердження 2 i взаємної ортогональностi 𝐻− i 𝐻+ випливає, що

𝑇 (𝐻− ⊕𝐻+) = 𝐻− ⊕𝐻+

i 𝑇 є iзометрiєю на 𝑍 = 𝐻− ⊕ 𝐻+. Оскiльки 𝑇 зберiгає модифiкований

скалярний добуток i оскiльки ортогональне доповнення до 𝑍 у просторi з

модифiкованим скалярним добутком – це 𝐻𝜏 , ми отримуємо, що

𝑇 (𝐻𝜏) = 𝐻𝜏

i, як наслiдок,

𝑇 (𝐻𝜏 ∩ 𝐸) = 𝐻𝜏 ∩ 𝐸.

Оскiльки 𝐻𝜏 ∩𝐸 є замкненою кулею радiуса 𝜏 (у вихiднiй нормi) з центром

у точцi 0, з рiвностi 𝑇 (𝐻𝜏 ∩ 𝐸) = 𝐻𝜏 ∩ 𝐸 i лiнiйностi 𝑇 випливає, що 𝑇 є

iзометрiєю на 𝐻𝜏 . Нарештi, як вже вiдомо, 𝐻 = 𝐻− ⊕𝐻𝜏 ⊕𝐻+, отже 𝑇 є

iзометрiєю на всьому 𝐻. 2
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Зазначимо, що ми були зацiкавленi у класифiкацiї замкнених

обмежених тiлесних множин. Тому ми ввели обмеження

inf
𝑛
𝑎(𝑛) > 0,

sup
𝑛

𝑎(𝑛) < +∞

на пiвосi елiпсоїда. Тим не менш, питання лiнiйної пластичностi змiстовне

i для елiпсоїдiв з довiльними пiвосями i для них описання незмiнне.

Єдиною складнiстю є те, що у загальному випадку 𝐸 може не бути

поглинаючою множиною, i з умови нерозтягуваностi оператора 𝑇 на

𝐸 випливає неперервнiсть 𝑇 на Lin𝐸, але не на всьому 𝐻. Тому в

загальному випадку всi леми i твердження мають формулюватися для

лiнiйної оболонки елiпсоїда 𝐸, а не для всього простору 𝐻. У цьому

випадку пiдпростiр Lin𝐸 може бути незамкненим i вiдповiднi простори зi

скалярним добутком (Lin𝐸, ⟨·, ·⟩) i (Lin𝐸, ⟨⟨·, ·⟩⟩) можуть бути неповними,

що викликає складнощi, оскiльки у бiльшостi пiдручникiв ортонормований

базис i унiтарнi оператори визначенi лише для гiльбертових, тобто повних,

просторiв. На щастя, цi труднощi суто термiнологiчного характеру.

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi ми ввели поняття лiнiйної пластичностi та знайшли

необхiднi i, водночас, достатнi умови лiнiйної пластичностi елiпсоїдiв у

сепарабельному гiльбертовому просторi. Перелiчимо оновнi результати

роздiлу.

– Твердження 3.2, де доводиться необхiднiсть встановлених умов.

– Теорема 3.6, яка стверджує достатнiсть встановлених умов.

Вiдкритим залишається цiкаве питання опису пластичних (а не лiнiйно

пластичних) елiпсоїдiв. Зрозумiло, якщо елiпсоїд є пластичним, вiн буде i

лiнiйно пластичним, тобто твердження 3.2 також надає достатню умову для

непластичностi. Чи буде ця умова необхiдною – нам невiдомо. Результати

роздiлу мiстяться у роботi [30].
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РОЗДIЛ 4

GL-ПРОСТОРИ

Як вже говорилося ранiше, одним з цiкавих питань, пов’язаних з

iзометрiями, є проблема Тiнглi 1.26. Нагадаємо також, що ця проблема має

позитивну вiдповiдь для так званих GL-просторiв, що i зумовлює нашу до

них цiкавiсть.

Вiдстань вiд точки 𝑥 нормованого простору 𝑋 до непорожньої

пiдмножини 𝐴 ⊂ 𝑋 визначається як iнфiмум вiдстаней вiд 𝑥 до елементiв

𝐴:

dist (𝑥,𝐴) = inf
𝑎∈𝐴

‖𝑥− 𝑎‖.

Нагадаємо деякi означення.

Означення 4.1. Замкненою зрiзкою одиничної кулi 𝐵𝑋 банахового

простору 𝑋 називається пiдмножина 𝐵𝑋 вигляду

𝒮(𝑥*, 𝛼) = {𝑥 ∈ 𝐵𝑋 : 𝑥*(𝑥) > 1− 𝛼},

де 𝑥* ∈ 𝑆𝑋* i 𝛼 ∈ (0, 1).

Означення 4.2 ([23]). Банахiв простiр 𝑋 називається

узагальнено-пишним, або GL-простором (англ. generalized-lush), якщо

для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 i будь-якого 𝜀 > 0 знайдеться зрiзка 𝒮(𝑥*, 𝜀), така
що 𝑥 ∈ 𝒮(𝑥*, 𝜀) i

dist (𝑦,𝒮(𝑥*, 𝜀)) + dist (−𝑦,𝒮(𝑥*, 𝜀)) < 2 + 𝜀

для всiх 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 . Банахiв простiр 𝐸 називається локальним GL-простором,

якщо для кожного сепарабельного пiдпростору 𝑌 ⊂ 𝐸 знайдеться

GL-пiдпростiр 𝑋 ⊂ 𝐸, такий що 𝑌 ⊂ 𝑋 ⊂ 𝐸.

У цьому роздiлi ми покажемо, що кожен скiнченновимiрний GL-простiр

є полiедральним (теорема 4.10), що у двовимiрному випадку є лише два,

з точнiстю до iзометрiї, GL-простори, а саме, простiр, чия одинична

сфера є квадратом (як ℓ2∞ чи ℓ21), i простiр, чия одинична сфера є
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рiвностороннiм шестикутником (теорема 4.13). Також ми надамо опис

просторiв 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) з абсолютною нормою, таких що для будь-якого

набору𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 GL-просторiв їхня𝐸-сума є GL-простором, i як наслiдок,

отримаємо, що у двовимiрному випадку такими просторами є лише ℓ2∞ та

ℓ21.

4.1 Полiедральнiсть скiнченновимiрних GL-просторiв

Нагадаємо, що вiдстанню Гаусдорфа мiж двома непорожнiми

замкненими пiдмножинами 𝐴 i 𝐵 метричного простору 𝑋 називається

dist H(𝐴,𝐵) = max

{︂
sup
𝑏∈𝐵

dist (𝑏, 𝐴), sup
𝑎∈𝐴

dist (𝑎,𝐵)

}︂
.

Вiдповiдно до теореми вибору Бляшке [26, Theorem 2.5.14], набiр

непорожнiх замкнених опуклих пiдмножин заданої обмеженої пiдмножини

скiнченновимiрного нормованого простору формує компакт у метрицi

Гаусдорфа.

Означення 4.3. Гранню одиничної кулi банахового простору 𝑋

будемо називати непорожню множину вигляду

ℱ(𝑥*) = {𝑥 ∈ 𝐵𝑋 : 𝑥*(𝑥) = 1},

де 𝑥* ∈ 𝑆𝑋*.

Означення 4.4. Пiдмножину 𝐴 ⊂ 𝐵𝑋 називатимемо пухкою, якщо

для будь-якого 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 знайдуться 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴, такi що

‖𝑦 − 𝑎1‖+ ‖𝑦 + 𝑎2‖ 6 2.

Вiдзначимо, що у випадку компактностi 𝐴 вiдстанi досягаються, отже,

з нерiвностi

dist (𝑦, 𝐴) + dist (−𝑦, 𝐴) 6 2

автоматично витiкає iснування вiдповiдних 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴. Якщо

𝐴 ⊂ 𝐵 ⊂ 𝐵𝑋
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i 𝐴 є пухкою, тодi 𝐵 також пухка. Якщо для кожного 𝜀 > 0 будь-яке

𝑥 ∈ 𝑆𝑋 мiститься у пухкiй зрiзцi 𝒮(𝑥*, 𝜀), тодi 𝑋 – GL-простiр.

Наступне означення мотивоване твердженням [10, Proposition 2.2] i

аналогiчними поняттями ультра-пишних просторiв з [5], а також жорстко

вузькими операторами вiдносно пiдмножини з [3].

Означення 4.5. Нормований простiр 𝑋 називається ультра-GL

вiдносно пiдпростору 𝑊 ⊂ 𝑋* (ультра-GL(𝑊 )-простiр), якщо для

будь-якого 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 знайдеться 𝑥* ∈ 𝑆𝑊 , такий що 𝑥 ∈ ℱ(𝑥*) i ℱ(𝑥*) пухка.

У випадку, коли 𝑊 = 𝑋*, простiр 𝑋 будемо називати ультра-GL.

Лема 4.6. Нехай 𝑋 – скiнченновимiрний нормований простiр. Тодi

наступнi умови еквiвалентнi:

(1) 𝑋 – GL-простiр;

(2) 𝑋 – ультра-GL простiр.

(3) для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 знайдеться опукла пухка пiдмножина 𝐵 ⊂ 𝑆𝑋 ,

така що 𝑥 ∈ 𝐵.

Доведення. (3) ⇒ (2) Нехай виконується третя умова. Тодi для

фiксованого 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 знайдеться опукла пухка пiдмножина 𝐵 ⊂ 𝑆𝑋 ,

що мiстить 𝑥. Множину 𝐵 можна вiддiлити вiд вiдкритої одиничної

кулi функцiоналом одиничної норми (теорема Гана-Банаха), тобто iснує

функцiонал 𝑥* ∈ 𝑆𝑋*, такий що 𝐵 ⊂ ℱ(𝑥*). Тодi 𝑥 ∈ ℱ(𝑥*) i ℱ(𝑥*) пухка.

(2) ⇒ (1) Вiзьмемо для фiксованого 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 вiдповiдний 𝑥* ∈ 𝑆𝑋*, що

породжує пухку грань, яка мiстить 𝑥. Для будь-якого 𝜀 > 0 розглянемо

зрiзку 𝒮(𝑥*, 𝜀). Очевидно, що

ℱ(𝑥*) ⊂ 𝒮(𝑥*, 𝜀) ⊂ 𝐵𝑋 ,

отже, 𝒮(𝑥*, 𝜀) пухка.
(1) ⇒ (3) Вiдзначимо, що (1) означає, що для кожного 𝑛 ∈ N iснує

𝑥*𝑛 ∈ 𝑆𝑋*, такий що 𝑥 ∈ 𝒮(𝑥*𝑛,
1

𝑛
) = 𝑆𝑛 i

dist (𝑦, 𝑆𝑛) + dist (𝑦,−𝑆𝑛) < 2 +
1

𝑛
(4.1)



99

для кожного 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 . З теореми вибору Бляшке випливає iснування

пiдпослiдовностi 𝑆𝑛𝑘
, що збiгається у метрицi Гаусдорфа до замкненої

опуклої множини

𝐵 = lim
𝑘→∞

𝑆𝑛𝑘
⊂ 𝐵𝑋 .

Очевидно, з включення

𝑆𝑛 ⊂ {𝑥 ∈ 𝐵𝑋 : ‖𝑥‖ > 1− 1

𝑛
}

витiкає, що гранична множина 𝐵 лежить на одиничнiй сферi. Оскiльки

для фiксованого 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 вiдстань dist (𝑦, 𝑆) неперервно у Гаусдорфовiй

метрицi залежить вiд змiнної 𝑆, з (4.1) випливає бажана нерiвнiсть

dist (𝑦,𝐵) + dist (𝑦,−𝐵) 6 2.

2

Зазначимо наступний очевидний наслiдок.

Наслiдок 4.7. Нехай 𝑋 – скiнченновимiрний GL-простiр. Тодi 𝑆𝑋 є

об’єднанням своїх пухких граней.

Лема 4.8. Нехай 𝑋 – нормований простiр, 𝑥* ∈ 𝑆𝑋*. Тодi наступнi

умови еквiвалентнi:

(1) ℱ(𝑥*) пухка;

(2) dist (𝑦,ℱ(𝑥*))+dist (−𝑦,ℱ(𝑥*)) 6 2 для будь-якого 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 , i вiдстань

досягається, тобто iснують 𝑢, 𝑣 ∈ ℱ(𝑥*), такi що ‖𝑢−𝑦‖+‖𝑣+𝑦‖ 6

2.

(3) dist (𝑦,ℱ(𝑥*)) = 1 − 𝑥*(𝑦) для будь-якого 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 , i вiдстань

досягається.

(4) dist (𝑦,ℱ(𝑥*)) = 1 − 𝑥*(𝑦) для будь-якого 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 , i вiдстань

досягається.

Доведення. Iмплiкацiї (2) ⇒ (1) i (3) ⇒ (4) очевиднi, отже,

залишається довести iмплiкацiї (1) ⇒ (2), (2) ⇒ (3) i (4) ⇒ (1).
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(1) ⇒ (2). Для даного 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 позначимо 𝑦 =
𝑦

‖𝑦‖
. Скористаємося

фактом, що ℱ(𝑥*) пухка, i виберемо 𝑢, 𝑣 ∈ ℱ(𝑥*), такi що

‖𝑢− 𝑦‖+ ‖𝑣 + 𝑦‖ 6 2.

Позначимо 𝜆 = ‖𝑦‖. Тодi маємо

‖𝑢− 𝑦‖+ ‖𝑣 + 𝑦‖ = ‖𝜆(𝑢− 𝑦) + (1− 𝜆)𝑢‖+ ‖𝜆(𝑣 + 𝑦) + (1− 𝜆)𝑣‖

6 𝜆‖(𝑢− 𝑦)‖+ (1− 𝜆)‖𝑢‖+ 𝜆‖(𝑣 + 𝑦)‖+ (1− 𝜆)‖𝑣‖

= 𝜆 (‖(𝑢− 𝑦)‖+ ‖(𝑣 + 𝑦)‖) + (1− 𝜆) + (1− 𝜆) 6 2.

(2) ⇒ (3). Тепер для даного 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 оберемо 𝑢, 𝑣 ∈ ℱ(𝑥*), такi що

‖𝑢− 𝑦‖ = dist (𝑦,ℱ(𝑥*)),

‖𝑣 + 𝑦‖ = dist (−𝑦,ℱ(𝑥*)).

Тодi

‖𝑢− 𝑦‖+ ‖𝑣 + 𝑦‖ 6 2,

‖𝑢− 𝑦‖ > 𝑥*(𝑢− 𝑦) = 1− 𝑥*(𝑦),

‖𝑣 + 𝑦‖ > 𝑥*(𝑣 + 𝑦) = 1 + 𝑥*(𝑦).

Об’єднаємо цi три нерiвностi i отримаємо, що

2 > ‖𝑢− 𝑦‖+ ‖𝑣 + 𝑦‖ > 1− 𝑥*(𝑦) + 1 + 𝑥*(𝑦) = 2.

Це можливо лише за умов

‖𝑢− 𝑦‖ = 1− 𝑥*(𝑦),

‖𝑣 + 𝑦‖ = 1 + 𝑥*(𝑦)

.

(4) ⇒ (1). Нехай 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 , тодi −𝑦 ∈ 𝑆𝑋 , отже, з умови (4) випливає

dist (𝑦,ℱ(𝑥*)) = 1− 𝑥*(𝑦),

dist (−𝑦,ℱ(𝑥*)) = 1 + 𝑥*(𝑦).

Таким чином,

dist (𝑦,ℱ(𝑥*)) + dist (−𝑦,ℱ(𝑥*)) = 2.

2
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Нагадаємо, що для пiдмножини 𝐴 ⊂ 𝑋 її рiзницева множина 𝐴 − 𝐴

визначається наступним чином:

𝐴− 𝐴 = {𝑥− 𝑦 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴}.

Лема 4.9. Нехай 𝑥* ∈ 𝑆𝑋* i ℱ(𝑥*) пухка. Тодi

ℱ(𝑥*)−ℱ(𝑥*) ⊃ 𝐵𝑋 ∩ ker𝑥*.

Доведення. Зафiксуємо 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 ∩ ker𝑥*. Ми маємо на метi показати,

що 𝑦 ∈ ℱ(𝑥*)−ℱ(𝑥*). Насправдi, оберемо 𝑣 ∈ ℱ(𝑥*), таке що

‖𝑣 + 𝑦‖ = dist (−𝑦,ℱ(𝑥*)).

Вiдповiдно до пункту (3) леми 4.8,

‖𝑣 + 𝑦‖ = 𝑥*(𝑣 + 𝑦) = 1.

Отже,

𝑣 + 𝑦 ∈ ℱ(𝑥*),

𝑦 = (𝑣 + 𝑦)− 𝑣 ∈ ℱ(𝑥*)−ℱ(𝑥*).

2

Теорема 4.10. Одинична куля будь-якого скiнченновимiрного

GL-простору є багатогранником з пухкими гранями.

Доведення. Нехай 𝑋 = (R𝑛, ‖ · ‖) – GL-простiр i нехай 𝑟 > 0 –

мiнiмальний (𝑛 − 1)-вимiрний об’єм перетинiв 𝐵𝑋 з (𝑛 − 1)-вимiрними

лiнiйними пiдпросторами у 𝑋. Зафiксуємо пухку грань ℱ(𝑥*) i 𝑥 ∈ ℱ(𝑥*).

Тодi

ℱ(𝑥*)− 𝑥 ⊂ ker𝑥*.

Зауважимо, що завдяки попереднiй лемi

(ℱ(𝑥*)− 𝑥)− (ℱ(𝑥*)− 𝑥) = ℱ(𝑥*)−ℱ(𝑥*) ⊃ 𝐵𝑋 ∩ ker𝑥*.

Вiдповiдно до теореми Роджерса-Шепарда [22, Theorem 1], для будь-якого

опуклого тiла 𝐾 у 𝑚-вимiрному просторi 𝐸

vol𝑚(𝐾 −𝐾) 6

(︂
2𝑚

𝑚

)︂
vol𝑚(𝐾).
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Застосовуючи цю теорему до 𝐾 = ℱ(𝑥*)− 𝑥 ⊂ 𝐸 := ker 𝑥*, отримуємо

vol𝑛−1(ℱ(𝑥*)) = vol𝑛−1(ℱ(𝑥*)− 𝑥)

>

(︂
2𝑚

𝑚

)︂−1

vol𝑛−1 ((ℱ(𝑥*)− 𝑥)− (ℱ(𝑥*)− 𝑥))

>

(︂
2𝑚

𝑚

)︂−1

vol𝑛−1 (𝐵𝑋 ∩ ker𝑥*) >

(︂
2𝑚

𝑚

)︂−1

𝑟.

Отже, (𝑛 − 1)-вимiрнi об’єми пухких граней обмеженi знизу додатнiм

числом, таким чином, множина пухких граней 𝐵𝑋 скiнченна. Занумеруємо

{ℱ(𝑥*𝑘)}𝑁𝑘=1, 𝑥
*
𝑘 ∈ 𝑆𝑋*, усi пухкi гранi. З наслiдку 4.7 випливає, що

𝑆𝑋 =
𝑁⋃︁
𝑘=1

ℱ(𝑥*𝑘),

що означає

𝐵𝑋 = {𝑥 ∈ R𝑛 : |𝑥*𝑘(𝑥)| 6 1 для всiх 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁}.

2

Наслiдок 4.11. Довжина кожного ребра дiйсного двовимiрного

GL-простору не менша за 1.

Доведення. Цей факт випливає з теореми 4.10 i леми 4.9. 2

4.2 Опис двовимiрних GL-просторiв

Цей роздiл ми також розпочнемо з викладення необхiдного нам

вiдомого результату.

Твердження 4.12 ([19, Proposition 20]). Одинична сфера площини

Мiнковського має не бiльш нiж три пари вiдрiзкiв, довжина яких не

менша вiд 1. Якщо вона має три пари вiдрiзкiв, довжина яких не

менша вiд 1, тодi одиничний диск – це шестикутник з вершинами

±𝑥1,±𝑥2,±𝜆(𝑥1 + 𝑥2) для деякого 𝜆 ∈ (
1

2
, 1], i довжина принаймнi двох

пар вiдрiзкiв дорiвнює 1.
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Вiдомо [23], що двовимiрнi простори R2 з нормою

‖(𝑎1, 𝑎2)‖∞ = max{|𝑎1|, |𝑎2|}

або

‖(𝑎1, 𝑎2)‖1 = |𝑎1|+ |𝑎2|

(простори ℓ2∞ i ℓ21 вiдповiдно), та R2 з нормою

‖(𝑎1, 𝑎2)‖ = max{|𝑎2|, |𝑎1|+
1

2
|𝑎2|}

(позначимо його ̃︀𝐸) є GL-просторами. Першi два простори є iзометричними
(їхнi одиничнi сфери – паралелограми), тож як банаховi простори їх

можна не розрiзняти. Одинична сфера простору ̃︀𝐸 у метрицi ̃︀𝐸 є

рiвностороннiм шестикутником. Виявилося, що iнших (з точнiстю до

iзометрiї) двовимiрних GL-просторiв немає.

Теорема 4.13. Нехай 𝑋 – дiйсний двовимiрний GL-простiр. Тодi 𝑋

iзометричний або простору ̃︀𝐸 або (R2, ‖ · ‖ℓ1).

Доведення. Вiдповiдно до теореми 4.10, одинична куля простору 𝑋 –

це багатокутник з пухкими ребрами. Вiдповiдно до наслiдку 4.11,

довжина кожного ребра не менше 1. Застосуємо твердження 4.12 i

отримаємо, що одинична куля простору 𝑋 є або паралелограмом (i тодi

простiр iзометричний двовимiрному просторовi ℓ21), або шестикутником з

вершинами ±𝑥1,±𝑥2,±𝜆(𝑥1 + 𝑥2) для деякого 𝜆 ∈ (
1

2
, 1]. Залишилося

розглянути випадок шестикутника.

Оберемо базиснi вектори 𝑒1 = 𝑥1, 𝑒2 = 𝑥2. Координати вершин у цьому

базисi: (±1, 0), (0,±1) i±(𝜆, 𝜆). Отже𝑋 можна розглядати як R2 з нормою

‖(𝑢, 𝑣)‖ = ‖𝑢𝑒1+ 𝑣𝑒2‖. Вираз для норми у цьому просторi можна виписати
явно. Для кожного 𝑥 = (𝑢, 𝑣) ∈ (R2, ‖ · ‖)

‖𝑥‖ = max
16𝑖63

{|𝑓𝑖(𝑥)|},

де 𝑓𝑖(𝑥), 1 6 𝑖 6 3 є лiнiйними функцiоналами вигляду

𝑓1(𝑥) = 𝑢+
1− 𝜆

𝜆
𝑣,



104

𝑓2(𝑥) =
1− 𝜆

𝜆
𝑢+ 𝑣,

𝑓3(𝑥) = −𝑢+ 𝑣.

Тепер розглянемо ребро [𝜆(𝑥1+𝑥2), 𝑥2] = ℱ(𝑓2) i пiдрахуємо dist (𝑥1,ℱ(𝑓2)).

dist (𝑥1,ℱ(𝑓2)) = inf
𝛼∈[0,1]

dist (𝑥1, 𝛼𝜆𝑥1 + 𝛼𝜆𝑥2 + (1− 𝛼)𝑥2)

= inf
𝛼∈[0,1]

‖(1− 𝛼𝜆)𝑥1 + (𝛼− 1− 𝛼𝜆)𝑥2‖

= inf
𝛼∈[0,1]

max
16𝑖63

{|𝑓𝑖(1− 𝛼𝜆, 𝛼− 1− 𝛼𝜆)|}

= inf
𝛼∈[0,1]

𝑓3(1− 𝛼𝜆, 𝛼− 1− 𝛼𝜆)

= inf
𝛼∈[0,1]

(2− 𝛼) = 1.

З iншого боку, оскiльки ℱ(𝑓2) пухка,

dist (𝑥1,ℱ(𝑓2)) = 1− 𝑓2(𝑥1) = 1− 1− 𝜆

𝜆
,

отже, 𝜆 = 1. Як висновок, у випадку шестикутника наш простiр

iзометричний R2 з нормою

‖𝑥‖ = ‖(𝑢, 𝑣)‖ = max{|𝑢|, |𝑣|, |𝑢− 𝑣|}.

Цей простiр iзометричний ̃︀𝐸. 2

Наступна властивiсть простору ̃︀𝐸 знадобиться у наступному пiдроздiлi.

Твердження 4.14. Нехай ̃︀𝐸 = R2 з нормою

‖(𝑎1, 𝑎2)‖ = max{|𝑎2|, |𝑎1|+
1

2
|𝑎2|},

̃︀𝑒1 = (1, 0), ̃︀𝑒2 = (
1

2
, 1), ̃︀𝑒3 = (−1

2
, 1), ̃︀𝑒*2 ∈ 𝑆 ̃︀𝐸* – другий координатний

функцiонал на R2: ̃︀𝑒*2(𝑎, 𝑏) = 𝑏. Тодi ℱ(̃︀𝑒*2) є ребром шестикутника 𝐵 ̃︀𝐸,
що з’єднує ̃︀𝑒2 i ̃︀𝑒3, i вершина ̃︀𝑒1 належить ядру ̃︀𝑒*2.

Нехай 𝑡 ∈ [0, 1] i нехай ̃︀𝑦 = 𝑡̃︀𝑒2 + (1− 𝑡)̃︀𝑒1 – такий елемент ребра, яке

з’єднує ̃︀𝑒2 i ̃︀𝑒1, що ̃︀𝑒*2(̃︀𝑦) = 𝑡. Тодi, якщо для даного 𝛼 > 0 знайдеться̃︀𝑥 ∈ ℱ(̃︀𝑒*2), такий що

‖̃︀𝑥− 𝛼̃︀𝑦‖ = 1− 𝛼𝑡, (4.2)

тодi 𝛼 6 1.
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Доведення. Справдi, припустимо, що 𝛼 > 1. Запишемо 𝛼̃︀𝑦 у

координатнiй формi 𝛼̃︀𝑦 = (𝑎1, 𝑎2), 𝑎1, 𝑎2 > 0. Зазначимо, що з (4.2)

випливає, що

𝑎2 = ̃︀𝑒*2(𝛼̃︀𝑦) = 𝛼𝑡 6 1,

отже,

1 < 𝛼 = ‖𝛼̃︀𝑦‖ = 𝑎1 +
1

2
𝑎2 = 𝑎1 +

1

2
𝛼𝑡,

зокрема

𝑎1 > 1− 1

2
𝛼𝑡 >

1

2
.

Вектор ̃︀𝑥 має вигляд ̃︀𝑥 = (𝑏1, 1) з |𝑏1| 6
1

2
. Отже,

̃︀𝑥− 𝛼̃︀𝑦 = (𝑏1 − 𝑎1, 1− 𝛼𝑡)

i

‖̃︀𝑥− 𝛼̃︀𝑦‖ > |𝑏1 − 𝑎1|+
1

2
(1− 𝛼𝑡) = 𝑎1 − 𝑏1 +

1

2
(1− 𝛼𝑡)

> 𝑎1 −
1

2
+

1

2
(1− 𝛼𝑡) = 𝑎1 −

1

2
𝛼𝑡 > 1− 𝛼𝑡.

2

4.3 GLR-простори

Нехай 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) – нормований простiр. Позначимо 𝑒𝑘, 𝑘 =

1, . . . , 𝑛, елементи канонiчного базису: координата з номером 𝑘 вектора

𝑒𝑘 дорiвнює 1, усi iншi – нулю. Норму ‖ · ‖𝐸 будемо називати абсолютною,

якщо вона задовольняє наступнi умови:

(i) ‖𝑒𝑘‖𝐸 = 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛;

(ii) для будь-якого 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) вектор

|𝑎| := (|𝑎1|, ..., |𝑎𝑛|)

має таку ж норму, як 𝑎:

‖(𝑎1, ..., 𝑎𝑛)‖𝐸 = ‖(|𝑎1|, ..., |𝑎𝑛|)‖𝐸.
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З вищезазначених властивостей випливає, що норма є монотонною у

наступному сенсi: якщо 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) i 𝑏 = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) задовольняють

0 6 𝑎𝑘 6 𝑏𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

тодi

‖𝑎‖𝐸 6 ‖𝑏‖𝐸.

Спряжений простiр 𝐸* до 𝐸 ми стандартним чином ототожнюємо з

(R𝑛, ‖ · ‖𝐸*), де функцiонал 𝑏 = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝐸* дiє на 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) ∈ 𝐸

за формулою

𝑏(𝑎) = 𝑏1𝑎1 + . . .+ 𝑏𝑛𝑎𝑛.

Зазначимо, що норма ‖ · ‖𝐸* також абсолютна.

Нехай 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 – нормованi простори, i 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) – простiр

з абсолютною нормою. 𝐸-сума просторiв 𝑋𝑘 (позначимо її 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1) – це

векторний простiр усiх 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛), 𝑥𝑘 ∈ 𝑋𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, з нормою

‖𝑥‖ = (‖𝑥1‖, . . . , ‖𝑥𝑛‖)𝐸. (4.3)

Нагадаємо, що умова (ii) з означення абсолютної норми гарантує, що

вираз (4.3) задовольняє нерiвнiсть трикутника. Вона також дає наступну

природну властивiсть: якщо 𝑋𝑘 = R, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, тодi 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1 = 𝐸.

Умова (i) не настiльки суттєва, оскiльки її виконання можна легко досягти

нормуванням, але вона, зазвичай, включається в означення для зручностi.

Для 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1 ми позначимо

𝑁(𝑥) = (‖𝑥1‖, . . . , ‖𝑥𝑛‖).

Тодi

‖𝑥‖ = ‖𝑁(𝑥)‖𝐸.

Спряженим до 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1 є простiр 𝐸*(𝑋*

𝑘)
𝑛
1 , де 𝑓 = (𝑓1, ..., 𝑓𝑛) ∈ 𝐸*(𝑋*

𝑘)
𝑛
1 дiє

на 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1 за правилом

𝑓(𝑥) = 𝑓1(𝑥1) + . . .+ 𝑓𝑛(𝑥𝑛).
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Означення 4.15. Простiр 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) з абсолютною нормою

називається GL-зберiгаючим (скорочено – GLR-простором, вiд англ.

GL-respecting), якщо для кожного набору 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 GL-просторiв

вiдповiдна 𝐸-сума 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1 є GL-простором.

Вiдомо [23, Theorem 2.11], що простори ℓ𝑛1 i ℓ𝑛∞ є GL-зберiгаючими

(формально кажучи, вiдповiдна теорема має справу з нескiнченними

сумами, але вона справедлива i для скiнченних сум). Мета цього

пiдроздiлу – з’ясувати, чи iснують iншi приклади GLR-просторiв. Почнемо

з очевидного зауваження.

Твердження 4.16. Кожен GLR-простiр є GL-простором.

Доведення. Пiдставимо в означення GLR-простору 𝑋𝑘 = R, 𝑘 =

1, . . . , 𝑛. 2

Перш нiж формулювати ще одну необхiдну умову GLR-простору,

зробимо декiлька зауважень. З твердження 4.16 i теореми 4.10

випливає, що одинична куля будь-якого GLR-простору 𝐸 – багатогранник.

Тодi одинична куля 𝐸* також є багатогранником. Як i ранiше,

ext(𝐵𝐸*) позначатиме множину крайнiх точок 𝐵𝐸*. Множина ext(𝐵𝐸*)

є скiнченною, кiлькiсть елементiв у ext(𝐵𝐸*) спiвпадає з кiлькiстю

максимальних граней 𝐵𝐸, i кожен 𝑑 ∈ ext(𝐵𝐸*) вiдповiдає гранi ℱ(𝑑)

кулi 𝐵𝐸. Оскiльки норма ‖ · ‖𝐸* є абсолютною, множина ext(𝐵𝐸*)

дзеркально симетрична вiдносно кожної координатної гiперплощини, тобто

𝑑 ∈ ext(𝐵𝐸*) тодi i тiльки тодi, коли |𝑑| ∈ ext(𝐵𝐸*).

Означення 4.17. Нехай 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) – простiр з абсолютною

нормою,

𝑑* = (𝑑1, ..., 𝑑𝑛) ∈ ext(𝐵𝐸*)

з 𝑑𝑘 > 0. Грань ℱ(𝑑*) ⊂ 𝑆𝐸 будемо називати монотонно пухкою, якщо,

позначивши

𝐷 = {𝑘 : 𝑑𝑘 ̸= 0},
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для будь-якого 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) ∈ 𝑆𝐸 з 𝑎𝑘 > 0 i будь-якого 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑛) ∈
𝐵𝐸, такого що

0 6 𝑧𝑘 6 𝑎𝑘 для 𝑘 ∈ 𝐷 (4.4)

знайдеться 𝑏 = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ ℱ(𝑑*), такий що

‖𝑏− 𝑧‖ = 1− 𝑑*(𝑧)

i

𝑏𝑘 > 𝑎𝑘 для 𝑘 ∈ 𝐷.

Простiр 𝐸 будемо називати GL-монотонним (GLM-простором), якщо для

будь-якого 𝑑* ∈ ext(𝐵𝐸*) з 𝑑𝑘 > 0 вiдповiдна грань ℱ(𝑑*) ⊂ 𝑆𝐸 є монотонно

пухкою.

Твердження 4.18. Нехай, використовуючи попереднi позначення,

𝑑* = (𝑑1, ..., 𝑑𝑛) ∈ ext(𝐵𝐸*), 𝑑𝑘 > 0 породжує монотонно пухку грань.

Тодi

(1) усi координати 𝑑𝑘 належать множинi {0, 1};

(2) властивiсть з означення 4.17 залишається справедливою для

будь-якого 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑛) ∈ 𝐵𝐸, що задовольняє наступну слабшу

версiю (4.4): |𝑧𝑘| 6 𝑎𝑘 для 𝑘 ∈ 𝐷.

Доведення. Оскiльки ℱ(𝑑*) є (𝑛− 1)-вимiрною афiнною пiдмножиною

сфери, вона не може мiститися у ядрi координатного функцiоналу. Отже,

множина

{𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ ℱ(𝑑*) : ∃𝑘∈{1,...,𝑛} 𝑥𝑘 = 0}

є нiде не щiльною у ℱ(𝑑*). Вiзьмемо 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈ ℱ(𝑑*) з усiма

ненульовими координатами i розглянемо 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) ∈ 𝑆𝐸 з 𝑎𝑘 = |𝑥𝑘| >
0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Тодi

1 = 𝑑*(𝑥) 6 𝑑*(𝑎) 6 ‖𝑎‖ = ‖𝑥‖ = 1,

що означає, що 𝑎 ∈ ℱ(𝑑*). Зафiксуємо 𝑗 ∈ 𝐷. Ми намагаємося показати,

що 𝑑𝑗 = 1. Застосуємо означення 4.17 до такого 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑛) ∈ 𝐵𝐸, що
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𝑧𝑗 = 0, i 𝑧𝑘 = 𝑎𝑘 для 𝑘 ̸= 𝑗. Ми отримуємо 𝑏 = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝑆𝐸 з 𝑑*(𝑏) = 1,

‖𝑏− 𝑧‖ = 1− 𝑑*(𝑧) i 𝑏𝑘 > 𝑎𝑘 для 𝑘 ∈ 𝐷. Зауважимо, що

1 = 𝑑*(𝑎) =
∑︁
𝑘∈𝐷

𝑑𝑘𝑎𝑘 6
∑︁
𝑘∈𝐷

𝑑𝑘𝑏𝑘 = 𝑑*(𝑏) = 1,

звiдки випливає, що 𝑏𝑘 = 𝑎𝑘 для 𝑘 ∈ 𝐷, i, зокрема, координата з номером

j елемента 𝑏− 𝑧 дорiвнює 𝑎𝑗. Нарештi,

𝑎𝑗 > 𝑑𝑗𝑎𝑗 =
∑︁
𝑘∈𝐷

𝑑𝑘(𝑎𝑘 − 𝑧𝑘) =
∑︁
𝑘∈𝐷

𝑑𝑘(𝑏𝑘 − 𝑧𝑘) = 1− 𝑑*(𝑧) = ‖𝑏− 𝑧‖ > 𝑎𝑗.

Таким чином, 𝑑𝑗 = 1 i доведення твердження (1) завершене.

Щоб довести (2), помiтимо спочатку, що для кожного 𝑢 = (𝑢1, ..., 𝑢𝑛),

такого що 𝑢𝑘 > 0 для 𝑘 ∈ 𝐷 i 𝑢𝑘 = 0 для 𝑘 ̸∈ 𝐷, виконується наступна

рiвнiсть:

𝑑*(𝑢) = ‖𝑢‖.

Справдi, дякуючи (1), маємо

‖𝑢‖ > 𝑑*(𝑢) =
∑︁
𝑘∈𝐷

𝑢𝑘 =
∑︁
𝑘∈𝐷

𝑢𝑘‖𝑒𝑘‖ > ‖𝑢‖.

Тепер розглянемо 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) ∈ 𝑆𝐸 з 𝑎𝑘 > 0, 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑛) ∈ 𝐵𝐸 з |𝑧𝑘| 6
𝑎𝑘, 𝑘 ∈ 𝐷. Визначимо 𝑤 = (𝑤1, ..., 𝑤𝑛) ∈ 𝑆𝐸 з 𝑤𝑘 = |𝑧𝑘| для 𝑘 ∈ 𝐷 i 𝑤𝑘 = 𝑧𝑘

для iнших значень 𝑘. Знайдемо 𝑏 = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝑆𝐸, яке послуговується в

означеннi 4.17 для 𝑤, тобто таке, що 𝑑*(𝑏) = 1, ‖𝑏−𝑤‖ = 1−𝑑*(𝑤) i 𝑏𝑘 > 𝑎𝑘

для 𝑘 ∈ 𝐷. Покажемо, що теж саме 𝑏 пiдходить для 𝑧:

‖𝑏− 𝑧‖ 6 ‖𝑏− 𝑤‖+ ‖𝑤 − 𝑧‖ = 1− 𝑑*(𝑤) + 𝑑*(𝑤 − 𝑧)

= 1− 𝑑*(𝑧) = 𝑑*(𝑏− 𝑧) 6 ‖𝑏− 𝑧‖.

2

Твердження 4.19. Нехай 𝐸 = (R𝑛, ‖ ·‖𝐸) – GL-зберiгаючий простiр.

Тодi 𝐸 – GL-монотонний.

Доведення. Розглянемо 𝑑* = (𝑑1, ..., 𝑑𝑛) ∈ ext(𝐵𝐸*) з 𝑑𝑘 > 0 i

покажемо, що ℱ(𝑑*) ⊂ 𝑆𝐸 монотонно пухка. Як i ранiше, позначимо

𝐷 = {𝑘 : 𝑑𝑘 ̸= 0}. Пiдставимо в означення GLR-простору 𝑛 iзометричних
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копiй гексагонального простору ̃︀𝐸. Позначимо цi копiї 𝑋𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛.

Нехай 𝑎 i 𝑧 з означення 4.17, ми маємо знайти 𝑏 з того ж означення щоб

показати GL-монотоннiсть. Зафiксуємо 𝑡𝑘 ∈ [0, 1], таке що 𝑡𝑘𝑎𝑘 = 𝑧𝑘 i

для кожного 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 вiзьмемо функцiонал 𝑥*𝑘 ∈ ext(𝐵𝑋*
𝑘
) – копiю

другого координатного функцiоналу на ̃︀𝐸, i вiзьмемо елемент 𝑦𝑘 ∈ 𝑆𝑋𝑘
,

що належить копiї ребра, що з’єднує ̃︀𝑒2 i ̃︀𝑒1 у ̃︀𝐸, такий що 𝑥*𝑘(𝑦𝑘) = 𝑡𝑘

(як ̃︀𝑦 з твердження 4.14). Наступна Властивiсть A, яку ми будемо

використовувати пiзнiше, є прямим наслiдком твердження 4.14: якщо для

даного 𝛼 > 0 знайдеться 𝑥𝑘 ∈ ℱ(𝑥*𝑘), такий що ‖𝑥𝑘 − 𝛼𝑦𝑘‖ = 1 − 𝛼𝑡𝑘, тодi

𝛼 6 1.

За означенням GLR-простору, простiр 𝑋 = 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1

узагальнено-пишний. Розглянемо 𝑥* = (𝑑1𝑥
*
1, ..., 𝑑𝑛𝑥

*
𝑛) ∈ ext(𝐵𝑋*).

Оскiльки 𝑋 скiнченновимiрний, вiдповiдна грань ℱ(𝑥*) кулi 𝐵𝑋 має бути

пухкою. Застосовуючи переформулювання пухкостi, наведене у пунктi (4)

леми 4.8, до 𝑦 = (𝑎1𝑦1, ..., 𝑎𝑛𝑦𝑛) ∈ 𝑆𝑋 з довiльним 𝑎 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) ∈ 𝑆𝐸,

𝑎𝑘 > 0, ми знаходимо 𝑥 = (𝑏1𝑥1, ..., 𝑏𝑛𝑥𝑛) ∈ ℱ(𝑥*) з 𝑥𝑘 ∈ 𝑆𝑋𝑘
, 𝑏𝑘 > 0,

𝑏 = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ 𝑆𝐸, такий що ‖𝑥 − 𝑦‖ = 1 − 𝑥*(𝑦). З умови 𝑥 ∈ ℱ(𝑥*)

випливає

1 >
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑑𝑘𝑏𝑘 >
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑑𝑘𝑏𝑘𝑥
*
𝑘(𝑥𝑘) = 𝑥*(𝑥) = 1.

Це означає, що
∑︀𝑛

𝑘=1 𝑑𝑘𝑏𝑘 = 1, i для кожного 𝑘 ∈ 𝐷 ми маємо 𝑏𝑘𝑥*𝑘(𝑥𝑘) = 𝑏𝑘.

Використовуючи властивостi, перелiченi вище, ми отримуємо наступний

ланцюжок нерiвностей

1 − 𝑥*(𝑦) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑑𝑘𝑥
*
𝑘(𝑏𝑘𝑥𝑘 − 𝑎𝑘𝑦𝑘) 6

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘‖𝑏𝑘𝑥𝑘 − 𝑎𝑘𝑦𝑘‖

6 ‖(‖𝑏1𝑥1 − 𝑎1𝑦1‖, . . . , ‖𝑏𝑛𝑥𝑛 − 𝑎𝑛𝑦𝑛‖)‖𝐸 = ‖𝑥− 𝑦‖ = 1− 𝑥*(𝑦).

З вищезазначеного i з факту, що перша нерiвнiсть виконується на кожному

доданку, ми робимо висновок, що для кожного 𝑘 ∈ 𝐷 виконується рiвнiсть

‖𝑏𝑘𝑥𝑘 − 𝑎𝑘𝑦𝑘‖ = 𝑥*𝑘(𝑏𝑘𝑥𝑘 − 𝑎𝑘𝑦𝑘).

Властивiсть A гексагональної норми дозволяє стверджувати, що 𝑎𝑘 6 𝑏𝑘
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для кожного 𝑘 ∈ 𝐷. З iншого боку,

1 − 𝑥*(𝑦) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑑𝑘(𝑥
*
𝑘(𝑏𝑘𝑥𝑘)− 𝑥*𝑘(𝑎𝑘𝑦𝑘))

6 ‖(|𝑥*1(𝑏1𝑥1)− 𝑥*1(𝑎1𝑦1)|, . . . , |𝑥*𝑛(𝑏𝑛𝑥𝑛)− 𝑥*𝑛(𝑎𝑛𝑦𝑛)|)‖𝐸
6 ‖(‖𝑏1𝑥1 − 𝑎1𝑦1‖, . . . , ‖𝑏𝑛𝑥𝑛 − 𝑎𝑛𝑦𝑛‖)‖𝐸 = ‖𝑥− 𝑦‖ = 1− 𝑥*(𝑦),

Отже,
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑑𝑘(𝑥
*
𝑘(𝑏𝑘𝑥𝑘)− 𝑥*𝑘(𝑎𝑘𝑦𝑘))

= ‖(|𝑥*1(𝑏1𝑥1)− 𝑥*1(𝑎1𝑦1)|, . . . , |𝑥*𝑛(𝑏𝑛𝑥𝑛)− 𝑥*𝑛(𝑎𝑛𝑦𝑛)|)‖𝐸 .

Пiдставимо 𝑥*𝑘(𝑥𝑘) = 1, 𝑥*𝑘(𝑦𝑘) = 𝑡𝑘 i отримаємо
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑑𝑘(𝑏𝑘 − 𝑡𝑘𝑎𝑘) = ‖(|𝑏1 − 𝑡𝑘𝑎1|, . . . , |𝑏𝑛 − 𝑡𝑘𝑎𝑛|)‖𝐸 ,

тобто

𝑑*(𝑏− 𝑧) = ‖𝑏− 𝑧‖.

2

Наслiдок 4.20. Єдиними двовимiрними GLR-просторами є простори

ℓ21 i ℓ
2
∞.

Доведення. З твердження 4.16 i теореми 4.13 випливає, що у

двовимiрниму випадку кандидатами у GLR-простори є тiльки тi простори,

чиї одиничнi кулi є або паралелограмом або шестикутником. Нехай 𝑋 =

(R2, ‖ · ‖) – GLR-простiр. Оскiльки за означенням норма у 𝑋 абсолютна,

для кожної крайньої точки (𝑥, 𝑦) кулi 𝐵𝑋* точка (|𝑥|, |𝑦|) також є крайньою.

З Тверджень 4.18 i 4.19 випливає, що єдинi можливi (𝑥, 𝑦) ∈ ext(𝐵𝑋*)

з невiд’ємними координатами – це (0, 1), (1, 1) i (1, 0). Розглянемо два

випадки.

Випадок 1. (1, 1) ∈ ext(𝐵𝑋*). Тодi за симетрiєю усi чотири точки

(±1,±1) ∈ ext(𝐵𝑋*), тобто 𝑋* = ℓ2∞ i отже, 𝑋 = ℓ21.

Випадок 2. (1, 1) /∈ ext(𝐵𝑋*). Тодi (1, 0), (−1, 0), (0, 1), (0,−1) ∈
ext(𝐵𝑋*) є єдиними крайнiми точками, тобто 𝑋* = ℓ21 i як наслiдок,

𝑋 = ℓ2∞. 2
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Тепер пiдготуємо пiдґрунтя для твердження, оберненого до твердження

4.19.

Твердження 4.21. Нехай 𝐸 = (R𝑛, ‖·‖𝐸) – GL-монотонний простiр.
Тодi для кожного набору 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛, такого що кожен 𝑋𝑘 є ультра-GL

вiдносно деякого пiдпростору 𝑊𝑘 ⊂ 𝑋*
𝑘 , вiдповiдна 𝐸-сума 𝑋 = 𝐸(𝑋𝑘)

𝑛
1

є ультра-GL вiдносно вiдповiдного пiдпростору 𝑊 = 𝐸*(𝑊𝑘)
𝑛
1 ⊂ 𝑋*.

Зокрема, якщо 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 є ультра-GL, то 𝑋 також ультра-GL.

Доведення. Вiдповiдно до означення 4.5, для даного 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛) ∈
𝑆𝑋 ми мусимо знайти 𝑥* = (𝑥*1, ..., 𝑥

*
𝑛) ∈ 𝑆𝑊 , такий що 𝑥 ∈ ℱ(𝑥*) i ℱ(𝑥*) –

пухка грань. Для кожного 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, оскiльки 𝑋𝑘 є ультра-GL вiдносно

𝑊𝑘, можна взяти 𝑤*
𝑘 ∈ 𝑆𝑊𝑘

, таке що ℱ(𝑤*
𝑘) ⊂ 𝑆𝑋𝑘

пухка у 𝑋𝑘 i 𝑥𝑘 ∈
‖𝑥𝑘‖ℱ(𝑤*

𝑘), тобто

𝑤*
𝑘(𝑥𝑘) = ‖𝑥𝑘‖. (4.5)

Також, з GL-монотонностi 𝐸, застосованої до 𝑁(𝑥) = (‖𝑥1‖, ‖𝑥2‖, ..., ‖𝑥𝑛‖),
отримуємо 𝑑* = (𝑑1, ..., 𝑑𝑛) ∈ ext(𝐵𝐸*), 𝑑𝑘 > 0, таке що 𝑁(𝑥) ∈ ℱ(𝑑*) ⊂ 𝑆𝐸,

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑑𝑘‖𝑥𝑘‖ = 1 (4.6)

i ℱ(𝑑*) монотонно пухка у 𝐸. Покажемо, що 𝑥*𝑘 := 𝑑𝑘𝑤
*
𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

породжує функцiонал 𝑥* = (𝑥*1, ..., 𝑥
*
𝑛) ∈ 𝑆𝑊 , який ми шукаємо. Насправдi,

з умов (4.5) i (4.6) випливає, що 𝑥 ∈ ℱ(𝑥*), тож залишається показати,

що ℱ(𝑥*) пухка. Як i ранiше, позначимо 𝐷 = {𝑘 : 𝑑𝑘 ̸= 0}. Розглянемо

довiльний 𝑦 = (𝑎1𝑦1, ..., 𝑎𝑛𝑦𝑛) ∈ 𝑆𝑋 , 𝑦𝑘 ∈ 𝑆𝑋𝑘
, 𝑎𝑘 > 0. Для 𝑧 = (𝑧1, ..., 𝑧𝑛) =

(𝑎1𝑤
*
1(𝑦1), ..., 𝑎𝑛𝑤

*
𝑛(𝑦𝑛)) ∈ 𝐵𝐸 знайдеться елемент 𝑏 = (𝑏1, ..., 𝑏𝑛) ∈ ℱ(𝑑*),

такий що ‖𝑏− 𝑧‖𝐸 = 1− 𝑑*(𝑧) i 𝑏𝑘 > 𝑎𝑘 для всiх 𝑘 ∈ 𝐷.

Вiдповiдно до пункту (3) леми 4.8, для будь-якого 𝑘 ∈ 𝐷, такого що

𝑏𝑘 ̸= 0, знайдеться 𝑤𝑘 ∈ ℱ(𝑤*
𝑘), такий що⃦⃦

𝑤𝑘 −
𝑎𝑘𝑦𝑘
𝑏𝑘

⃦⃦
= |1− 𝑎𝑘𝑤

*
𝑘

(︂
𝑦𝑘
𝑏𝑘

)︂
|.

Якщо 𝑘 ∈ 𝐷 i 𝑏𝑘 = 𝑎𝑘 = 0, оберемо 𝑤𝑘 ∈ ℱ(𝑤*
𝑘) довiльним чином. З таким
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вибором, для кожного 𝑘 ∈ 𝐷 маємо⃦⃦
𝑏𝑘𝑤𝑘 − 𝑎𝑘𝑦𝑘

⃦⃦
= |𝑏𝑘 − 𝑎𝑘𝑤

*
𝑘(𝑦𝑘)|. (4.7)

Для 𝑘 ̸∈ 𝐷 вибiр 𝑤*
𝑘 не впливає на значення 𝑥*𝑘 = 𝑑𝑘𝑤

*
𝑘 = 0. Отже, для

𝑘 ̸∈ 𝐷 ми можемо взяти в якостi 𝑤*
𝑘 опорний функцiонал у 𝑦𝑘 i взяти

𝑤𝑘 = 𝑦𝑘. Тодi ⃦⃦
𝑏𝑘𝑤𝑘 − 𝑎𝑘𝑦𝑘

⃦⃦
= |𝑏𝑘 − 𝑎𝑘| = |𝑏𝑘 − 𝑎𝑘𝑤

*
𝑘(𝑦𝑘)|,

отже, (4.7) лишається справедливим для всiх 𝑘. Нехай ̃︀𝑥 = (𝑏1𝑤1, ..., 𝑏𝑛𝑤𝑛).

Тодi ̃︀𝑥 ∈ ℱ(𝑥*) i

1− 𝑥*(𝑦) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑑𝑘(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘𝑤
*
𝑘(𝑦𝑘)) = 1− 𝑑*(𝑧) = ‖𝑏− 𝑧‖𝐸

= ‖(|𝑏1 − 𝑎1𝑤
*
1(𝑦1)|, . . . , |𝑏𝑛 − 𝑎𝑛𝑤

*
𝑛(𝑦𝑛)|)‖𝐸

= ‖(‖𝑏1𝑤1 − 𝑎1𝑦1‖, . . . , ‖𝑏1𝑤1 − 𝑎1𝑦1‖)‖𝐸 = ‖̃︀𝑥− 𝑦‖.

2

Для завершення пiдроздiлу ми скористаємося стандартною технiкою

ультрадобуткiв. Ми нагадаємо базовi означення. Для бiльш детальної

iнформацiї щодо властивостей фiльтрiв i ультрафiльтрiв ми посилаємося,

наприклад, на [12, Ch. 16]. Ознайомитися з ультрадобутками банахових

просторiв можна у класичнiй статтi [11].

Означення 4.22. Сiм’я F пiдмножин множини N називається

фiльтром на N якщо вона задовольняє наступнi аксiоми:

(I) F непорожня;

(II) ∅ /∈ F;

(III) якщо 𝐴,𝐵 ∈ F, тодi 𝐴 ∩𝐵 ∈ F;

(IV) якщо 𝐴 ∈ F i 𝐴 ⊂ 𝐵 ⊂ N, тодi 𝐵 ∈ F.

Означення 4.23. Нехай 𝑌 – топологiчний простiр i F – фiльтр на N.
Точка 𝑦 у 𝑌 називається границею послiдовностi 𝑦𝑛 ∈ 𝑌 , 𝑛 = 1, 2, . . . за
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фiльтром F (позначається 𝑦 = lim
F

𝑦𝑛), якщо для будь-якого околу 𝑈 точки

𝑦 знайдеться елемент 𝐴 ∈ F, такий що 𝑦𝑛 ∈ 𝑈 для всiх 𝑛 ∈ 𝐴.

Означення 4.24. Ультрафiльтр на N – це максимальний за

включенням фiльтр на N. Ультрафiльтр нетривiальний, якщо всi його

елементи нескiнченнi.

Зауважимо, що iснування нетривiального ультрафiльтра гарантоване

лемою Цорна, i що границя за ультрафiльтром iснує для будь-якої

обмеженої послiдовностi дiйсних чисел.

Нехай U – нетривiальний ультрафiльтр на N, 𝑋 – банахiв простiр.

Ультрастепiнь 𝑋U – це факторпростiр ℓ∞(𝑋) за пiдпростором таких 𝑥 =

(𝑥𝑛) ∈ ℓ∞(𝑋), для котрих lim
U

‖𝑥𝑛‖ = 0. Ультрастепiнь 𝑋U ми будемо

розглядати як простiр обмежених послiдовностей 𝑥 = (𝑥𝑛) з 𝑥𝑛 ∈ 𝑋,

надiлений нормою

‖𝑥‖ = lim
U

‖𝑥𝑛‖,

i вважатимемо, що 𝑥 = (𝑥𝑛) i 𝑦 = (𝑦𝑛) є одним i тим самим елементом

ультрастепеня, якщо lim
U

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ = 0. Ультрастепiнь (𝑋*)U може бути

ототожнена з пiдпростором у (𝑋U)* наступним чином: кожен 𝑥* = (𝑥*𝑛),

𝑥*𝑛 ∈ 𝑋*, sup𝑛 ‖𝑥*𝑛‖ < ∞ є лiнiйним функцiоналом на𝑋U, який дiє на кожен

𝑥 = (𝑥𝑛) за правилом

𝑥*(𝑥) = lim
U

𝑥*𝑛(𝑥𝑛).

Для функцiонала 𝑥* = (𝑥*𝑛) його норма спiвпадає з його нормою, як

елемента ультрастепеня (𝑋*)U:

‖𝑥*‖ = lim
U

‖𝑥*𝑛‖.

Теорема, що наведена нижче, була змодельована за зразком схожого

результату про вузькi оператори [3, Lemma 2.6]. Аналогiчний результат для

пишних просторiв був доведений у [5, Corollary 4.4]. Iмплiкацiя (1) ⇒ (2)

майже повнiстю мiститься у доведеннi [10, Proposition 2.2].

Теорема 4.25. Нехай 𝑋 – банахiв простiр, i U – нетривiальний

ультрафiльтр на N. Тодi наступнi твердження еквiвалентнi:
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(1) 𝑋 – GL-простiр,

(2) 𝑋U – ультра-GL вiдносно пiдпростору 𝑊 = (𝑋*)U.

Доведення. (1) ⇒ (2). Ми маємо на метi показати, що для кожного

𝑥 = (𝑥𝑛) ∈ 𝑆𝑋U, 𝑥𝑛 ∈ 𝑋, знайдеться 𝑥* = (𝑥*𝑛) ∈ 𝑆𝑊 , такий що 𝑥 ∈ ℱ(𝑥*) i

ℱ(𝑥*) пухка. Зазначимо, що

‖𝑥‖ = lim
U

‖𝑥𝑛‖ = 1,

отже,

lim
U

⃦⃦⃦⃦
𝑥𝑛

‖𝑥𝑛‖
− 𝑥𝑛

⃦⃦⃦⃦
= 0,

таким чином,

(𝑥𝑛) =

(︂
𝑥𝑛
‖𝑥𝑛‖

)︂
як елементи ультрастепеня. Замiняючи, при необхiдностi, 𝑥𝑛 на

𝑥𝑛
‖𝑥𝑛‖

,

можемо вважати, що 𝑥𝑛 ∈ 𝑆𝑋 , 𝑛 ∈ N. Оскiльки через (1) 𝑋 – GL-простiр,

для кожного 𝑛 ∈ N iснує 𝑥*𝑛 ∈ 𝑆𝑋*, такий що 𝑥𝑛 ∈ 𝒮(𝑥*𝑛,
1

𝑛
), i (4.1)

справедлива для будь-якого 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 . Позначимо 𝑥* = (𝑥*𝑛). За нашою

побудовою,

‖𝑥*‖ = lim
U

‖𝑥*𝑛‖ = 1 = lim
U

𝑥*𝑛(𝑥𝑛) = 𝑥*(𝑥).

Це означає, що 𝑥* ∈ 𝑆𝑊 i 𝑥 ∈ ℱ(𝑥*). Залишилося показати, що вiдповiдна

грань ℱ(𝑥*) пухка. Нехай 𝑦 = (𝑦𝑛) ∈ 𝑆𝑋U, 𝑦𝑛 ∈ 𝑆𝑋 . Для всiх 𝑛 ∈ N,
використовуючи (4.1), оберемо 𝑢1𝑛, 𝑢

2
𝑛 ∈ 𝒮(𝑥*𝑛,

1

𝑛
) таким чином, що

‖𝑦𝑛 − 𝑢1𝑛‖+ ‖𝑦𝑛 + 𝑢2𝑛‖ 6 2 +
1

𝑛
.

Позначимо

𝑢𝑖 = (𝑢𝑖𝑛) ∈ 𝑆𝑋U, 𝑖 = 1, 2.

Ми маємо 𝑢𝑖 ∈ ℱ(𝑥*) i

‖𝑦 − 𝑢1‖+ ‖𝑦 + 𝑢2‖ 6 2,

звiдки за означенням 4.4 випливає, що насправдi ℱ(𝑥*) пухка.
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(2) ⇒ (1). Цього разу нехай 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 – довiльний елемент. Припустимо

протилежне, що знайдеться 𝜀 > 0, таке що для кожного 𝑥* ∈ 𝑆𝑋* з 𝑥*(𝑥) >

1− 𝜀 iснує 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 , такий що

dist (𝑦,𝒮(𝑥*, 𝜀)) + dist (−𝑦,𝒮(𝑥*, 𝜀)) > 2 + 𝜀.

Вiзьмемо ̃︀𝑥 = (𝑥, 𝑥, 𝑥, . . .) ∈ 𝑆𝑋U

i покажемо, що для будь-якого 𝑥* = (𝑥*𝑛) ∈ 𝑆𝑊 , такого що ̃︀𝑥 ∈ ℱ(𝑥*), грань

ℱ(𝑥*) не пухка. Справдi, позначимо

𝐴 = {𝑛 ∈ N : 𝑥*𝑛(𝑥) > 1− 𝜀}.

З умови

1 = 𝑥*(̃︀𝑥) = lim
U

𝑥*𝑛(𝑥)

витiкає, що 𝐴 ∈ U. Використовуючи наше припущення, для кожного 𝑛 ∈ 𝐴

вiзьмемо 𝑦𝑛 ∈ 𝑆𝑋 , так щоб виконувалася умова

dist (𝑦𝑛,𝒮(𝑥*𝑛, 𝜀)) + dist (−𝑦𝑛,𝒮(𝑥*𝑛, 𝜀)) > 2 + 𝜀, (4.8)

для 𝑛 ∈ N ∖ 𝐴 оберемо 𝑦𝑛 ∈ 𝑆𝑋 довiльним чином. Позначимо ̃︀𝑦 = (𝑦𝑛) ∈
𝑆𝑋U. Якщо б грань ℱ(𝑥*) була пухкою, знайшлися б 𝑢𝑖 = (𝑢𝑖𝑛) ∈ ℱ(𝑥*),

𝑖 = 1, 2, такi що ‖̃︀𝑦 − 𝑢1‖+ ‖̃︀𝑦 + 𝑢2‖ 6 2 . Це суперечить (4.8). 2

Нарештi ми готовi викласти головний результат пiдроздiлу.

Теорема 4.26. Простiр 𝐸 = (R𝑛, ‖ · ‖𝐸) з абсолютною нормою є

GL-зберiгаючим тодi i тiльки тодi, коли вiн GL-монотонний.

Доведення. Необхiднiсть вже доведена у твердженнi 4.19, отже,

залишилося довести достатнiсть. Нехай простiр 𝐸 GL-монотонний, i

нехай 𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 – набiр GL-просторiв. Завдяки попереднiй теоремi, для

фiксованого нетривiального ультрафiльтру U на N усi 𝑋U
𝑘 , 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

є ультра-GL вiдносно вiдповiдних пiдпросторiв (𝑋*
𝑘)

U. З твердження 4.21

маємо, що 𝐸-сума 𝐸(𝑋U
𝑘 )

𝑛
1 є ультра-GL вiдносно пiдпростору 𝐸* (︀(𝑋*

𝑘)
U
)︀𝑛
1
.

Використовуючи природну iзометрiю мiж 𝐸(𝑋U
𝑘 )

𝑛
1 i (𝐸(𝑋𝑘)

𝑛
1)

U, робимо
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висновок, що (𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1)

U є ультра-GL вiдносно пiдпростору (𝐸*(𝑋*
𝑘)

𝑛
1)

U.

Ще одне застосування попередньої теореми дає нам узагальнену пишнiсть

простору 𝐸(𝑋𝑘)
𝑛
1 . 2

Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi ми зробили декiлька крокiв у вивченнi GL-просторiв.

Ми показали, що кожен скiнченновимiрний GL-простiр є полiедральним,

що у двовимiрному випадку є лише два, з точнiстю до iзометрiї,

GL-простори, а саме, простiр, чия одинична сфера є квадратом (як ℓ2∞

чи ℓ21), i простiр, чия одинична сфера є рiвностороннiм шестикутником.

Були введенi означення GL-зберiгаючих просторiв (тобто просторiв 𝐸 =

(R𝑛, ‖ · ‖𝐸) з абсолютною нормою, таких що для будь-якого набору

𝑋1, . . . , 𝑋𝑛 GL-просторiв їхня 𝐸-сума є GL-простором, iнакше кажучи,

просторiв сума за якими зберiгає клас узагаоьнено-пишних просторiв)

та GL-монотонних просторiв. Також ми надали перелiк двовимiрних

GL-зберiгаючих просторiв (це лише ℓ2∞ та ℓ21), та довели еквiвалентнiсть

того, що простiр є GL-зберiгаючим та GL-монотонним. Перелiчимо основнi

результати роздiлу.

– Теорема 4.10, у якiй стверджується, що одинична куля будь-якого

скiнченновимiрного GL-простору є багатогранником з пухкими

гранями.

– Теорема 4.13, яка надає повний перелiк двовимiрних GL-просторiв.

– Твердження 4.19, у якому доводиться, що з факту, що простiр є

GL-зберiгаючим, випливає його GL-монотоннiсть.

– Наслiдок 4.20, де наданий повний перелiк двовимiрних GLR-просторiв.

– Теорема 4.25, де встановлюється еквiвалентнiсть узагальненої пишностi

банахового простору 𝑋 та ультра узагальненої пишностi простору 𝑋U

вiдносно пiдпростору 𝑊 = (𝑋*)U.
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– Теорема 4.26, де доводиться, що GL-монотоннiсть є не лише

необхiдною, а й достатньою умовою для того, щоб простiр був

GL-зберiгаючим.

Результати роздiлу мiстяться у роботi [14].
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена вивченню питань, позв’язаних з

нерозтягуючими бiєкцiями та iзометрiями мiж пiдмножинами банахових

просторiв. А саме, пластичностi одиничних куль банахових просторiв,

лiнiйнiй пластичностi елiпсоїдiв у сепарабельних гiльбертових просторах та

властивостям узагальнено-пишних просторiв, якi цiкавили нас у контекстi

проблеми Тiнглi. Перший роздiл мiстить коротку iсторiю розвитку

питань, що постають у дисертацiї, та вже вiдомi результати, якi були

отриманi на шляху до їхнього розв’язку. У другому роздiлi мова йде

про пластичнiсть одиничних куль банахових просторiв, а також про

узагальнену задачу: для яких пар просторiв (𝑋, 𝑌 ) будь-яке бiєктивне

нерозтягувальне вiдображення мiж одиничними кулями цих просторiв

виявляється iзометрiєю. Задачу пластичностi ми розв’язали для декiлькох

конкретних просторiв, узагальнену задачу вдалося розв’язати для всiх пар

просторiв (𝑋, 𝑌 ), де𝑋 є довiльним банаховим простором, а 𝑌 є пластичним

простором. В одному випадку ролi просторiв 𝑋 та 𝑌 в узагальненiй

задачi вдалося помiняти мiсцями, тобто визначну роль вiдiгравала вже

пластичнiсть простору 𝑋. У третьому роздiлi ми вводимо поняття

лiнiйної пластичностi, узагальнюємо вже вiдомий приклад непластичного

елiпсоїда до бiльш загального випадку та надаємо характеризацiю

лiнiйно пластичних елiпсоїдiв у сепарабельних гiльбертових просторах у

термiнах їх пiвосей. Четвертий роздiл присвячений узагальнено-пишним

просторам. Вивчаються властивостi узагальнено-пишних просторiв,

зокрема, двовимiрних i скiнченновимiрних. Нам вдалося надати повний

перелiк двовимiрних узагальнено-пишних просторiв. Також вивчалося

питання про те, для яких банахових просторiв 𝑍 𝑍-сума зберiгає клас

узагальнено-пишних просторiв. Була встановлена необхiдна умова (простiр

𝑍 сам має бути узагальнено-пишним). Далi, вiдповiдаючи на вищезгадане

питання ми ввели означення GL-зберiгаючих та GL-монотонних просторiв
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та встановили мiж ними взаємозв’язок. Завдяки цьому результату вдалося

описати двовимiрнi простори, що зберiгають клас GL-просторiв.

У дисертацiйнiй роботi отриманi наступнi новi результати:

– Узагальнена задача пластичностi була розв’язана для наступних пар

банахових просторiв (𝑋, 𝑌 ):

𝑋 – довiльний, 𝑌 – строго опуклий банахiв простiр;

𝑋 – строго опуклий, 𝑌 – довiльний банахiв простiр;

𝑋, 𝑌 – довiльнi скiнченновимiрнi банаховi простори;

𝑋 – довiльний банахiв простiр, 𝑌 = ℓ1;

𝑋 – довiльний банахiв простiр, 𝑌 – ℓ1-сума строго опуклих банахових

просторiв;

𝑋 – довiльний банахiв простiр, 𝑌 – банахiв простiр, одинична

сфера якого є об’єднанням усiх своїх скiнченновимiрних полiедральних

крайнiх пiдмножин.

– Як наслiдок, була доведена пластичнiсть одиничних куль таких

банахових просторiв:

ℓ1;

ℓ1-сума строго опуклих банахових просторiв;

банахiв простiр, одинична сфера якого є об’єднанням усiх своїх

скiнченновимiрних полiедральних крайнiх пiдмножин.

– Були встановленi необхiднi та достатнi умови лiнiйної пластичностi

елiпсоїда у сепарабельному гiльбертовому просторi.

– Доведена полiедральнiсть скiнченновимiрних узагальнено-пишних

просторiв.

– Наданий опис двовимiрних узагальнено-пишних просторiв.

– Наданий опис двовимiрних GLR-просторiв.

– Доведена еквiвалентнiсть GL-монотонностi та умови, що простiр є

GL-зберiгаючим.
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Всi результати дисертацiйної роботи наведенi з повними i строгими

математичними доведеннями. Результати мають теоретичний характер та

можуть знайти застосування у функцiональному аналiзi та топологiї.
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