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АНОТАЦIЯ

У данiй магiстерськiй роботi дослiджується задача вiзуалiзацiї графiв iз використанням бага-
товимiрного укладання та подальшої проєкцiї у двовимiрний простiр. Основну увагу придiлено пiдходу
Nd → 2d, за якого граф спочатку оптимiзується у просторi пiдвищеної розмiрностi, а потiм отрима-
не розташування вершин проєктується на площину. Така схема розглядається як спосiб покращення
структурної органiзацiї графового укладання, зокрема для регулярних, симетричних i багатовимiрно
органiзованих графiв. У роботi розглянуто основнi класи методiв укладання графiв: силовi алгори-
тми, методи мiнiмiзацiї стресу, геометричнi та детермiнованi укладання, багатовимiрнi, багаторiвневi,
спектральнi та нейромережевi пiдходи. Окремо сформульовано математичну модель багатовимiрного
укладання, у якiй якiсть розташування вершин описується через узгодження геометричних вiдстаней
мiж точками з топологiчними вiдстанями у графi. Як основний iнструмент оптимiзацiї використано
алгоритм Kamada–Kawai у просторi довiльної розмiрностi, а для переходу до площинного зображення
застосовано метод головних компонент PCA. Запропонований алгоритм реалiзовано мовою Python у
середовищi Google Colab з використанням бiблiотек NetworkX, NumPy, pandas, matplotlib та openpyxl.
Програмна реалiзацiя забезпечує побудову тестових графiв, виконання багатовимiрного укладання,
PCA-проєкцiю у двовимiрний простiр, вимiрювання часу роботи окремих етапiв, формування Excel-
таблиць i побудову рисункiв. Код i результати експериментiв розмiщено у репозиторiї дослiдження, що
забезпечує вiдтворюванiсть отриманих результатiв. Експериментальне дослiдження проведено на кiль-
кох класах регулярних i симетричних графiв. Основним тестовим класом стали гiперкуби Q4, Q6, Q8,
Q10 та Q12, для яких природна розмiрнiсть визначається безпосередньо їхньою комбiнаторною стру-
ктурою. Додатково розглянуто повнi графи K4, K6, K8, K10, K12, граф Геммiнга H(4,2), граф октаедра
та тороїдальну сiтку 4×4. Для аналiзу використовувалися часовi характеристики Kamada–Kawai, PCA
та сумарного часу, а також якiсне порiвняння вiзуальної структури отриманих укладань. Отриманi
результати показують, що етап PCA практично не впливає на сумарний час побудови укладання, а
основне обчислювальне навантаження припадає на багатовимiрну оптимiзацiю Kamada–Kawai. Для
гiперкубiв попередня оптимiзацiя у просторi бiльшої розмiрностi у низцi випадкiв дозволяє краще ви-
явити регулярну структуру графа: шари, симетрiї, паралельнi групи ребер та характернi кубiчнi пiд-
структури. Водночас природна розмiрнiсть не завжди є найкращим вибором для кiнцевої двовимiрної
проєкцiї, що показує необхiднiсть експериментального пiдбору промiжної розмiрностi. Таким чином,
пiдхiд Nd → 2d є перспективним iнструментом для вiзуалiзацiї регулярних, симетричних i багатовимiр-
но органiзованих графiв. Вiн може бути використаний для аналiзу гiперкубiв, графiв Геммiнга, графiв
Келi, кристалiчних i молекулярних структур, а також iнших дискретних об’єктiв iз природною бага-
товимiрною органiзацiєю. Подальшi дослiдження доцiльно спрямувати на кiлькiсне оцiнювання якостi
укладань за додатковими метриками, порiвняння PCA з iншими методами проєкцiї та застосування
запропонованого пiдходу до ширших класiв графiв.

Загальна характеристика роботи: робота мiстить вступ, 4 роздiли, висновки до роздiлiв та
список використаних джерел. Кiлькiсть сторiнок – 30, кiлькiсть iлюстрацiй – 12, кiлькiсть таблиць –
5, кiлькiсть використаних джерел – 34. Ключовi слова: граф, вiзуалiзацiя графiв, укладання графiв,
багатовимiрне укладання, Kamada–Kawai, PCA, проєкцiя, stress, гiперкуб, регулярнi графи, симетричнi
графи.
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ABSTRACT

This master’s thesis investigates the problem of graph visualization using multidimensional graph
layout followed by projection into a two-dimensional space. The main focus is placed on the Nd → 2d
approach, in which a graph is first optimized in a higher-dimensional space and then the resulting vertex
configuration is projected onto a plane. This scheme is considered as a way to improve the structural organi-
zation of graph layouts, particularly for regular, symmetric, and multidimensionally organized graphs. The
thesis reviews the main classes of graph layout methods: force-directed algorithms, stress minimization
methods, geometric and deterministic layouts, multidimensional, multilevel, spectral, and neural-network-
based approaches. A mathematical model of multidimensional graph layout is formulated, in which the
quality of vertex placement is described through the correspondence between geometric distances among
points and topological distances in the graph. The Kamada–Kawai algorithm in an arbitrary-dimensional
space is used as the main optimization tool, while Principal Component Analysis (PCA) is applied to obtain
the final two-dimensional representation. The proposed algorithm is implemented in Python in the Google
Colab environment using the NetworkX, NumPy, pandas, matplotlib, and openpyxl libraries. The software
implementation supports the generation of test graphs, multidimensional layout construction, PCA projecti-
on into two-dimensional space, measurement of execution time for individual stages, creation of Excel tables,
and generation of visualizations. The code and experimental results are stored in the research repository,
ensuring the reproducibility of the obtained results. The experimental study was conducted on several classes
of regular and symmetric graphs. The main test class consists of hypercubes Q4, Q6, Q8, Q10, and Q12,
for which the natural dimensionality is directly determined by their combinatorial structure. In addition,
complete graphs K4, K6, K8, K10, and K12, the Hamming graph H(4,2), the octahedral graph, and the
toroidal grid 4×4 were considered. The analysis used execution-time characteristics of the Kamada–Kawai
stage, the PCA stage, and the total runtime, as well as a qualitative comparison of the visual structure of
the obtained layouts. The obtained results show that the PCA stage has almost no effect on the total layout
construction time, while the main computational cost is associated with the multidimensional Kamada–Kawai
optimization. For hypercubes, preliminary optimization in a higher-dimensional space in a number of cases
makes it possible to reveal the regular structure of the graph more clearly, including layers, symmetries,
parallel classes of edges, and characteristic cubic substructures. At the same time, the natural dimensi-
onality is not always the best choice for the final two-dimensional projection, which demonstrates the need
for experimental selection of the intermediate dimensionality. Thus, the Nd → 2d approach is a promising
tool for visualizing regular, symmetric, and multidimensionally organized graphs. It can be applied to the
analysis of hypercubes, Hamming graphs, Cayley graphs, crystalline and molecular structures, as well as
other discrete objects with a natural multidimensional organization. Further research should focus on the
quantitative evaluation of layout quality using additional metrics, comparison of PCA with other projection
methods, and application of the proposed approach to broader classes of graphs. General characteristics of
the thesis: the thesis consists of an introduction, 4 chapters, chapter conclusions, and a list of references.
The thesis contains 30 pages, 12 figures, 5 tables, and 34 references. Keywords: graph, graph visualization,
graph layout, multidimensional layout, Kamada–Kawai, PCA, projection, stress, hypercube, regular graphs,
symmetric graphs.
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ВСТУП

Вiзуалiзацiя графiв — це ключовий iнструмент для аналiзу складних структурованих систем.
Граф дозволяє наочно показати елементи системи та їхнi зв’язки. За останнi роки сфера вiзуалiзацiї
графiв стала необхiдною для аналiзу соцiальних мереж, бiологiчних даних, телекомунiкацiй, машинно-
го навчання i пошуку закономiрностей у великих обсягах даних. Оскiльки кiлькiсть даних i складнiсть
зв’язкiв постiйно зростають, дослiдники стикаються з викликом: як розробити гнучкi та ефективнi
методи побудови графових лейаутiв, якi точно вiдображають топологiчну структуру мереж [1; 2; 3].

Основна мета побудови графового лейауту — створити зрозумiле й iнформативне зображення,
яке легко сприймати. Важливо, щоб розташування вузлiв i зв’язкiв мiж ними вiдображало внутрiшню
логiку системи. Якiсний лейаут допомагає побачити групи елементiв, симетрiї, мости мiж частина-
ми мережi та навiть прихованi закономiрностi [1; 2]. Наприклад, у соцiальних мережах це дозволяє
визначити найвпливовiших учасникiв i тематичнi спiльноти, у бiологiчних мережах — простежити ме-
таболiчнi ланцюги, а в мережах передачi даних — зрозумiти характер трафiку та знайти вразливi мiсця
iнфраструктури.

Незважаючи на велике рiзноманiття запропонованих рiшень, задача якiсної побудови уклада-
ння залишається вiдкритою через обчислювальну важкiсть i наявнiсть численних локальних екстре-
мумiв в енергетичних функцiях. Традицiйнi алгоритмiчнi схеми – методи на основi фiзичних аналогiй
(Fruchterman–Reingold, Kamada–Kawai), стрес-мiнiмiзацiйнi моделi (Stress Majorization), спектральнi
та регулярнi геометричнi укладання – здатнi генерувати естетично коректнi зображення для мереж
середнього масштабу [4; 5; 6; 7; 8]. Але зi збiльшенням кiлькостi вузлiв i зв’язкiв цi алгоритми схильнi
зупинятися у локальних мiнiмумах, що призводить до погiршення точностi та вiдтворюваностi резуль-
тату. Додатково заважає квадратична або кубiчна залежнiсть обчислювальної складностi вiд кiлькостi
вершин [4; 5], що робить їхнє застосування до великомасштабних графiв майже неможливим.

Шляхом подолання цих обмежень виступає концепцiя багатовимiрного укладання: на першому
кроцi вершини розмiщуються в просторi пiдвищеної розмiрностi Rd, а вже пiсля досягнення оптимуму
отриманий лейаут проєктується у дво- чи тривимiрний простiр, зручний для безпосереднього сприйня-
ття. Принципова перевага такого пiдходу полягає у тому, що у просторi вищої розмiрностi вершини
мають суттєво бiльше ступенiв свободи, що знижує ймовiрнiсть виникнення конфлiктiв мiж силовими
обмеженнями та сприяє кращому збереженню попарних вiдстаней вiдповiдно до топологiчних зв’язкiв
[9; 10; 11; 12].

Окремого розгляду заслуговує напрям, що поєднує традицiйнi оптимiзацiйнi схеми з апара-
том машинного навчання – передусiм iз графовими нейронними мережами (GNN). Завдяки здатностi
GNN враховувати топологiчнi патерни i нелiнiйнi залежностi, вони можуть ефективно формувати ве-
кторнi представлення вершин (ембединги), якi слугують основою для подальшої побудови якiснiшого
укладання [13; 14; 15; 16; 33].

Предметом роботи є розроблення та аналiз пiдходу до оптимiзацiї укладання графiв через про-
єкцiю з простору вищої розмiрностi в 2/3D простiр, що забезпечує кращу вiзуальну якiсть, обчислю-
вальну ефективнiсть та вiдтворюванiсть результатiв. Метод базується на розмежуваннi оптимiзацiї у
просторi пiдвищеної розмiрностi та вiдображення в нижчу розмiрнiсть за допомогою сучасних методiв
проєкцiї – наприклад, класичного MDS [9; 10; 12].

Актуальнiсть теми

На сьогоднi обробка великих графiв є однiєю з найпоширенiших практичних задач. Дослiджен-
ня мережевої поведiнки у соцiальних платформах, дослiдження бiлкових взаємодiй у бiологiї, побудова
iнформацiйних графiв i моделювання транспортних потокiв – усi цi задачi формалiзуються у виглядi
об’ємних графових структур [1; 2; 3]. Ефективне укладання графiв потребує алгоритмiв, що водно-
час зберiгають їх топологiчнi властивостi, скорочують кiлькiсть перетинiв ребер i наочну геометричну
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iнтерпретацiю отриманої схеми.
Особливо важливим стає при цьому питання масштабованостi. Алгоритм Fruchterman–Reingold

має асимптотичну складнiсть O(n2), Kamada–Kawai – ще вищу [4; 5]; щоб наблизити цi обидва мето-
ди до глобального оптимуму, потрiбно велике число iтерацiй. Пiдхiд, що спирається на багатовимiрнi
вкладення, здатний суттєво скоротити число необхiдних iтерацiй через розв’язання обмежень у бага-
торозмiрному просторi, де вершини мають бiльшi можливостi для перемiщення [9; 10].

Мета та завдання дослiдження

Метою цiєї роботи є розробка i практичне обґрунтування методу оптимiзацiї укладання графiв
з використанням багатовимiрного вкладення та проєкцiї у 2/3-вимiрний простiр.

Для цього необхiдно:

1. провести огляд iснуючих методiв укладання графiв та виявити властивi їм обмеження;

2. сформулювати математичну модель оптимiзацiї розмiщення вершин у просторi Rd;

3. дослiдити способи проєкцiї багатовимiрного укладання у 2- або 3-вимiрний простiр;

4. розробити та реалiзувати алгоритм оптимiзацiї на базi бiблiотек мови Python (NetworkX, igraph)
[17; 18];

5. провести обчислювальнi експерименти на тестових графах;

6. порiвняти отриманi результати з результатами вiдомих пiдходiв та оцiнити якiсть укладань за
показниками stress, кiлькостi перетинiв ребер, стабiльностi та швидкостi виконання алгоритму.

Об’єкт i предмет дослiдження

Об’єктом дослiдження є процес укладання графiв – задача розмiщення вершин i ребер у
просторi з метою адекватного вiдображення структури зв’язкiв мiж елементами дослiджуваної систе-
ми.

Предметом дослiдження є методи багатовимiрної оптимiзацiї та проєкцiї, що застосовую-
ться пiд час формування укладань графiв.

Наукова новизна

Наукова новизна роботи обумовлена використанням багатовимiрного вкладення як самостiйно-
го промiжного етапу в процесi оптимiзацiї укладання, що дозволяє знизити кiлькiсть конфлiктiв мiж
попарними вiдстанями у ходi мiнiмiзацiї енергiї. На вiдмiну вiд класичних алгоритмiв, запропонований
пiдхiд робить задачу бiльш структурованою. Iї можна розглядати як послiдовнiсть двох пов’язаних
пiдзадач: глобальної оптимiзацiї в просторi пiдвищеної розмiрностi та вiдображення у двовимiрний
простiр з локальною оптимiзацiєю конфiгурацiї.

Практичне значення одержаних результатiв

Розроблений метод може бути застосовано у задачах вiзуального аналiзу великих мережевих
структур, де традицiйнi методи не забезпечують прийнятної якостi зображення або вимагають надмiр-
них обчислювальних ресурсiв. Зокрема, отриманi результати можуть бути використанi для вивчення
соцiальних i комунiкацiйних структур, аналiзу мереж молекулярних взаємодiй, задач представлення
знань та конструювання графових баз даних.
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Загальна структура роботи

Ця робота складається з чотирьох основних роздiлiв, вступу та висновкiв. Перший роздiл - це
огляд методiв укладання графiв, характеристика ключових критерiїв якостi та особливостi сучасних
алгоритмiчних рiшень. Другий - математична формалiзацiї задачi багатовимiрного вкладення, проє-
кцiї. Третiй - алгоритм реалiзацiї. Четвертий роздiл показує результати обчислювальних експериментiв
та iнтерпретує отриманi показники.

Вiзуалiзацiя графiв є одним iз прiоритетних напрямiв сучасної iнформатики. Розроблення ме-
тодiв, що спираються на простори вищої розмiрностi та сучаснi оптимiзацiйнi алгоритми, є важливим
критерiєм подальшого розвитку систем аналiзу графiв та автоматизованого вiзуального iнтерпретува-
ння складних даних [1; 2; 9; 10].
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РОЗДIЛ 1. ОГЛЯД ТА ПОРIВНЯЛЬНИЙ АНАЛIЗ МЕТОДIВ
УКЛАДАННЯ ГРАФIВ

Задача вiзуалiзацiї графiв та критерiї якостi

Вiзуалiзацiя графiв є невiд’ємною складовою вивчення структурованих даних. Порiвняно з та-
бличними та текстовими формами подання, графiчне зображення мережевих зв’язкiв робить можли-
вою iнтуїтивну оцiнку будови системи й виявлення закономiрностей, що залишаються прихованими
при використаннi iнших аналiтичних засобiв. У такому контекстi граф представляють як сукупнiсть
об’єктiв (вершин) i вiдношень мiж ними (ребер), розмiщених у 2- чи 3-вимiрному просторi так, щоби
вiдповiдна функцiя якостi укладання набувала екстремального значення [1; 2; 3].

Поняття «якостi укладання» є багатозначним за своїм змiстом. До основних показникiв, за
якими оцiнюють графiчне зображення мережi, вiдносять наступнi:

• мiнiмiзацiя перетинiв ребер – зменшення числа взаємних накладань лiнiй полегшує зчитува-
ння структури мережi;

• рiвномiрнiсть розподiлу вершин – вузли не повиннi надмiрно концентруватися в обмежених
дiлянках, бо це ускладнює сприйняття;

• вiдтворення симетрiї та топологiчних властивостей – наявна структурна симетрiя графа
має бути присутня у його зображеннi;

• подiбнiсть довжин ребер – зв’язки порiвнянної смислової значущостi мають бути приблизно
однаковими за довжиною;

• вiдповiднiсть геометричних i топологiчних вiдстаней – вершини, що тiсно пов’язанi за
структурою, повиннi розташовуватися поблизу одна одної у площинi зображення, а якi нi - нав-
паки бути вiддаленими [1; 2]

Силовi (force-directed) методи

Силовi алгоритми зображують граф як фiзичну систему, де вершини вiдiграють роль части-
нок, мiж якими дiють сили притягання (вздовж ребер) i вiдштовхування (мiж усiма парами вершин).
Рiвноважна конфiгурацiя системи, що вiдповiдає мiнiмуму потенцiйної енергiї, використовується як
пiдсумкове укладання [2; 4; 5].

Алгоритм Fruchterman–Reingold

Запропонований у 1991 роцi алгоритм Fruchterman–Reingold є одним iз найпоширенiших у га-
лузi укладань графiв. Сила вiдштовхування мiж будь-якими двома вершинами спадає при збiльшеннi
вiдстанi мiж ними, а сила притягання вздовж ребра збiльшується з ростом вiдстанi мiж сумiжними
вершинами. Алгоритм вiдрiзняється простотою реалiзацiї i зазвичай видає естетично коректнi уклада-
ння для мереж невеликого i середнього масштабу. Але квадратична залежнiсть складностi O(n2) вiд
кiлькостi вершин значно обмежує можливiсть його застосування у випадку великих графiв [4].

Алгоритм Kamada–Kawai

Пiдхiд Kamada–Kawai представляє задачу у термiнах мiнiмiзацiї функцiї «пружної енергiї»:
для кожної пари вершин визначається iдеальна вiдстань (зазвичай пропорцiйна до довжини найко-
ротшого шляху мiж ними в графi), i розмiщення вершин налаштовується так, щоби реальнi вiдстанi
у площинi максимально вiдповiдали iдеальним. Метод забезпечує бiльш високу точнiсть вiдтворення
взаємних вiдстаней порiвняно з алгоритмом Fruchterman–Reingold, але потребує кубiчних витрат часу
O(n3), що сильно обмежує його масштабованiсть [5].
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Практичнi особливостi силових методiв

Силовi методи широко використовуються в системах вiзуалiзацiї – Gephi, Cytoscape, D3.js [19;
20; 21] – завдяки iнтуїтивностi та якостi результатiв для мереж помiрного розмiру. Також цi алгоритми
схильнi до застрягання у локальних мiнiмумах, а результат може варiюватися залежно вiд початкового
розмiщення вершин, що обмежує можливiсть вiдтворюваностi укладання [1; 2].

Методи мiнiмiзацiї стресу (Stress Majorization)

Методи на основi мiнiмiзацiї стресу ставлять на метi безпосередню мiнiмiзацiю функцiї [6; 12]:

E(X) =
∑
i<j

wij

(
∥Xi −Xj∥ − dij

)2
, (1)

де dij – цiльовi вiдстанi мiж парами вершин, wij – ваговi коефiцiєнти. Технiка Stress Majorization вирi-
шує цю задачу через побудову послiдовностi задач, кожна з яких має замкнений розв’язок. Перевагою
є гарантована монотонна збiжнiсть до (локального) мiнiмуму [6].

Практичне застосування

Методи stress majorization реалiзованi в спецiалiзованих iнструментах наукової вiзуалiзацiї –
Graphviz [22; 6]. Їхнi розширення дозволяють використання попереднiх конфiгурацiй як стартових
точок або застосування багаторiвневої апроксимацiї для великих мереж.

Геометричнi та детермiнованi укладання

Окрему категорiю складають детермiнованi геометричнi методи, що не передбачають оптимi-
зацiї за iтерацiями. Такi схеми спираються на математичнi правила або аналiтичнi вирази, що безпо-
середньо задають координати вершин [8; 2]. Типовi приклади:

• регулярнi схеми у виглядi граток для графiв зi структурою сiтки;

• круговi укладання;

• iєрархiчнi схеми для дерев або дiаграм потокiв даних.

Iєрархiчнi алгоритми на зразок методу Sugiyama [23] розбивають вершини на горизонтальнi
рiвнi вiдповiдно до напрямку ребер. Такi схеми пiдходять для дерев чи DAG-структур, де прiоритетом
є вiдображення iєрархiї, а не близькостi елементiв за якимось критерiєм. Геометричнi методи простiшi i
швидшi, але не гарантують високої вiзуальної якостi для складних графiв, де багато зв’язкiв i потрiбна
одночасна оптимiзацiя за кiлькома критерiями.

Багатовимiрнi укладання

Багатовимiрне укладання (high-dimensional embedding) – пiдхiд, за якого вершини графа спо-
чатку розмiщуються у просторi високої розмiрностi Rd (d ≫ 2), потiм отримана конфiгурацiя проє-
ктується у 2D або 3D простiр для вiзуалiзацiї [9; 10]. Iдея тут полягає у тому, що в просторi високої
розмiрностi система має менше жорстких обмежень i тому бiльше можливостей для знаходження лейа-
уту з низьким значенням функцiї енергiї.

Математичне формулювання

Задача складається головним чином з мiнiмiзацiї функцiї [6; 9; 10]:

E(X) =
∑
i<j

wij

(
∥Xi −Xj∥ − dij

)2
, Xi ∈ Rd. (2)
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Вибiр розмiрностi d визначається необхiдною точнiстю та часом виконання алгоритму. На пра-
ктицi зазвичай розглядають простори розмiрностi вiд 4 до 50. Пiсля досягнення рiвноваги результат
проєктується у 2D за допомогою методу PCA, класичного багатовимiрного шкалювання (MDS) або
нелiнiйних методiв (t-SNE, UMAP) [11; 12; 24; 25].

Переваги та обмеження

+ Знижується ймовiрнiсть потрапляння у локальний мiнiмум [9; 10].

+ Пiдвищується стабiльнiсть оптимiзацiї.

+ Краще вiдтворюються кластери та далекосяжнi зв’язки.

– Збiльшення числа параметрiв може ускладнювати оптимiзацiю та пiдвищувати використання
пам’ятi. Але iз розвитком паралельних обчислень i GPU-прискорення цей пiдхiд стає бiльш пра-
ктичним.

Багаторiвневi методи

Багаторiвневi (multilevel) алгоритми представляють з себе сучасну стратегiю масштабування
укладань для великих графiв. Суть цих алгоритмiв полягає у поетапному спрощеннi (coarsening) гра-
фа до меншого за обсягом представлення, виконаннi лейауту на отриманому варiантi з наступним
послiдовним «розгортанням» до початкового розмiру iз поступовим уточненням конфiгурацiї [26; 27].

Ця iдея реалiзована у методах FM3 (Fast Multipole Multilevel Method) та Yifan Hu [26; 27; 28], де
фiзичнi аналогiї збереженi, але взаємодiї мiж вiддаленими вершинами апроксимуються через кластери.
Це знижує складнiсть приблизно до O(n log n), що дозволяє ефективно обробляти графи на сотнi
тисяч вузлiв. Багаторiвневi схеми добре поєднуються зi спектральними та stress-алгоритмами, де кожен
рiвень виконує роль попереднього наближення для глобальної оптимiзацiї.

Методи на основi спектрального вкладення та GNN

Сучасний вектор розвитку графової вiзуалiзацiї пов’язаний iз спектральними методами i гра-
фовими нейронними мережами.

Спектральнi методи

В основi спектрального укладання лежить розклад лапласiана графа:

L = D −A,

де A – матриця сумiжностi, D – дiагональна матриця ступенiв. Власнi вектори матрицi L, що вiдпо-
вiдають найменшим власним значенням, визначають координати вершин у просторi. Вибiр двох або
трьох перших власних векторiв дає 2D або 3D-укладання вiдповiдно [7].

Спектральне укладання має мiцну теоретичну базу, добре зберiгає глобальну структуру графу,
але може зневажати локальнi деталi. Висока обчислювальна ефективнiсть (основна операцiя – дiагона-
лiзацiя) робить такi методи популярним iнструментом iнiцiалiзацiї для подальшої оптимiзацiї iншими
алгоритмами [7; 2].

Вкладання на основi машинного навчання

З активним розвитком архiтектур графових нейронних мереж (GNN) з’являються пiдходи, що
дозволяють генерувати укладання на основi навчених моделей, якi кодують структурну iнформацiю
графа у виглядi векторiв. Алгоритми GraphSAGE, Node2Vec, DeepWalk i GCN [31; 30; 29; 32] здатнi
перетворювати вершини у вектори фiксованої розмiрностi таким чином, що топологiчно схожi вершини
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опиняються поруч у векторному просторi. Отриманi вектори можуть бути безпосередньо використанi
як початковi координати для наступної проєкцiї, вiдкриваючи перспективи для органiчної iнтеграцiї
машинного навчання у традицiйнi задачi графової вiзуалiзацiї [13; 14; 15; 16; 33].

Порiвняльний аналiз методiв

У таблицi 1 наведено зведений порiвняльний аналiз розглянутих класiв методiв укладання
графiв [1; 2; 3].

Табл. 1: Порiвняльна характеристика методiв укладання графiв

Клас методiв Якiсть уклада-
ння

Масштабо-
ванiсть

Переваги Недолiки

Силовi Висока (малi
графи)

Низька O(n2) Iнтуїтивнiсть, нао-
чнiсть

Локальнi мiнiмуми,
повiльнiсть

Stress Majorizati-
on

Висока то-
чнiсть

Обмежена Гарантована збi-
жнiсть

Обчислювально за-
тратний

Геометричнi Середня Висока Простота реалiзацiї Вiдсутнiсть ада-
птивностi

Багатовимiрнi Висока Залежить вiд
d

Менше конфлiктiв Пiдвищенi ресурси

Багаторiвневi Добра Висока Придатнi для вели-
ких графiв

Складна структура
алгоритму

Спектральнi та
GNN

Висока (при
коректнiй про-
єкцiї)

Добра Iнтеграцiя з ML Можлива втрата
локальної топологiї

Висновки до роздiлу 1

Укладання графiв є оптимiзацiйною задачею, що охоплює геометричнi, аналiтичнi та обчи-
слювальнi аспекти. Класичнi силовi моделi забезпечують естетичну якiсть результату, але не мас-
штабуються до великих структур. Методи stress majorization та спектральнi спираються на строгий
математичний ґрунт, проте є надмiрно затратними за складнiстю. Натомiсть багатовимiрнi та багато-
рiвневi схеми демонструють переваги в аналiзi великих мереж: вони дозволяють уникати локальних
екстремумiв i пiдвищувати вiдтворюванiсть укладань [1; 9; 10].

Вiдтак актуальним залишається пошук методiв, що поєднують математичну коректнiсть, висо-
ку швидкодiю та здатнiсть до масштабування. А пiдхiд на основi багатовимiрного вкладення з подаль-
шою проєкцiєю у низьковимiрний простiр становить перспективний напрям для подальших дослiджень.

РОЗДIЛ 2. МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ БАГАТОВИМIРНОГО
УКЛАДАННЯ

Формалiзацiя задачi

Математичний опис будь-якої задачi починається з визначень. Дамо визначення графу: Граф
– це невпорядкована пара G = (V,E), де V – множина вершин, а E – множина ребер, якi поєдну-
ють цi вершини. Також введемо позначення n – кiлькiсть вершин та m – кiлькiсть ребер (потужностi
множин). Ми шукаємо вiдображення f : V → R2 (або R3), яке ставить у вiдповiднiсть кожнiй вершинi
точку на площинi. Координати вершини vi позначимо як xi = (xi1, xi2). У результатi роботи алгоритму
вiзуалiзацiї ми отримуємо координати вершин, тобто множину X = {x1, . . . ,xn} – множину координат
вершин. Пiсля того, як ми визначили мiсцезнаходження точок на площинi, нам потрiбно зрозумiти
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наскiльки добре ми визначили їх координати. Для цього потрiбна числова метрика, яка в теорiї графiв
має назву функцiя стресу. I нам треба знайти таку множину координат X, щоб мiнiмiзувати цю фун-
кцiю. Тепер дамо визначення функцiї стресу. Позначимо через dij вiдстань мiж вершинами vi та vj у
графi (це не просто число, а топологiчна мiра, найчастiше, довжина найкоротшого шляху мiж ними),
а через ∥xi − xj∥ – евклiдову вiдстань мiж їх образами у просторi розкладки (реальна вiдстань мiж
точками на майбутньому лейаутi). Функцiя stress набуває вигляду [6; 12]:

Stress(X) =
∑
i<j

wij

(
∥xi − xj∥ − dij

)2
, (3)

де wij – ваговi коефiцiєнти, що регулюють вiдносну значущiсть окремих пар вершин. Зазвичай їх ро-
блять зворотньо пропорцiйними dij , щоб занадто великi вiдстанi не переважували локальну структуру.
Що ж означає “знайти оптимальну укладку” мовою формул? Це задача пошуку наступного компро-
мiсу: розмiщення точок так, щоб геометричнi вiдстанi мiж ними (∥xi − xj∥) були якомога ближче до
заздалегiдь вiдомих dij [6].

Високовимiрне вкладення

Як отримати координати вершин, якi добре вiдображають структуру графу, у просторi великої
розмiрностi (Rd)? Тобто як знайти початкове наближення? Головними проблемами у задачi пошуку
мiнiмуму стресу у просторi 2D є локальнi мiнiмуми та “тiснота”. Рахувати попарнi вiдстанi dij для ве-
ликого графу i мiнiмiзувати стрес напряму у 2D – це непроста задача i це часто має поганi результати.
Цi проблеми можна обiйти, якщо спочатку пiти у простiр бiльшої розмiрностi. Конкретним рiшенням
є метод HDE [9]. Його суть полягає в тому, що ми обираємо m спецiальних опорних вершин (pivot),
де m вiдповiдає високiй розмiрностi. Зазвичай обирають m у дiапазонi вiд 50 до 200. У даному випад-
ку координата вершини є не числом, а вектором з m чисел, кожне число в якому – це вiдстань вiд
цiєї вершини до конкретної pivot-вершини. Тобто, використовуючи цi опорнi вершини можна отрима-
ти координати потрiбної вершини у багатовимiрному просторi. Для цього використовується наступна
формула [9; 10]:

xv =
(
∥v − p1∥, ∥v − p2∥, . . . , ∥v − pm∥

)
, (4)

де v – це вершина, а p1, p2, . . . , pm – це набiр опорних вершин [9; 10]. Двi близькi у графi вершини
будуть також близькi i в новому багатовимiрному просторi, бо двi вершини, якi знаходяться поруч
будуть мати майже однаковi вiдстанi до всiх pivot-вершин. А значить, їх вектори (xv) будуть майже
iдентичнi. Таким чином, структуру зв’язкiв у графi вiдображено положеннями точок. Цей метод є
варiацiєю методу MDS (Multidimensional Scaling), але, на вiдмiну вiд нього, не потребує побудування
додаткової матрицi вiдстаней [9; 12]. У порiвняннi з методом брутфорс HDE має перевагу у складностi
(O(m · (n+m)) проти O(n3)) [9; 10].

Оптимiзацiя в просторi Rd

Отримати початковi координати в Rd можна методом HDE або iншим. Наступним кроком має
бути оптимiзацiя положень вершин у вiдповiдностi до деякого критерiю якостi, наприклад, мiнiмi-
зацiя сумарної сили чи енергiї у пов’язанiй з графом фiзичнiй системi. Фактично ми не залишаємо
точки на мiсцi, а дозволяємо їм рухатися, щоб бiльш точно вiдповiдати цiльовим вiдстаням dij . Задача
полягає в наступному. Є координати точок в Rd. Ми хочемо змiнити їх так, щоб значення функцiї
Stress(X) (див. (3)) мiнiмiзувалося. Математичним методом, що пiдходить для оптимiзацiї може бу-
ти, наприклад, градiєнтний спуск [34]. Функцiя стресу диференцiйовна, можна порахувати її градiєнт.
Вiн покаже напрямок найшвидшого зросту функцiї. Для мiнiмiзацiї функцiї треба рухатись у проти-
лежному напрямку. Дамо визначення градiєнту: Градiєнт – це вектор часткових похiдних. В кожнiй
точцi простору вiн визначає швидкiсть i напрямок найшвидшої змiни функцiї. Формула для часткової
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похiдної функцiї стресу по координатах однiєї вершини xi має такий вигляд:

∂Stress

∂xi
= 2

∑
j ̸=i

wij

(
1− dij

∥xi − xj∥

)
(xi − xj). (5)

Цю формулу можна фiзично iнтерпретувати як закон Гука для системи пружин, що з’єднують точки
(сума сил). Також можна вивести iтерацiйну формулу:

Xnew = Xold − η∇Stress(Xold), (6)

де η – це швидкiсть навчання, або довжина кроку. Часткова похiдна для однiєї вершини – це сума
сил, якi дiють на неї вiд решти усiх вершин. Те, наскiльки поточний стан вiдрiзняється вiд цiльового,
впливає на цi сили. Для прискорення розрахункiв використовують стохастичний градiєнтний спуск
(SGD) або метод iмпульсу. Процес зупиниться, коли змiна функцiї стресу стане менше порогової, або
коли буде досягнута максимальна кiлькiсть iтерацiй. Цей метод можна коротко описати наступним
чином: ми взяли початкове наближення розмiщення точок, яке було отримане за допомогою опорних
точок та покращили його математично точним методом, аби мiнiмiзувати цiльову функцiю.

Проєкцiя у 2/3D

Наступний крок полягає в тому, щоб з багатовимiрного простору Rd отримати укладання графа
в (R2 або R3), яке, зокрема можна використати для вiзуалiзацiї. Задача полягає в наступному. У нас є
множина точок в Rd. Ми шукаємо вiдображення g : Rd → Rk (k = 2 або 3). I пiд час проєкцiї ми хочемо
зберегти якомога бiльше iнформацiї про взаємне розмiщення точок. ТОбто необхiдно розв’язати за-
дачу зниження розмiрностi, здiйснивши вiдображення з високовимiрного простору в низьковимiрний.
Головна вимога до проєкцiї – збереження структури взаємних вiдстаней. Методи проєкцiй подiляють
на два великих класи: лiнiйнi та нелiнiйнi. До лiнiйних методiв передусiм вiдноситься метод PCA (Pri-
ncipal Component Analysis) [11]. Його мета – знайти такi вiсi (головнi компоненти в Rd), вздовж яких
дисперсiя даних максимальна. Першi двi вiсi i дадуть проєкцiю. Пошук осей здiйснюється за допомо-
гою коварiацiйної матрицi. Власнi вектори, що вiдповiдають двом найбiльшими власними числами, є
шуканими двома головними осями. Цей метод є швидким i це зумовлює вибiр його як основного мето-
да зниження розмiрностi в данiй роботi. До нелiнiйних методiв вiдносяться, наприклад, такi методи,
як t-SNE (t-distributed Stochastic Neighbor Embedding) [24] та UMAP. Алгоритм t-SNE краще зберi-
гає локальну структуру графа, тобто сусiди в високовимiрному просторi так i залишаться сусiдами в
низьковимiрному. Цей метод перетворює рахує вiдстанi за допомогою ймовiрносної мiри та оптимiзує
(шукає мiнiмум) рiзницю мiж ймоiрнiсним розподiлом у багато- та маловимiрному просторi. Алгоритм
UMAP (Uniform Manifold Approximation and Projection) [25] – сучасний нелiнiйний метод, який частi-
ше працює швидше за t-SNE i краще зберiгає локальну структуру. Iдея цього методу полягає в тому,
що вiн будує граф у багатовимiрному просторi ґрунтуючись на теорiї перетворень Рiмана, пiсля чого
знаходить його максимально схоже представлення у маловимiрному.

Доцiльнiсть використання нелiнiйних методiв варто дослiджувати окремо для деяких класiв
графiв, зважаючи в першу чергу на те, що вони потребують бiльше часового ресурсу для виконан-
ня. Отже, в експериментах ми будемо використовувати PCA як найпростiший i швидкий спосiб для
зниження розмiрностi [9; 11].

Висновки до роздiлу 2

У роздiлi 2 ми поставили задачу – мiнiмiзувати функцiю стресу, обрали як отримати хороше
початкове наближення у багатовимiрному просторi (через вiдстань до опорних точок). Також було
показано як покращити це наближення з точки зору математики, а саме методом градiєнтного спуску.
I наприкiнцi було описано як спроєктувати готовi результати на площину, щоб можна було побачити
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кiнцеве укладання.

РОЗДIЛ 3. РОЗРОБКА ТА РЕАЛIЗАЦIЯ МЕТОДУ

Алгоритм багатовимiрної оптимiзацiї Nd → 2d

Основна iдея запропонованого пiдходу полягає в тому, щоб не будувати двовимiрне укладан-
ня графа безпосередньо, а спочатку виконати його оптимiзацiю в просторi бiльшої розмiрностi. Пiсля
цього отримане багатовимiрне розташування вершин проєктується на площину. Таку схему далi позна-
чатимемо як Nd → 2d [9; 10; 13], тобто як перехiд вiд укладання в просторi Rd до кiнцевого укладання
в R2.

Безпосередня побудова укладання у двовимiрному просторi часто обмежує рух вершин i зму-
шує алгоритм рано переходити до локально оптимальної, але вiзуально не завжди вдалої конфiгу-
рацiї. Якщо граф має регулярну або симетричну структуру, то в площинi одночасно виникає багато
конфлiктiв мiж вимогою зберегти сусiдство, обмежити кiлькiсть перетинiв i не зруйнувати глобальну
симетрiю. У просторi бiльшої розмiрностi вершини мають бiльше ступенiв свободи, тому частину таких
конфлiктiв можна розв’язати ще до переходу до площини.

Особливо природним цей пiдхiд є для графiв, якi самi мають багатовимiрну внутрiшню стру-
ктуру. Наприклад, вершини n-вимiрного куба описуються двiйковими векторами довжини n, а ребра
вiдповiдають змiнi рiвно однiєї координати. Тому гiпотеза про доцiльнiсть оптимiзацiї таких графiв у
просторi, близькому до їх природної розмiрностi, є змiстовною i надалi перевiряється експерименталь-
но.

Вхiдними даними алгоритму є граф G = (V,E), розмiрнiсть промiжного простору d, цiльова
функцiя багатовимiрного укладання та спосiб задання початкових координат вершин. Граф визна-
чає топологiчну структуру задачi, а параметр d задає, у просторi якої розмiрностi виконуватиметься
оптимiзацiя. У цiй роботi в експериментах розмiрнiсть d змiнюється в дiапазонi вiд 2 до 20.

Цiльова функцiя визначає критерiй якостi укладання. У загальному випадку це може бути
функцiя енергiї системи пружин у моделi Kamada–Kawai або силова функцiя у моделi Fruchterman–
Reingold. У програмнiй реалiзацiї цього дослiдження використано саме алгоритм Kamada–Kawai у
довiльнiй розмiрностi [5; 10], що дозволяє безпосередньо порiвнювати двовимiрний випадок iз багато-
вимiрною оптимiзацiєю.

Спосiб задання початкового положення також є важливим, оскiльки алгоритми укладання
графiв зазвичай не гарантують досягнення глобального мiнiмуму. Початковi координати можуть бути
випадковими, заздалегiдь заданими або побудованими на основi HDE/pivot-based пiдходу [9]. Останнiй
варiант особливо змiстовний для регулярних графiв, оскiльки дозволяє врахувати графовi вiдстанi до
набору опорних вершин уже на стартi оптимiзацiї.

Вихiдними даними алгоритму є двовимiрне укладання графа, тобто множина координат вер-
шин на площинi. Формально результат можна записати у виглядi множини

Y = {y1, . . . , yn}, yi ∈ R2.

Отриманi координати можуть бути використанi для побудови рисунка, а також для подальшого кiль-
кiсного або якiсного аналiзу.

Оптимiзацiя в просторi Rd вiдбувається шляхом мiнiмiзацiї цiльової функцiї. У випадку Kamada–
Kawai вона має змiст узгодження геометричних вiдстаней мiж вершинами з їх графовими вiдстанями.
Узагальнено вiдповiдний функцiонал можна записати як [5; 6]:

E(X) =
∑
i<j

wij

(
∥xi − xj∥ − dij

)2
,
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Вхiднi данi
граф G = (V,E); розмiрнiсть промiжного простору d;

спосiб вибору початкового положення вершин;
цiльова функцiя багатовимiрного укладання

⇓

Крок 1. Присвоєння початкових положень вершинам
випадкова, задана або HDE/pivot-based iнiцiалiзацiя координат

⇓

Крок 2. Оптимiзацiя цiльової функцiї в просторi Rd

iтерацiйне оновлення координат за методом Kamada–Kawai;
обчислення напряму покращення, оновлення координат, перевiрка зупинки

⇓

Крок 3. Проєктування в простiр розмiрностi 2
застосування PCA до матрицi багатовимiрних координат

⇓

Вихiднi данi
двовимiрне укладання графа; координати вершин у R2;

можливiсть побудови рисункiв i подальшого аналiзу

Рис. 1: Пiдсумкова схема алгоритму Nd → 2d

де xi, xj ∈ Rd, dij – бажана графова вiдстань, а wij – ваговий коефiцiєнт.
Iтерацiйний процес оптимiзацiї складається з кiлькох логiчних крокiв. На кожнiй iтерацiї оцi-

нюється напрям зменшення цiльової функцiї, оновлюються координати вершин, за потреби коригується
величина кроку та перевiряється критерiй зупинки. Зi змiстової точки зору це означає, що вершини
послiдовно перемiщуються так, щоб геометрична структура укладання дедалi краще узгоджувалася з
топологiчною структурою графа.

Пiсля завершення багатовимiрної оптимiзацiї отримується матриця координат Xd ∈ Rn×d.
Якщо d > 2, безпосередньо використовувати її для побудови рисунка неможливо, тому виконується
проєкцiя в R2. У цiй роботi для цього застосовано метод головних компонент (PCA) [11], оскiльки вiн
є швидким, стабiльним i не потребує складного налаштування додаткових параметрiв.

PCA зберiгає напрями найбiльшої дисперсiї багатовимiрного розташування, що робить його
зручним iнструментом для серiйних експериментiв. Водночас слiд пiдкреслити, що PCA є лiнiйним
методом, тому вiн не гарантує iдеального збереження локальної структури або всiх симетрiй. Саме тому
в експериментальному роздiлi окремо аналiзується вплив промiжної розмiрностi на вигляд фiнальної
площинної проєкцiї.

Пiдсумкову схему алгоритму подано на рис. 1. Вона узагальнює послiдовнiсть дiй: вiд задання
графа та параметрiв побудови до отримання кiнцевого двовимiрного укладання.

Алгоритм також можна подати у виглядi послiдовностi крокiв:

1. задати граф G = (V,E), промiжну розмiрнiсть d, спосiб початкової iнiцiалiзацiї та цiльову фун-
кцiю;

2. побудувати початковi координати вершин;

3. виконати оптимiзацiю Kamada–Kawai у просторi Rd;
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4. отримати матрицю багатовимiрних координат Xd;

5. якщо d > 2, застосувати PCA i побудувати двовимiрну проєкцiю Y ;

6. зберегти рисунок укладання та часовi характеристики виконання.

Програмна реалiзацiя

Програмну реалiзацiю запропонованого пiдходу виконано мовою Python у середовищi Google
Colab. Такий вибiр є доцiльним для експериментальної роботи, оскiльки Python має розвинену екоси-
стему бiблiотек для роботи з графами, числовими обчисленнями, табличними даними та вiзуалiзацiєю.
Середовище Google Colab дозволяє швидко запускати код, зберiгати результати та зручно працювати
з рисунками й таблицями.

У програмi використано бiблiотеки NetworkX, NumPy, pandas, matplotlib, openpyxl, а також
стандартнi модулi time i os. Бiблiотека NetworkX використовується для створення графiв i побудови
укладань Kamada–Kawai у довiльнiй розмiрностi [17]. NumPy забезпечує роботу з матрицями координат
i операцiями лiнiйної алгебри, зокрема пiд час PCA-проєкцiї. pandas застосовується для збереження
та групування експериментальних результатiв у табличнiй формi.

Бiблiотека matplotlib використовується для побудови рисункiв укладань i графiкiв часу. openpyxl
забезпечує запис результатiв у Excel-файли. Модуль time використовується для вимiрювання часу
Kamada–Kawai, PCA та сумарного часу, а os – для органiзацiї файлової структури результатiв. Увесь
програмний код, використаний для реалiзацiї алгоритму, побудови тестових графiв, виконання екс-
периментiв, формування таблиць i побудови рисункiв, розмiщено у репозиторiї [35]. Це забезпечує
вiдтворюванiсть експериментальної частини роботи та дає змогу перевiрити послiдовнiсть обчислень,
описану в цьому роздiлi.

Код органiзовано у виглядi окремих модулiв. Файл imports.py мiстить iмпорт основних бi-
блiотек. Файл graphs.py вiдповiдає за побудову тестових графiв, зокрема гiперкубiв i повних графiв.
Файл instruments.py мiстить допомiжнi математичнi функцiї, включаючи обчислення вiдстаней, ви-
бiр опорних вершин, PCA-проєкцiю та виклик Kamada–Kawai у просторi довiльної розмiрностi.

Файл experiments.py реалiзує основний сценарiй одного експерименту: побудову багатовимiр-
ного укладання, проєкцiю у 2D та вимiрювання часових показникiв. Файл excel.py вiдповiдає за фор-
мування Excel-таблиць i супровiдних графiкiв. Файл monteCarlo.py використовується для повторних
запускiв експериментiв на повних графах iз подальшим обчисленням середнiх значень i стандартних
вiдхилень.

Таким чином, програмна реалiзацiя безпосередньо вiдтворює схему

граф → Kamada–Kawai у Rd → PCA → координати в R2 → рисунки i таблицi.

Це робить запропонований пiдхiд вiдтворюваним i придатним для серiйних експериментiв з рiзними
класами графiв та рiзними значеннями промiжної розмiрностi.

Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi було розроблено алгоритм Nd → 2d для побудови двовимiрних укладань
графiв через попередню багатовимiрну оптимiзацiю. Описано його вхiднi та вихiднi данi, роль поча-
ткового положення вершин, цiльової функцiї та проєкцiї методом головних компонент.

Також створено програмну реалiзацiю мовою Python у середовищi Google Colab. Реалiзований
програмний pipeline забезпечує повний цикл обробки: побудову тестових графiв, багатовимiрне укла-
дання, проєкцiю у 2D, збереження рисункiв i формування табличних результатiв. Це створює основу
для подальшого експериментального дослiдження, наведеного в четвертому роздiлi.
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Табл. 2: Характеристики тестових гiперкубiв
Граф Кiлькiсть вершин Кiлькiсть ребер Ступiнь Природна розмiрнiсть

Q4 16 32 4 4
Q6 64 192 6 6
Q8 256 1024 8 8
Q10 1024 5120 10 10
Q12 4096 24576 12 12

Табл. 3: Характеристики тестових повних графiв
Граф Кiлькiсть вершин Кiлькiсть ребер Ступiнь

K4 4 6 3
K6 6 15 5
K8 8 28 7
K10 10 45 9
K12 12 66 11

РОЗДIЛ 4. ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛIДЖЕННЯ

Гiпотеза

Експериментальна частина роботи спрямована на перевiрку припущення, що для багатьох ре-
гулярних i симетричних графiв iснує природна розмiрнiсть, у якiй їхня структура вiдображається
бiльш адекватно, нiж у площинi. Для n-вимiрного куба такою природною розмiрнiстю є n, а для iнших
графiв вона може бути пов’язана з комбiнаторною природою графа, зокрема для регулярних графiв
дорiвнювати степеню вершин.

Гiпотезу можно сформулювати так: попередня оптимiзацiя в просторi бiльшої розмiрностi може
покращувати структурну органiзацiю кiнцевого двовимiрного укладання, але не гарантує автомати-
чної переваги для всiх графiв i всiх значень промiжної розмiрностi. Таким чином, природна розмiрнiсть
розглядається як початковий орiєнтир, доцiльнiсть вибору якого потребує експериментальної перевiр-
ки.

У межах дослiдження перевiряється, чи дає схема Nd → 2d [9; 10; 13] виграш за часом, чи
покращує вiзуальну якiсть укладання та чи сприяє збереженню структурних властивостей графа,
таких як симетрiї, шари, паралельнi класи ребер i характернi пiдграфи.

Тестовi графи

Для перевiрки сформульованої гiпотези використано переважно регулярнi та симетричнi гра-
фи. Основним класом тестових графiв стали гiперкуби Q4, Q6, Q8, Q10 та Q12. Вони є природним
об’єктом дослiдження, оскiльки для кожного такого графа наперед вiдома природна розмiрнiсть. Ха-
рактеристики тестових гiперкубiв навежено в Таблицi 2.

Iншим класом тестових графiв стали повнi графи K4, K6, K8, K10 i K12. На вiдмiну вiд
гiперкубiв, вони мають меншу кiлькiсть вершин, але значно бiльшу щiльнiсть зв’язкiв. Тому вони є
зручними для дослiдження меж застосовностi методу у випадку дуже щiльних регулярних графiв. Їх
характеристики наведено в Таблицi 3.

Як додатковi приклади використовуються граф Геммiнга H(4, 2), граф октаедра та тороїдаль-
на сiтка 4 × 4. Графи Джонсона J(m,n) i графи Келi скiнченних груп у межах цiєї роботи не дослi-
джувалися експериментально, однак розглядаються як перспективнi класи для подальших розширень.
Характеристики графiв, придатних для експериментiв подано в Таблицi 4.

16



Табл. 4: Зведена характеристика тестових графiв
Клас графiв Приклади Причина вибору Роль у роботi

Гiперкуби Q4, Q6, Q8, Q10, Q12 Вiдома природна
розмiрнiсть

Основний експери-
ментальний клас

Повнi графи K4,K6,K8,K10,K12 Щiльнi регулярнi
графи

Перевiрка поведiн-
ки на щiльних стру-
ктурах

Правильнi багато-
гранники

Octahedron Симетрична геоме-
трична структура

Додатковий при-
клад

Графи Геммiнга H(4, 2) Координатна регу-
лярнiсть

Додатковий при-
клад

Тороїдальнi сiтки Torus 4× 4 Природна двовимiр-
на перiодична стру-
ктура

Контрастний при-
клад

Графи Джонсона J(m,n) Комбiнаторна регу-
лярнiсть

Перспектива

Графи Келi скiнченнi групи Алгебраїчна регу-
лярнiсть

Перспектива

Табл. 5: Метрики оцiнки укладань
Метрика Що вимiрює Як iнтерпретується Статус у роботi

Stress Узгодження геометри-
чних i графових вiдстаней

Менше значення є кращим Теоретично описано

Кiлькiсть перетинiв Перетини ребер у площин-
ному зображеннi

Менше значення є кращим Якiсний аналiз

Довжини ребер Рiвномiрнiсть масштабу
укладання

Менший розкид є кращим Перспектива

Кути мiж ребрами Локальна читабельнiсть Уникаються кути, близькi
до нуля

Перспектива

Граф-специфiчнi
ознаки

Гранi, шари, симетрiї, па-
ралельнi ребра

Бiльше збереження стру-
ктури є кращим

Якiсний аналiз

Час Kamada–Kawai Час багатовимiрної опти-
мiзацiї

Менше значення є кращим Обчислено

Час PCA Час проєкцiї у R2 Менше значення є кращим Обчислено
Сумарний час Загальний час побудови Менше значення є кращим Обчислено

Метрики оцiнки

Для порiвняння отриманих укладань доцiльно використовувати як кiлькiснi, так i якiснi кри-
терiї [1; 2]. До класичних метрик належать stress (тобто функцiонал якостi алгоритму Камада-Каваї),
кiлькiсть перетинiв ребер, рiвномiрнiсть довжин ребер, розподiл кутiв мiж ребрами та граф-специфiчнi
ознаки, пов’язанi iз збереженням симетрiї, шарiв або характерних пiдструктур.

У межах цiєї роботи кiлькiсно фiксувався насамперед час виконання. Iншi метрики використо-
вуються як змiстовна основа для iнтерпретацiї результатiв, але не були обчисленi в межах проведеного
експерименту. Тому далi коректно зазначати, що stress, кiлькiсть перетинiв, довжини ребер i кути ви-
користовуються переважно для якiсного аналiзу рисункiв. Опис метрик оцiнки укладань наведено в
Таблицi 5.

Хiд експерименту

В експериментi порiвнюються два пiдходи: класичний Kamada–Kawai у двовимiрному просторi
[5] та схема Nd → 2d, у якiй Kamada–Kawai спочатку застосовується у просторi Rd, а потiм виконується
PCA-проєкцiя в R2 [11]. Базовим випадком є d = 2, а для багатовимiрного пiдходу розглядаються
значення d вiд 2 до 20.
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Рис. 2: Час виконання для Q4 залежно вiд промiжної розмiрностi

Для гiперкубiв Q4, Q6, Q8, Q10, Q12 було побудовано часовi графiки, якi окремо показують
час Kamada–Kawai, час PCA та сумарний час. Для повних графiв K4, K6, K8, K10, K12 додатково
проведено Monte Carlo-дослiдження часу PCA, що дозволяє оцiнити стабiльнiсть результатiв i роз-
кид спостережень. Усi файли з результатами експериментiв, зокрема Excel-таблицi часу виконання,
збереженi координати укладань, побудованi рисунки та скрипти для їх генерацiї, розмiщено у репози-
торiї дослiдження [35]. Тому наведенi нижче графiки та зображення є результатом виконання єдиного
програмного pipeline, описаного в роздiлi 3, а не окремо пiдготовленими iлюстрацiями.

Для Q4 (див. Рис. 2) видно, що пiсля виходу за межi випадку d = 2 сумарний час швидко
стабiлiзується, а внесок PCA залишається майже непомiтним. Це свiдчить про те, що основний обчи-
слювальний внесок робить саме етап Kamada–Kawai.

Для Q6 (див. Рис. 3) часовi показники є бiльш рiвномiрними, нiж для Q4, однак спiввiдношення
мiж компонентами часу залишається тим самим: PCA має дуже малу частку в сумарному часi.

Для Q8 (див. Рис. 4) так само, як i для Q6, залежнiсть часу вiд розмiрностi є немонотонною.
Це важливий результат, оскiльки вiн показує, що промiжна розмiрнiсть є самостiйним параметром
алгоритму, а не формальною технiчною деталлю.

Для Q10 (див. Рис. 5) спостерiгається суттєва рiзниця мiж окремими значеннями d. Це означає,
що пiдбiр розмiрностi здатний впливати не лише на структуру укладання, а й на обчислювальну
ефективнiсть.

Для Q12 (див. Рис. 6) час виконання рiзко зростає, що пояснюється великою кiлькiстю вершин
i ребер. Водночас навiть у цьому випадку PCA не є головним джерелом витрат часу, а визначальним
фактором залишається етап Kamada–Kawai.

Ключовим спостереженням є те, що час роботи алгоритму Nd → 2d, у випадку коли d є
природною розмiрнiстю графа не перевищує час роботи алгоритму укладання на площинi.

Числовi результати порiвння часу роботи алгоритмiв наведено в таблицях, ознайомитися з
якими можна в репозиторiї дослiдження [35].

Monte Carlo-графiк для повних графiв (див. Рис. 7) пiдтверджує, що час PCA залишається
дуже малим навiть при змiнi розмiрностi вiд 2 до 20. Отже, при аналiзi часу роботи основну увагу слiд
придiляти поведiнцi Kamada–Kawai, а не етапу проєкцiї.

Для вiзуального порiвняння укладань, розрахованих алгоритмом Ns− > 2d (у природнiй та
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Рис. 3: Час виконання для Q6 залежно вiд промiжної розмiрностi

Рис. 4: Час виконання для Q8 залежно вiд промiжної розмiрностi
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Рис. 5: Час виконання для Q10 залежно вiд промiжної розмiрностi

Рис. 6: Час виконання для Q12 залежно вiд промiжної розмiрностi
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Рис. 7: Monte Carlo-дослiдження часу PCA для повних графiв

деяких iнших розмрiностях) та двовимiрним алгоритмом Камада-Каваї, використано вiзуалiзацiї укла-
дань для Q4, Q6, Q8 та Q10, а також додатковi приклади для H(4, 2), K12, октаедра та тора 4 × 4,
наверенi на Рис.8-12. Кожна група рисункiв дозволяє оцiнити, як саме змiнюється структура фiналь-
ного укладання при переходi до вищої промiжної розмiрностi.

Аналiз результатiв

Отриманi часовi результати свiдчать, що алгоритм Nd → 2d виграє за часом порiвняно з пря-
мим двовимiрним укладанням для кубiчних графiв, отже, доцiльним є тестування алгоритма на iнших
регулярних графах з урахування припущення про їх природну розмiрнiсть. У той же час для повних
графiв виграшу в часi не спостерiгається, отже, актуальним залишшається питання про таке значен-
ня розмiрностi d, для якого Nd → 2d демонструє найкращий час, адже вплив промiжної розмiрностi
виявився суттєвим i немонотонним.

Найстiйкiший висновок полягає в тому, що PCA практично не впливає на сумарний час ви-
конання. У всiх серiях експериментiв лiнiї часу Kamada–Kawai i сумарного часу майже збiгаються, а
Monte Carlo-дослiдження для повних графiв пiдтверджує, що абсолютний час PCA залишається дуже
малим. Тому головне обчислювальне навантаження припадає саме на багатовимiрну оптимiзацiю.

Вiзуальний аналiз наведених укладань (див. Рис.8-11) дозволяє зробити наступнi спостереже-
ння:

Для Q4 порiвняння рисункiв показує, що при переходi до d = 4 структура гiперкуба виявля-
ється виразнiшою, нiж при прямому двовимiрному укладаннi. Краще помiтнi паралельнi групи ребер
i загальна шарова органiзацiя. Це узгоджується з очiкуванням, що природна розмiрнiсть для цього
графа є змiстовною.

Для Q6 збереження структури також покращується, однак iз ростом розмiру графа повнiстю
уникнути перетинiв у площинi вже неможливо. Отже, багатовимiрна оптимiзацiя покращує глобальну
органiзацiю укладання, але не усуває всiх труднощiв площинної вiзуалiзацiї.

Найбiльш показовим є приклад Q8. Саме для цього графа видно, що варiант d = 7 дає бiльш
виразну шарову та симетричну структуру, нiж природний варiант d = 8. Таким чином, параметр d та
його вплив на подання графа слiд розглядати як окремий об’єкт дослiдження.

Для Q10 i Q12 стає очевидним обмеження пiдходу. Навiть пiсля багатовимiрної оптимiзацiї
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Рис. 8: Порiвняння укладань для Q4 при d = 2, d = 3 та d = 4
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Рис. 9: Порiвняння укладань для Q6 при d = 2, d = 3 та d = 6
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Рис. 10: Порiвняння укладань для Q8 при d = 2, d = 3, d = 6, d = 7, d = 8 та d = 18

проєкцiя в R2 залишається дуже щiльною, а рисунки важко сприймати як повнiстю читабельнi. Це
означає, що для великих гiперкубiв доцiльно додатково застосовувати iнтерактивну вiзуалiзацiю, три-
вимiрнi представлення або методи фiльтрацiї.

Аналiз повних графiв (див. Рис. 12) показує iншу причину обмежень: не надто велика кiлькiсть
вершин, а дуже висока щiльнiсть ребер. Навiть для K12 багатовимiрна оптимiзацiя не робить площинне
зображення по-справжньому читабельним. Це пов’язано передусiм iз природою самого повного графа,
а не тiльки з недолiками методу.

Додатковi приклади (див. Рис. 12) розширюють iнтерпретацiю результатiв. Граф H(4, 2) де-
монструє поведiнку регулярної координатної структури, близької до гiперкуба. Октаедр пiдтверджує
доцiльнiсть пiдходу для малих симетричних графiв, а Torus 4×4 показує, що для графiв iз природною
двовимiрною структурою перехiд до вищих розмiрностей не є настiльки принциповим.

Слiд також зазначити обмеження проведеного дослiдження. По-перше, експерименти зосере-
джено переважно на регулярних i симетричних графах, тому узагальнення результатiв на довiльнi
графи потребує додаткової перевiрки. По-друге, не всi можливi метрики були обчисленi кiлькiсно; у
межах цiєї роботи кiлькiсно фiксувався насамперед час виконання, тодi як iншi метрики використову-
валися переважно для якiсної iнтерпретацiї рисункiв.

Висновки до роздiлу 4

У четвертому роздiлi проведено експериментальне дослiдження методу Nd → 2d на гiпер-
кубах, повних графах та кiлькох додаткових регулярних структурах. Отриманi результати частково
пiдтверджують сформульовану гiпотезу: попередня оптимiзацiя в просторi бiльшої розмiрностi може
покращувати структурну органiзацiю фiнального двовимiрного укладання.

Водночас природна розмiрнiсть графа не завжди виявляється найкращим вибором. Приклад
Q8 показує, що близька, але не тотожна природнiй розмiрнiсть може давати бiльш виразний вiзуальний
результат. Це дозволяє зробити висновок, що параметр d слiд пiдбирати експериментально.

Часовi графiки показують, що етап PCA практично не впливає на сумарний час побудови.
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Рис. 11: Порiвняння укладань для Q10 при d = 2, d = 3 та d = 10
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Рис. 12: Додатковi приклади: H(4, 2), K12, Octahedron, Torus 4× 4
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Основна обчислювальна вартiсть пов’язана з алгоритмом Kamada–Kawai. Для великих i щiльних гра-
фiв сам перехiд до багатовимiрної оптимiзацiї не усуває всiх труднощiв вiзуалiзацiї, однак вiдкриває
можливiсть краще виявляти регулярнi структурнi особливостi.

Отже, метод Nd → 2d є перспективним насамперед для регулярних, симетричних i багато-
вимiрно органiзованих графiв, зокрема для гiперкубiв, графiв Геммiнга та близьких до них класiв.
Подальшi дослiдження доцiльно спрямувати на кiлькiсний розрахунок додаткових метрик, порiвнян-
ня рiзних методiв проєкцiї та застосування пiдходу до ширшого класу графiв.

ВИСНОВКИ

У магiстерськiй роботi розглянуто проблему побудови якiсних укладань графiв на основi по-
переднього укладання у багатовимiрному просторi та подальшого проєктування результату на площи-
ну. Запропонований алгоритм Nd2d розглядає побудову укладання як двоетапний процес: спочатку
структура графа оптимiзується у просторi бiльшої розмiрностi, а потiм отримане розташування вер-
шин вiдображається на площину. Такий пiдхiд дозволяє розширити можливостi класичних методiв
вiзуалiзацiї графiв i дослiдити, як промiжна розмiрнiсть впливає на якiсть та стабiльнiсть кiнцево-
го зображення. У межах роботи було проаналiзовано основнi методи укладання графiв, сформульо-
вано математичну модель багатовимiрного укладання, розроблено алгоритм Nd2d та створено його
програмну реалiзацiю. Реалiзований програмний pipeline забезпечує повний цикл експерименту: по-
будову тестових графiв, багатовимiрну оптимiзацiю, проєкцiю у двовимiрний простiр, вимiрювання
часу виконання та вiзуалiзацiю результатiв. Це дало змогу провести вiдтворюване експериментальне
дослiдження запропонованого пiдходу.

Проведенi експерименти показали, що попереднє укладання у просторi бiльшої розмiрностi
може забезпечити виграш у часi та у якостi вiзуалiзацiї для окремих класiв графiв, зокрема, для
регулярних i симетричних.

Попереднє укладання у просторi високої розмiрностi проводилося у припущеннi, що граф має
деяку природну розмiрнiсть. Гiпотеза про природну розмiрнiсть формулювалася з урахуванням стру-
ктури та симетрiй графа, але формальне визначення природної розмiрностi вимагає подальшого до-
слiдження, так само як i залежнiсть часу роботи алгоритму та якiсних характеристик укладання вiд
промiжної размiрностi як вiд параметра.
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