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1 Îñíîâíi îçíà÷åííÿ, ïðèêëàäè
1.1 Îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
Âèçíà÷åííÿ 1.1 Ëiíiéíèì ïåðåòâîðåííÿì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó L íàä ïîëåì
F â âåêòîðíèé ïðîñòið L̃ íàä ïîëåì F (ëiíiéíèì îïåðàòîðîì f : L → L̃)
íàçèâàþòü çàêîí f , çãiäíî ç ÿêèì êîæíîìó âåêòîðó ~x ∈ L ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiä-
íiñòü âåêòîð f(~x) ∈ L̃, i ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ äâi óìîâè
• óìîâà îäíîðiäíîñòi:

f(λ~x) = λf(~x), ∀~x ∈ L, ∀λ ∈ F ;

• óìîâà àäèòèâíîñòi:

f(~x + ~y) = f(~x) + f(~y), ∀~x, ~y ∈ L.

Ïðèêëàä. Íåõàé L � äâîâèìiðíèé àðèôìåòè÷íèé ïðîñòið. Ïåðåâiðèìî, ùî
âiäîáðàæåííÿ f : L → L, ùî çàäàíå ïðàâèëîì

{x, y} f7→ {−2x + 3y, 5x− y}
(òîáòî âiäîáðàæåííÿ f ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîðó ç êîîðäèíàòàìè {x, y}
âåêòîð ç êîîðäèíàòàìè {−2x + 3y, 5x − y}) ¹ àäèòèâíèì i îäíîðiäíèì (îòæå ¹
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì), à âiäîáðàæåííÿ g : L → L, ùî çàäàíå ïðàâèëîì

{x, y} g7→ {−2x + 3y + 1, 5x− y}
íå ¹ íi àäèòèâíèì íi îäíîðiäíèì i, âiäïîâiäíî, íå ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì.

Ïåðåâiðÿ¹ìî àäèòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f . Äëÿ öüîãî âèáèðà¹ìî äâà âåêòîðè
~a = {x1, y1} òà ~b = {x2, y2} i ïðîâîäèìî îá÷èñëåííÿ:

~a +~b = {x1 + x2, y1 + y2},
f(~a) = {−2x1 + 3y1, 5x1 − y1}, f(~b) = {−2x2 + 3y2, 5x2 − y2},

f(~a +~b) = {−2(x1 + x2) + 3(y1 + y2), 5(x1 + x2)− (y1 + y2)},
f(~a) + f(~b) = {−2x1 + 3y1, 5x1 − y1}+ {−2x2 + 3y2, 5x2 − y2} =

= {−2x1 + 3y1 − 2x2 + 3y2, 5x1 − y1 + 5x2 − y2}.
Î÷åâèäíî, ùî f(~a +~b) = f(~a) + f(~b) i ïåðåâiðêà àäèòèâíîñòi âiäîáðàæåííÿ f

çàêií÷åíà.
Ïåðåâiðÿ¹ìî íåàäèòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ g. Äëÿ öüîãî âèáèðà¹ìî äâà âåêòîðè

~a = {x1, y1} òà ~b = {x2, y2} i ïðîâîäèìî îá÷èñëåííÿ:

~a +~b = {x1 + x2, y1 + y2},
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g(~a) = {−2x1 + 3y1 + 1, 5x1 − y1}, g(~b) = {−2x2 + 3y2 + 1, 5x2 − y2},
g(~a +~b) = {−2(x1 + x2) + 3(y1 + y2) + 1, 5(x1 + x2)− (y1 + y2)},

g(~a) + g(~b) = {−2x1 + 3y1 + 1, 5x1 − y1}+ {−2x2 + 3y2 + 1, 5x2 − y2} =

= {−2x1 + 3y1 − 2x2 + 3y2 + 2, 5x1 − y1 + 5x2 − y2}.
Îñêiëüêè

−2(x1 + x2) + 3(y1 + y2) + 1 6= −2x1 + 3y1 − 2x2 + 3y2 + 2,

òî g(~a +~b) 6= g(~a) + g(~b) i ïåðåâiðêà íåàäèòèâíîñòi âiäîáðàæåííÿ g çàêií÷åíà.
Ïåðåâiðÿ¹ìî îäíîðiäíiñòü âiäîáðàæåííÿ f i íåîäíîðiäíiñòü âiäîáðàæåííÿ g.

Äëÿ öüîãî âèáèðà¹ìî âåêòîð ~a = {x1, y1}, ÷èñëî λ i ïðîâîäèìî îá÷èñëåííÿ:

λ~a = {λx1, λy1}, f(~a) = {−2x1+3y1, 5x1−y1}, f(λ~a) = {−2λx1+3λy1, 5λx1−λy1},
λf(~a) = {λ(−2x1 + 3y1), λ(5x1 − y1)}, g(~a) = {−2x1 + 3y1 + 1, 5x1 − y1},

g(λ~a) = {−2λx1 +3λy1 +1, 5λx1−λy1}, λg(~a) = {λ(−2x1 +3y1 +1), λ(5x1−y1)}.
Îñêiëüêè f(λ~a) = λf(~a) ïðè áóäü-ÿêèõ ~a i λ, òî f � îäíîðiäíå âiäîáðàæåíÿ. À

îñêiëüêè g(λ~a) 6= λg(~a) ïðè λ 6= 1, òî âiäîáðàæåííÿ g íå îäíîðiäíå.

1.2 Ïðèêëàäè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ
Â íàâåäåíèõ íèæ÷å ïðèêëàäàõ L, L̃ îçíà÷àþòü âåêòîðíèé (àáî ëiíiéíèé1)

ïðîñòið íàä ïîëåì F ; ~x, ~y, . . . îçíà÷àþòü âåêòîðè, åëåìåíòè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L

àáî L̃; λ, µ, . . . � ÷èñëà, åëåìåíòè ïîëÿ F ; f, g . . . � ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ.
Ïðèêëàäè.
1. Íóëüîâèé îïåðàòîð 0 : L → L̃ = {~0} ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó

âåêòîðó ~x ∈ L íóëüîâèé âåêòîð, òîáòî 0(~x) = ~0. Ïåðåâiðêîþ òîãî, ùî öå ñïðàâäi ¹
ëiíéíèì îïåðàòîðîì ¹

0(λ~x) = ~0, 0(~x) = ~0 ⇒ 0(λ~x) = λ0(~x);

0(~x + ~y) = ~0, 0(~x) = 0(~y) = ~0 ⇒ 0(~x + ~y) = 0(~x) + 0(~y).

2. Îäèíè÷íèé îïåðàòîð id : L → L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó âåêòîðó
~x ∈ L òîé æå âåêòîð, òîáòî id(~x) = ~x. Ïåðåâiðêîþ òîãî, ùî öå ñïðàâäi ¹ ëiíéíèì
îïåðàòîðîì ¹

id(λ~x) = λ~x, id(~x) = ~x ⇒ id(λ~x) = λ id(~x);

id(~x + ~y) = ~x + ~y, id(~x) = ~x, id(~y) = ~y ⇒ id(~x + ~y) = id(~x) + id(~y).

1Ëiíiéíèé ïðîñòið i âåêòîðíèé ïðîñòið ¹ ñèíîíiìi÷íèìè ïîíÿòòÿìè. Ââàæà¹ìî, ùî çíàéîìñòâî ç ëiíiéíèìè
ïðîñòîðàìè óæå âiäáóëîñÿ. Òîìó îñíîâíi ïîíÿòòÿ ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ âèêîðèñòîâóþòüñÿ áåç íàãàäóâàíÿ îçíà÷åíü
i áåç ïîÿñíåíü
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3. Ñêàëÿðíèé îïåðàòîð µ : L → L ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó âåêòîðó ~x
òîé æå ñàìèé âåêòîð ïîìíîæåíèé íà µ, òîáòî µ(~x) = µ~x. Ïåðåâiðêîþ òîãî, ùî öå
ñïðàâäi ¹ ëiíéíèì îïåðàòîðîì ¹

µ(λ~x) = µλ~x, µ(~x) = µ~x ⇒ µ(λ~x) = λµ(~x);

µ(~x + ~y) = µ~x + µ~y, µ(~x) = µ~x, µ(~y) = µ~y ⇒ µ(~x + ~y) = µ(~x) + µ(~y).

4. Îïåðàòîð ïðîåêòóâàííÿ íà ïiäïðîñòið ïàðàëåëüíî iíøîìó ïiäïðîñòîðó. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ ïiäïðîñòîðiâ L1 òà L2, òîáòî
êîæåí âåêòîð ~z ∈ L ìîæíà çàïèñàòè i òiëüêè îäíèì ñïîñîáîì ó âèãëÿäi

~z = ~x + ~y, ~x ∈ L1, ~y ∈ L2.

Îïåðàòîð pr : L → L ïðîåêòóâàííÿ íà L1 ïàðàëåëüíî L2 çàäàþòü ïðàâèëîì
(~z = ~x + ~y, ~x ∈ L1, ~y ∈ L2) ⇒ (pr(~z) = ~x).

Ïåðåâiðèìî, ùî îïåðàòîð ïðîåêòóâàííÿ pr äiéñíî ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, òîáòî
âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó îäíîðiäíîñòi òà óìîâó àäèòèâíîñòi. Äëÿ öüîãî âèáåðåìî äâà
âåêòîðè ~z1, ~z2 ∈ L i ÷èñëà λ, µ ∈ F . Ðîçêëàäåìó âåêòîðè ~z1, ~z2, λ~z1, µ~z2 â ñóìó:

~z1 = ~u1 + ~v1, ~z2 = ~u2 + ~v2 (~u1, ~u2 ∈ L1; ~v1, ~v2 ∈ L2).

Òîäi
λ~z1 = λ~u1 + λ~v1, µ~z2 = µ~u2 + µ~v2 (λ~u1, µ~u2 ∈ L1; λ~v1, µ~v2 ∈ L2),

pr(~z1) = ~u1, pr(~z2) = ~u2, pr(λ~z1) = λ~u1 = λ pr(~z1), pr(µ~z2) = µ~u2 = µ pr(~z2)

i
pr(λ~z1 + µ~z2) = λ pr(~z1) + µ pr(~z2).

5. Íåõàé {~e1, ~e2, ~e3} � áàçèñ òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó L. Òîäi âiäîáðàæåííÿ
f : L → L, f(x1~e1 + x2~e2 + x3~e3) = x3~e3 (x1, x2, x3 ∈ F )

¹ ïðîåêòóâàííÿì öüîãî òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó íà îäíîâèìiðíèé ïiäïðîñòið ç áàçèñîì
~e3 ïàðàëåëüíî äâîâèìiðíîìó ïiäïðîñòîðó ç áàçèñîì {~e1, ~e2}.

6. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ ïëîùèíà � äâîâèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ
÷èñåë. Âîíà ñêëàäà¹òüñÿ iç âåêòîðiâ íà äiéñíié ïëîùèíi, ÿêi âèõîäÿòü iç çàäàíî¨
òî÷êè � ïî÷àòêó âiäëiêó. Oáåðòàííÿ öi¹¨ ïëîùèíè íàâêîëî ïî÷àòêó âiäëiêó ¹
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì.

Òåîðåìà 1.1 Íåõàé L � n−âèìiðíèé ëiíiéíèé ïðîñòið, {~e1, ~e2, . . . , ~en} ∈ L �
éîãî áàçèñ i {~a1,~a2, . . . ,~an} ∈ L � äîâiëüíà ñèñòåìà âåêòîðiâ iç L. Òîäi iñíó¹ i
äî òîãî æ ¹äèíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð f : L → L òàêèé, ùî

f(~ei) = ~ai, i = 1, 2, . . . , n. (1)
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Äîâåäåííÿ. Â ïðèïóùåííi, ùî ëiíiéíèé îïåðàòîð f , äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ
(1) iñíó¹, äîâîäèìî éîãî ¹äèíiñòü. Ñïðàâäi, áóäü-ÿêèé âåêòîð ~x ∈ L ìîæå áóòè
¹äèíèì ÷èíîì çàïèñàíèé ó âèãëÿäi

~x =
n∑

i=1

xi~ei, x1, x2, . . . , xn ∈ F. (2)

Îäíîðiäíiñòü i àäèòèâíiñòü îïåðàòîðà f çàáåçïå÷óþòü íàì, ùî îáðàç f(~x) âåêòîðà
~x âèçíà÷à¹òüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì:

f(~x) = f

(
n∑

i=1

xi~ei

)
=

n∑
i=1

xif(~ei) =
n∑

i=1

xi~ai.

�äèíiñòü ïîòðiáíîãî îïåðàòîðà ïåðåâiðåíà. Ïåðåõîäèìî äî äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ
öüîãî îïåðàòîðà. Äîâåäåííÿ êîíñòðóêòèâíå, òîáòî ìè âêàçó¹ìî íà òîé îïåðàòîð,
äîâåñòè iñíóâàííÿ ÿêîãî íàì ïîòðiáíî, � äëÿ âåêòîðà ~x (2) ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ

f(~x) =
n∑

i=1

xi~ai.

Ïåðåâiðèìî, ùî âêàçàíå íàìè âiäîáðàæåííÿ f : L → L ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äëÿ
ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1).

Áåðåìî äâà äîâiëüíi âåêòîðè ~x, ~y ∈ L : ~x =
n∑

i=1
xi~ei, ~y =

n∑
i=1

yi~ei, i ÷èñëî λ ∈ F.

Òîäi

~x + ~y =
n∑

i=1

(xi + yi)~ei, λ~x =
n∑

i=1

λxi~ei,

f(~x + ~y) =
n∑

i=1

(xi + yi)~ai =
n∑

i=1

xi~ai +
n∑

i=1

yi~ai = f(~x) + f(~y),

f(λ~x) =
n∑

i=1

(λxi)~ai = λ

n∑
i=1

xi~ai = λf(~x).

Îäíîðiäíiñòü òà àäèòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f ïåðåâiðåíi.
Îñêiëüêè

~e1 = 1 · ~e1 + 0 · ~e2 + . . . + 0 · ~en, ~e2 = 0 · ~e1 + 1 · ~e2 + . . . + 0 · ~en, . . .

òî f(~ei) = 1 · ~ai = ~ai (i = 1, 2, . . . , n), óìîâà (1) âèêîíàíà i òåîðåìà äîâåäåíà
ïîâíiñòþ.
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Ïðèêëàäè.
1. Â ÷îòèðèâèìiðíîìó ïðîñòîði ç áàçèñîì {~e1, ~e2, ~e3, ~e4} âiçüìåìî ÷îòèðè âåêòîðè

~a1 = 2~e1−3~e2−7~e3+~e4, ~a2 = −~e2+3~e4, ~a3 = −~e1−~e2−~e3+9~e4, ~a4 = −~e2+3~e4,

Ëiíiéíèé îïåðàòîð f , ÿêèé ïåðåâîäèòü âåêòîðè ~ei ó âåêòîðè ~ai (i = 1, 2, 3, 4),
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó âåêòîðó ~x = (x1, x2, x3, x4) âåêòîð ç êîîðäèíàòàìè

f(~x) = {2x1 − x3, −3x1 − x2 − x3 − x4, −7x1 − x3, x1 + 3x2 + 9x3 + 3x4}.
2. Ðîçãëÿäà¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið L âñiõ äiéñíèõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä çìiííî¨ x, ÿêi

ìàþòü ñòåïiíü n àáî ìåíøå. Ïîõiäíà âiä ìíîãî÷ëåíà iç L ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì,
îñêiëüêè ïîõiäíà âiä ñóìè äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ ¹ ñóìîþ ïîõiäíèõ äîäàíêiâ i ñêàëÿð
(÷èñëî) ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê ïîõiäíî¨.

3. Ðîçãëÿäà¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið L âñiõ äiéñíèõ ìíîãî÷ëåíiâ Pn(x) âiä çìiííî¨
x, ÿêi ìàþòü ñòåïiíü n àáî ìåíøå. Îñêiëüêè âèçíà÷åíèé iíòåãðàë âiä ñóìè äâîõ
ìíîãî÷ëåíiâ ¹ ñóìîþ iíòåãðàëiâ äîäàíêiâ i ñêàëÿð (÷èñëî) ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê
iíòåãðàëà, òî âiäîáðàæåííÿ f

Pn(x)
f7→ Qn(x) =

1

x

x∫

0

Pn(t) dt

¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì.
4. Ðîçãëÿäà¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið L âñiõ ôóíêöié f(x), ÿêi ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi f(x) = a sin x+ b cos x. Çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨ â öüîìó ïðîñòîði ¹ ëiíiéíèì
îïåðàòîðîì.

5. Íåõàé L ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì ñòîâï÷èêiâ çàäàíî¨ äîâæèíè n, åëåìåíòàìè
ÿêèõ ¹ ÷èñëà, ùî íàëåæàòü ïåâíîìó ïîëþ. Òîäi âiäîáðàæåííÿ f , ùî ñòàâèòü ó
âiäïîâiäíiñòü ñòîâï÷èêó äîáóòîê öüîãî ñòîâï÷èêà çëiâà íà çàäàíó ìàòðèöþ An×n

¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì f : L → L.
6.Íåõàé L äiéñíèé äâîâèìiðíèé àðèôìåòè÷íèé ëiíiéíèé ïðîñòið. Çíàéòè ëiíiéíèé

îïåðàòîð f : L → L, ÿêèé ïåðåâîäèòü âåêòîðè ~a1 = {3, 2}, ~a2 = {1, 1} âiäïîâiäíî
ó âåêòîðè ~b1 = {5, 5}, ~b2 = {4, 7}, òîáòî

~b1 = f(~a1), ~b2 = f(~a2).

Âèðàç "çíàéòè ëiíiéíèé îïåðàòîð" îçíà÷à¹, ùî ïîòðiáíî çíàéòè ïðàâèëî, çãiäíî
ç ÿêèì êîæíîìó âåêòîðó ~x ∈ L ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü éîãî îáðàç f(~x).

Âåêòîð ~x = {x1, x2} çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi ~x = t1 ·~a1+t2 ·~a2. Â òàêèõ ïîçíà÷åííÿõ
(

x1

x2

)
=

(
3 2
1 1

)(
t1
t2

)
.
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i (
t1
t2

)
=

(
3 2
1 1

)−1 (
x1

x2

)
=

(
1 −2
−1 3

)(
x1

x2

)
=

(
x1 − 2x2

−x1 + 3x2

)
,

àáî
t1 = x1 − 2x2, t2 = −x1 + 3x2.

Òåïåð f(~x) = t1f(~a1) + t2f(~a2) = (x1 − 2x2)~b1 + (−x2 + 3x2)~b2 =

= {(x1 − 2x2)5 + (−x2 + 3x2)4, (x1 − 2x2)5 + (−x2 + 3x2)7}.
Îòæå âiäïîâiääþ áóäå

f(~x) = {x1 + 2x2, −2x1 + 11x2}.

1.3 Ðàíã òà äåôåêò ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
Çàóâàæèìî, ùî êîæíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð f ïåðåâîäèòü íóëüîâèé âåêòîð â

íóëüîâèé. Öå âèïëèâà¹ ç îäíîðiäíîñòi:

f(0 ·~0) = 0 · f(~0) = 0 ·~0 = ~0.

Âèçíà÷åííÿ 1.2 Äëÿ çàäàíîãî îïåðàòîðà f : L → L̃ ìíîæèíà

ker f = {~x ∈ L| f(~x) = ~0}
íàçèâà¹òüñÿ ÿäðîì, à ìíîæèíà

im f = {~y ∈ L̃| ~y = f(~x) äëÿ äåÿêîãî ~x ∈ L.}
íàçèâà¹òüñÿ îáðàçîì öüîãî îïåðàòîðà. Îáðàç íàçèâàþòü òàêîæ êîÿäðîì, à ÿäðî
iíêîëè íàçèâàþòü êîîáðàçîì îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 1.2 Íåõàé ìà¹ìî ëiíiéíèé îïåðàòîð f : L → L̃; L, L̃ � ëiíiéíi ïðîñòîðè
íàä ïîëåì F . ßäðî i îáðàç îïåðàòîðà f ¹ ïiäïðîñòîðàìè L òà L̃ âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè f(~0) = ~0, òî i ÿäðî i îáðàç ìiñòÿòü â ñîái íóëüîâèé
âåêòîð.

Âèáåðåìî áóäü-ÿêi äâà âåêòîðè ~x, ~y ∈ L λ, µ ∈ F . ßêùî ~x, ~y ∈ ker f , òî f(~x) =
f(~y) = ~0,

f(λ~x + µ~y) = λf(~x) + µf(~y) = ~0,

i λ~x + µ~y ∈ ker f . Äîâåäåííÿ òîãî, ùî ker f ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L

çàâåðøåíå.
Âèáåðåìî òåïåð áóäü-ÿêi äâà âåêòîðè ~x, ~y ∈ L̃ λ, µ ∈ F . ßêùî ~x, ~y ∈ im f , òî

f(~x′) = ~x, f(~y′) = ~y äëÿ äåÿêèõ ~x′, ~y′ ∈ L i

f(λ~x′ + µ~y′) = λ~x + µ~y.
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À öå îçíà÷à¹, ùî λ~x+µ~y ∈ im f. Äîâåäåííÿ òîãî, ùî im f ¹ ïiäïðîñòîðîì ëiíiéíîãî
ïðîñòîðó L̃ çàâåðøåíå.

Âèçíà÷åííÿ 1.3 Âèìiðíiñòü ÿäðà îïåðàòîðà f íàçèâà¹òüñÿ äåôåêòîì i ïîçíà-
÷à¹òüñÿ def f , à âèìiðíiñòü îáðàçó íàçèâà¹òüñÿ ðàíãîì ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ
f i ïîçíà÷à¹òüñÿ rang f :

dim ker f = def f, dim im f = rang f.

Ïðèêëàäè.
1. Îáðàçîì îïåðàòîðà îáåðòàííÿ ïëîùèíè áóäå âñÿ ïëîùèíà, îñêiëüêè êîæåí

âåêòîð ¹ îáðàçîì. Âiäïîâiäíî, ðàíã öüîãî îïåðàòîðà äîðiâíþ¹ 2. Â íóëüîâèé âåêòîð
ïðè îáåðòàííi ïåðåõîäèòü ëèøå íóëüîâèé âåêòîð. Òîìó ÿäðî â öüîãî îïåðàòîðà
çáiãà¹òüñÿ ç íóëüîâèì ïiäïðîñòîðîì (êàæóòü � íóëüîâå, àáî òðèâiàëüíå ÿäðî).
Âiäïîâiäíî, äåôåêò îïåðàòîðà îáåðòàííÿ äîðiâíþ¹ íóëþ.

2. Äåôåêò îïåðàòîðà ïðîåêòóâàííÿ íà âiñü ïàðàëåëüíî ïëîùèíi äîðiâíþ¹ 2, à
ðàíã äîðiâíþ¹ 1.

3. Äåôåêò íóëüîâîãî îïåðàòîðà 0 : L → L̃ äîðiâíþ¹ âèìiðíîñòi âñüîãî ïðîñòîðó
L, à ðàíã äîðiâíþ¹ íóëþ.

4. Ðàíã îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà id : L → L äîðiâíþ¹ âèìiðíîñòi âñüîãî ïðîñòîðó
L, à äåôåêò äîðiâíþ¹ íóëþ.

Òåîðåìà 1.3 Íåõàé f : L → L̃ � ëiíiéíèé îïåðàòîð, L � ñêií÷åííîâèìiðíèé
ïðîñòið íàä ïîëåì F . Òîäi

rang f + def f = dim L. (3)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé dim L = n, rang f = p, def f = q.

Âèáåðåìî â L áàçèñ {~e1, ~e2, . . . , ~en}. Îñêiëüêè êîæåí âåêòîð ~x ∈ L ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi ~x =

n∑
i=1

xi~ei (x1, x2, . . . , xn ∈ F ), òî êîæåí âåêòîð f(~x) ∈ im f

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi f(~x) =
n∑

i=1
xif(~ei). Òîìó im f ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ

âåêòîðiâ {f(~e1), f(~e2), . . . , f(~en)} ∈ L̃ i âåêòîðè ~e1, . . . , ~en ìîæíà ïiäiáðàòè òàê,
ùîá âåêòîðè {f(~e1), . . . , f(~ep)} óòâîðþâàëè áàçèñ im f .

Iç îçíà÷åííÿ áàçèñó âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî i = p+1, p+2, . . . , n âåêòîðè
f(~e1), . . . , f(~ep), f(~ei) ¹ ëiíiéíî çàëåæíèìè i äëÿ äåÿêèõ b1, b2, . . . , bp, bi ∈ F , ñåðåä
ÿêèõ ¹ íåíóëüîâå ÷èñëî, áóäå âèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü

b1f(~e1) + b2f(~e2) + . . . + bpf(~ep) + bif(~ei) = ~0. (4)
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×èñëî bi â (4) ¹ íåíóëüîâèì � â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó âåêòîðè f(~e1), . . . , f(~ep)
áóëè á ëiíiéíî çàëåæíèìè. Îòæå ðiâíiñòü (4) ìîæíà ðîçäiëèòè íà bi i äëÿ äåÿêèõ
ai1, ai2, . . . , aip ∈ F ìîæíà çàïèñàòè

ai1f(~e1) + ai1f(~e1) + . . . + aipf(~ep) = f(~ei), i = p + 1, p + 2, . . . , n,

àáî
f

(
~ei −

p∑
j=1

aij~ej

)
= ~0, i = p + 1, p + 2, . . . , n, (5)

Ïîçíà÷èìî
~ui−p = ~ei −

p∑

j=1

aij~ej.

Ðiâíîñòi (5) ïîêàçóþòü, ùî ~u1, ~u2, . . . , ~un−p íàëåæàòü ÿäðó. Iç ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi
âåêòîðiâ ~e1, ~e2, . . . , ~en âèïëèâà¹ ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü âåêòîðiâ ~u1, ~u2, . . . , ~un−p. Òîìó
ìà¹ìî äîâåäåíó íåðiâíiñòü

def f ≥ n− p. (6)
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L1 ⊆ L ïiäïðîñòið ç áàçèñîì {~e1, ~e2, . . . , ~ep}. Iç ëiíiéíî¨ íåçà-

ëåæíîñòi âåêòîðiâ f(~e1), f(~e2), . . . , f(~ep) âèïëèâà¹, ùî

L1 ∩ ker f = ~0.

Iç âiäîìî¨ ðiâíîñòi

dim(L1 + ker f) = dim L1 + dim ker f − dim(L1 ∩ ker f)

îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

dim(L1 + ker f) = dim L1 + dim ker f,

íåðiâíiñòü
p + def f ≤ n

i, âiäïîâiäíî, íåðiâíiñòü
def f ≤ n− p. (7)

Íåðiâíîñòi (6) òà (7) äîâîäÿòü ðiâíiñòü (3).

1.4 Îáìåæåííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà íà iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið
Íàäàëi áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó L

íàä ïîëåì F â ñåáå, òîáòî ëiíiéíi îïåðàòîðè f : L → L.
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Âèçíà÷åííÿ 1.4 Ïiäïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ iíâàðiàíòíèì, êîëè îáðàç êîæíîãî
âåêòîðà iç öüîãî ïiäïðîcòîðó çíîâó ëåæèòü â öüîìó ïiäïðîñòîði.

Ïðèêëàäè.
1.Îñêiëüêè îáðàç íóëüîâîãî âåêòîðà ¹ íóëüîâèì âåêòîðîì, òî íóëüîâèé ïiäïðîñ-

òið ¹ iíâàðiàíòíèì. Îñêiëüêè îáðàçè âñiõ âåêòîðiâ ìiñòÿòüñÿ ó öiëîìó ïðîñòîði, òî
âåñü ëiíiéíèé ïðîñòið ¹ iíâàðiàíòíèì. Òàêèì ÷èíîì, òðèâiàëüíi ëiíiéíi ïiäïðîñòîðè
¹ iíâàðiàíòíèìè.

2. Îáðàç i ÿäðî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ¹ iíâàðiàíòíèìè ïiäïðîñòîðàìè.
Iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòè äîçâîëÿþòü áóäóâàòè îáìåæåííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà íà

ïiäïðîñòið � öi äâà îïåðàòîðè (âåñü i îáìåæåííÿ) âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå îáëàñòþ
âèçíà÷åííÿ. Îäèí äi¹ íà âñüîìó ïðîñòîði, à äðóãèé � íà iíâàðiàíòíîìó ïiäïðîñòîði.

Òåîðåìà 1.4 Ñóìà iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì.
Ïåðåòèí äâîõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ¹ iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L1, L2 � äâà iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
f . ßêùî ~z ∈ L1 + L2 i ~z = ~x + ~y äëÿ äåÿêèõ ~x ∈ L1, ~y ∈ L2, òî

f(~x) ∈ L1, f(~y) ∈ L2 ⇒ f(~z) = f(~x) + f(~y) ∈ L1 + L2.

Îòæå ñóìà iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì.
Íåõàé ~x ∈ L1 ∩ L2. Òîäi ~x ∈ L1 i f(~x) ∈ L1; ~x ∈ L2 i f(~x) ∈ L2, îòæå

f(~x) ∈ L1 ∩ L2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè çàâåðøåíå.

Âèçíà÷åííÿ 1.5 Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið, i M � iíâàðiàíòíèé äëÿ ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà f ïiäïðîñòið. Òîäi ëiíiéíèé îïåðàòîð g : M → M , ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
óìîâîþ g(~x) = f(~x) äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ~x ∈ M íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåííÿì f

íà M i ïîçíà÷à¹òüñÿ
g = f |M .

2 Àëãåáðà ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.
2.1 Äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ
Âèçíà÷åííÿ 2.1 ßêùî f, g � äâà ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ âåêòîðíîãî ïðîñòîðó L,
òî âiäîáðàæåííÿ h1 : L → L, ÿêå âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

h1(~x) = f(~x) + g(~x),
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¹ ëiíiéíèì. Öå ïåðåòâîðåííÿ íàçèâà¹òüñÿ ñóìîþ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü f òà g
i ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç

h1 = f + g.

Òàêîæ ëiíiéíèì áóäå ïåðåòâîðåííÿ h2 : L → L, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

h2(~x) = f(g(~x)).

Ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ h2 íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì (àáî êîìïîçèöi¹þ) ïåðåòâî-
ðåíü f òà g i ïîçíà÷à¹òüñÿ

h2 = fg.

Ïðèêëàä. Íåõàé ëiíiéíèé ïðîñòið L ðîçêëàäåíèé ó ïðÿìó ñóìó äâîõ ïiäïðî-
ñòîðiâ L1 òà L2, ëiíiéíèé îïåðàòîð f ¹ ïðîåêòóâàííÿì íà L2 ïàðàëåëüíî L1, à g ¹
ïðîåêòóâàííÿì íà L1 ïàðàëåëüíî L2. Òîäi fg = gf = 0, a f + g = id .

Âèçíà÷åííÿ 2.2 ßêùî äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f 2 = f, òî òàêèé îïåðàòîð
íàçèâàþòü iäåìïîòåíòíèì. ßêùî f 2 = id, òî òàêèé îïåðàòîð íàçèâàþòü
iíâîëþòèâíèì. ßêùî äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü fn = 0,
òî òàêèé îïåðàòîð íàçèâàþòü íiëüïîòåíòíèì.

Ïðèêëàäè.
1. Âñi îïåðàòîðè ïðîåêòóâàííÿ ¹ iäåìïîòåíòíèìè. Îïåðàòîð îáåðòàííÿ ïëîùèíè

íà 180 ãðàäóñiâ ¹ iíâîëþòèâíèì.
2. Îáìåæåííÿ iäåìïîòåíòíîãî îïåðàòîðà íà îáðàç ¹ îäèíè÷íèì îïåðàòîðîì. Öå

âèïëèâà¹ iç òîòîæíîñòi f(f(~x)) = f(~x).

Òåîðåìà 2.1 Ìíîæåííÿ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü àñîöiàòèâíå, àëå íå êîìóòàòèâíå.
Îäèíè÷íå ïåðåòâîðåííÿ ãðà¹ ðîëü îäèíèöi ïðè ìíîæåííi, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî
îïåðàòîðà f âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

id ·f = f · id = f. (8)

Íóëüîâèé îïåðàòîð ãðà¹ ðîëü íóëÿ ïðè ìíîæåííi, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà
f âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

0 · f = f · 0 = 0. (9)

Äîâåäåííÿ. Ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü àñîöiàòèâíå � öå ââàæà¹ìî âiäîìèì. À
ìíîæåííÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ¹ îêðåìèì âèïàäêîì ìíîæåííÿ âiäîáðàæåíü. Òîìó
ìíîæåííÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ àñîöiàòèâíå.

Êîëè ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî ìíîæåííÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íå êîìóòàòèâíå, òî
ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî iñíóþþòü ëiíiéíi îïåðàòîðè f, g òàêi, ùî fg 6= gf . Ïðèêëàäîì,
ÿêèé äîâîäèòü íåêîìóòàòèâíiñòü, ¹ îïåðàòîð f ïðîåêòóàííÿ ïëîùèíè íà ïðÿìó
ïàðàëåëüíî iíøié ïðÿìié i îïåðàòîð îáåðòàííÿ öi¹¨ ïëîùèíè íà êóò π

2
.
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Ðiâíîñòi (8), (9) ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì iç îçíà÷åíü îïåðàòîðiâ id, 0 òà ìíîæåííÿ
îïåðàòîðiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà ðàçîì ç àñîöiàòèâíîþ áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ íàçèâà¹òñüÿ
íàïiâãðóïîþ. Òàêèì ÷èíîì, ëiíiéíi ïåðåòâîðåííÿ çàäàíîãî ïðîñòîðó ðàçîì ç îïåðà-
öi¹þ ìíîæåííÿ óòâîðþþòü íàïiâãðóïó. Âîíè óòâîðþþòü íàïiâãðóïó òàêîæ ç îïåðà-
öi¹þ äîäàâàííÿ.

Òåîðåìà 2.2 Äîäàâàííÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ àñîöiàòèâíå, êîìóòàòèâíå. Ñåðåä
ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ iñíó¹ íóëüîâèé i äëÿ êîæíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà iñíó¹
ïðîòèëåæíèé.

Äîâåäåííÿ.Íàÿâíiñòü çàÿâëåíèõ âëàñòèâîñòåé ó ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà äàíîìó
ëiíiéíîìó ïðîñòîði âèïëèâà¹ iç íàÿâíîñòi âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé â ëiíiéíîìó
ïðîñòîði, íà ÿêîìó äiþòü îïåðàòîðè.

Íàãàäà¹ìî, ùî ìíîæèíà ç äâîìà áiíàðíèìè àñîöiàòèâíèìè îïåðàöiÿìè ìíîæåííÿ
òà äîäàâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì, ÿêùî ðàçîì ç äîäàâàííÿì öÿ ìíîæèíà óòâîðþ¹
êîìóòàòèâíó ãðóïó, à ìiæ ñîáîþ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ çâ'ÿçàíi äèñòðèáóòèâíèìè
çàêîíàìè. Òåîðåìà 2.2 äîçâîëÿ¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî ëiíiéíi îïåðàòîðè íà çàäàíîìó
ëiíiéíîìó ïðîñòîði óòâîðþþòü êiëüöå.

2.2 Ìíîæåííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà íà ÷èñëî
Âèçíà÷åííÿ 2.3 Äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði L i ÷èñëà
λ ∈ F âiäîáðàæåííÿ

h3 : L → L, ~x 7→ h3(~x) = λf(~x)

íàçèâà¹òüñÿ äîáóòêîì f íà ÷èñëî λ i ïîçíà÷à¹òüñÿ

h3 = λf.

Òåîðåìà 2.3 Âñi ëiíiéíi îïåðàòîðè, ùî äiþòü â ëiíiéíîìó ïðîñòîði L íàä ïîëåì
F ðàçîì ç îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî óòâîðþþòü âåêòîðíèé
ïðîñòið End L âèìiðíîñòi n2, äå n � âèìiðíiñòü L.

ßêùî ~e1, ~e2, . . . , ~en � áàçèñ â L, òî áàçèñîì âåêòîðíîãî ïðîñòîðó ëiíiéíèõ
îïåðàòîðiâ íà L ìîæíà âçÿòè ëiíiéíi îïåðàòîðè

fij : L → L,

ùî âèçíà÷åíi óìîâàìè

fij(~ek) =

{
~ej, ÿêùî i = k,

0, ÿêùî i 6= k.
(10)
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Äîâåäåííÿ. Ùîá äîâåñòè, ùî ëiíiéíi îïåðàòîðè iç End L óòâîðþþòü ëiíiéíèé
ïðîñòið, ïîòðiáíî çãàäàòè àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó i ïåðåâiðèòè ¨õ âèêîíàííÿ â
End L.

Àêñiîìè ëiíiéíîãî ïðîñòîðó

1. Ðàçîì ç äîäàâàííÿì End L óòâîðþ¹ êîìóòàòèâíó ãðóïó:
∀f, g, h ∈ End L : f + (g + h) = (f + g) + h (àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ);
∃ 0 ∈ End L ∀f ∈ End L : f + 0 = 0 + f = f (iñíóâàííÿ 0);
∀f ∈ End L ∃(−f) ∈ End L : f + (−f) = (−f) + f = 0 (êîæåí åëåìåíò ìà¹
ïðîòèëåæíèé);
∀f, g,∈ End L : f + g = g + f (êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ).

2. Àêñiîìè ìíîæåííÿ íà ÷èñëî:
∀λ, µ ∈ F ∀f ∈ End L : (λµ)f = λ(µf) (àñîöiàòèâíiñòü);
∀f ∈ End L : 1 · f = f (óíiòàðíiñòü).

3. Äèñòðèáóòèâíi çàêîíè:
∀λ, µ ∈ F ∀f ∈ End L : (λ + µ)f = λf + µf ;
∀λ ∈ F ∀f, g ∈ End L : λ(f + g) = λf + λg.

Âñi àêñiîìè ïåðåâiðÿþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé îïåðàöié
íàä âåêòîðàìè. Äîâåäåìî âèêîíàííÿ îäíi¹¨ àêñiîìè, à ñàìå: àñîöiàòèâíiñòi äîäà-
âàííÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

Íåõàé ìà¹ìî òðè ëiíiéíi îïåðàòîðè: f, g, h ∈ End L.. Äîâåäåìî, ùî

f + (g + h) = (f + g) + h. (11)

Äâà ëiíiéíi îïåðàòîðè çáiãàþòüñÿ, êîëè îáðàçè îäíîãî i òîãî æ åëåìåíòà ïiä äi¹þ
öèõ îïåðàòîðiâ çáiãàþòüñÿ. Îòæå, äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè (11) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî
äîâåñòè ðiâíiñòü

(f + (g + h))(~x) = ((f + g) + h)(~x). (12)
äëÿ êîæíîãî âåêòîðà ~x ∈ L. Ç âèêîðèñòàííÿì àñîöiàòèâíîñòi äîäàâàííÿ âåêòîðiâ,
òà ç âèêîðèñòàííÿì îçíà÷åííÿ äîäàâàííÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ðiâíiñòü (12) ïåðå-
âiðÿ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

(f + (g + h))(~x) = f(~x) + (g + h)(~x) = f(~x) + (g(~x) + h(~x)) =

= (f(~x) + g(~x)) + h(~x) = (f + g)(~x) + h(~x) = ((f + g) + h)(~x).

Ðåøòà àêñiì ïåðåâiðÿþòüñÿ ïîäiáíèì ÷èíîì. Îòæå, ââàæà¹ìî äîâåäåíèì, ùî
ëiíiéíi îïåðàòîðè óòâîðþþòü ëiíiéíèé ïðîñòið.

Ïåðåõîäèìî äî îáãðóòóâàííÿ òîãî, ùî ëiíiéíi îïåðàòîðè fij (i, j = 1, 2, . . . , n) ¹
áàçèñîì ïðîñòîðó ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ. Ñïî÷àòêó âiäìiòèìî, ùî ëiíiéíi îïåðàòîðè
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fij âèçíà÷åíi êîðåêòíî, öå íàì çàáåçïå÷ó¹ òåîðåìà 1.1. Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî
îïåðàòîðè fij óòâîðþþòü áàçèñ, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî äîâåñòè ïîâíîòó i ëiíiéíó
íåçàëåæíiñòü îáðàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ.

Ïîâíîòà îçíà÷à¹, ùî áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð f ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
âèáðàíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ. Ïåðåâiðèìî öå. Íåõàé

f(~ei) =
n∑

j=1

aij~ej.

Òîäi

f(~ei) =
n∑

j=1

aijfij(~ei),

i
f =

n∑

j=1

aijfij.

Ïîâíîòà ïåðåâiðåíà.
Ïåðåõîäèìî äî äîâåäåííÿ ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ fij. Âèáå-

ðåìî äîâiëüíó ëiíiéíó êîìáiíàöiþ
n∑

i,j=1

aijfij (13)

öèõ âåêòîðiâ, ÿêà äîðiâíþ¹ íóëþ (íóëüîâîìó ëiíiéíîìó îïåðàòîðó), i äîâåäåìî, ùî
âñi ÷èñëà ak,j k, j = 1, 2, . . . , n, äîðiâíþþòü íóëþ.

Îñêiëüêè ëiíiéíèé îïåðàòîð (13) íóëüîâèé, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî áàçèñíîãî âåêòîðà
~ek áóäå

n∑
i,j=1

aijfij(~ek) =
n∑

j=1

akj~ej = 0 (14)

Îñêiëüêè áàçèñíi âåêòîðè îáîâ'ÿçêîâî íåçàëåæíi, òî îñòàííÿ ðiâíiñòü ìîæëèâà â
òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè âñi ÷èñëà akj (∀k, j = 1, n) äîðiâíþþòü íóëþ.

Òåîðåìà äîâåäåíà ïîâíiñòþ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ëiíiéíèé ïðîñòið, ÿêèé â òîé æå ÷àñ ¹ êiëüöåì, íàçèâà¹òü ëiíiéíîþ
àëãåáðîþ. Îòæå ìíîãî÷ëåíè óòâîðþþòü ëiíiéíó àëãåáðó, êâàäðàòíi ìàòðèöi çàäàíîãî
ðîçìiðó óòâîðþþòü ëiíiéíó àëãåáðó. Ìè äîâåëè, ùî òàêîæ ëiíiéíi îïåðàòîðè óòâî-
ðþþòü i êiëüöå i ëiíiéíèé ïðîñòið, îòæå ìà¹ìî îáãðóíòîâàíîþ òåîðåìó

Òåîðåìà 2.4 Ëiíiéíi îïåðàòîðè, ùî äiþòü â çàäàíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði óò-
âîðþþòü ëiíiéíó àëãåáðó.
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2.3 Îïåðàòîð, ùî îáåðíåíèé äî äàíîãî
Âèçíà÷åííÿ 2.4 Êîëè äëÿ äâîõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ f, g âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

fg = gf = id,

òî îïåðàòîðè f, g íàçèâàþòü âçà¹ìíî îáåðíåíèìè. (îïåðàòîð g îáåðíåíèé äî
îïåðàòîðà f , à îïåðàòîð f îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà g). Â öüîìó âèïàäêó ïèøóòü

f = g−1, g = f−1.

Çà îçíà÷åííÿì, ÿêùî çàäàíèé îïåðàòîð f ìà¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð f−1, òî
ìîæíà ïèñàòè

~y = f(~x) ⇔ ~x = f−1(~y).

Òåîðåìà 2.5 Ëèíiéíèé îïåðàòîð ìà¹ îáåðíåíèé (òîáòî ¹ îáîðîòíèì) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âií ¹ ái¹êòèâíèì.

Äîâåäåííÿ. Áóäü-ÿêå âiäîáðàæåííÿ ìà¹ îáåðíåíå òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíî
ái¹êòèâíå � öåé ôàêò ââàæà¹ìî âiäîìèì (íàïðèêëàä, ç êóðñó ìàòåìàòè÷íîãî
àíàëiçó). Îòæå, êîëè îïåðàòîð ìà¹ îáåðíåíèé, òî âií ¹ ái¹êòèâíèì. Ïîòðiáíî
ïåðåâiðÿòè ëèøå, ùî êîëè âií ái¹êòèâíèé, òî â òàêîìó âèïàäêó âií ìà¹ îáåðíåíèé
(òîáòî éîãî îáåðåíåíå âiäîáðàæåííÿ ¹ ëiíiéíèì).

Íåõàé f : L → L ¹ ái¹êòèâíèì ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, òîáòî ái¹êòèâíèì âiäîáðà-
æåííÿì, i g : L → L ¹ îáåðíåíèì âiäîáðàæåííÿì. Ïîáðiáíî ïåðåâiðèòè, ùî g ¹
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, òîáòî âèêîíàííÿ óìîâ

∀~a,~b ∈ L ∀λ ∈ F : g(~a +~b) = g(~a) + g(~b), g(λ~a) = λg(~a). (15)

Âèáåðåìî ~a,~b ∈ L i λ ∈ F . Îñêiëüêè îïåðàòîð f ái¹êòèâíèé, òî äëÿ äåÿêèõ
âåêòîðiâ ~a′, ~b′ ∈ L áóäóòü âèêîíóâàòèñÿ ðiâíîñòi

f(~a′) = ~a, f(λ~a′) = λ~a, f(~b′) = ~b, f(~a′ + ~b′) = ~a +~b,

i, âiäïîâiäíî, ðiâíîñòi
~a′ = g(~a), λ~a′ = g(λ~a), ~b′ = g(~b), ~a′ + ~b′ = g(~a +~b).

Ãðóíòóþ÷èñü íà îñòàííiõ ðiâíîñòÿõ ðîáèìî âèñíîâîê ïðî ïðàâèëüíiñòü (15).

Òåîðåìà 2.6 Ëiíiéíèé îïåðàòîð f : L → L ñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòðîðó L

ìà¹ îáåðíåíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ îäíà iç ðiâíîñòåé:

rang f = dim L, def f = 0.
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Äîâåäåííÿ.
Çãiäíî ç òåîðåìîþ 1.3 óìîâè rang f = dim L òà def f = 0 ðiâíîñèëüíi. À óìîâà

rang f = dim L ðiâíîñèëüíà óìîâi ái¹êòèâíîñòi, ÿêà ðiâíîñèëüíà óìîâi iñíóâàííÿ
îáåðíåíîãî îïåðàòîðà çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.5.

Ïðèêëàä. Îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà îáåðòàííÿ ïëîùèíè ¹ îáåðòàííÿ íà ïðîòè-
ëåæíèé êóò. Îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà ìíîæåííÿ íà ÷èñëî ¹ îïåðàòîð ìíîæåííÿ
íà îáåðíåíå ÷èñëî.

Òåîðåìà 2.7 Îáîðîòíi îïåðàòîðè (òi, ùî ìàþòü îáåðíåíi) ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
óòâîðþþòü ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó.

Äîâåäåííÿ.Íàãàäà¹ìî, ùî ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ íàçèâàþòü íåïîðîæíþ
ìíîæèíó ðàçîì ç áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ, ÿêà íàçâàíà ìíîæåííÿì,
ïðè÷îìó öÿ ìíîæèíà ìiñòèòü îäèíèöþ i êîæåí åëåìåíò ìà¹ îáåðíåíèé. Îñêiëüêè
ìíîæåííÿ îïåðàòîðiâ àñîöiàòèâíå, îäèíè÷íèé îïåðàòîð ìà¹ îáåðíåíèé, i êîæåí
îáîðîòíèé îïåðàòîð çà îçíà÷åííÿì ìà¹ îáåðíåíèé, òî äîâîäèòè ïîòðiáíî ëèøå òå,
ùî äîáóòîê îáîðîòíèõ îïåðàòîðiâ ¹ îáîðîòíèì îïåðàòîðîì.

Íåõàé f, g � äâà îáîðîòíi îïåðàòîðè i f−1, g−1 � îáåðíåíi äî öèõ îïåðàòîðiâ.
Òîäi

(f · g) · (g−1 · f−1) = f · (g · g−1) · f−1 = id .

Îòæå îáåðíåíèì äî îïåðàòîðà f · g áóäå îïåðàòîð g−1 · f−1.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè çàâåðøåíå.

3 Ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
3.1 Îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
Âèçíà÷åííÿ 3.1 Ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f : L → L â çàäàííîìó áàçèñi
{~e1, ~e2, . . . , ~en} ∈ L íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ, ñòîâï÷èêè ÿêî¨ óòâîðåíi êîîðäèíàòàìè
îáðàçiâ áàçèñíèõ âåêòîðiâ ïðè âiäîáðàæåííi f . Òîáòî êîëè

f(~e1) = a11~e1 + a21~e2 + . . . + an1~en = {a11, a21, . . . , an1},
f(~e2) = a12~e1 + a22~e2 + . . . + an2~en = {a12, a22, . . . , an2},

. . .

f(~en) = a1n~e1 + a2n~e2 + . . . + ann~en = {a1n, a2n, . . . , ann},
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òî ìàòðèöåþ A = Af îïåðàòîðà f áóäå ìàòðèöÿ

A = Af =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann


 .

Ïðèêëàäè.
1. Ìàòðèöåþ îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà ¹ îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.
2. Ìàòðèöåþ íóëüîâîãî îïåðàòîðà ¹ íóëüîâà ìàòðèöÿ.
3. Ìàòðèöåþ îáåðòàííÿ ïëîùèíè íà çàäàíèé êóò ϕ ¹ ìàòðèöÿ

(
cos ϕ − sin ϕ

sin ϕ cos ϕ

)
.

4. Íåõàé L ëiíiéíèé ïðîñòið ç áàçèñîì {~e1, ~e2, ~e3, ~e4} i f : L → L � ëiíiéíèé
îïåðàòîð, äëÿ ÿêîãî

f(~e1) = f(~e2) = 7~e1 − ~e2 + 5~e4, f(~e3) = 2~e2 + ~e3 − 6~e4, f(~e4) = ~e1 + ~e2 + ~e3.

Ìàòðèöåþ îïåðàòîðà f â áàçèñi ~e1, ~e2, ~e3, ~e4 áóäå



7 7 0 1
−1 −1 2 1
0 0 1 1
5 5 −6 0




Òåîðåìà 3.1 Êîëè â ëiíiéíîìó ïðîñòîði L âèáðàíî áàçèñ, ìàòðèöÿ A ¹ ìàòðèöåþ
ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f : L → L â öüîìó áàçèñi, âåêòîðè ~x, ~y ìàþòü êîîðäèíàòè
~x = {x1, x2, . . . , xn}, ~y = {y1, y2, . . . , yn}, òî




y1

y2...
yn


 = A




x1

x2...
xn


 ⇔ ~y = f(~x). (16)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {~e1, ~e2, . . . , ~en} � áàçèñ L,

f(~ei) =
n∑

j=1

aji~ej,

i, âiäïîâiäíî,

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann
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Íåõàé òàêîæ
~x =

n∑
i=1

xi~ei, ~y =
n∑

i=1

yi~ei,

Òîäi

~y = f(~x) =
n∑

i=1

xif(~ei) =
n∑

i=1

xi

n∑
j=1

aji~ej =
n∑

j=1

(
n∑

i=1

ajixi

)
~ej ⇔ yj =

n∑
i=1

ajixi(j = 1, n).

Òåîðåìà 3.2 Êîëè â n−âèìiðíîìó ëiíiéíîìó ïðîñòîði ¹ âèáðàíèé áàçèñ, òî
âiäîáðàæåííÿ, ùî ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó îïåðàòîðó éîãî ìàòðèöþ,
¹ içîìîðôiçìîì ìiæ àëãåáðîþ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ i àëãåáðîþ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü
ðîçìiðó n× n, òîáòî

• öå âiäîáðàæåííÿ ¹ ái¹êòèâíèì;

• ñóìi äâîõ îïåðàòîðiâ ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ñóìà ìàòðèöü öèõ îïåðà-
òîðiâ;

• äîáóòêó äâîõ îïåðàòîðiâ ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü äîáóòîê ìàòðèöü öèõ
îïåðàòîðiâ;

• íóëüîâîìó îïåðàòîðó ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü íóëüîâà ìàòðèöÿ;

• îäèíè÷íîìó îïåðàòîðó ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü îäèíè÷íà ìàòðèöÿ;

• ïðîòèëåæíîìó îïåðàòîðó ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ïðîòèëåæíà ìàòðèöÿ;

• îáåðíåíîìó îïåðàòîðó ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü îáåðíåíà ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ.Êðîêè äîâåäåííÿ îäíîòèïíi, òîìó çóïèíèìîñÿ ëèøå íà îäíîìó ïóíêòi:
äîáóòêó îïåðàòîðiâ ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü äîáóòîê âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü.

Íåõàé {~e1, ~e2, . . . , ~en} áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó L, íåõàé â öüîìó áàçèñi ëiíiéíi
îïåðàòîðè f, g, h = f · g ìàþòü ìàòðèöi A, B, C

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann


 , B =




b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n... ... . . . ...
bn1 bn2 . . . bnn


 , C =




c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n... ... . . . ...
cn1 cn2 . . . cnn




Çà îçíà÷åííÿì ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

f(~ei) =
n∑

j=1

aji~ej, g(~ei) =
n∑

j=1

bji~ej, h(~ei) =
n∑

k=1

cki~ek.
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Çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó äâîõ îïåðàòîðiâ

h(~ei) = f(g(~ei)) = f

(
n∑

j=1

bji~ej

)
=

n∑
j=1

bjif(~ej) =
n∑

j=1

bji

n∑

k=1

akj~ek =
n∑

k=1

(
n∑

j=1

akjbji

)
~ek

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî cki =
n∑

j=1
akjbji, òîáòî C = A ·B.

Òåîðåìà 3.3 Ìàòðèöÿ A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà â ëiíiéíîìó ïðîñòîði L âèìiðíîñòi
n â äåÿêîìó áàçèñi ìà¹ áëî÷íèé âèãëÿä

(
A1 0
0 A2

)
,

äå ìàòðèöÿ A1 ìà¹ ðîçìið n1 × n1, à ìàòðèöÿ A2 ìà¹ ðîçìið n2 × n2, n1 + n2 =
n, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè i ëiíiéíà îáîëîíêà ïåðøèõ n1 áàçèñíèõ âåêòîðiâ i
ëiíiéíà îáîëîíêà îñòàííiõ n2 âåêòîðiâ ¹ iíâàðiàíòíèìè ïiäïðîñòîðàìè.

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì îçíà÷åííÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
òà îçíà÷åííÿ iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó.

3.2 Çìiíà ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ïðè ïåðåõîäi äî íîâîãî áàçèñó
Òåîðåìà 3.4 Íåõàé â ëiíiéíîìó ïðîñòîði L ¹ äâà áàçèñè: {~e1, ~e2, . . . , ~en} � ñòàðèé
áàçèñ òà {~u1, ~u2, . . . , ~un} � íîâèé áàçèñ, C � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä ñòàðîãî
áàçèñó äî íîâîãî. Íåõàé òàêîæ ëiíiéíèé îïåðàòîð f ìà¹ ìàòðèöþ A â ñòàðîìó
áàçèñi i ìàòðèöþ B â íîâîìó áàçèñi. Òîäi

B = C−1AC.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàòðèöi A, B, C ìàþòü òàêi åëåìåíòè

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann


 , B =




b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n... ... . . . ...
bn1 bn2 . . . bnn


 , C =




c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n... ... . . . ...
cn1 cn2 . . . cnn




Çà îçíà÷åííÿì ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

f(~ej) =
n∑

k=1

akj~ek, f(~ui) =
n∑

j=1

bji~uj.
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À çà îçíà÷åííÿì ìàòðèöi ïåðåõîäó âiä ñòàðîãî áàçèñó äî íîâîãî

~ui =
n∑

j=1

cji~ej.

Òîäi

f(
n∑

j=1

cji~ej) =
n∑

j=1

bji

(
n∑

k=1

ckj~ek

)
,

n∑

j=1

cjif(~ej) =
n∑

k=1

(
n∑

j=1

ckjbji

)
~ek,

n∑

j=1

cji

n∑

k=1

akj~ek =
n∑

k=1

(
n∑

j=1

ckjbji

)
~ek,

n∑

k=1

(
n∑

j=1

akjcji

)
~ek =

n∑

k=1

(
n∑

j=1

ckjbji

)
~ek,

n∑

j=1

akjcji =
n∑

j=1

ckjbji, k, j = 1, 2, . . . , n.

Îñòàííi ðiâíîñòi îçíà÷àþòü AC = CB, ùî é ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.

4 Äiàãîíàëiçàöiÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
4.1 Âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà

Ó ðîçäiëi, ÿê i ðàíiøå, ÷åðåç L ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì F , à
÷åðåç f ëiíiéíèé îïåðàòîð â öüîìó ïðîñòîði.

Âèçíà÷åííÿ 4.1 ×èñëî λ ∈ F íàçûâà¹òüñÿ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðà f , ÿêùî
äëÿ äåÿêîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà ~x ∈ L âèêîíó¹üñÿ ðiâíiñòü

f(~x) = λ~x. (17)

Âèçíà÷åííÿ 4.2 Âåêòîð ~x ∈ L íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì ëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà f , ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (17).

Ïiäêðåñëèìî, ùî âëàñíèé âåêòîð âèçíà÷à¹òüñÿ ïiñëÿ âëàñíîãî ÷èñëà, i âëàñíå
÷èñëî ìîæå áóòè íóëüîâèì. Íóëüîâèé âåêòîð ¹ âëàñíèì âåêòîðîì äëÿ áóäü-ÿêîãî
âëàñíîãî ÷èñëà. À ïðè âèçíà÷åííi âëàñíîãî ÷èñëà âèìàãà¹òüñÿ, ùîá iñíóâàâ íå-
íóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð, ÿêèé öüîìó ÷èñëó âiäïîâiäà¹. Ïîðÿäîê âèçíà÷åíü òóò
íå ìîæíà çìiíþâàòè.

Ïðèêëàä. Êîæíó êâàäðàòíó ìàòðèöþ ðîçìiðó n × n ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
ëiíiéíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîði ñòîâï÷èêiâ äîâæèíè n: ÿêùî A ìàòðèöÿ, à ~x �
ñòîâ÷èê åëåìåíòiâ òîãî ïîëÿ, ÿêîìó íàëåæàòü åëåìåíòè ìàòðèöi A, òî

~x 7→ A · ~x.
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Ïðèðîäíî, âëàñíi ÷èñëà (âiäïîâiäíî, âëàñíi âåêòîðè) öüîãî îïåðàòîðà íàçèâàþòü
âëàñíèìè ÷èñëàìè (âiäïîâiäíî, âëàñíèìè âåêòîðàìè) ìàòðèöi A.

Îòæå, ÷èñëî λ ¹ âëàñíèì ÷èñëîì ìàòðèöi A òîäi i òiëüêè òîäi (çà îçíà÷åííÿì),
êîëè äëÿ äåÿêîãî íåíóëüîâîãî âåêòîðà (ñòîâï÷èêà åëåìåíòiâ âiäïîâiäíîãî ïîëÿ)
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

A · ~x = λ~x. (18)
À âåêòîð ~x, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ (18) ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi A, ùî
âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ ìàòðèöi A.

Òåîðåìà 4.1 ßêùî â ëiíiéíîìó ïðîñòîði âèáðàëè áàçèñ i ëiíiéíîìó îïåðàòîðó
f ïîñòàâèëè ó âiäïîâiäíiñòü ìàòðèöþ A, òî âëàñíi âåêòîðè i âëàñíi ÷èñëà
ìàòðèöi A i ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f çáiãàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé âåêòîð ~x ìà¹ êîîðäèíàòè ~x = {x1, x2, . . . , xn}. Òîäi (äèâ.
(16)) ìà¹ìî

f(~x) = λ · ~x ⇔ A




x1

x2...
xn


 = λ




x1

x2...
xn


 .

Ïðèêëàäè.
1. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé ïðîñòið äiéñíèõ ôóíêöié, ùî ìàþòü ïîõiäíi âñiõ ïîðÿä-

êiâ ó âñiõ òî÷êàõ iíòåðâàëó (0,1), i ëiíiéíèé îïåðàòîð â öüîìó ïðîñòîði, ùî ñòàâèòü
ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöi¨ ¨¨ ïîõiäíó. Òîäi âëàñíèìè ÷èñëàìè áóäóòü òi äiéñíi ÷èñëà
λ, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ íåíóëüîâà ôóíêöiÿ f òàêà, ùî

f ′ = λf. (19)

Îñêiëüêè
(
eλx

)′
= λeλx, òî âñi äiéñíi ÷èñëà ¹ âëàñíèìè äëÿ öüîãî îïåðàòîðà.

Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (19) äëÿ çàäàíîãî λ ¹ ôóíêöi¨ C ·eλx, òî âëàñíèìè
âåêòîðàìè ââåäåíîãî îïåðàòîðà çíàõîäæåííÿ ïîõiäíî¨, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó
÷èñëó λ, áóäóòü ôóíêöi¨ C · eλx, äå C � ñòàëå ÷èñëî.

2. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð ïðîåêòóâàííÿ íà ïiäïðîñòið L2 ïàðàëåëüíî ïiäïðîñòîðó
L1. ßêùî L1, L2 ¹ íåíóëüîâèìè ïiäïðîñòîðàìè, òî âëàñíèìè ÷èñëàìè ¹ 0 òà 1,
ïðè÷îìó, âëàñíèìè âåêòîðàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ÷èñëó 0 áóäóòü âåêòîðè
iç L1, à âëàñíèìè ÷èñëàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíîì ÷èñëó 1 áóäóòü âåêòîðè iç
L2.

Âèçíà÷åííÿ 4.3 Õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A íàçèâàþòü ìíî-
ãî÷ëåí

χ(λ) = det(A− λE).
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Õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ëiíiéíîãî îïåðàòîðà íàçèâàþòü õàðàêòåðèñ-
òè÷íèé ìíîãî÷ëåí éîãî ìàòðèöi â ÿêîìóñü áàçèñi.

Âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ëiíiéíîãî îïåðàòîðà êîðåêòíå, òîáòî
õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó
áàçèñó. Äiéñíî, íåõàé ¹ äâà áàçèñè � íîâèé i ñòàðèé. Â íîâîìó îïåðàòîð ìà¹
ìàòðèöþ B, à â ñòàðîìó � ìàòðèöþ A, íåõàé C � ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä ñòàðîãî
áàçèñà äî íîâîãî. Òîäi

det(B − λE) = det(C−1AC − λC−1EC) = det(C−1(A− λE)C) =

= det C−1 · det(A− λE) · det C = det(A− λE).

Îòæå õàðàêòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè çáiãàþòüñÿ i îçíà÷åííÿ êîðåêòíå.

Òåîðåìà 4.2 ×èñëî λ ¹ âëàñíèì äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè âîíî ¹ êîðåíåì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà χ(λ) = det(A−λE) ìàòðèöi
A öüîãî îïåðàòîðà â äåÿêîìó áàçèñi.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ðiâíÿííÿ A~x = λ ·~x ìà¹
íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'çîê ñèñòåìà
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

A~x− λ~x = (A− λE)~x = ~0,

à îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèçíà÷íèê
ñèñòåìè äîðiâíþ¹ íóëþ (àáî ðàíã ñèñòåìè ìåíøå êiëüêîñòi íåâiäîìèõ).

Òåîðåìà 4.3 Âñi âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü çàäàíîìó âëàñíîìó ÷èñëó λ,
óòâîðþþòü íåíóëüîâèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið.

Äîâåäåííÿ. Âñi âëàñíi âåêòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f : L → L, ùî âiäïîâiäàþòü
âëàñíîìó ÷èñëó λ, óòâîðþþòü ÿäðî îïåðàòîðà f−λ·id i òîìó óòâîðþþòü ïiäïðîñòið
âñüîãî ïðîñòîðó. Öåé ïiäïðîñòið íåíóëüîâèé òîìó, ùî çà îçíà÷åííÿì âëàñíîãî
÷èñëà, ïîâèíåí áóòè áîäàé îäèí íåíóëüîâèé âëàñíèé âåêòîð, ÿêèé öüîìó ÷èñëó
âiäïîâiäà¹.

Òåîðåìà 4.4 Ñóìà âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì ÷èñëà,
¹ ïðÿìîþ ñóìîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé L � ëiíiéíèé ïðîñòið, L1, L2, . . . , Lk ⊆ L, ¹ âëàñíèìè
ïiäïðîñòîðàìè. Li âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λi (i = 1, 2, . . . , k) ïðè÷îìó âñi âëàñíi
÷èñëà ðiçíi. Íàãàäà¹ìî, ùî ñóìà

L1 + L2 + . . . + Lk
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¹ ïðÿìîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî i = 1, 2, . . . , k


k∑

j 6=i,j=1

Lj


 ∩ Li = 0.

Îñêiëüêè íóìåðàöiÿ âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ äîâiëüíà, òî ìîæíà äîâîäèòè ëèøå
ðiâíiñòü

(L1 + L2 + . . . + Lk−1) ∩ Lk = 0.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå: öåé ïåðåòèí íåïóñòèé. Òîäi iñíóþòü âåêòîðè ~xi ∈ Li äëÿ
êîæíîãî i = 1, 2, . . . , k, ñåðåä ÿêèõ ¹ áîäàé îäèí íåíóëüîâèé, òàêi, ùî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü:

~x1 + ~x2 + . . . + ~xk = ~0. (20)
Ïîäi¹ìî íà ðiâíiñòü (20) îïåðàòîðàìè f, f 2, f 3, . . . , fk−1. Îäåðæèìî ñèñòåìó
ðiâíîñòåé

~x1 + ~x2 + . . . + ~xk = ~0,

λ1~x1 + λ2~x2 + . . . + λk~xk = ~0,

λ2
1~x1 + λ2

2~x2 + . . . + λ2
k~xk = ~0,
. . .

λk−1
1 ~x1 + λ

~k−1
2 ~x2 + . . . + λk−1

k ~xk = ~0,

ÿêó ìîæíà çàïèñàòè â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi W ·X = O, äå O � íóëüîâà ìàòðèöÿ
ðîçìiðó k × n,

W =




1 1 . . . 1
λ1 λ2 . . . λk... ... . . . ...

λk−1
1 λk−1

2 . . . λk−1
k




k×k

, X =




~x1

~x2...
~xk




k×n

(i-òà ñòðîêà ìàòðèöi X � öå êîîðäèíàòè âåêòîðà ~xi). Îñêiëüêè ìàðèöÿ W � öå
ìàòðèöÿ Âàíäåðìîíäà, i âñi âëàñíi ÷èñëà λi ðiçíi, òî öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ îáåðíåíó
W−1 � ââàæà¹ìî öå âiäîìèì. Äîìíîæèâøè çëiâà ðiâíiñòü W · X = O íà W−1

îäåðæó¹ìî X = W−1 · W · X = W−1 · O = O. Òîáòî âñi âåêòîðè ~xi íóëüîâi.
Ïðîòèði÷÷ÿ � òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä. Çíàéäåìî âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi ïiäïðîñòîðè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà,
ùî çàäàíèé ìàòðèöåþ

A =

(
2 3
4 6

)
.

Ñïî÷àòêó âèïèñó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χ(λ) =

∣∣∣∣
2− λ 3

4 6− λ

∣∣∣∣ = λ2 − 8λ.
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Ïîòiì øóêà¹ìî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà:
λ1 = 0, λ2 = 8.

Îòæå âëàñíèìè ÷èñëàìè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ¹ ÷èñëà 0, 8.
Äàëi äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà øóêà¹ìî âëàñíèé ïiäïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹

öüîìó ÷èñëó. Çíàéòè âëàñíèé ïiäïðîñòið îçíà÷à¹ çíàéòè áàçèñ öüîãî ïiäïðîñòîðó.
Äëÿ âëàñíîãî ÷èñëà λ1 = 0 âiäïðîâiäíèì âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì ¹ ïiäïðîñòið

ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ
A~x = ~0

Áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó ñêëàäà¹òüñÿ iç îäíîãî âåêòîðà � íèì ìîæíà âçÿòè
~e1 = {−3, 2}.

Äëÿ âëàñíîãî ÷èñëà λ2 = 8 âiäïðîâiäíèì âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì ¹ ïiäïðîñòið
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

(A− 8E)~x = ~0,

( −6 3
4 −2

)
~x = ~0.

Áàçèñ öüîãî ïðîñòîðó ñêëàäà¹òüñÿ iç îäíîãî âåêòîðà � íèì ìîæíà âçÿòè
~e2 = {1, 2}.

Â áàçèñi ~e1, ~e2 ìàòðèöÿ B ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ìà¹ âèãëÿä
B = C−1AC,

äå C � öå ìàòðèöÿ ïåðåõîäó âiä ñòàðîãî áàçèñó {1, 0}, {0, 1} äî íîâîãî áàçèñó
~e1, ~e2, òîáòî

C =

( −3 1
2 2

)
, C−1 = −1

8

(
2 −1

−2 −3

)

Îòæå

B = C−1AC = −1

8

(
2 −1

−2 −3

)(
2 3
4 6

)( −3 1
2 2

)
=

(
0 0
0 8

)
.

4.2 Äiàãîíàëiçàöiÿ ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà.
Òåîðåìà 4.5 Ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ìà¹ äiàãîíàëüíûé âèä òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ñêëàäà¹òüñÿ iç âëàñíèõ âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ.Äîâåäåííÿ îäíîêðîêîâå � âèïèñó¹ìî ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
ó áàçèñi iç âëàñíèõ âåêòîðiâ i áà÷èìî, ùî âîíà äiàãîíàëüíà (äîâåäåííÿ "òóäè").
Ïîòiì âèïèñó¹ìî äiþ îïåðàòîðà íà áàçèñíi âåêòîðè ó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ
äiàãîíàëüíà i áà÷èìî, ùî áàçèñ ñêëàäà¹òüñÿ âèêëþ÷íî iç âëàñíèõ âåêòîðiâ (äîâåäåííÿ
"íàçàä").
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Âèçíà÷åííÿ 4.4 Äiàãîíàëiçóâàòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà îçíà÷à¹ çíàéòè
áàçèñ, â ÿêîìó ìàòðèöÿ öüîãî îïåðàòîðà ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä.

Äiàãîíàëiçóâàòè ìàòðèöþ A îçíà÷à¹ çíàéòè îáîðîòíó ìàòðèöþ C òàêó, ùî
ìàòðèöÿ C−1AC ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä.

Âïðàâà. Äiàãîíàëiçóâàòè ìàòðèöþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà, ùî â äåÿêîìó áàçèñi
ìà¹ ìàòðèöþ

A =

(
10 18
−6 −11

)
.

Çíàéòè âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi ïiäïðîñòîðè.
Âiäïîâiäü: â áàçèñi ~e1 = {2, −1}, ~e2 = {3, −2} ëiíiéíèé îïåðàòîð ìà¹

ìàòðèöþ
A =

(
1 0
0 −2

)
.

Âëàñíi ÷èñëà: λ1 = 1, λ2 = −2. Âëàñíi ïiäïðîñòîðè: L1 = {~e1}, L2 = {~e2}.
Çàóâàæèìî, ùî íå êîæíó ìàòðèöþ ìîæëèâî äiàãîíàëiçóâàòè.
Ïðèêëàäè.
1. Ñïðîáó¹ìî äiàãîíàëiçóâàòè ìàòðèöþ, ÿêà ìà¹ åëåìåíòè â ïîëi äiéñíèõ ÷èñåë:

A =

(
1 3
−3 1

)
.

Âèïèñó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χ(λ) =

∣∣∣∣
1− λ 3
−3 1− λ

∣∣∣∣ = (1− λ)2 + 9.

Öåé ìíîãî÷ëåí íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ, ìàòðèöÿ A íå ìà¹ äiéñíèõ âëàñíèõ
÷èñåë, i âiäïîâiäíî, âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ. Îòæå, íå iñíó¹ îáîðîòíî¨ ìàòðèöi C ç
äiéñíèìè åëåìåíòàìè òàêî¨, ùî ìàòðèöÿ C−1AC ìà¹ äiàãîíàëüíèé âèãëÿä, òîáòî
â ïîëi äiéñíèõ ÷èñåë äàíó ìàòðèöþ A äiàãîíàëiçóâàòè íå ìîæëèâî.

Ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî, ùî íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë iñíó¹ ìàòðèöÿ

C =

(
1 1
i −i

)
.

òàêà, ùî

C−1AC =

(
1 + 3i 0

0 1− 3i

)
.

2. Çíàéäåìî âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi ïiäïðîñòîðè ìàòðèöi

A =

(
2 0
3 2

)
.
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Âèïèñó¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χ(λ) =

∣∣∣∣
2− λ 0

3 2− λ

∣∣∣∣ = (2− λ)2.

Øóêà¹ìî êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà:

λ1 = λ2 = 2.

Îòæå ìàòðèöÿ ìà¹ ¹äèíå âëàñíå ÷èñëî 2.
Âiäïðîâiäíèì âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì ¹ ïiäïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

(A− 2E)~x = ~0,

(
0 0
3 0

)
~x = ~0.

Áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó ñêëàäà¹òüñÿ iç îäíîãî âåêòîðà � íèì ìîæíà âçÿòè

~e1 = {0, 1}.
Îòæå, âåñü äâîâèìiðíèé ïðîñòið íå ìîæëèâî ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè âëàñíèõ

ïiäïðîñòîðiâ i ìàòðèöþ A íå ìîæëèâî äiàãîíàëiçóâàòè íi â ïîëi äiéñíèõ, íi â ïîëi
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

4.3 Àíóëþþ÷èé òà ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí
Âèçíà÷åííÿ 4.5 Ìíîãî÷ëåíè, ÿêi ìàþòü ñâî¨ì êîðåíåì çàäàííèé îïåðàòîð (âiä-
ïîâiäíî, ìàòðèöþ), íàçèâàþòü àíóëþþ÷èìè öåé îïåðàòîð (âiäïîâiäíî, öþ ìàò-
ðèöþ).

Ïðèêëàä. Îñêiëüêè A2 = 0 äëÿ ìàòðèöi A =

(
0 1
0 0

)
, òî ìíîãî÷ëåí x2 ¹

àíóëþþ÷èì äëÿ ìàòðèöi A.

Òåîðåìà 4.6 Äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðà (âiäïîâiäíî, ìàòðèöi) ¹ íåíóëüîâèé àíó-
ëþþ÷èé ìíîãî÷ëåí. Ñåðåä àíóëþþ÷èõ ìíîãî÷ëåíiâ ¹ ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòå-
ïåíÿ (îäèí ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà).

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî (äèâ. òåîðåìó 2.3 ), ùî âèìiðíiñòü ëiíiéíîãî ïðîñòîðó
ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü â çàäàíîìó ñêií÷åííîâèìiðíîìó ïðîñòîði, ñêií÷åííà.
Òîìó äëÿ çàäàíîãî îïåðàòîðà f ïåâíà êiëüêiñòü ñòåïåíiâ f, f 2, f 3, . . . , fn áóäå
ëiíiéíî çàëåæíîþ, òîáòî

a1f + a2f
2 + . . . + anf

n = 0,

ïðè÷îìó ñåðåä êîåôiöi¹íòiâ a1, a2, . . . , an ¹ íåíóëüîâèé. À öå îçíà÷à¹, ùî ìíîãî÷ëåí

a1x + a2x
2 + . . . + anx

n
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¹ àíóëþþ÷èì äëÿ îïåðàòîðà f .
Iñíóâàííÿ íåíóëüîâèõ àíóëþ÷èõ ìíîãî÷ëåíiâ äîâåäåíå.
Îñêiëüêè ñòåïåíi íåíóëüîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ ¹ íóëü àáî íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî çà

ïðèíöèïîì íàéìåíøîãî ÷èñëà ñåðåä íåíóëüîâèõ àíóëþþ÷èõ ìíîãî÷ëåíiâ ¹ ìíîãî-
÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ. Äîâåäåìî, ùî òàêèé ìíîãî÷ëåí ¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî
ñòàëîãî ìíîæíèêà.

Íåõàé u(x), v(x) äâà íåíóëüîâèõ àíóëþþ÷èõ ìíîãî÷ëåíè íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ
äëÿ çàäàíîãî îïåðàòîðà f . Ðîçäiëèìî u(x) íà v(x) ç îñòà÷åþ:

u(x) = v(x) · q(x) + r(x), deg r(x) < deg v(x).

Îñêiëüêè
u(f) = v(f) · q(f) + r(f),

i u(f) = v(f) = 0, òî r(f) = 0, òîáòî r(x) ¹ àíóëþþ÷èì äëÿ f . Àëå deg r(x) <

deg v(x), òîìó r(x) = 0 i ìíîãî÷ëåí u äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí v.

Âèçíà÷åííÿ 4.6 Íåíóëüîâèé àíóëþþ÷èé ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ íàçè-
âàþòü ìiíiìàëüíèì.

Òåîðåìà 4.7 Âñi àíóëþþ÷i ìíîãî÷ëåíè äiëÿòüñÿ íà ìiíiìàëüíèé. Ìiíiìàëüíèé
ìíîãî÷ëåí ¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u(x) ¹ àíóëþþ÷èì ìíîãî÷ëåíîì, à m(x) ¹ ìiíiìàëüíèì ìíîãî-
÷ëåíîì äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f .

Ðîçäiëèìî u(x) íà m(x) ç îñòà÷åþ:

u(x) = m(x) · q(x) + r(x), deg r(x) < deg m(x).

Îñêiëüêè
u(f) = m(f) · q(f) + r(f),

i u(f) = m(f) = 0, òî r(f) = 0, òîáòî r(x) ¹ àíóëþþ÷èì äëÿ f . Àëå deg r(x) <

deg m(x), òîìó r(x) = 0 i ìíîãî÷ëåí u äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí m.

Òåîðåìà 4.8 (Òåîðåìà Ãàìiëüòîíà-Êåëi) Êîæíà ìàòðèöÿ i êîæåí ëiíiéíèé
îïåðàòîð ¹ êîðåíåì ñâîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà.

Äîâåäåííÿ. Ç îãëÿäó íà içîìîðôiçì ìiæ àëãåáðîþ îïåðàòîðiâ i àëãåáðîþ
ìàòðèöü òåîðåìó ìîæíà äîâîäèòè ëèøå äëÿ ìàòðèöü.

Ìàòðèöÿ A ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0 +a1x+ . . .+anx
n (çà âèçíà÷åííÿì)

êîëè
a0E + a1A + a2A

2 + . . . + anA
n = 0.
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Íåõàé ó íàñ ¹ ìàòðèöÿ A ðîçìiðó n × n íàä äåÿêèì ïîëåì F . Íàãàäà¹ìî,
ùî âèçíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíiâ ó íàñ àëãåáðà¨÷íå: ìíîãî÷ëåíè � öå âèðàçè ïåâíîãî
âèãëÿäó, i âîíè çáiãàþòüñÿ ëèøå ó âèïàäêó, êîëè âñi êîåôiöi¹íòè ó íèõ çáiãàþòüñÿ.
Áóäó¹ìî ìàòðèöþ A−λE i íàçèâà¹ìî ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íîþ. Äî õàðàêòåðèñòè÷íî¨
ìàòðèöi áóäó¹ìî ïðè¹äíàíó ìàòðèöþ B � ¨¨ åëeìåíòàìè ¹ àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ
ïåâíèõ åëåìåíòiâ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi. Òî÷íiøå, ÿêùî

B =




b11 b12 . . . b1n

b21 b22 . . . b2n... ... . . . ...
bn1 bn2 . . . bnn




òî bij � öå ìiíîð, ùî îäåðæàíèé iç õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi âèêðåñëþâàííÿì
j−ãî ðÿäêà i i−ãî ñòîâï÷èêà i ïîìíîæåíîãî íà (−1)i+j. Äîñèòü î÷åâèäíî, ùî
åëåìåíòè ìàòðèöi B ¹ ìíîãî÷ëåíàìè âiä λ ñòåïåíi, ùî íå ïåðåâèùó¹ n − 1. Òîìó
ìîæíà íàïèñàòè

bij = b
(0)
ij + b

(1)
ij λ + b

(2)
ij λ2 + . . . + b

(n−1)
ij λn−1.

Â òàêèõ ïîçíà÷åííÿõ ìàòðèöÿ B ðîçêëàäà¹òüñÿ â ñóìó

B =
n−1∑

k=0

λk ·




b
(k)
11 b

(k)
12 . . . b

(k)
1n

b
(k)
21 b

(k)
22 . . . b

(k)
2n... ... . . . ...

b
(k)
n1 b

(k)
n2 . . . b

(k)
nn


 ,

àáî

B =
n−1∑

k=0

λk ·B(k), äå B(k) =




b
(k)
11 b

(k)
12 . . . b

(k)
1n

b
(k)
21 b

(k)
22 . . . b

(k)
2n... ... . . . ...

b
(k)
n1 b

(k)
n2 . . . b

(k)
nn


 .

Äàëi áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ âiäîìîþ ðiâíiñòþ

B(A− λE) = det(A− λE) · E. (21)

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ÷àñòî ïîçíà÷àþòü χ, i ìè òàê çðîáèìî:

χ(λ) = det(A− λ · E) = α0 + α1λ + α2λ
2 + . . . + λn.

Ââàæà¹ìî çðîçóìiëèì, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìà¹ ñòåïiíü n i ñòàðøèé
êîåôiöi¹íò â íüîìó äîðiâíþ¹ 1.
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Äàëi ïåðåïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ (21) â íîâèõ ïîçíà÷åííÿõ:
n−1∑

k=0

λk ·B(k)(A− λE) = (
n∑

k=0

λkαk) · E, αn = 1.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ, êîëè çáiãàþòüñÿ êîåôiöi¹íòè ïðè ñòåïåíÿõ λ çëiâà i
ñïðàâà. Õî÷ òóò i íå ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì ÷è êîìóòàòèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ,
ÿê ìè ¨õ âèçíà÷àëè, âñå æ òàê ìîæíà ñòâåðäæóâàòè � ìè ìîæåìî ïåðåéòè íà
ðiâåíü îêðåìèõ åëåìåíòiâ i çîâñiì ñòðîãî ïðîñëiäêóâàòè çà ïðàâèëüíiñòþ òàêîãî
òâåðäæåííÿ.

Îòæå ïðèðiâíþ¹ìî êîåôiöi¹íòè çëiâà i ñïðàâà.

−B(0)A = α0E,

−B(1)A + B(0) = α1E,

−B(2)A + B(1) = α2E,

. . . . . . . . .

−B(n−1)A + B(n−2) = αn−1E,

B(n−1) = E.

Ìè âèïèñàëè n + 1 ìàòðè÷íó ðiâíiñòü. Ïîìíîæèìî ¨õ ñïðàâà âiäïîâiäíî íà
E, A, A2, . . . , An i ñêëàäåìî. Çëiâà îäåðæèìî íóëüîâó ìàòðèöþ, à ñïðàâà õàðàêòå-
ðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí âiä ìàòðèöi. Òîáòî ìè îäåðæàëè, ùî ìàòðèöÿ ¹ êîðåíåì
ñâîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà.

Òåîðåìà Ãàìiëüòîíà-Êåëi äîâåäåíà.

5 Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöi ëiíiéíîãî îïåðàòîðà
Íå êîæíó ìàòðèöþ ìîæíà ïðèâåñòè äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó (çíàéòè áàçèñ iç
âëàñíèõ âåêòîðiâ). Àëå äëÿ êîæíî¨ ìàòðèöi A iñíó¹ ìàòðèöÿ ïåðåõîäó C òàêà, ùî
ìàòðèöÿ B = C−1AC ìà¹ áëî÷íèé âèãëÿä, â ÿêîìó ïî ãîëîâíié äiàãîíàëi ñòîÿòü
êëiòèíè Æîðäàíà, à çà ìåæàìè äiàãîíàëi � íóëüîâi êëiòèíè. Êàæóòü, ùî òàê
ïîáóäîâàíà ìàòðèöÿ B ìà¹ ôîðìó Æîðäàíà.

Âèçíà÷åííÿ 5.1 Êëiòèíè Æîðäàíà J(λ) � öå ìàòðèöi, â ÿêèõ ïî äiàãîíàëi
ñòî¨òü îäíå ÷èñëî (âëàñíå), ïiä äiàãîíàëëþ éäå ðÿäîê îäèíè÷îê, à ðåøòà åëå-
ìåíòiâ � íóëi, òîáòî
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J(λ) =




λ 0 0 . . . 0
1 λ 0 . . . 0
0 1 λ . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . λ




.

5.1 Ðîçêëàäåííÿ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ó ïðÿìó ñóìó êîðåíåâèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ.

Â ðîçäiëi áóäåìî ñòàëî âèêîðèñòîâóâàòè ïîçíà÷åííÿ:

• L � ëiíiéíèé ïðîñòið íàä ïîëåì C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;

• dim L = n ≥ 1; {~e1, ~e2, . . . , ~en} � áàçèñ ïðîñòîðó L;

• I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð, I(~x) = ~x äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ~x ∈ L;

• f : L → L � ëiíiéíèé îïåðàòîð;

• χ(λ) = (λ − λ1)
p1(λ − λ2)

p2 . . . (λ − λk)
pk � õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí

îïåðàòîðà f ;

• λ1, λ2, . . . λk � ðiçíi âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðà f ;

• A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðà f áàçèñi {~e1, ~e2, . . . , ~en}.
• ker f � ÿäðî îïåðàòîðà f , âîíî ñêëàäà¹òüñÿ iç òèõ âåêòîðiâ, ÿêi ïåðåâîäÿòüñÿ
îïåðàòîðîì f â ~0.

• im f � îáðàç ëiíiéíîãî ïðîñòîðó ïiä äi¹þ îïåðàòîðà f . Âií ñêëàäà¹òüñÿ iç
òèõ âåêòîðiâ ~y ∈ L äëÿ ÿêèõ ìîæíà ïiäiáðàòè òàêèé âåêòîð ~x ∈ L, ùî áóäå
âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü ~y = f(~x).

Íàãàäà¹ìî, ùî îáìåæåííÿ çàäàíîãî îïåðàòîðà íà iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið öå
íîâèé îïåðàòîð, ÿêèé âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çàäàíîãî ëèøå îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ � âií
âèçíà÷åíèé ëèøå íà iíâàðiàíòíîìó ïiäïðîñòîði, àëå íà âåêòîðàõ iíâàðiàíòíîãî
ïiäïðîñòîðó äi¹ òàê æå, ÿê i çàäàíèé.

Áåç íàãàäóâàííÿ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äâà ôàêòè:
1) äîáóòîê äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä îäíîãî îïåðàòîðà íå çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó

ìíîæíèêiâ;
2) ÿêùî ~x � âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðà f , ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ, i

α(f) � ìíîãî÷ëåí âiä f , òî ~x áóäå òàêîæ âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðà α(f), ÿêèé
âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó α(λ).
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Âèçíà÷åííÿ 5.2 Êîðåíåâèì ïiäïðîñòîðîì, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λi

(i = 1, 2, . . . , k) íàçèâà¹òüñÿ ïiäïðîñòið Vi ⊆ L, åëåìåíòàìè ÿêîãî ¹ òi âåêòîðè,
ÿêi ïåðåâîäÿòüñÿ â ~0 ïåâíèì ñòåïåíåì îïåðàòîðà f − λiI.

Iíøèìè ñëîâàìè, êîðåíåâèé ïiäïðîñòið Vi, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λi, öå
îá'¹äíàííÿ ÿäåð îïåðàòîðiâ (f − λiI)p ïðè âñiõ p = 1, 2, . . .

Âèçíà÷åííÿ êîðåêòíå, êîðåíåâèé ïiäïðîñòið äiéñíî ¹ ïiäïðîñòîðîì. Äëÿ ïåðå-
âiðêè öüîãî ôàêòó áåðåìî äâà âåêòîðè ~x, ~y ∈ Vi, a, b ∈ C. Ïîòðiáíî ïåðåêîíàòèñÿ,
ùî ~z = a~x + b~y ∈ Vi.

Äiéñíî, îñêiëüêè ~x, ~y ∈ Vi, òî äëÿ äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n1 ≥ n2 ,áóäå

(f − λiI)n1(~x) = (f − λiI)n2(~y) = ~0.

Òîäi
(f − λiI)n1(~z) = a(f − λiI)n1(~x) + b(f − λiI)n2(~y) = ~0.

Ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé äîâåäåííþ íàñòóïíî¨ òåîðåìè:

Òåîðåìà 5.1 Ëiíiéíèé ïðîñòið ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ êîðåíåâèõ ïiäïðîñòîðiâ, òîáòî

L = V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vk.

Ñïî÷àòêó îäåðæèìî äåêiëüêà äîïîìiæíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ëåìà 5.1 Êîæåí êîðåíåâèé ïiäïðîñòið ¹ íåíóëüîâèì iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî äëÿ âåêòîðà ~x ∈ Vi òàêîæ f(~x) ∈ Vi. À öå
âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîëè (f − λiI)p(~x) = ~0, òî

(f − λiI)p(f(~x)) = f((f − λiI)p(~x)) = f(~0) = ~0.

Ëåìà 5.2 Äëÿ êîæíîãî êîðåíåâîãî ïiäïðîñòîðó Vi iñíó¹ öiëêîì ïåâíå ÷èñëî qi

òàêå, ùî
Vi = ker(f − λiI)qi = {~v ∈ L| (f − λiI)qi(~v) = ~0}.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâó¹ìî iíâàðiàíòíiñòü ïiäïðîñòîðó Vi. Â öüîìó ïiäïðî-
ñòîði îïåðàòîð f ìà¹ ¹äèíå âëàñíå ÷èñëî � λi. Îáìåæåííÿ fi îïåðàòîðà f íà
ïiäïðîñòið Vi ìà¹ õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (λ − λiI)qi. À õàðàêòåðèñòè÷íèé
ìíîãî÷ëåí ¹ àíóëþþ÷èì. Òîìó îïåðàòîð (f1 − λiI)qi ¹ íóëüîâèì, à îïåðàòîð (f −
λiI)qi ïåðåâîäèòü âñi âåêòîðè ïiäïðîñòîðó Vi â íóëü. Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 5.3 Íåõàé êîðåíåâèé ïiäïðîñòið Vi ¹ ÿäðîì îïåðàòîðà (f − λiI)qi. Òîäi
ëiíiéíèé ïðîñòið L ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ äâîõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ V = Vi⊕V ′

i ,
äå V ′

i = im(f − λiI)qi.
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Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà 1.3 ñòâåðäæó¹, ùî ñóìà âèìiðíîñòåé ÿäðà i îáðàçà îïåðà-
òîðà äîðiâíþ¹ âèìiðíîñòi óñüîãî ïðîñòîðó.

Â íàøîìó âèïàäêó, ÿêùî V ′
i = im(f − λiI)qi, òî

dim Vi + dim V ′
i = n.

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî V = Vi ⊕ V ′
i , ëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè ðiâíiñòü

Vi ∩ V ′
i = ~0.

Ïðèïóñòèìî, ùî Vi ∩ V ′
i = U 6= ~0. Òîäi U , ÿê ïåðåòèí äâîõ iíâàðiàíòíèõ

ïiäïðîñòîðiâ, òàêîæ ¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì. Îáìåæåííÿ g ëiíiéíîãî îïåðà-
òîðà f íà ëiíiéíèé ïiäïðîñòið U ìà¹ õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí i, âiäïîâiäíî,
âëàñíå ÷èñëî. Òîìó îïåðàòîð f ìà¹ âëàñíèé âåêòîð ~x ∈ U , ùî âiäïîâiäà¹ ïåâíîìó
âëàñíîìó ÷èñëó µ. ßêùî µ 6= λi, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî m

(f − λiI)m(~x) 6= 0

i ~x /∈ Vi. ßêùî æ µ = λi, òî äëÿ äåÿêîãî ~y ∈ V áóäå

~x = (f − λiI)qi(~y) 6= ~0, (f − λiI)qi(~x) = (f − λiI)2qi(~y) = ~0.

À öå ñóïåðå÷èòü ëåìi 5.2.

Ëåìà 5.4 Êîðåíåâèé ïiäïðîñòið Vi ìà¹ âèìiðíiñòü pi. Õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì îáìåæåííÿ îïåðàòîðà f íà iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið V ′

i = im(f−λiI)qi

¹ ìíîãî÷ëåí
χ(λ)

(λ− λi)pi
.

Äîâåäåííÿ. Ïðàâèëüíiñòü ëåìè âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî
1) îáìåæåííÿ f1 îïåðàòîðà f íà Vi ìà¹ ¹äèíå âëàñíå ÷èñëî: λi;
2) îáìåæåííÿ f2 îïåðàòîðà f íà V ′

i íå ìà¹ âëàñíèõ âåêòîðiâ, ùî âiäïîâiäàþòü
âëàñíîìó ÷èñëó λi, áî â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ïiäïðîñòîðè Vi òà V ′

i ìàëè á
íåíóëüîâèé ïåðåòèí;

3) õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà f ¹ äîáóòêîì õàðàêòåðèñòè÷íèõ
ìíîãî÷ëåíâ îïåðàòîðiâ f1 òà f2.

Òåïåð çàãîòîâàíî âñå íåîáõiäíå äëÿ øâèäêîãî äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.1.
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ iíäóêöi¹þ ïî êiëüêîñòi ðiçíèõ âëàñíèõ

÷èñåë.
Áàçà iíäóêöi¨: îäíå âëàñíå ÷èñëî. Â òàêîìó ðàçi âåñü ïðîñòið ¹ ¹äèíèì êîðåíåâèì

ïiäïðîñòîðîì i òåîðåìà ïðàâèëüíà.
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Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ: íåõàé ìè ìîæåìî ðîçêëàñòè ëiíiéíèé ïðîñòið ó ïðÿìó
ñóìó êîðåíåâèõ ïiäïðîñòîðiâ ó âèïàäêó, êîëè âëàñíèõ ÷èñåë ìåíøå íiæ k.

Iíäóêòèâíié ïåðåõiä: íåõàé îïåðàòîð f ìà¹ k ðiçíèõ âëàñíèõ ÷èñåë. Òîäi ðîçêëà-
äà¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið ó ïðÿìó ñóìó V = V1 ⊕ V ′

1 (â ïîçíà÷åííÿõ ëåìè 5.4). À
äàëi êîðèñòó¹ìîñÿ ëåìîþ 5.4 i ðîçêëàäà¹ìî óæå V ′

1 ó ñóìó êîðåíåâèõ, ùî äîçâîëåíå
iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì.

Òåîðåìà 5.1 äîâåäåíà.

5.2 Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöi ç îäíèì âëàñíèì ÷èñëîì
Êîðèñòó¹ìîñÿ ïîçíà÷åííÿìè ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó ïðî êîðåíåâi ïiäïðîñòîðè.
Ïðîòÿãîì öüîãî ðîçëiëó îïåðàòîð f áóäå ìàòè ëèøå îäíå âëàñíå ÷èñëî. Ïî÷è-

íà¹ìî ìè ç âèïàäêó, êîëè öèì âëàñíèì ÷èñëîì ¹ 0 � îñíîâíà ÷àñòèíà ìàòåðiàëó
ñòîñó¹òüñÿ öüîãî íàéâàæëèâiøîãî îêðåìîãî âèïàäêó. Â öüîìó âèïàäêó õàðàêòå-
ðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí îïåðàòîðà ìà¹ âèãëÿä λn i fn ¹ íóëüîâèì îïåðàòîðîì.

Âèçíà÷åííÿ 5.3 Ëiíiéíèé îïåðàòîð, ÿêèé â ïåâíîìó ñòåïåíi ¹ íóëüîâèì, íàçè-
âàþòü íiëüïîòåíòíèì. Íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, â ÿêîìó íiëüïîòåíòíèé
îïåðàòîð äîðiâíþ¹ íóëþ íàçèâàþòü âèñîòîþ íiëüïîòåíòíîñòi îïåðàòîðà.

Âèçíà÷åííÿ 5.4 Ìàòðèöÿ

J(λ) =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann




íàçèâà¹òüñÿ êëiòèíîþ Æîðäàíà, ÿêà âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ, êîëè

aii = λ, i = 1, 2, . . . , n; ai+1,i = 1, i = 1, 2, . . . n− 1; aij = 0 ÿêùî j /∈ {i, i− 1}.

Ïðèêëàäàìè êëiòèí Æîðäàíà, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ÷èñëó λ ¹ ìàòðèöi

(λ),

(
λ 0
1 λ

)
,




λ 0 0
1 λ 0
0 1 λ


 , . . .

Òåîðåìà 5.2 Äëÿ íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà f iñíó¹ áàçèñ, â ÿêîìó ìàòðèöÿ
öüîãî îïåðàòîðà áëî÷íî-äiàãîíàëüíà i ïî äiàãîíàëi ñòîÿòü êëiòèíè Æîðäàíà
J(0), ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ÷èñëó 0.
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Äàëi ââàæà¹ìî, ùî îïåðàòîð f íiëüïîòåíòíèé i ìà¹ âèñîòó p. Íóëüîâà ìàòðèöÿ
¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíîþ, äå ïî äiàãîíàëi ñòîÿòü êëiòèíè Æîðäàíà J(0). Îòæå äëÿ
íóëüîâîãî îïåðàòîðà òåîðåìà î÷åâèäíà. Äàëi ââàæà¹ìî, ùî f 6= 0, p > 1, f p = 0,
f p−1 6= 0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Vi ⊂ V ÿäðî îïåðàòîðà f i, i = 1, 2, , . . . , p. Òàêèì ÷èíîì,
Vp = V i V1 � âëàñíèé ïiäïðîñòið, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó 0. ßêùî äëÿ
äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî i i äëÿ äåÿêîãî âåêòîðà ~x âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f i(~x) = ~0,
òî òàêîæ áóäå f i+1(~x) = ~0. Òîìó ïîáóäîâàíi ïiäïðîñòîðè V1, V2, . . . , Vp âêëàäåíi
ïîïåðåäíié â íàñòóïíèé:

~0 = V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ . . . ⊆ Vp = L.

×åðåç Ui (i = 2, 3, . . . , p) ïîçíà÷èìî äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó Vi−1 äî ïiäïðîñòîðó
Vi. Òàêèì ÷èíîì,

V1 = U1, V2 = V1 ⊕ U2, V3 = V2 ⊕ U3, . . . , L = Vp = Vp−1 ⊕ Up.

Ëåìà 5.5 Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî 1 < q ≤ p âåêòîðè ~u1, ~u2, . . . , ~uk ∈
Uq ëiíiéíî íåçàëåæíi â Uq. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî r, q > r ≥ 1
âåêòîðè f r(~u1) = ~v1, f

r(~u2) = ~v2, . . . , f
r(~uk) = ~vk ∈ Vq−r ëiíiéíî íåçàëåæíi i

Lin(~v1, ~v2, . . . ~vk) ∩ Vq−r−1 = ~0.

Äîâåäåííÿ. Â öié ëåìi ìiñòèòüñÿ òðè òâåðäæåííÿ:

1. Âåêòîðè ~v1, ~v2, . . . , ~vk ∈ Vq−r.

2. Âåêòîðè ~v1, ~v2, . . . ~vk ëiíiéíî íåçàëåæíi.

3. Ëiíiéíà îáîëîíêà Lin(~v1, ~v2, . . . , ~vk) âåêòîðiâ ~v1, ~v2, . . . , ~vk ìà¹ íóëüîâèé ïåðåòèí
iç ïiäïðîñòîðîì Vq−r−1

Ïî ÷åðçi ïåðåâiðÿ¹ìî íàâåäåíi òâåðäæåííÿ.
1. Îñêiëüêè ~u1, ~u2, . . . , ~uk ∈ Uq i Uq ⊆ Vq, òî f q(~ui) = ~0 äëÿ i = 1, 2, . . . , k. Çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî f q−r(~vi) = f q−r(f r(~ui)) = f q(~ui) = ~0 äëÿ i = 1, 2, . . . , k i ~vi ∈ Vq−r.

Ïåðøà ÷àñòèíà ïåðåâiðåíà.
2. Âiçüìåìî ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ~v âåêòîðiâ ~v1, ~v2, . . . , ~vk:

~v =
k∑

i=1

αi~vi =
k∑

i=1

αif
r(~ui) = f r

(
k∑

i=1

αi~ui

)
.

Ïîçíà÷èìî âåêòîð
k∑

i=1
αi~ui ÷åðåç ~u. Ìà¹ìî

~u ∈ Uq, ~u ∈ Vq, ~u /∈ Vq−1, f r(~u) = ~0 ⇒ f q−1(~u) = ~0 ⇒ ~u = ~0.
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Îñêiëüêè âåêòîðè ~u1, ~u2, . . . , ~uk ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî ìè ìîæåìî íàïèñàòè

~v = ~0 ⇒ ~u = ~0 ⇒ α1 = α2 = . . . = αk = 0,

ùî i îçíà÷à¹ ëiíiéíó íåçàëåæíiñòü âåêòîðiâ ~v1, ~v2, . . . , ~vk. Äîâåäåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè
çàâåðøåíî.

3. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ iç äîâåäåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè, ìà¹ìî ëiíiéíó
êîìáiíàöiþ ~v ∈ Vq−r. Ïðèïóñòèìî, ùî òàêîæ ~v ∈ Vq−r−1. Òîäi

~0 = f q−r−1(~v) = f q−r−1

(
k∑

i=1

αif
r(~ui)

)
= f q−1

(
k∑

i=1

αi~ui

)
.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ~u = ~0 i ~v = ~0. Òðåòüÿ ÷àñòèíà ëåìè äîâåäåíà.

Ïðèêëàä. Ç'ÿñó¹ìî, ÿêèé âèãëÿä ìîæå ìàòè ìàòðèöÿ îïåðàòîðà f ó 7-âèìiðíîìó
ïðîñòîði, ÿêùî ðàíã éîãî ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 4 i f 2 = 0.

Â íàøîìó âèïàäêó

dim V2 = 7, dim V1 = dim U1 = 4, dim U2 = dim V2 − dim V1 = 3.

Âèáèðà¹ìî áàçèñ ~u1, ~u2, ~u3 ∈ U2. Ëiíiéíî íåçàëåæíi âåêòîðè f(~u1), f(~u2), f(~u3)
äîïîâíþ¹ìî äî áàçèñó U1 âåêòîðîì ~u4. Îá'¹íàííÿ áàçèñiâ U1 i U2 äà¹ áàçèñ âñüîãî
ïðîñòîðó. Â áàçèñi

~e1 = ~u1, ~e2 = f(~u1), e3 = u2, ~e4 = f(~u2), ~e5 = ~u3, ~e6 = f(~u3), ~e7 = ~u4

ìàòðèöÿ A îïåðàòîðà f ìà¹ âèãëÿä

A =




0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0




,

òîáòî ìàòðèöÿ A áëî÷íî-äiàãîíàëüíà, â íié ïî äiàãîíàëi ñòîÿòü êëiòèíè æîðäàíà,
ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ÷èñëó 0.

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìó 5.2 äîâîäèìî êîíñòðóêòèâíî: áóäó¹ìî áàçèñ â ÿêîìó
ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà f ìà¹ æîðäàíîâó ôîðìó.

Áàçèñ áóäó¹òüñÿ êðîêàìè.
Íà ïåðøîìó êðîöi áóäó¹òüñÿ áàçèñ ~e11, ~e12, . . . ëiíiéíîãî ïðîñòîðó Up. Îñêiëüêè

ðàíã ëiíiéíîãî îïåðàòîðà (ðàíã éîãî ìàòðèöi) ìåíøå íiæ n, i âèìiðíiñòü ïðîñòîðó
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Vp−1 äîðiâíþ¹ ðàíãó f , òî

dim Up = dim Vp − dim Vp−1 ≥ 1.

Íà äðóãîìó êðîöi âåêòîðè f(~e11), f(~e12), . . . äîïîâíþ¹ìî âåêòîðàì ~e21, ~e22, . . .
äî áàçèñó Up−1.

Íà i−îìó êðîöi (i = 2, 3, . . . , p−1) áåðåìî áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó Up−i+2 äi¹ìî
íà éîãî åëåìåíòè (áàçèñíi âåêòîðè) îïåðàòîðîì f i îäåðæàíi ëiíiéíî íåçàëåæíi
âåêòîðè äîïîâíþ¹ìî äî áàçèñó ëiíiéíîãî ïiäïðîñòîðó Up−i+1.

Íà îñòàííüîìó p−ìó êðîöi áåðåìî áàçèñ ïiäïðîñòîðó U2 äi¹ìî íàé éîãî åëåìåíòè
îïåðàòîðîì f . Îäåðæàíi îáðàçè ëiíiéíî íåçàëåæíi i ìè äîïîâíþ¹ìî ¨õ âåêòîðàìè
~ep1, ~ep2, . . . äî áàçèñó U1 = V1.

Ìîæëèâiñòü çäiéñíåííÿ âêàçàíèõ êðîêiâ çàáåçïå÷ó¹òñüÿ ëåìîþ 5.5.
Îá'¹äíàííÿ ïîáóäîâàíèõ áàçèñiâ ¹ ïîòðiáíèì íàì áàçèñîì Æîðäàíà, ïîòðiáíî

ëèøå ðîçòàøóâàòè îäåðæàíi âåêòîðè â íàëåæíîìó ïîðÿäêó. Òå, ùî îá'¹äíàííÿ
áàçèñiâ ïiäïðîñòîðiâ Ui äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . p äàñòü áàçèñ óñüîãî ïðîñòîðó âèïëèâà¹
ç ðiâíîñòi U1 ⊕ . . .⊕ Up = L.

Îäåðæàíi âåêòîðè ðîçòàøîâóþòüñÿ òàêèì ÷èíîì. Ñïî÷àòêó âèáèðà¹òüñÿ ïåðøèé
áàçèñíèé âåêòîð ~e11 iç Up, à äàëi ñòàâëÿòüñÿ éîãî îáðàçè: f(~e11), f 2(~e11), . . . , f

p−1(~e11).
Òàêi ïîñëiäîâíîñòi íàçèâà¹ìî ëàíöþãàìè Æîðäàíà. Îòæå âïîðÿäêóâàííÿ áàçèñó
ïî÷èíà¹òüñÿ iç ñòâîðåííÿ ïåðøîãî ëàíöþãà Æîðäàíà

~e11, f(~e11), f 2(~e11), . . . , f
p−1(~e11).

Äàëi ñòàâèòüñÿ ëàíöþã Æîðäàíà, ùo ïî÷èíà¹òüñÿ iç äðóãîãî áàçèñíîãî âåêòîðà
~e12 ïiäïðîñòîðó Up i òàê äàëi:

~e12, f(e12), f
2(e12), . . . , f

p−1(e12),

~e13, f(e13), f
2(e13), . . . , f

p−1(e13),

. . .

Ïîòiì âèïèñóþòüñÿ ëàíöþãè Æîðäàíà, ùî ïî÷èíàþòüñÿ iç áàçèñíèõ âåêòîðiâ ïiä-
ïðîñòîðó Up−1:

e21, f(e21), f
2(e21), . . . , f

p−2(e21).

e22, f(e22), f
2(e22), . . . , f

p−2(e22).

. . .

Êîëè çàêií÷óþòüñÿ ëàíöþãè ç ïî÷àòêàìè â ïiäïðîñòði Ui, ïåðåõîäèìî äî ëàíöþãiâ,
ùî ïî÷èíàþòüñÿ â Ui−1. Òàêèì ÷èíîì, ìè ìíîæèíó âñiõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ ðîçáèëè
íà ëàíöþãè i öi ëàíöþãè çàïèñàëè ïî ÷åðçi. Îöå i ¹ êiíöåâèé ðåçóëüòàò � áàçèñ
Æîðäàíà.
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Ðåòåëüíiøå ðîçãëÿíåìî îäåðæàíèé áàçèñ Æîðäàíà.
ËàíöþãÆîðäàíà ¹ áàçèñîì iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó � öå äîñèòü ÿñíî. Òàêîæ

ÿñíî, ùî â öüîìó iíâàðiàíòíîìó ïiäïðîñòði ó âèáðàíîìó áàçèñi ìàòðèöÿ îáìåæåííÿ
îïåðàòîðà áóäå êëiòèíîþÆîðäàíà. Âåñü ïðîñòið ðîçáèâà¹òñüÿ â ïðÿìó ñóìó òàêèõ
iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ, à ìàòðèöÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ñòà¹ áëî÷íî-äiàãîíàëü-
íîþ, i ïî äiàãîíàëi ñòîÿòü êëiòèíè Æîðäàíà.

Ïðèêëàä. Ìà¹ìî íiëüïîòåíòíèé îïåðàòîð f â äåñÿòèâèìiðíîìó ïðîñòîði L.
Éîãî ìàòðèöÿ â æîðäàíîâié ôîðìi ìà¹ òðè êëiòèíè � îäíà ðîçìiðó 4 íà 4 i äâi
êëiòèíè ðîçìiðó 3 íà 3. ßêi âèìiðíîñòi ïiäïðîñòîðiâ

V4 = ker f 4, V3 = ker f 3, V2 = ker f 2, V1 = ker f?

Àíàëiç ñèòóàöi¨. Áàçèñ, â ÿêîìó ìàòðèöÿ îïåðàòîðà ìà¹ æîðäàíîâó ôîðìó
ñêëàäà¹òüñÿ iç òðüîõ ëàíöþãiâ Æîðäàíà (çà êiëüêiñòþ êëiòèí) � îäèí ëàíöþã
äîâæèíè 4 i äâà ëàíöþãè äîâæèíîþ 3. Îòæå f 4 ¹ íóëüîâèì îïåðàòîðîì i

dim V4 = dim ker f 4 = dim L = 10.

Êiëüêiñòü æîðäàíîâèõ ëàíöþãiâ äîâæèíè 4 � öå âèìiðíiñòü ïðîñòîðó U4, ÿêèé ¹
äîïîâíåííÿì ïiäïðîñòîðó V3 äî V4. Òîìó

1 = dim U4 = dim V4 − dim V3 = 10− dim V3 ⇒ dim V3 = 9.

Êiëüêiñòü ëàíöþãiâ äîâæèíè 3 � öå âèìiðíiñòü U3 áåç âèìiðíîñòi U4. Òîìó

2 = dim U3 − dim U4 = (dim V3 − dim V2)− dim U4 = 9− dim V2 − 1 ⇒ dim V2 = 6.

Êiëüêiñòü ëàíöþãiâ äîâæèíè 2 � öå âèìiðíiñòü U2 áåç âèìiðíîñòi U3. dim U3 =
(dim V3 − dim V2) = 9− 6 = 3. Òîìó

0 = dim U2 − dim U3 = (dim V2 − dim V1)− 3 = 6− dim V1 − 3 ⇒ dim V1 = 3.

Çàóâàæèìî, ùî V1 = ker f ¹ âëàñíèì ïiäïðîñòîðîì, i dim ker f çáiãà¹òüñÿ iç
êiëüêiñòþ êëiòèí Æîðäàíà â æîðäàíîâié ôîðìi íiëüïîòåíòíîãî îïåðàòîðà.

5.3 Òåîðåìà Æîðäàíà
Òåîðåìà 5.3 (Òåîðåìà Æîðäàíà) Äëÿ êîæíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f iñíó¹
áàçèñ, â ÿêîìó ìàòðèöÿ öüîãî îïåðàòîðà áëî÷íî-äiàãîíàëüíà i ïî äiàãîíàëi ñòîÿòü
êëiòèíè Æîðäàíà.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ëiíiéíèé ïðîñòið L ðîçêëàäà¹ìî â ïðÿìó ñóìó êîðåíåâèõ
ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà f . Íà êîðåíåâîìó ïiäïðîñòîði, ùî âiäïîâiäà¹
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âëàñíîìó ÷èñëó λ0, ðîçãëÿäà¹ìî íiëüïîòåíòíèé îïåðàòîð g = f − λ0I. Äëÿ îïå-
ðàòîðà g íà êîðåíåâîìó ïiäïðîñòîði áóäó¹ìî æîðäàíiâ áàçèñ. Â öüîìó áàçèñi
îïåðàòîð g ìà¹ ìàòðèöþ, ùî çíàõîäèòüñÿ â æîðäàíîâié ôîðìi. Êëiòèíè â öié
ôîðìi âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ÷èñëó 0. Òîäi îïåðàòîð f = g + λ0I íà êîðåíåâîìó
ïiäïðîñòîði, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ0 áóäå ìàòè â öüîìó áàçèñi ìàòðèöþ,
ùî çíàõîäèòüñÿ â ôîðìi Æîðäàíà i êëiòèíè âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ÷èñëó λ0.

Êîðåíåâi ïiäïðîñòîðè iíâàðiàíòíi, ìàòðèöÿ îïåðàòîðà áëî÷íî-äiàãîíàëüíà, i ïî
äiàãîíàëi ñòîÿòü ìàòðèöi, ùî çíàõîäÿòüñÿ â ôîðìi Æîðäàíà. Îòæå i âñÿ ìàòðèöÿ
çíàõîäèòüñÿ â ôîðìi Æîðäàíà.

Êiíåöü äîâåäåííÿ.

Ïðèêëàä. Ïðèâåñòè äî æîðäàíîâî¨ ôîðìè ìàòðèöþ

A =




−262 −590 951 −821 −619

327 740 −1196 1041 749

54 122 −197 171 125

−73 −166 269 −236 −162

−21 −48 78 −69 −45




ç îäíèì âëàñíèì ÷èñëîì 0.
Âiäïîâiäü: Ìàòðèöÿ A ìà¹ æîðäàíîâó ôîðìó

B =




0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0




.

Çíàõîäæåííÿ æîðäàíîâî¨ ôîðìè. Ââàæà¹ìî âiäîìèì, ùî A2 = 0 (âëàñíå, öå íå
âàæêî ïåðåâiðèòè). Øóêà¹ìî áàçèñ ÿäðà i âèìiðíiñòü îáðàçó îïåðàòîðà f . ßäðî �
öå ïiäïðîñòið ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü A~x = ~0 iç îñíîâíîþ ìàòðèöåþ
A. Ðîçâ'ÿçó¹ìî ìåòîäîì Ãàóñà: âèïèñó¹ìî ìàòðèöþ A i ïðèâîäèìî ¨¨ äî ñïðîùåíîãî
âèãëÿäó.

A =




−262 −590 951 −821 −619

327 740 −1196 1041 749

54 122 −197 171 125

−73 −166 269 −236 −162

−21 −48 78 −69 −45



∼




−1 −4 8 −11 9

0 2 −5 9 −13

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0



∼
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∼




−1 0 −2 7 −17

0 2 −5 9 −13

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




= B

Çà ìàòðèöåþ B ðîçäiëÿ¹ìî îñíîâíi çìiííi: x1, x2 i âiëüíi çìiííi: x3, x4, x5, âèïèñó¹ìî
ñèñòåìó ðiâíÿíü, ùî âiäïîâiäà¹ ìàòðè÷íîìó ðiâíÿííþ B~x = ~0

{
x1 + 2x3 − 7x4 + 17x5 = 0,

2x2 − 5x3 + 9x4 − 13x5 = 0.

Ïåðåíîñèìî âiëüíi çìiííi íàïðàâî:
{

x1 = −2x3 + 7x4 − 17x5,
2x2 = 5x3 − 9x4 + 13x5.

Íàäà¹ìî âiëüíèì âiäîìèõ íàëåæíèõ çíà÷åíü, îá÷èñëþ¹ìî âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ
îñíîâíèõ çìiííèõ, ðåçóëüòàòè çàïèñó¹ìî â òàáëè÷êó

x1 x2 x3 x4 x5

~e1 −4 5 2 0 0

~e2 14 −9 0 2 0

~e3 −34 13 0 0 2

Ðàíã ìàòðèöi B i âiäïîâiäíî, ðàíã ìàòðèöi A äîðiâíþþòü äâîì. Îòæå âèìiðíiñòü
îáðàçó îïåðàòîðà f äîðiâíþ¹ 2. ßäðî îïåðàòîðà f òðèâèìiðíå (êàæóòü ùå, ùî
äåôåêò îïåðàòîðà f äîðiâíþ¹ 3). Áàçèñ ÿäðà îïåðàòîðà f ñêëàäàþòü âåêòîðè

~e1 = {−4, 5, 2, 0, 0}, ~e2 = {14,−9, 0, 2, 0}, ~e3 = {−34, 13, 0, 0, 2}.
Â ïîçíà÷åííÿõ, ùî âèêîðèñòàíi ïðè äîâåäåííi òåîðåìè, ìà¹ìî V2 � óâåñü 5-

âèìiðíèé ïðîñòið, V1 � ÿäðî îïåðàòîðà f � òðèâèìiðíèé ïðîñòið. Ïîòðiáíî çíàéòè
áàçèñ äîïîâíåííÿ U2:

V2 = U2 ⊕ V1.

Ìè çíàé¹ìî, ùî dim U2 = dim V2 − dim V1 = 2.
Ïåðøèé ñïîñiá ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïîäóìêè ââåñòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê i çíàéòè

îðòîãîíàëüíå äîïîâíåííÿ, òîáòî çíàéòè áàçèñ ïiäïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨
ñèñòåìè ðiâíÿíü 



〈~e1, ~x〉 = 0,
〈~e2, ~x〉 = 0,
〈~e3, ~x〉 = 0.
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Äðóãèé ñïîñiá ïîëÿãà¹ â ãðóáîìó ïiäáèðàííi ïîòðiáíèõ âåêòîðiâ. Â ÿêîñòi êàíäèäàòiâ
íà âèïðîáóâàííÿ ìîæíà áðàòè ñòàíäàðòíi áàçèñíi âåêòîðè

~u1 = {1, 0, 0, 0, 0}, ~u2 = {0, 1, 0, 0, 0}, ~u3 = {0, 0, 1, 0, 0},
~u4 = {0, 0, 0, 1, 0}, ~u5 = {0, 0, 0, 0, 1}.

Âèïðîáîâó¹ìî ïåðøèé âåêòîð ~u1. Âií ïiäõîäèòü, ÿêùî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ
{~u1, ~e1, ~e2, ~e3} äîðiâíþ¹ 4. Âèïèñó¹ìî ìàòðèöþ iç êîîðäèíàò öèõ âåêòîðiâ




1 0 0 0 0
−4 5 2 0 0
14 −9 0 2 0

−34 13 0 0 2




Ìiíîð, ùî ñòî¨òü ó ïåðøîìó, òðåòüîìó, ÷åòâåðòîìó òà 5 ñòîâï÷èêàõ äîðiâíþ¹ 8 �
íå íóëüîâèé. Îòæå ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 4 i âåêòîð ~u1 ëåæèòü â äîïîâíåííi.

Âèïðîáîâó¹ìî äðóãèé âåêòîð ~u2. Öåé âåêòîð ¹ äðóãèì âåêòîðîì áàçèñà äîïîâ-
íåííÿ, ÿêùî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ {~u1, ~u2, ~e1, ~e2, ~e3} äîðiâíþ¹ 5. Âèïèñó¹ìî
ìàòðèöþ iç êîîðäèíàò öèõ âåêòîðiâ




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

−4 5 2 0 0
14 −9 0 2 0

−34 13 0 0 2




Âèçíà÷íèê öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 8 � íå íóëüîâèé. Îòæå ðàíã ìàòðèöi äîðiâíþ¹
5 i âåêòîð ~u2 ¹ äðóãèì áàçèñíèì âåêòîðîì äîïîâíåííÿ.

Áàçèñíi âåêòîðè U2 ¹ ïî÷àòêàìè ëàíöþãiâ Æîðäàíà äîâæèíè 2. Òàêèì ÷èíîì
ìè îäåðæó¹ìî äâà ëàíöþãè Æîðäàíà äîâæèíè 2:

~u1 = {1, 0, 0, 0, 0}, f(~u1) = {−262, 327, 54,−73,−21},
~u2 = {0, 1, 0, 0, 0}, f(~u2) = {−590, 740, 122,−166,−48}.

Ïåðåõîäèìî äî ïîøóêó 5-ãî, îñòàííüîãî âåêòîðà (ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç ~w)
áàçèñà Æîðäàíà, ÿêèé óòâîðþ¹ ëàíöþã äîâæèíè 1. Öåé âåêòîð ïîâèíåí ëåæàòè â
ïiäïðîñòîði V1, áàçèñíèìè âåêòîðàìè ÿêîãî ¹ ~e1, ~e2, ~e3, i íå ëåæàòè â ïiäïðîñòîði
f(U2), áàçèñíèì âåêòîðàìè ÿêîãî ¹ f(~u1), f(~u2). Çíîâó æ, äëÿ ïîøóêó âåêòîðà ~w

ìà¹ìî äâi ìîæëèâîñòi.
Ïåðøèé ñïîñiá ïîëÿãà¹ â çàïèñi âåêòîðà ~w ó âèãëÿäi ~w = x~e1 + y~e2 + z~e3,

ñêëàäàííi óìîâè îðòîãîíàëüíîñòi âåêòîðà ~w âåêòîðàì f(~u1), f(~u2), i ðîçâ'ÿçóâàííi
îäåðæàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü:

〈~w, f(~u1)〉 = 0, 〈~w, f(~u2)〉 = 0.
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Äðóãèé ñïîñiá ïîëÿãà¹ â áðóòàëüíîìó ïiäáèðàííi ïîòðiáíîãî áàçèñíîãî âåêòîðà.
Êàíäèäàòàìè äëÿ âèïðîáóâàííÿ ¹ áàçèñíi âåêòîðè ~e1, ~e2, ~e3. Ïiäåìî öèì øëÿõîì.
Âèïðîáîâó¹ìî âåêòîð w = e1. Âií ïiäõîäèòü íàì, ÿêùî ðàíã ñèñòåìè âåêòîðiâ
f(~u1), f(~u2), ~w äîðiâíþ¹ òðüîì. Âèïèñó¹ìî ìàòðèöþ iç êîîðäèíàò íàøèõ âåêòîðiâ



−262 327 54 −73 −21
−590 740 122 −166 −48
−4 5 2 0 0




Ìiíîð, ùî ñòî¨òü â îñòàííiõ òðüîõ ñòîâï÷èêàõ äîðiâíþ¹ 2·(73·48−166·21) = 36 6= 0.
Òîìó ðàíã ïîáóäîâàíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 3-ì i âåêòîð ~e1 ìîæíà âçÿòè 5-ì áàçèñíèì
âåêòîðîì ó áàçèñi Æîðäàíà.

Çàïèñó¹ìî îäåðæàíi áàçèñíi âåêòîðè â íàëåæíîìó ïîðÿäêó

~v1 = ~u1 = {1, 0, 0, 0, 0},
~v2 = f(~u1) = {−262, 327, 54, −73, −21},
~v3 = ~u2 = {0, 1, 0, 0, 0},
~v4 = f(~u2) = {−590, 740, 122, −166, −48},
~v5 = ~e1 = {−4, 5, 2, 0, 0}.

Îöå i ¹ áàçèñ Æîðäàíà
Ìàòðèöåþ ïåðåõîäó äî íîâîãî áàçèñó áóäå ìàòðèöÿ

C =




1 −262 0 −590 −4

0 327 1 740 5

0 54 0 122 2

0 −73 0 −166 0

0 −21 0 −48 0




Îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi C áóäå ìàòðèöÿ

C−1 =




1 0 2 −7 17

0 0 0 −8

3

83

9

0 1 −5

2

9

2
−13

2

0 0 0
7

6
−73

18

0 0
1

2

5

6
−29

18




Ìîæíà çðîáèòè ïåðåâiðêó òîãî, ùî â ïðîöåñi ïiäðàõóíêiâ íå äîïóùåíî ÿêî¨ñü
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ïîìèëêè. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî ïåðåìíîæèòè òðè ìàòðèöi C−1 · A · C. Îñêiëüêè

C−1 · A · C =




0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 0




,

òî â îá÷èñëåííÿõ ïîìèëêó íå çðîáèëè.
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