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Анотацiя
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контактом. – Рукопис.
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– Харкiв, 2024. – 42 с. – Iл. 18.

В роботi представлено знаходження аналiтичних
розрахункiв для дисперсiйного рiвняння спектру стацiонарних
станiв двох XX ланцюжкiв зв’язаних через додатковий
ZZ−спiн. Дослiджено термодмнамiчннi характеристики
спiнового XX-ланцюжка без дрмiшок та обраної моделi двох
спiнових кiлець з спiльним вузлом. Змодельовано польовi та
температурнi залежностi намагнiченостi та теплоємностi для
обох моделей.

Ключовi слова: спiн, спiнове кiльце, модель Iзiнга,
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Abstract

K.S. Dzhenzherova Energy spectrum and thermodynamics of
mesoscopic spin rings with point contact. – Manuscript.
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This work presents the analytical solution for the dispersion
equation of the spectrum of stationary states of two XX−chains
coupled through an additional ZZ−spin. The thermodynamic
characteristics of a spin XX−chain without impurities and the
chosen model of two spin rings with a common node are
investigated. The field and temperature dependences of the
magnetization and heat capacity for both models are modeled.
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3
ВСТУП

Одновимiрнi спiновi моделi протягом кiлькох десятилiть є
об’єктом постiйної уваги фiзикiв-теоретикiв. Такi моделi у
фiзицi конденсованого стану займають особливе мiсце. Тому є
кiлька причин: для таких моделей легше отримати точнi
розв’язки нiж для тривимiрних вiдповiдних моделей, i
властивостi низковимiрних систем можуть сильно
вiдрiзнятися вiд тривимiрних систем.

На початку 60-х рокiв минулого столiття
експериментально були вiдкритi реальнi магнiтнi сполуки, в
яких магнiтна пiдґратка є практично одновимiрною чи
двовимiрною [1, 2, 3]. Це обумовлено тим, що обмiннi
взаємодiї в одному чи у двох напрямках реального
тривимiрного кристала значно перевищують обмiнну
взаємодiю в напрамкках, що залишилися. Тривимiрнiсть
проявлється тiльки при дуже низьких температурах, коли
суттевою стає найбiльш слабка обмiнна взаємодiя. Саме
вiдкриття великої кiлькостi реальних низьковимiрних
магнiтних сполук, а в останнi роки мав мiсце великий прогрес
нанотехнологiй, надало подальшого iмпульсу теоретичним
дослiдженням низьковимiрних систем. Вивчаються як лiнiйнi
ланцюжки, так i бiльш складнi спiновi системи – альтернованi
ланцюжки, спiновi драбини, що складаються з кiлькох
ланцюжкiв, трикутнi ланцюжки, "дiамантовi ланцюжки",
декорованi спiновi драбини [1]. Реальнi магнетики завжди
мають рiзнi порушення перiодичностi кристалiчної структури
- домiшковi атоми, вакансiї, дислокацiї. Такi порушення
iдеальної кристлiчної структури можуть суттєво змiнити
фiзичнi властивостi магнетика. Активно вивчається вплив
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домiшок рiзної природи на спектр магнiтних збуджень та
термодинамiку низьковимiрних спiнових моделей,

В дипломнiй роботi вивчається модельна спiнова система,
яка складається iз двох скiнченних XX ланцюжкiв зi спiном ½.
Ланцюжки замкненi в одва окремих кiльця так, що зв’язок
мiж ними здiйснюється через додатковий iзiнгiвський спiн
(ZZ-спiн) довiльної величини в однiй точцi (точковий
контакт). Вибiр саме ХХ моделi та ZZ-взаємодiї обумовлений
тим, що завдяки такому вибору модель вiдноситься до класу
точно розв’язуваних – для неї можна знайти точне
дисперсiйне рiвняння для енергiй всiх стацiонарних станiв та
розрахувати статистичну суму. Це дозволяє провести чисельне
моделювання поведiнки всiх термодинамiчних характеристик:
намагнiченостi, теплоємностi, локальних середнiх та парних
кореляцiйних функцiй.

Метою дипломної роботи є вивчення особливостей
енергетичного спектру та термодинамiки квазiодновимiрної
спiнової моделi складної топологiї. Нами були поставленi такi
завдання дослiдження:

• теоретично дослiдити точний енергетичний спектр
спiнової ситеми, яка складається з двох скiнченних XX
ланцюжкiв, якi утворюють два кiльця через додатковий
iзiнгiвський спiн,

• вивести дисперсiйне рiвняння для стацiонарних станiв з
одним переверненим спiном та знайти умови появи
локалiзованих домiшкових станiв,

• розрахувати на основi отриманого спектру статистичну
суму та основнi термодинамiчнi величини

• чисельно промоделювати польовi та температурнi
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залежностi намагнiченостi та теплоємностi, середнього
значення проєкцiї додаткового спiну на вiсь z. Об’єктом
дослiдження є спiновi XX ланцюжки зi спiном 1/2, що
створюють два кiльця через точковий контакт з
ZZ-взаємодiєю.

Предметом є спектр одночастинкових стацiонарних
станiв та термодинамiчнi властивостi точно розв’язуваної
спiнової системи.

Практична цiннiсть результатiв, пов’язана з тим, що
отриманi результати є точними. Їх можна використати для
перевiрки наближеннь, якими користуються теоретики для
опису бiльш складних спiнових систем.

Достовiрнiсть результатiв роботи обумовлена
використанням традицiйних методiв теоретичної фiзики,
таких як побудова спiнових моделей на основi вiдомої моделi
Гейзенберга з анiзотропiєю обмiнних взаємодiй, перетворення
Йордана–Вiгнера, точне розв’язання рiвняння
Шредингера,обчислення статистичної суми та
термодинамiчних характеристик для iдеального газу
безспiнових фермiонiв, чисельне моделювання за точними
формулами.
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1. РОЗДIЛ

СПIНОВI МОДЕЛI КВАНТОВОЇ ТЕОРIЇ МАГНЕТИЗМУ

Спiновi моделi широко використувуються для опису
магнiтних властивостей дiелектрикiв [1], бо вони не
враховують електичних струмiв. Будуються цi моделi на
основi припущення, що феро- та антиферомагнтенизм
дiелектрикiв можна пов’язати зi спiнами незаповнених
внутрiшнiх оболонок хiмiчних елементiв, таких як перехiднi
метали. Наведено основнi результати теоретичних дослiджень
одновимiрних спiнових моделей.

1.1. Одновимiрнi точно розв’язуванi спiновi моделi

Основною моделлю для магнiтних дiелектрикiв є модель
Гейзенберга [2, 3, 4]. Для випадку спiнового ланцюжка
(одновимiрна система) гамiльтонiан повнiстю анiзотропного
ланцюжка [5] можна записати в наступному виглядi:

H = −gµBH
N∑
n=1

Szn −
N∑
n=1

(JxS
x
nS

x
n+1 + JyS

y
nS

y
n+1 + JzS

z
nS

z
n+1).

(1.1)
Таку модель у сучаснiй науковiй лiтературi називають

XYZ моделлю. Тут наведений випадок ланцюжка, замкненого
в кiльце. Система має трансляцiйну симетрiю. Вузол (N + 1)

спiвпадає з вузлом 1.
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1.1.1. Iзотропна модель. Метод Бете

В 1931 роцi Г. Бете [6] запропонував метод знаходження
хвильової функцiї для моделi (сучасна назва XXX) з
однаковими обмiнними сталими при всiх проєкцiях спiнiв
Jx = Jy = Jz = J :

H = −gµBH
N∑
n=1

Szn −
N∑
n=1

J (SxnS
x
n+1 + SynS

y
n+1 + SznS

z
n+1)

Анзац Бете, можна сказати, є твердженням, що у
багаточастинковому станi хвильовi функцiї залежать лише вiд
фазових зсувiв, якi задаються як сума двочастинкових зсувiв,
тобто iснують лише двочастинковi розв’язки.

Хвильова функцiя для r−магнона складається з r! членiв
(j < t):

An1n2...nr =
∑

Pk1,k2,...kre
[i(k1n1+...+krnr+1

2

∑r
j

∑r
t ψkj ,kt)]

An1n2...nr складається з добутку r плоских хвиль,
пiдсумованих за усiма можливими перестановками k з ψ,
антисиметричними щодо їхнiх iндексiв, якi задовольняють
рiвнянням

2 cot
ψkj ,kt
2

= cot
kj
2
− cot

kt
2
; kj =

2πp +
∑r

1 ψkj ,kt
N
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E =
r∑
i=1

εki; Eground =

N/2∑
i=1

εki = 2 |J |
(
N

4
−N ln 2

)
.

1.1.2. Модель з одновiсною анiзотропiєю

На початку 60-х рокiв метод Бете був застосований для
моделi з одновiсною анiзотропiєю [7] (сучасна назва XXZ) Jx =
Jy = J ̸= Jz. Пiдставивши цi значення зв’язкiв до рiвняння
(1.1) отримаємо гамiльтонiан для даної моделi:

H = −gµBH
N∑
n=1

Szn −
N∑
n=1

(J (SxnS
x
n+1 + SynS

y
n+1) + JzS

z
nS

z
n+1)

Важливою спiльною рисою двох моделей (XXX та XXZ) є
зберiгання Z-проєкцiї повного спiну

∑N
n=1 S

z
n завдяки тому, що

гамiльтонiани цих моделей комутують з цiєю величиною.
Стацiонарнi стани можна класифiкувати по значенням
квантового числа — проєкцiї повного спiна на вiсь Z.

У випадку XYZ-моделi з тьома рiзними обмiнними
константами Z-проєкцiя не зберiгається, тому треба шукати
iншу класифiкацiю стацiонарних станiв.

1.1.3. Розв’язок Бекстера та квантовий метод оберненої

задачi розсiювання для повнiстю анiзотропної моделi

Метод Бете напряму не можна застосувати для повнiстю
анiзотропної моделi Гейзенберга. В 1972 роцi Бекстер [5]
запропонував свiй оригiнальний метод для такої моделi. Цей
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метод досить складний для розумiння й застосування. Через
кiлька рокiв був запропонований аналог методу, який назвали
"квантовий метод оберненої задачi розсiювання" або
"алгебраїчний анзац Бете" (див., наприклад, [8]). Працюють
цi методи тiльки для випадку H = 0.

1.1.4. Одновимiрна модель Iзiнга

Якщо покласти в рiвняння (1.1) Jx = Jy = 0 отримаємо
гамiльтонiан для моделi Iзiнга [4] (Jz = J):

H = −gµBH
N∑
n=1

Szn − J
N∑
n=1

SznS
z
n+1

Iзiнг запропонував використати для розрахунку
статистичної суми замiненого ланцюжка метод
трансфер-матрицi, який дозволяє розбити гамiльтонiан моделi
на окремi доданки та шукати власнi значення цих спрощенних
гамiльтонiанiв.

Виявилось, що в одномiрнiй моделi iзiнга немає
спонтанної намагнiченостi при T ̸= 0. Iзiнг зробив хибний
висновок, що запропонована ним модель не може бути
використана для опису феромагнетизму в разi будь-якої
розмiрностi кристалiчної ґратки. Феромагнетизм почали
дослiджувати за допомогою моделi, яка є дещо складнiшою.

В 1944 роцi Онзагер провiв дуже складнi розрахунки [9]
статистичної суми двовимiрної прямокутної ґратки в моделi
Iзiнга зi спiном 1/2 та взаємодiєю найближчих сусiдiв за
вiдсутностi магнiтного поля. Та довiв iснування критичної
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температури переходу з феромагнiтного в парамагнiтний стан.

1.2. Одновимiрна XX модель

Гамiльтонiан одновимiрної XX моделi має вигляд:

Ĥ = −gµBH
N∑
n=1

Szn − J
N−1∑
n=1

(SxnS
x
n+1 + SynS

y
n+1)

Вперше цю модель для опису магнiтних властивостей
спiнового ланцюжка запропонували в роботi [10]. На прикладi
XX-ланцюжка розглянемо метод Йордана-Вiгнера [11] для
переходу до фермi-операторiв породження та знищення.
Першим кроком, за допомогою рiвнянь


Sxn =

1
2
(S−

n + S+
n )

Syn =
i
2
(S−

n − S+
n )

Szn =
1
2
− S−

n S
+
n

перепишемо гамiльтонiан системи через сходинковi оператори
S+ та S− наступним чином:

Ĥ = −gµBH
N∑
n=1

(
1

2
− S−

n S
+
n

)
− J

N−1∑
n=1

1

2
(S+

n S
−
n+1 + S−

n S
+
n+1) .

(1.2)
Далi, знаючи, що сходивковi оператори S+ та S− можна

переписати через фермi-оператори a† та a за допомогою
наступних рiвнянь
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S+
n =

n−1∏
l=1

(
1− 2a†lal

)
an,

S−
n = a†n

n−1∏
l=1

(
1− 2a†lal

)

та знаючи властивостi операторiв породження та знищення,
можемо записати наступнi перетворення:

S−
n S

+
n = a†nan

S−
n S

+
n+1 = a†nan+1

S+
n S

−
n+1 = S−

n+1S
+
n = a†n+1an.

З урахуванням цих перетворень, гамiльтонiан (1.2) може
бути переписаний через фермi-оператори породження та
знищення наступним чимном:

Ĥ = −gµBH
N∑
n=1

(
1

2
− a†nan

)
− J

N−1∑
n=1

1

2

(
a†n+1an + a†nan+1

)
.

Далi можна виконати перетворення Фур’є, яке
дiагоналiзує гамiльтонiан моделi, та побудувати її
термодинамiку. Ми не будемо тут деталiзувати опис цих
перетворень, тому що в наступному роздiлi
користуватимемося iншим методом дiагоналiзацiї.
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1.3. XX модель з рiзними домiшками

Багато уваги фiзки-теоретики придiляють вивченню
впливу рiзноманiтних домiшок на властивостi реальних
магнiтних матерiалiв, зокрема для XX моделi.

Наприклад, в роботi [12] дослiджено енергетичний спектр
та особливостi польових i температурних залежностей
основних термодинамiчних характеристик скiнченного
XX-ланцюжка зi спiном 1/2, замкненого одним iзiнгiвським
зв’язком (1.3) i модель вiдкритого XX-ланцюжка з двома
ZZ-домiшками на обох кiнцях (1.4).

H = −g0µBHSz0 − gµBH
N∑
n=1

Szn−

− J0(S
z
1 + SzN)S

z
0 − J

N−1∑
n=1

(SxnS
x
n+1 + SynS

y
n+1).

(1.3)

H = −g0µBHσz0 − gN+1µBHσ
z
N+1 − gµBH

N∑
n=1

Szn

−J
N−1∑
n=1

(SxnS
x
n+1 + SynS

y
n+1)− J0σ

z
0S

z
1 − JN+1σ

z
N+1S

z
n.

(1.4)

Ця робота була присвячена теоретичному вивченню
квантових стацiонарних станiв i термодинамiки. Показано
можливiсть появи локалiзованих енергетичних рiвнiв бiля
домiшкових спiнiв. Знайдено умови для формування
локалiзованих енергетичних рiвнiв, що виникають внаслiдок
сильної iзiнгiвської взаємодiї мiж домiшковими спiнами та
ХХ-ланцюжком. Дослiдженi основнi термодинамiчнi
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характеристики в залежностi вiд поля та температури.

Роботу [13] присвячено теоретичному вивченню
квантових стацiонарних станiв та термодинамiки двох точно
розв’язуваних квантових моделей: скiнченного XX-ланцюжка
з «вiдростком», зв’язаним ZZ-взаємодiєю (iзiнговською) з
одним з вузлiв ланцюжка, та двох рiзних скiнченних
XX-ланцюжкiв, якi з’єднанi через додатковий ZZ-спiн.
Показано, що в спектрi можуть iснувати поблизу домiшкового
спiна локалiзованi домiшковi рiвнi, знайдено умови їх появи.
Дослiджено польовi та температурнi залежностi основних
термодинамiчних характеристик моделей.

Ĥ = −gµBH
N∑

n=1;n ̸=n0

Sz1n − g′µBHS
z
1,n0

−

− J
N−1∑

n=1;n ̸=n0−1,n0

(Sx1,nS
x
1,n+1 + Sy1,nS

y
1,n+1)−

− J ′(Sx1,n0−1S
x
1,n0

+ Sy1,n0−1S
y
1,n0 + Sx1,n0S

x
1,n0+1 + Sy1,n0S

y
1,n0+1)−

− g0µBHS
z
0 − J0S

z
1,n0
Sz0 .

Ĥ = −gµBH
N∑

n=1;n ̸=n0

Sz1,n − g′µBHS
z
1,n0

−

− J
N−1∑

n=1;n ̸=n0−1,n0

(Sx1,nS
x
1,n+1 + Sy1,nS

y
1,n+1)−

−J ′(Sx1,n0−1S
x
1,n0

+ Sy1,n0−1S
y
1,n0 + Sx1,n0S

x
1,n0+1 + Sy1,n0S

y
1,n0+1)−

− g0µBHS
z
0 − J0S

z
1,n0
Sz0 .

В наступному роздiлi буде запропоновано узагальнення
моделей з роботи [12].
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2. РОЗДIЛ 2

СТАЦIОНАРНI СТАНИ СПIНОВОЇ МОДЕЛI ДВОХ

МЕЗОСКОПIЧНИХ СПIНОВИХ КIЛЕЦЬ IЗ ТОЧКОВИМ

КОНТАКТОМ

В цьому роздiлi ми розглянемо спектр стацiонарних
станiв спiнової низьковимiрної моделi, яка складається iз двох
скiнчених XX-ланцюжкiв, пов’язаних в однiй точцi через
домiшковий iзiнгiвський спiн довiльної величини S

(наприклад, див. рис. 2.1).

2.1. Модель з однаковими взаємодiями

Спочатку будемо вважати, що всi взаємодiї спiну S̃z0 з
«найближчими сусiдами» на обох XX-ланцюжках є
однаковими J01 = J02 = J0.

Рис. 2.1. Схематичне зображення моделi при J01 = J02

Гамiльтонiан такої моделi має такий вигляд:
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Ĥ = −g1µBH
N1∑
n=1

Sz1,n − J1

N1−1∑
n=1

(
Sx1,nS

x
1,n+1 + Sy1,nS

y
1,n+1

)
−

− g2µBH
N2∑
n=1

Sz2,n − J2

N2−1∑
n=1

(
Sx2,nS

x
2,n+1 + Sy2,nS

y
2,n+1

)
−

− g0µBHS̃
z
0 − J0S̃

z
0

(
Sz1,1 + Sz1,N1

+ Sz2,1 + Sz2,N2

)
,

(2.1)

де
g — g-фактор,
µB — магнетон Бора,
H — зовнiшнє магнiтне поле,
J1 — обмiнна взаємодiя мiж сусiднiми спiнами у першому

ланцюгу,
Si1,n, Si1,n+1 — i-компоненти операторiв спiнiв для n−го i

(n + 1)-го спiнiв у першому ланцюгу,
J2 — обмiнна взаємодiя мiж сусiднiми спiнами у другому

ланцюгу,
Si2,n, Si2,n+1 — i-компоненти операторiв спiнiв для n−го i

(n + 1)−го спiнiв у другому ланцюгу,
S̃z0 — z-компонента оператора iзольованого спiну,
J0 — взаємодiя мiж iзольованим спiном S̃z0 та крайнiми

спiнами обох ланцюгiв.

2.1.1. Дiагоналiзацiя гамiльтонiану моделi

Запропонована модель вiдноситься до класу точно
розв’язуваних. Її гамiльтонiан можна дiагоналiзувати та
знайти таким чином енергiї та хвильовi функцiї всiх
стацiонарних станiв.
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Для дiагоналiзацiї гамiльтонiану введемо сходинковi

оператори S± для обох ланцюжкiв:

S±
i,n = Sxi,n ± iSyi,n; Szi,n =

1

2
− S−

i,nS
+
i,n; i = 1, 2.

Далi скористаємось перетворенням Iордана–Вiгнера [11]
та перейдемо вiд спiнових операторiв до фермi-операторiв
породження та знищення. Звернемо увагу на те, що в даному
випадку треба узагальнити формули перетворення так само,
як це було зроблено в роботi [14].

S+
1,n =

∏
m<n

σ1,mσ2,ma1,n; S+
2,n =

∏
m<n

σ1,mσ2,mσ1,na2,n;

S−
1,n =

∏
m<n

σ1,mσ2,ma
†
1,n; S−

2,n =
∏
m<n

σ1,mσ2,mσ1,na
†
2,n,

де

σi,m = 1− a†i,mai,m; [a†i,m, a
†
i′,m′] = 0;

[ai,m, ai′,m′] = 0; [ai,m, a
†
i′,m′] = δi,i′δm,m′.

В результатi перетворення гамiльтонiан (2.1) набуває
вигляду:
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Ĥ = −g1µBH
N1∑
n=1

(
1

2
− a†1,na1,n

)
− J1

2

N1−1∑
n=1

(
a†1,n+1a1,n + a†1,na1,n+1

)
−

− g2µBH
N2∑
n=1

(
1

2
− a†2,na2,n

)
− J2

2

N2−1∑
n=1

(
a†2,n+1a2,n + a†2,na2,n+1

)
−

− g0µBHσ0 − J0σ0

(
2− a†1,1a1,1 − a†1,N1

a1,N1
− a†2,1a2,1 − a†2,N2

a2,N2

)
.

Пiсля деяких математичних перетворень остаточно маємо:

Ĥ = E0 + (g1µBH + J0σ0)
(
a†1,1a1,1 + a†1,N1

a1,N1

)
+

+ (g2µBH + J0σ0)
(
a†2,1a2,1 + a†2,N2

a2,N2

)
+

+ g1µBH
N1−1∑
n=2

a†1,na1,n −
J1
2

N1−1∑
n=1

(
a†1,na1,n+1 + a†1,n+1a1,n

)
+

+ g2µBH
N2−1∑
n=2

a†2,na2,n −
J2
2

N2−1∑
n=1

(
a†2,na2,n+1 + a†2,n+1a2,n

)
;

(2.2)

Отриманий гамiльтонiан (2.2) є квадратичним по
операторах породження-знищення.

E0 = −1

2
[2 (g0µBH + 2J0)σ0 + g1µBHN1 + g2µBHN2] .

Стан без «збуджень», тобто «умовний вакуум», |0⟩
визначаємо так:

ai,n|0⟩ = 0, i = 1, 2; n = 1, ..., N1,2.
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Рiвняння Шредiнгера для цього стану має тривiальний

розв’язок

Ĥ|0⟩ = E0|0⟩.

Iснує безлiч способiв для дiагоналiзацiї гамiльтонiана. Ми
ж скористаємося знаходженням розв’язку одночастинкового
рiвняння Шредiнгера, яке дає можливiсть знаходження всiх
енергiй станiв iз одним «перевернутим» спiном. Оскiльки
гамiльтонiан (2.2) є квадратичним по фермi-операторах, з цих
одночастинкових станiв складається повний спектр з
урахуванням принципу Паулi.

Вектор стану з одним перевернутим спiном задовольняє
рiвнянню:

Ĥ|1⟩ = (E0 + ε) |1⟩,

де

|1⟩ =
N1∑
n=1

U1,na
†
1,n|0⟩ +

N2∑
n=2

U2,na
†
2,n|0⟩. (2.3)

Рiвняння для хвильової функцiї отримуємо, подiявши (2.3)
на (2.2). В результатi маємо таку систему рiвнянь у скiнчених
рiзницях для обох ХХ ланцюжкiв.
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(ε− giµBH)Ui,n +
Ji
2
(Ui,n+1 + Ui,n−1) = 0; n = 2, 3, ..., Ni − 1;

(ε− giµBH − J0σ0)Ui,1 +
Ji
2
Ui,2 = 0;

(ε− giµBH − J0σ0)Ui,Ni
+ Ji

2
Ui,Ni−1 = 0;

Цi рiвняння можна розглядати окремо для кожного
ланцюжка. Наприклад, для першого ланцюжка i = 1 це буде
основне рiвняння

(ε− g1µBH)U1,n +
J1
2
(U1,n+1 + U1,n−1) = 0, n = 2, 3, ..., N1 − 1

iз двома граничними умовами на обох кiнцях ланцюжка

(ε− g1µBH − J0σ0)U1,1 +
J1
2
U1,2 = 0;

(ε− g1µBH − J0σ0)U1,N1
+ J1

2
U1,N1−1 = 0;

Частинний розв’язок шукаємо у виглядi xn1 . Пiдставляємо
його в основне рiвняння та отримуємо:

ε1 = g1µBH − J1
2

(
x1 +

1

x1

)
.

Загальний розв’язок має вигляд:
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U1,n = A1x
n
1 +B1x

−n
1 .

Пiдставимо його в граничнi умови:

(ε− g1µBH − J0σ0)U1 +
J1
2
U2 = 0;

(ε− g1µBH − J0σ0)UN1
+ J1

2
UN1−1 = 0;

J1
2
(A1x

2
1 +B1x

−2
1 )− (J1

2
(x1 +

1
x1
) + J0σ0)(A1x

1
1 +B1x

−1
1 ) = 0;

J1
2
(A1x

N1−1
1 +B1x

1−N1
1 )−

−(J1
2
(x1 +

1
x1
) + J0σ0)(A1x

N1
1 +B1x

−N1
1 ) = 0;(α1x1 + 1)A1 +

(
α1

x1
+ 1

)
B1 = 0;(

α1

x1
+ 1

)
x
(N1+1)
1 A1 + (α1x1 + 1) x

−(N1+1)
1 B1 = 0;

α1 =
2J0σ0

J1
.

Цi граничнi умови є системою двох лiнiйних однорiдних
алгебраїчних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами A1 та B1. Така
система має нетривiальнi розв’язки за умови, що її визначник
дорiвнює нулю.

(α1x1 + 1)
2
x
−(N1+1)
1 +

(
α1

x1

+ 1

)2

x
(N1+1)
1 = 0;

(α1x1 + 1)
2
+

(
α1

x1

+ 1

)2

x
2(N1+1)
1 = 0;

Зручно розбити розв’язки цього рiвняння на два окремi
випадки:
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(−) α1x1

(
1− x

(N1−1)
1

)
+

(
1− x

(N1+1)
1

)
= 0;

(+) α1x1

(
1 + x

(N1−1)
1

)
+

(
1 + x

(N1+1)
1

)
= 0.

(2.4)

2.1.2. Аналiз структури енергетичного спектру моделi

Розглянемо граничний випадок нескiнченної кiлькостi
спiнiв в ланцюжку номер один та проаналiзуємо можливiсть
iснування локалiзованих поблизу кiнцiв ланцюжка так званих
зв’язанних станiв.

|x1| < 1; N1 → ∞, α1x1 = −1; x1 = − 1

α1

; |α1| > 1.

(2.5)
Умови iснування локалiзованих (зв’язаних) станiв для

скiнченого ланцюжка знаходимо пiдставляючи умови (2.5) в
рiвняння (2.4):

(−) x1 → +1, α1 = − lim
x→+1−0

1− x
(N1+1)
1

x1

(
1− x

(N1+1)
1

) = −N1 + 1

N1 − 1
.

Умови появи зв’язаних станiв на першому ланцюжку є
такими:

(−) α1 < −N1 + 1

N1 − 1
;

(+) α1 < −1.
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Розгляд другого ланцюжка є абсолютно аналогiчним, тому

наводити цi розрахунки ще раз ми не будемо. Лише наведемо
остаточнi результати одразу для обох ланцюжкiв.

Дисперсiйнi рiвняння:

(−) αixi
(
1− x

(Ni−1)
i

)
+

(
1− x

(Ni+1)
i

)
= 0,

(+) αixi
(
1 + x

(Ni−1)
i

)
+

(
1 + x

(Ni+1)
i

)
= 0.

Енергiї:

εi = giµBH − Ji
2

(
xi +

1

xi

)
.

Умови iснування локальних рiвнiв (зв’язаних станiв):

(−) αi < −Ni + 1

Ni − 1
,

(+) αi < −1.

2.2. Модель з попарно рiвними iзiнгiвськими взаємодiями

Розглянемо бiльш загальний випадок моделi двох спiнових
кiлець iз точковим контактом. Нехай тепер J01 ̸= J02.

Тодi гамiльтонiан (2.1) набуває вигляду:
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Рис. 2.2. Схематичне зображення моделi при J01 ̸= J02

Ĥ = −g1µBH
N1∑
n=1

Sz1,n − J1

N1−1∑
n=1

(
Sx1,nS

x
1,n+1 + Sy1,nS

y
1,n+1

)
−

− g2µBH
N2∑
n=1

Sz2,n − J2

N2−1∑
n=1

(
Sx2,nS

x
2,n+1 + Sy2,nS

y
2,n+1

)
−

− g0µBHS̃
z
0 −

[
J01

(
Sz1,1 + Sz1,N1

)
+ J02

(
Sz2,1 + Sz2,N2

)]
S̃z0 .

(2.6)

2.2.1. Дiагоналiзацiя узагальненого гамiльтонiану

Нам необхiдно повторити перехiд Йордана-Вiгнера для
гамiльтонiану (2.6). Запишемо гамiльтонiан узагальненої
моделi через фермi-оператори:

Ĥ = −g1µBH
N1∑
n=1

(
1

2
− a†1,na1,n

)
− J1

2

N1−1∑
n=1

(
a†1,n+1a1,n + a†1,na1,n+1

)
−

− g2µBH
N2∑
n=1

(
1

2
− a†2,na2,n

)
− J2

2

N2−1∑
n=1

(
a†2,n+1a2,n + a†2,na2,n+1

)
−

− g0µBHσ0−

− σ0

[
J01

(
1− a†1,1a1,1 − a†1,N1

a1,N1

)
+ J02

(
1− a†2,1a2,1 − a†2,N2

a2,N2

)]
.



24
Перепишемо цей гамiльтонiан ще раз:

Ĥ = E0 + (g1µBH + J01σ0)
(
a†1,1a1,1 + a†1,N1

a1,N1

)
+

+ (g2µBH + J02σ0)
(
a†2,1a2,1 + a†2,N2

a2,N2

)
+

+ g1µBH
N1−1∑
n=2

a†1,na1,n −
J1
2

N1−1∑
n=1

(
a†1,na1,n+1 + a†1,n+1a1,n

)
+

+ g2µBH
N2−1∑
n=2

a†2,na2,n −
J2
2

N2−1∑
n=1

(
a†2,na2,n+1 + a†2,n+1a2,n

)
;

E0 = −1

2
[2 (g0µBH + J01 + J02)σ0 + g1µBHN1 + g2µBHN2] .

Рiвняння хвильових функцiй матимуть вигляд:

(ε− g1µBH)U1,n +
J1
2
(U1,n+1 + U1,n−1) = 0; n = 2, 3, ..., N1 − 1;(ε− g1µBH − J01σ0)U1,1 +

J1
2
U1,2 = 0;

(ε− g1µBH − J01σ0)U1,N1
+ J1

2
U1,N1−1 = 0;

(ε− g2µBH)U2,n +
J2
2
(U2,n+1 + U2,n−1) = 0; n = 2, 3, ..., N2 − 1;(ε− g2µBH − J02σ0)U2,1 +

J2
2
U2,2 = 0;

(ε− g2µBH − J02σ0)U2,N2
+ J2

2
U2,N2−1 = 0.

Вiдповiднi розв’язки отримуємо так само, як для
спрощеного випадку, що був розглянутий вище.

(α1x1 + 1)
2
+

(
α1

x1

+ 1

)2

x
2(N1+1)
1 = 0; α1 =

2J01σ0

J1
;
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(α2x2 + 1)
2
+

(
α2

x2

+ 1

)2

x
2(N2+1)
2 = 0; α2 =

2J02σ0

J2
;(α1x1 + 1)A1 +

(
α1

x1
+ 1

)
B1 = 0;(

α1

x1
+ 1

)
x
(N1+1)
1 A1 + (α1x1 + 1) x

−(N1+1)
1 B1 = 0;

B1 = −(α1x1 + 1)(
α1

x1
+ 1

) A1 = −

(
α1

x1
+ 1

)
x
2(N1+1)
1

(α1x1 + 1)
A1.

2.3. Модель з рiзними обмiнними iзiнгiвськими

взаємодiями

Розглянем випадок, коли J01 ̸= J ′
01 ̸= J02 ̸= J ′

02.

Рис. 2.3. Схематичне зображення моделi з J01 ̸= J ′
01 ̸= J02 ̸= J ′

02

Наведемо гамiльтонiан такої моделi:

Ĥ = −g1µBH
N1∑
n=1

Sz1,n − J1

N1−1∑
n=1

(
Sx1,nS

x
1,n+1 + Sy1,nS

y
1,n+1

)
−

− g2µBH
N2∑
n=1

Sz2,n − J2

N2−1∑
n=1

(
Sx2,nS

x
2,n+1 + Sy2,nS

y
2,n+1

)
−

− g0µBHS̃
z
0 −

[
J01S

z
1,1 + J ′

01S
z
1,N1

+ J02S
z
2,1 + J ′

02S
z
2,N2

]
S̃z0 .

Аналогiчно до попереднiх моделей запишемо цей
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гамiльтонiан через фермi-оператори породження та знищення:

Ĥ =− g1µBH
N1∑
n=1

(
1

2
− a†1,na1,n

)
− J1

2

N1−1∑
n=1

(
a†1,n+1a1,n + a†1,na1,n+1

)
−

− g2µBH
N2∑
n=1

(
1

2
− a†2,na2,n

)
− J2

2

N2−1∑
n=1

(
a†2,n+1a2,n + a†2,na2,n+1

)
−

− g0µBHσ0 − σ0J01

(
1

2
− a†1,1a1,1

)
− σ0J

′
01

(
1

2
− a†1,N1

a1,N1

)
−

− σ0J02

(
1

2
− a†2,1a2,1

)
− σ0J

′
02

(
1

2
− a†2,N2

a2,N2

)
.

А далi перепишемо отримане рiвняння у виглядi:

Ĥ = E0 + (g1µBH + J01σ0) a
†
1,1a1,1 + (g1µBH + J ′

01σ0) a
†
1,N1

a1,N1
+

+ (g2µBH + J02σ0) a
†
2,1a2,1 + (g2µBH + J ′

02σ0) a
†
2,N2

a2,N2
+

+ g1µBH
N1−1∑
n=2

a†1,na1,n −
J1
2

N1−1∑
n=1

(
a†1,na1,n+1 + a†1,n+1a1,n

)
+

+ g2µBH
N2−1∑
n=2

a†2,na2,n −
J2
2

N2−1∑
n=1

(
a†2,na2,n+1 + a†2,n+1a2,n

)
,

E0 = −1

2
[(2g0µBH + J01 + J ′

01 + J02 + J ′
02)σ0 + µBH (g1N1 + g2N2)] .

Гамiльтонiан дослiджуваної моделi фактично роздiлений
на два гамiльтонiани XX-ланцюжкiв з домiшками на обох
кiнцях.
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Ĥ = Ei,0 + (giµBH + J0iσ0) a
†
i,1ai,1 + (giµBH + J ′

0iσ0) a
†
i,Ni
ai,Ni

+

+ giµBH
Ni−1∑
n=2

a†i,nai,n −
Ji
2

Ni−1∑
n=1

(
a†i,nai,n+1 + a†i,n+1ai,n

)
.

(2.7)

2.4. Знаходження розв’язкiв рiвняння Шредiнгера

Для скiнченного XX-ланцюжка, в якому кiнцевi спiни
знаходяться в ефективному магнiтному полi, гамiльтонiан
дослiджуваної моделi визначається формулою (2.7). Розв’язки
одночастинкового рiвняння Шредiнгера

Ĥi |1⟩ = (Ei,ferro + ε) |1⟩

слiд знаходити наступним чином

|1⟩ =
N∑
m=1

Ama
†
m |0⟩ .

Цей розв’язок є вектором стацiонарного стану з одним
перевернутим спiном. Коефiцiєнти Am — це хвильова функцiя
в "координатному зображеннi". Роль координат вiдiграють
номери вузлiв m.

Основне рiвняння (2.8) є рiвнянням у скiнченних рiзницях,
так само, як i вiдповiднi граничнi умови (2.9).
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(ε− giµH)Am +
Ji
2
(Am−1 + Am+1) = 0; 2 < n < Ni; (2.8)

(ε− giµBH − J0iσ0)A1 +
Ji
2
A2 = 0;

(ε− g′iµBH − J ′
0iσ0)ANi

+ Ji
2
ANi−1 = 0;

(2.9)

Розв’язок рiвняння (2.8) шукаємо у виглядi xm. Маємо
такий вираз для енергiї через параметр x:

ε = h− Ji
2

(
x +

1

x

)
.

Загальний розв’язок, який шукаємо у виглядi:

Am = C1x
m + C2x

−m, 1 ≤ n ≤ Ni,

пiдставимо в граничнi рiвняння (2.9). Отримаємо:

(αix− 1)C1 +

(
αi
x

− 1

)
C2 = 0; (2.10)(

α′
i

x
− 1

)
xNi+1C1 + (α′

ix− 1)x−(Ni+1)C2 = 0. (2.11)

Тут
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αi =
2J0iσ0

Ji
; α′

i =
2J ′

0iσ0

Ji
.

.
Нетривiальнi розв’язки така система двох однорiдних

рiвнянь має тiльки у випадку, коли її визначник дорiвнює
нулю. Ця умова дає змогу знайти дисперсiйнi рiвняння для
знаходження рiвнiв енергiї.

Для найбiльш анiзотропного випадку дисперсiйнi рiвняння
мають вигляд:

(αix− 1) (α′
ix− 1)−

(
αi
x

− 1

)(
α′
i

x
− 1

)
x2(Ni+1) = 0, i = 1, 2.

(2.12)

2.5. Аналiз умови появи локальних домiшкових рiвнiв

Для кращого розумiння термодинамiчних властивостей
та чисельного моделювання цих величин варто проаналiзувати
умови появи зв’язаних домiшкових станiв, якi можуть
вiдщеплюватись вiд обох границь зон квазiнеперервного
спектру. Зв’язаним станам вiдповiдають дiйснi розв’язки
дисперсiйного рiвняння (2.12) |x| ≤ 1. Почнемо аналiз зi
спрощеного випадку Ni → ∞, коли за умови |x| < 1
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x2(Ni+1) → 0,

(αix− 1) (α′
ix− 1)−

(
αi
x

− 1

)(
α′

i

x
− 1

)
x2(Ni+1)︸ ︷︷ ︸

→0

= 0,

(αix− 1) (α′
ix− 1) = 0.

Отримуємо два простих розв’язки:

x
(1)
i =

1

αi
; x

(2)
i =

1

α′
i

.

Цi розв’язки будуть задовольняти умовi |x| ≤ 1, якщо

|αi| ≥ 1; |α′
i| ≥ 1.

Таким чином, для появи локалiзованих поблизу
iзiнгiвського спiну станiв потрiбний достатньо сильний зв’язок
цього спiну з XX ланцюжками. Тепер можемо перейти до
аналiзу умов появи зв’язаних станiв в загальному випадку
ланцюжкiв довiльної, але скiнченної, довжини. Дисперсiйне
рiвняння має додатковi «нефiзичнi» розв’язки, якi треба
вiдкинути. Зробимо це таким чином. Скористаємось правилом
Лопiталя для знаходження границi x→ ±1− 0:
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αiα
′
ix

2
(
1− x2(Ni−1)

)
− (αi + α′

i)x
(
1− x2Ni

)
+

(
1− x2(Ni+1)

)
= 0;

αiα
′
i

(
1− x2(Ni−1)

)
∓ (αi + α′

i)x
(
1− x2Ni

)
+

(
1− x2(Ni+1)

)
= 0;

d

dx

[
αiα

′
i

(
1− x2(Ni−1)

)
∓ (αi + α′

i)x
(
1− x2Ni

)
+

+
(
1− x2(Ni+1)

)]
x→±1−0

= 0;

αiα
′
i(Ni − 1)∓ (αi + α′

i)Ni + (Ni − 1) = 0.

Отримали критичне значення довжини ланцюжкiв:

Ni =

∣∣∣∣ αiα
′
i − 1

(αi − 1)(α′
i − 1)

∣∣∣∣ .
На рис. 2.4 та рис. 2.5 зобразимо структури спектрiв

стацiонарних станiв за рiзних комбiнацiй обмiнних взаємодiй,
при цьому для обох зображень маємо однаковi значення S =
1
2
, g0 = 1.3, g1 = 1, g2 = 2, µB = 1, H = 0, N1 = 16, N2 = 10.
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Рис. 2.4. Спектр стацiонарних станiв з одним перевернутим

спiном J1 = 0.5, J2 = 5, J01 = J ′
01 = 10, J02 = J ′

02 = 20

Рис. 2.5. Спектр стацiонарних станiв з одним перевернутим

спiном J1 = 0.5, J2 = 5, J01 = 8, J02 = 22, J ′
01 = 10, J ′

02 = 20
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3. РОЗДIЛ 3

ТЕРМОДИНАМIКА МОДЕЛI

3.1. Знаходження середнього значення ⟨S̃z0⟩

Дослiджувана модель зведена нами до iдеального газу
фермiонiв. Визначимо статистичну суму моделi. Як вiдомо,
статистичний оператор визначається формулою, до якої
входить статистична сума Z.

ρ̂ =
1

Z
e−

Ĥ
T

Нам треба знайти "слiд" вiд Z = Tr
(
exp

[
−Ĥ

T

])
.

Ми маємо додаткове квантове число σ0, тому повна
статсума буде сумою по всiм можливим значенням
σ0 = −S, ..., S:

Z =
S∑

σ0=−S
Z(σ0). (3.1)

Статсума кожного з XX ланцюжкiв при фiксованому
значеннi σ0 визначається стандартною формулою:

Z(σ0) = exp

[
−E0,i(σ0)

T

]∏
λi

(
1 + exp

[
ελi(σ0)

T

])
.
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Добуток (3.1) береться по всiх можливих значеннях

параметру x, тобто по всiх розв’язках дисперсiйних рiвнянь.
Основнi термодинамiчнi величини можна знайти за

допомогою статсуми (3.1) за вiдомими формулами:

• F = −T lnZ – вiльна енергiя,

• E = −T 2 ∂
∂T

(
F
T

)
– внутрiшня енергiя,

• C = ∂E
∂H

– теплоємнiсть,

• M = − ∂F
∂H

– намагнiченiсть,

• χ = ∂M
∂H

– магнiтна сприйнятливiсть.

Наведемо графiки для дослiдження кiлькох
термодинамiчних величин.

Залежнiсть теплоємностi вiд температури при нульовому
полi (див. рис. 3.1) була побудована при значеннях
S = 1/2, N1 = 16, N2 = 10.

Рис. 3.1. Графiк залежностi теплоємностi вiд температури
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Побудовано кiлька графiкiв залежностi намагнiченостi вiд

температури для J1 = 3 K, J2 = 5 K, J01 = −1 K, J02 = −2 K,

g0 = 1.3, g1 = 1, g2 = 2, µB = 1, N1 = 8, N2 = 16, n1 = 1, n2 = 10

при рiзних комбiнацiях обмiнної взаємодiї (див. Рис. 3.2).

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 3.2. Залежнiсть намагнiченостi вiд температури: (а) H =

0.5 (довiльнi одиницi), S = 0.5, (б) H = 0.5 (довiльнi одиницi),

S = 1.5, (в) H = 5 (довiльнi одиницi), S = 0.5, (г) H = 5

(довiльнi одиницi), S = 1.5.

Також наведено графiк залежностi намагнiченостi вiд
поля при J1 = 3 K, J2 = 5 K, J01 = −1 K, J02 = −2 K,

g0 = 1.3, g1 = 1, g2 = 2, µB = 1, N1 = 8, N2 = 16, n1 = 1,
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n2 = 10, T = 0.01 K (див. Рис. 3.3).

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 3.3. Графiки залежностi намагнiченостi вiд поля: (а) S =

1/2, (б) S = 1, (в) S = 3/2, (г) S = 2

Середнє значення Z-проєкцiї домiшкового спiну також
можна розрахувати за допомогою термодинамiчного
усереднення за формулою:

⟨S̃z0⟩ = Tr
(
ρ̂S̃z0

)
=

1

Z
Tr

(
S̃z0e

− Ĥ
T

)
=

1

Z

S∑
σ=−S

σZ (σ) .

Також необхiдно зазначити рiвняння для знаходження
середнього значення проекцiї (не домiшкового) спiна
ланцюжка.
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⟨Szn⟩ =
1

Z

S∑
σ=−S

Z (σ) ⟨Szn (σ)⟩ , (3.2)

де

⟨Szn (σ)⟩ =
1

2
− ⟨a†nσanσ⟩. (3.3)

Для знаходження значення ⟨Szn⟩ необхiдно розписати
величину заповнення стану ⟨a†nσanσ⟩. Нам вiдомо, що:

|1⟩ = a†λσ |0⟩ =
N1∑
n=1

Una
†
nσ |0⟩ ;

a†λσ =
N1∑
n=1

Un (λ) a
†
nσ; a†nσ =

∑
λ

U ∗
n (λ) a

†
λσ;

aλσ =
N1∑
n=1

U ∗
n (λ) anσ; anσ =

∑
λ

Un (λ) aλσ.

Вiдповiдно можемо переписати заповнення стану
наступним чином:

〈
a†nσanσ

〉
=

∑
λ

U ∗
n (λ) a

†
λσ

∑
λ′

Un (λ
′) aλ′σ =

=
∑
λ,λ′

U ∗
n (λ)Un (λ

′)
〈
a†λσaλ′σ

〉
︸ ︷︷ ︸
f(ελσ)δλ,λ′

=

=
∑
λ

|Un (λ)|2 f (ελσ) =
∑
λ

|Un (λ)|2
1

exp (ελσ/T ) + 1
.
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Тодi рiвняння (3.3) має вигляд:

⟨Szn (σ)⟩ =
1

2
−

∑
λ

|Un (λ)|2
1

exp (ελσ/T ) + 1
.

Пiдставивши цей результат до рiвняння (3.2), отримаємо
остаточну формулу для знаходження середнього значення
проекцiї n-ого спiну кiльця:

⟨Szn⟩ =
1

2
− 1

Z

S∑
σ=−S

Z (σ)

[∑
λ

|Un (λ)|2
1

exp (ελσ/T ) + 1

]
.

Побудуємо графiки залежностей середнiх значень
(див. рис. 3.4) при наступних параметрах: J1 = 3K, J2 = 5K,

J01 = −1K, J02 = −2K, g0 = 1.3, g1 = 1, g2 = 2, µB = 1,

N1 = 8, N2 = 16, n1 = 1, n2 = 10, T = 0.01K. Параметри
пiдiбранi так, щоб продемонструвати нестiйку поведiнку в
слабких полях.

На (рис. 3.4) ми можемо побачити змiну картини при
збiльшеннi значення спiну домiшки. Найяскравiшу картину
нестiйкої поведiнки бачимо для спiну S0 = 1/2 (рис. 3.4(а)),
домiшковий спiн кiлька разiв змiнює свiй напрям. При
збiльшеннi велечини домiшкового спiну вiн "швидше"
орiєнтується по полю. Найкраще це видно на (рис. 3.4(г)). На
цьому ж рисунку видно, що середнє значення Z-проєкцiї спiну
найближчого до домiшкового (n1 = 1), в даному випадку спiн
першого ланцюжка залишається вiд’ємним до "великих"
значень поля. Спiн з номером n2 = 10 для великих значень
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спiну, таких, як S0 = 3/2 та S0 = 2, вже майже не помiчає
подальшого збiльшення спiну (рис. 3.4(в, г)).

(а) (б)

(в) (г)
Рис. 3.4. Польова залежнiсть середнiх значень домiшкового

спiну та його двох найближчих сусiдiв на XX ланцюжках: (а)

S = 1/2, (б) S = 1, (в) S = 3/2, (г) S = 2
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ВИСНОВКИ

В данiй роботi було розглянуто одновимiрну спiнову
модель квантової теорiї магнетизму, яка має точнi розв’язки
для спектру стацiонарних станiв.

Було запропоновано спiнову модель, що представляє
собою два замкнених спiнових XX-ланцюжка, якi мають один
спiльний домiшковий iзiнгiвський спiн. Дана модель мала три
варiацiї: з чотирма однаковими взаємодiями спiльного спiну
S̃z0 iз «найближчими сусiдами», з попарно рiвними
взаємодiями та з усiма рiзними обмiнними взаємодiями.

Для всiх варiантiв моделей були виконанi перехiд
Йордана-Вiгнера та дiагоналiзацiя гамiльтонiанiв. Записанi
рiвняння для пошуку хвильових функцiй та їх розв’язки.

Отриманi та проаналiзованi дисперсiйнi рiвняння та умови
iснування локальних рiвнiв.

Побудованi спектри стацiонарних станiв з одним
перевернутим спiном для випадкiв всiх рiзних i попарно
однакових зв’язкiв.

Розглянуто термодинамiчнi властивостi та побудованi
графiки залежностей теплоємностi вiд температури,
намагнiченостi вiд магнiтного поля, намагнiченостi вiд
температури при рiзних значеннях домiшкового спiну та
магнiтного поля.

Виявлено можливiсть нестiйкої поведiнки середнього
значення Z-проєкцiї додаткового спiну при певних значеннях
параметрiв моделi.

Результати цiєї роботи були частково представленi на
конференцiї IV International Conference "Condensed Matter &
Low Temperature Physics" [15] пiд час постерної сесiї.
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