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Анотацiя

Поверхневi електромагнiтнi хвилi на межi розподiлу одновiсного середовища,
вкритого двовимiрним анiзотропним провiдним шаром. – Рукопис.

Дипломна робота на здобуття освiтньо-квалiфiкацiйного рiвня ба-
калавр за спецiальнiстю 104 – фiзика та астрономiя. Харкiв: ХНУ iменi
В.Н.Каразiна, 2025.- 33 с.- Iл.23

У роботi дослiджено поверхневi електромагнiтнi хвилi на межi розпо-
дiлу iзотропного середовища з дiелектричною сталою εi та одноосьового
метаматерiалу з анiзотропним тензором проникностi ε̂, вкритого двовимiр-
ним анiзотропним провiдним шаром σ̂. Iз рiвнянь Максвелла та граничних
умов було отримано загальне дисперсiйне рiвняння, яке було проаналiзовано
i побудуванi iзочастотнi контури та розподiли електромагнiтних полiв у
спрощених випадках: iзотропне середовище (ε̂ = εi) iз двовимiрним шаром
провiдностi, де розповсюджуються поверхневий плазмон-поляритони; одно-
вiсний метаматерiал, що характеризуєтьсяε̂ iз однородним середовищем εi

при σ̂ = 0 iз д’яконовськими хвилями (Dyakonow Surface Waves (DSW)). У
гiперболiчному режимi одновiсного метаматерiалу, за εz < 0 спостерiгається
режим каналювання. Iзочастотнi контури й чисельнi симуляцiї в COMSOL
Multiphysics пiдтверджують спрямованiсть електромагнiтних локалiзованих
хвиль.

Ключовi слова: поверхневi хвилi, каналювання, Д’яконiвськi по-
верхневi хвилi, Д’яконiвськi плазмони , поверхневi плазмон-поляритони,
метаматерiали, метаповерхнi.
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Abstract

Surface Electromagnetic Waves at the Interface of a Uniaxial Medium
Covered by a Two-Dimensional Anisotropic Conductive Layer.

Bachelor’s Thesis for the degree of Bachelor in Physics and Astronomy
Kharkiv: V.N.Karazin Kharkiv National University, 2025. 33p. -23 figures.

In this work, we study surface electromagnetic waves at the interface
between an isotropic medium with permittivity εi and a uniaxial metamaterial
with anisotropic permittivity tensor ε̂, covered by a two-dimensional anisotropic
conductive layer σ̂. From Maxwell’s equations and the boundary conditions,
a general dispersion equation is derived and then examined by constructing
isofrequency contours and field distributions in simplified cases: an isotropic
medium (ε̂ = εi) with a two-dimensional conductive sheet supporting surface
plasmon–polaritons (SPP); a uniaxial metamaterial characterized by ε̂ adjacent
to a homogeneous medium εi with σ̂ = 0, giving rise to Dyakonov surface waves
(DSW). In the hyperbolic regime of the uniaxial metamaterial (with εz < 0), a
channeling regime is observed. Isofrequency contours and numerical simulations
in COMSOL Multiphysics confirm the directionality and localization of these
modes.

Keywords: surface waves; channeling; Dyakonov surface waves; Dyakonov
plasmons; surface plasmon–polaritons; metamaterials; metasurfaces.
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ВСТУП

Упродовж останнiх десятилiть поверхневi хвилi стали ключовим об’єктом
дослiджень у сучаснiй фотоницi та нанооптицi. Очiкується, що керуван-
ня такими хвилями дозволить створювати пристрої нового поколiння для
субдифракцiйної вiзуалiзацiї, ефективних оптичних iнтерконектiв та високо-
чутливих сенсорiв. Переваги поверхневих хвиль, зокрема хвиль Д’яконова
(DSW) та поверхневих плазмон-поляритонiв (SPP), випливають iз їхньої
здатностi локалiзувати енергiю на межi роздiлу та демонструвати унiкальну
анiзотропну дисперсiю. Завдяки цим властивостям можна досягти принципо-
во нового контролю над поширенням свiтла порiвняно з об’ємними хвилями.
Отже дослiдження нових систем iз бiльшою кiлькiстю ступенiв вiльностi є
актуальною темою. Тому в нашому дослiдженнi ми поєднали анiзотропний
одновiсний метаматерiал iз анiзотропною резонансною метаповерхнею для
пошуку цiкавих ефектiв у фотонiцi, зокрема каналювання.

Актуальнiсть роботи полягає у необхiдностi розумiння механiзму
впливу поверхневої провiдностi та дiелектричної провiдностi на диспер-
сiю та локалiзацiю хвиль, що вiдкриває новi можливостi для керування
поширенням свiтла, зокрема каналювання.

Об’єкт дослiдження: система iзотропне середовище-одновiсний ме-
таматерiал з анiзотропним провiдним шаром на межi роздiлу.

Предмет дослiдження: поверхневi хвилi у заданiй системi, зокрема
їх дисперсiйнi властивостi, просторова еволюцiя та явище каналювання,
виявлене для них в роботi.

Мета дослiдження: Дослiдити поверхневi хвилi що можуть роз-
повсюджуватись в описанiй системi. Отримати умови їхнього iснування,
порiвняти характеристики даних хвиль iз вiдомим типом поверхневих хвиль
такi як SPP та DSW. Для досягнення цiєї мети було вирiшено такi задачi:

1) Отримати узагальнене дисперсiйне рiвняння (4.7) для поверхневих
хвиль з урахуванням тензорної провiдностi поверхневого шару;

2) Проаналiзувати граничнi випадки: поверхневi плазмони-поляритони
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(SPP) на поверхнi iзотропного метаматерiалу та хвилi Д’яконова (DSW);
3) Дослiдити iзочастотнi контури в рiзних режимах (ємнiсному, гiперболi-

чному, iндуктивному) на наявнiсть важливих для застосувань ефектiв,
таких як спрямування електромагнiтної енергiї;

4) Верифiкувати теоретичнi результати за допомогою чисельного моделю-
вання в COMSOL Multiphysics.

Гiпотеза дослiдження полягала в тому, що комбiнацiя одновiсного
метаматерiалу з гiперболiчною дисперсiєю та анiзотропного провiдного шару
призводить до спрямованого поширення хвиль (каналiзацiї) без необхiдностi
високоточного настроювання параметрiв.

Методи дослiдження включали: аналiтичний вивiд дисперсiйних
рiвнянь з рiвнянь Максвела i граничних умов; чисельний аналiз iзочастотних
контурiв; повновекторне моделювання електромагнiтних полiв у COMSOL
Multiphysics; порiвняльний аналiз режимiв роботи поверхневого шару.

Наукова новизна полягає у:

• Отриманнi узагальненого дисперсiйного рiвняння (4.7) для гiбридних по-
верхневих хвиль у системi з одновiсним метаматерiалом та анiзотропним
провiдним шаром;

• Встановленнi зв’язку мiж гiперболiчною дисперсiєю метаматерiалу
(ε⊥ < 0) та виникненням ефекту каналiзацiї хвиль;

• Демонстрацiї можливостi спрямованого поширення поверхневих хвиль
у широкому дiапазонi частот та провiдностей.

Практичне значення: Результати роботи можуть бути використанi
при проектуваннi: планарних гiперлiнз для субдифракцiйної вiзуалiзацiї;
енергоефективних оптичних iнтерконектiв зi спрямованим поширенням
сигналу; нанофотонних сенсорiв з пiдвищеною чутливiстю; пристроїв керу-
вання свiтлом у iнтегрованих фотонних схемах.
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1 Огляд лiтератури

1.1 Поверхневi електромагнiтнi хвилi

Поверхнева електромагнiтна хвиля — це хвиля, що поширюється
вздовж межi двох середовищ i експоненцiйно загасає перпендикулярно
до iнтерфейсу. Завдяки здатностi до локалiзацiї енергiї та надчутливостi до
параметрiв оточення, такi хвилi є фундаментально важливими в нанофото-
нiцi, оптичному сенсингу та iнформацiйних технологiях [7, 9].

На вiдмiну вiд об’ємних хвиль, поверхневi моди дають змогу контро-
лювати свiтло в субхвильовому масштабi та сприяти створенню компактних
фотонних компонентiв.

1.2 Метаповерхнi та гiперболiчнi метаматерiали

Метаповерхня — це двовимiрна наноструктурована система, що скла-
дається з масиву метаатомiв i забезпечує контроль над фазою, амплiтудою
та поляризацiєю електромагнiтних хвиль. Вона може пiдтримувати поверх-
невi моди навiть без участi об’ємних металiв або кристалiв завдяки тензору
ефективної провiдностi [4, 5].

Гiперболiчнi метаповерхнi, у яких одна з компонент провiдностi має
знак, вiдмiнний вiд iнших, пiдтримують наднаправленi хвилi з iзофазними
контурами гiперболiчної форми [3,10]. Це дозволяє створювати новi типи ло-
калiзованих мод iз гiбридною поляризацiєю та покращеними властивостями
спрямованостi.

1.3 Поверхневi плазмоннi поляритони та хвилi д’яконова

Surface Plasmon Polaritons (SPP) — це електромагнiтнi хвилi, що
виникають на межi мiж металом i дiелектриком внаслiдок взаємодiї свiтла з
колективними коливаннями електронiв. Їхня ключова властивiсть — сильна
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локалiзацiя поля на iнтерфейсi та можливiсть фокусування свiтла нижче
дифракцiйного обмеження [1, 7].

Dyakonov Surface Waves (DSW) — це iнший тип поверхневих
хвиль, якi виникають на межi iзотропного та анiзотропного середовища. На
вiдмiну вiд SPP, DSW не потребують металу й можуть iснувати в прозорих
середовищах. Вперше їх теоретично передбачив I. д’яконов у 1988 роцi [2].
DSW мають малу дисперсiю, наднизькi втрати та iснують у вузькому
кутовому дiапазонi вiдносно оптичної осi [6]. Їх було експериментально
реалiзовано в дiелектричних наносистемах [8].

1.4 Ефект каналювання

Каналювання (canalization) — це ефект бездифракцiйного переносу
енергiї вздовж метаповерхнi, що виникає за умов екстремальної анiзотропiї
провiдностi або гiперболiчної дисперсiї. Це дозволяє створювати колiмованi
променi та передавати сигнал без розмиття в поперечному напрямку [1]. У
гiперболiчних метаповерхнях такий ефект є природним наслiдком розподiлу
iзофазних контурiв, якi формують майже прямолiнiйнi траєкторiї для хвиль
[4, 10].

Каналiзацiя має особливу цiннiсть для створення метафотонних iнтер-
конектiв i гiперлiнз iз субхвильовою роздiльною здатнiстю.

Висновок

Отже, сучаснi роботи [1–10] демонструють, що метаповерхнi, а особливо
— гiперболiчнi, є перспективними платформами для керування новими
типами поверхневих хвиль. Об’єднання таких структур дозволяє реалiзувати
новi режими розповсюдження, включно з гiбридними хвилями, DSW-SPP
змiшаного характеру та ефектами каналювання, що i складає основу для
нашого дослiдження.
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2 Модель дослiджуваної системи

Розглянемо iнтерфейс мiж однорiдним середовищем, що характеризує-
ться дiелектричною сталою ε1, та одноосним метаматерiалом, дiелектрична
проникнiсть якого задається тензором

ε̂2 =


εxx εxy 0

εyx εyy 0

0 0 ε⊥

 =

=


(ε∥ cos

2 α + ε⊥ sin2 α) (ε⊥ − ε∥) cosα sinα 0

(ε⊥ − ε∥) cosα sinα (ε∥ sin
2 α + ε⊥ cos2 α) 0

0 0 ε⊥


(2.1)

На межi розташована анiзотропна провiдна поверхня, електропровiд-
нiсть якої описується тензором:

σ̂ =

(
σxx σxy

σyx σyy

)
=

=

(
σ∥ cos

2 β + σ⊥ sin2 β (σ⊥ − σ∥) sin β cos β

(σ⊥ − σ∥) sin β cos β σ⊥ cos2 β + σ∥ sin
2 β

)
.

(2.2)
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Рис. 2.1: Дослiджувана геометрiя задачi

Тут σ⊥, σ∥, а також ε⊥, ε∥ — це частотно-залежнi провiдностi та
дiелектричнi проникностi вздовж головних осей вiдповiдних тензорiв.

Як зазвичай приймається, компоненти тензора провiдностi описуються
за допомогою моделi Друде-Лоренца:

σ⊥,∥ =
iω2σ0⊥,∥

ω2 − Ω2
⊥,∥ + iωγ⊥,∥

(2.3)

У всiх середовищах приймаємо магнiтну проникнiсть µ = 1.

Оптична вiсь, яка вiдповiдає напрямку ε∥, а також σ∥, утворює кути α

та β вiдповiдно з напрямком хвильового вектора в площинi, який вважаємо
напрямленим вздовж осi x, див. рис. 2.1. Позначимо рiзницю цих кутiв як
θ = α− β.

Оптична вiсь одноосного середовища вважається паралельною до межi,
що є необхiдною умовою для iснування хвиль Д’яконова (Dyakonov Surface
Waves) [2].

Для зручностi початок координат обирається на межi мiж середови-
щами, тобто z = 0. Верхню пiвпростiр (z > 0) займає однорiдне середовище
з дiелектричною сталою ε1, а нижню (z < 0) — одноосний матерiал. Тов-
щина провiдного шару вважається набагато меншою за довжину хвилi, що
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дозволяє розглядати його як поверхню, розташовану в площинi z = 0.

Параметри Ω⊥,∥ та γ⊥,∥ у формулi (2.3) вiдповiдають, вiдповiдно, резо-
нансним частотам пов’язаних електронних осциляторiв та їхнiм коефiцiєн-
там затухання вздовж напрямкiв ⊥ i ∥.

Ми обираємо систему одиниць Ґауса через її зручнiсть. У цiй роботi
ми будемо мати справу з такими виразами, як 4π

c σg. Саме тому доцiльно
перейти до ефективної змiнної — ефективної провiдностi: σ = 4π

c σg.

Щоб перейти до системи SI, скористаємося спiввiдношенням для пере-
творення з CGS у SI:

σg =
σsi
4πε0

Отже,

σsi = σ · c · ε0 ≈ 2.645 · σ (2.4)

де σg — провiднiсть у системi CGS, σsi — провiднiсть у системi SI, а ε0

— дiелектрична стала (пермiттивнiсть вакууму).
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3 Дисперсiйне рiвняння поверхневих хвиль

У цiй роботi ми дослiджуємо локалiзованi електромагнiтнi хвилi, що
затухають вiд межi роздiлу. Їх поля можна записати у виглядi плоских
хвиль, оскiльки вiдстань вiд джерела випромiнювання є достатньо великою:

E = E0e
i(xkx+zkz−ωt)

H = H0e
i(xkx+zkz−ωt).

(3.1)

Для забезпечення локалiзацiї полiв вздовж межi роздiлу мають вико-
нуватися умови:

E(|z| → ∞) = 0

H(|z| → ∞) = 0.
(3.2)

Проекцiя хвильового вектора kz на вiсь z повинна бути уявною величи-
ною. Плоска хвиля, що поширюється вздовж осi x та локалiзована вздовж
осi z, описується рiвняннями Максвелла для обох середовищ:

rotE = −1

c

µdH

dt
,

rotH =
4πJ
c

+
1

c

εdE

dt

(3.3)

Джерела струму J можна вважати нульовими, оскiльки ми розглядаємо
середовища без джерел.
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rotH =


i γ k

d/dx d/dy d/dz

Hx Hy Hz

 =


−dHy/dz + dHz/dy

−dHz/dx+ dHx/dz

dHy/dx− dHx/dy

 =

∧
εdE

cdt

rotE =


i γ k

d/dx d/dy d/dz

Ex Ey Ez

 =


−dEy/dz + dEz/dy

−dEz/dx+ dEx/dz

dEy/dx− dEx/dy

 = −µdH
cdt

(3.4)

Ми обираємо систему вiдлiку таким чином, щоб хвильовий вектор
k лежав у площинi zx, тобто ky = 0. Така орiєнтацiя координат дозволяє
спростити виведення, оскiльки усуває деякi доданки. Виконавши промiжнi
обчислення:

1

c

εdE

dt
=

εE0de
i(kr−ωt)

cdt
= −i

εωE

c
= −iεk0E

dHy

dz
=

H0yde
i(kr−ωt)

dz
= iHykz

отримуємо вирази для полiв у областi z>0, де ε = εi та kz = kiz:

εik0Ex = Hyk
i
z

εik0Ey = Hzkx −Hxk
i
z

εik0Ez = −Hykx

k0Hx = −Eyk
i
z

k0Hy = −Ezkx + Exk
i
z

k0Hz = Eykx

(3.5)

Як видно, поля можна виразити через (Ey, Hy), якi ми позначимо як
(A1, B1) 3.6. Цей факт вказує на наявнiсть двох незалежних мод - TE та
TM, проте, як буде показано далi 3.7, обидвi мають однакове дисперсiйне
спiввiдношення.
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E1 =

(
B1k

i
z

εik0
, A1,−

B1kx
εik0

)
ei(kr−ωt)

H1 =

(
−A1k

i
z

k0
, B1,

A1kx
k0

)
ei(kr−ωt)

(3.6)

Поля такого вигляду (рiвняння 3.5) можуть iснувати лише за умо-
ви, що визначник цiєї системи дорiвнює нулю. Ця умова призводить до
дисперсiйного спiввiдношення:

k2x + (kiz)
2 − εik

2
0 = 0 (3.7)

Обидвi моди (TE та TM) мають однакове дисперсiйне спiввiдношення
(рiвняння 3.7), що свiдчить про виродження мод. Однак у одновiсному
матерiалi це виродження знiмається через анiзотропiю дiелектричної прони-
кностi. Виконуючи аналогiчнi кроки, як при виведеннi рiвняння 3.7, можна
показати, що дисперсiйнi закони для двох незалежних мод (звичайної та
незвичайної) є рiзними: Дисперсiйнi спiввiдношення:

k2x + (koz)
2 − ε⊥k

2
0 = 0 (3.8)

Eo = (koz sinα, k
o
z cosα,−kx sinα)A2,

Ho =

(
−(koz)

2

k0
cosα, ε⊥k0 sinα,

kxk
o
z

k0
cosα

)
A2.

(3.9)

k2xεxx − (kez)
2ε⊥ − k20ε∥ε⊥ = 0 (3.10)

Ee = ((k20ε⊥ − k2x) cosα,−ε⊥k
2
0 sinα,−kxk

e
z cosα)B2

He = (ε⊥k0k
e
z sinα, ε⊥k0k

e
z cosα,−kxε⊥k0 sinα)B2

(3.11)
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Лiнiйна комбiнацiя власних мод дає повне поле в одновiсному середо-
вищi:

E2
x = A2 sinα(k

o
z) +B2 cosα(k

2
0ε⊥ − k2x),

E2
y = A2 cosα(k

o
z) +B2 sinα(−ε⊥k

2
0),

E2
z = A2 sinα(−kx) +B2 cosα(−kxk

e
z),

H2
x = A2 cosα

(
−(koz)

2

k0

)
+B2 sinαε⊥k0k

e
z

H2
y = A2 sinα(ε⊥k0) +B2 cosα(ε⊥k0k

e
z)

H2
z = A2 cosα

(
kxk

o
z

k0

)
+B2 sinα(−kxε⊥k0)

(3.12)

де koz = −iκo є kz для звичайної хвилi, kez = −iκe - kz для незвичайної
моди, а kiz = iκi вiдповiдає kz в iзотропному середовищi (z>0).

Для забезпечення спiвiснування полiв в обох середовищах вони повиннi
задовольняти граничним умовам. Використання умов [n12,H2 −H1] =

4πJs
c

та [n12,E2 − E1] = 0 дає систему з 4 однорiдних рiвнянь, розв’язок якої
iснує, якщо їх визначник дорiвнює нулю:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 −iκo sinα −iκi cosα(−k2x + k20ε⊥)

−1 −iκo cosα 0 −k20ε⊥ sinα

iκ
i

k0
+

4πσyy

c cosακo2

k0
+

4πiσxyκ
i

c − sinαε⊥k0iκ
e

−4πσxy

c sinαε⊥k0 −
(
εik0 +

4πσxxiκ
i

c

)
− cosαε⊥k0iκ

e

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 (3.13)

Що призводить до наступного рiвняння:

(κ2
0cos

2α− k20ε⊥sin
2α)(k0ε⊥κeκi + iκ2

iκoσxx − ik20κoεiσyy + k0κoκi(εi − σ2
xy + σxxσyy))+

(κoκecos
2α− k20ε⊥sin

2α)(k0κ
2
i ε⊥ − ik20κiε⊥σyy)+

(κ3
ocos

2α− k20ε⊥κesin
2α)(iκiκoσxx + k0κoεi)−

ik20ε⊥κiκo(κe − κo)σxysin2α = 0

(3.14)
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Ми обираємо систему одиниць Ґауса через її зручнiсть. У цiй роботi ми
будемо мати справу з такими виразами, як 4π

c σg. Саме тому доцiльно перейти
до ефективної змiнної — ефективної провiдностi: σ = 4π

c σg.

Щоб перейти до системи SI, скористаємося спiввiдношенням для пере-
творення з CGS у SI:

σg =
σsi
4πε0

Отже,

σsi = σ · c · ε0 ≈ 2.645 · σ (3.15)

де σg — провiднiсть у системi CGS, σsi — провiднiсть у системi SI, а ε0

— дiелектрична стала (пермiттивнiсть вакууму).

4 Аналiз граничних випадкiв

Отримане рiвняння 3.14 потребує подальших спрощень, оскiльки мi-
стить непарнi розв’язки, якi необхiдно врахувати. Вираз (κ2

0 cos
2 α−k20ε⊥ sin2 α)

мiстить коренi, згаданi ранiше, тому ми згрупуємо його разом з членами
(κoκe cos

2 α− k20ε⊥ sin2 α) та (κ3
o cos

2 α− k20ε⊥κe sin
2 α).

Додаючи та вiднiмаючи члени: ±κ2
o cos

2 α(k0κ
2
i ε⊥ − ik20κiε⊥σyy) та

±k20ε⊥ sin2 ακo(iκiκoσxx + k0κoεi), отримуємо:

(κ2
0 cos

2 α− k20ε⊥ sin2 α)
(
k0ε⊥κeκi + iκ2

iκoσxx − ik20κoεiσyy

+ k0κoκi(εi − σ2
xy + σxxσyy) + k0κ

2
i ε⊥

− ik20κiε⊥σyy + κo(iκiκoσxx + k0κ0εo)
)

− ik20ε⊥κiκo(κe − κo)σxy sin 2α

+ (κeκo cos
2 α− κ2

o cos
2 α)(k0κ

2
i ε⊥ − ik20κiε⊥σyy)

+ (ε⊥k
2
0κo sin

2 α− ε⊥k
2
0κe sin

2 α)(iκiκoσxx + k0κoεi) = 0

(4.1)

Далi ми розглянемо члени незалежно вiд (κ2
o cos

2 α − k20ε⊥ sin2 α), з
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урахуванням σ та без нього.

Вирази, якi будуть використанi у подальших викладках:

κ2
o,i cos

2 α− k20εz,0 sin
2 α = k2x cos

2 α− k20εz,0

κ2
i − κ2

o = (ε⊥ − εi)k
2
0

(4.2)

Члени без σ:

(κeκo cos
2 α− κ2

o cos
2 α)(k0κ

2
i ε⊥)

+ (ε⊥k
2
0κo sin

2 α− ε⊥k
2
0κe sin

2 α)(k0κoεi) =

= k0ε⊥κ
2
1κo(κe − κo) cos

2 α− k30ε⊥εiκo(κe − κo) sin
2 α

= k0ε⊥κo(κe − κo)(κ
2
i cos

2 α− k20εi sin
2 α)

= k0ε⊥κo(κe − κo)(k
2
x cos

2 α− k20εi)

= k0ε⊥κo(κe − κo)(k
2
x cos

2 α− k20ε⊥ + κ2
i − κ2

o)

= k0ε⊥κo(κe − κo)(κ
2
o cos

2 α− k20ε⊥ sin2 α)

+ k30ε⊥κo(κe − κo)(ε⊥ − εi)

(4.3)

лени з σ:

− ik20ε⊥κiκo(κe − κo)σxy sin 2α

+ (κeκo cos
2 α− κ2

3 cos
2 α)(−ik20κiε⊥σyy)

+ (ε⊥k
2
0κo sin

2 α− ε⊥k
2
0κe sin

2 α)(iκiκoσxx) =

= −iε⊥k
2
0κiκo(κe − κo)

× (σxy sin 2α + σyy cos
2 α + σxx sin

2 α) =

= −iε⊥k
2
0κiκo(κe − κo)

× (σy cos
2 (α− β) + σx sin

2 (α− β))

(4.4)
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Тепер ми можемо записати рiвняння у виглядi:

(κ2
0 cos

2 α− k20ε⊥ sin2 α)
(
k0ε⊥κeκi + iκ2

iκoσxx

− ik20κoεiσyy + k0κoκi(εi − σ2
xy + σxxσyy)

+ k0κ
2
i ε⊥ − ik20κiε⊥σyy + κo(iκiκoσxx + k0κ0εo)

+ k0ε⊥κo(κe − κo)
)

+ k30ε⊥κo(κe − κo)(ε⊥ − εi)

− iε⊥k
2
0κiκo(κe − κo)(σy cos

2 (α− β) + σx sin
2 (α− β)) = 0

(4.5)

Використовуючи (κ2
o cos

2 α − k20ε⊥ sin2 α) = ε⊥
ε∥−ε⊥

(κe − κo) (κe + κo),
ми можемо винести множник k0ε⊥

ε∥−ε⊥
(κe − κo), який вiдповiдає за непарнi

розв’язки. Для скорочення позначимо (σy cos
2 (α− β) + σx sin

2 (α− β)) як
σ̃yy та отримаємо:

(κe + κo)
(
ε⊥κeκi + iκ2

iκoσxx/k0

− ik0κoεiσyy + κoκi(εi − σ2
xy + σxxσyy)

+ κ2
i ε⊥ − ik0κiε⊥σyy

+ κo(iκiκoσxx/k0 + κoεi) + ε⊥κo(κe − κo)
)

+ k20κo(ε∥ − ε⊥)(ε⊥ − εi)

− ik0κiκo(ε∥ − ε⊥)σ̃yy = 0

(4.6)

Ми бачимо, що рiвняння 4.6 перетворюється на SPP, якщо ε∥ = ε⊥ = ε2

i, як наслiдок, κe = κo = κ2. Ми також можемо виразити у 4.6 рiвняння
Д’яконова у його первiсному виглядi, використовуючи k20κo(ε∥ − ε⊥)(ε⊥ −
εi) = −k20κo(ε∥ − εi)(εi − ε⊥)− k20κ0(εi − ε⊥)

2 та (κe + κo)(ε⊥κeκi + εiκiκo +

ε⊥κ
2
i + εoκ

2
o+ ε⊥κo(κe−κo)) = (κi+κo)(κi+κe)(εiκo+ ε⊥κe)+k20κo(εi− ε⊥)

2:
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(κi + κo)(κi + κe)(εiκo + ε⊥κe)

− k20κo(ε∥ − εi)(εi − ε⊥)

+ (κe + κo)
(
iκiκoσxx(κi + κo)/k0

− ik0σyy(εiκo + ε⊥κi) + κiκo(σxxσyy − σ2
xy)
)

− ik0κiκo(ε∥ − ε⊥)σ̃yy = 0

(4.7)

де σ̃yy(θ) = σy cos
2 θ + σx sin

2 θ = σy cos
2 (α− β) + σx sin

2 (α− β).

Щоб пiдтвердити коректнiсть цього рiвняння, у наступних роздiлах
ми покажемо, що воно точно описує простiшi випадки, такi як: iзотропний ε̂

(поверхневi плазмони-поляритони), σ̂ = 0 (що вiдповiдає хвилям Д’яконова),
а також результати чисельного моделювання полiв у COMSOL Multiphysics.
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5 Поверхневi Плазмон-Поляритони (ППП)

У випадку однорiдного середовища у напiвпросторi kz < 0 (рис. 5.1)

Рис. 5.1: Геометрiя задачi для ППП

рiвняння 4.7 спрощується до:(
(κ1 + κ2)

k0
− iσyy

)(
k0

(
ε2
κ2

+
ε1
κ1

)
+ iσxx

)
= σ2

xy (5.1)

яке є рiвнянням поверхневого плазмона-поляритона [10].

Як було зазначено ранiше, елементи тензора провiдностi описуються
формулою Друде-Лоренца 2.3. Такий вибiр зроблений навмисно, оскiльки
провiдний шар (метаповерхня) проявляє рiзнi режими залежно вiд частоти
електромагнiтного поля [10]:

• ω < Ω⊥,∥ - ємнiсний режим

• Ω⊥ < ω < Ω∥ - гiперболiчний режим

• Ω⊥,∥ < ω - iндуктивний режим

У цiй роботi ми аналiзували поверхневi хвилi за допомогою iзоча-
стотних контурiв. Iзочастотний контур - це розв’язок дисперсiйного рiв-
няння для фiксованої частоти, який дає уявлення про форму хвильового
фронту. Дисперсiя рiвняння 5.1 для ε1 = ε2 = 1, σx = 0.06 − 0.68i mS,
σy = 0.06 + 0.95i mS при ω = 150 THz має гiперболiчну форму (рис. 5.2).
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Рис. 5.2: Iзочастотний контур

Це пiдтверджується результатами чисельного моделювання електро-
магнiтних полiв (рис. 5.3).

(а) xy площина (б) xz площина

Рис. 5.3: Результати моделювання в COMSOL електромагнiтних полiв,
збуджених z-орiєнтованим обертовим диполем з ω = 150 THz, розташованим
у вакуумi (ε1 = ε2 = 1) на вiдстанi 10 нм над поверхнею з параметрами:
σx = 0.06− 0.68i mS, σy = 0.06 + 0.95i mS.

Як видно з рис. 5.3, збуджена хвиля локалiзована бiля поверхнi (xz
площина) i її хвильовий фронт вiдповiдає гiперболiчнiй формi iзочастотного
контуру (xy площина).
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6 Хвилi Д’яконова (DSW)

За вiдсутностi провiдного шару (σ̂ = 0) система перетворюється на
однорiдне середовище з одновiсним матерiалом, що описується ε̂2 (2.1). Така
комбiнацiя пiдтримує поверхневi хвилi, вiдомi як хвилi Д’яконова (DSW) [2],
якщо задовольняється розв’язок загального дисперсiйного рiвняння (4.7)
для σ̂ = 0:

(κi + κo)(κi + κe)(εiκo + ε⊥κe)− k20κo(ε∥ − εi)(εi − ε⊥) = 0 (6.1)

Рiвняння 6.1 точно вiдповiдає рiвнянню №9 з оригiнальної роботи
Д’яконова [2]. Зазвичай воно розв’язується чисельними методами, але можна
використати аналiтичний розв’язок з [6].

Хвиля вважається еванесцентною, якщо всi її моди є еванесцентними.
Це обмежує розв’язки випадками, де κi, κe i κo > 0. З рiвняння (6.1) випли-
ває, що якщо всi κ додатнi, то ε∥ > εi > ε⊥ або ε⊥ > εi > ε∥. Як зазначено
в [2], тiльки перша умова:

ε∥ > εi > ε⊥ (6.2)

пiдходить для DSW. Не всi ε обов’язково мають бути додатними. Як
описано в [7], можна знайти розв’язки рiвняння (9,10) з вiд’ємними ε⊥

або ε∥. Цей випадок буде розглянуто у наступному роздiлi, тодi як тут
ми зосередимось на "класичному"випадку з додатними дiелектричними
проникностями.
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6.1 Випадок ε > 0

Цей тип поверхневих хвиль не може поширюватись у всiх напрямках
вiд оптичної осi, що означає - не для всiх значень (α) iснує розв’язок з
додатними κi,e,o. Якщо чисельно розв’язати рiвняння для певної частоти
вiдносно kx та перейти до лабораторної системи координат за допомогою
kx = k′x cosα i ky = k′y sinα, то типовий еванесцентний розв’язок має вигляд
6.1:

(а) Iзочастотний контур (б) Експериментальне вiдтворення

Рис. 6.1: (a) Iзочастотний контур, отриманий чисельним розв’язком рiвняння
6.1 для ω = 270 THz, ε∥ = 5, εi = 1, ε⊥ = 0.5. (b) Зображення в темному
полi, отримане CCD-камерою [8]

Така поведiнка пояснюється тим, що дисперсiйнi спiввiдношення (рiв-
няння 3.10, 3.8) подiляють обернений простiр на областi з рiзною кiлькiстю
розповсюджуючих та еванесцентних розв’язкiв (рис. 6.2). Дисперсiя не-
звичайної моди має елiптичну форму для додатних компонентiв тензора
дiелектричної проникностi. Це можна побачити при переходi до лаборатор-
ної системи координат kx = k′x cosα i ky = k′y sinα:

Дисперсiя незвичайної моди:

k20 −
k2x
ε⊥

+
k2y
ε∥

=
κ2
e

ε⊥

Дисперсiя звичайної моди:

k2x + k2y − ε⊥k
2
0 = κ2

o
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Вiдповiднi свiтловi конуси при κe,o = 0 мають вигляд:

Незвичайна мода:
k2x
ε⊥

+
k2y
ε∥

= k20 (6.3)

Звичайна мода:
k2x + k2y = ε⊥k

2
0 (6.4)

З рiвнянь (6.3, 6.4) ми отримуємо елiптичний та круговий свiтловi
конуси вiдповiдно. Це означає, що якщо хвильовий вектор лежить всерединi
свiтлового конуса, може бути збуджена розповсюджуюча хвиля, оскiльки
Im[kz] = 0. Навпаки, для хвильового вектора k поза свiтловим конусом
Im[kz] ̸= 0, що вiдповiдає еванесцентнiй хвилi (рис. 6.2).

Рис. 6.2: Дисперсiя одновiсного метаматерiалу для ε∥ = 5, εi = 1, ε⊥ = 0.5.
Темнофiолетовий колiр вiдповiдає двом розповсюджуючим модам, фiолето-
вий - 1 розповсюдженiй незвичайнiй модi та 1 поверхневiй звичайнiй модi,
блакитний - двом поверхневим модам.
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6.2 Випадок ε⊥ < 0

Як було показано в [7], за умов:

0 < εi < |ε⊥|
ε∥∣∣ε∥ − ε⊥

∣∣ (6.5)

|ε⊥|
ε∥∣∣ε∥ − ε⊥

∣∣ < εi < |εi| (6.6)

можуть iснувати поверхневi хвилi, вiдомi як плазмони Д’яконова (DP).

(а) Умова 6.6 (б) Умова 6.5

Рис. 6.3: (a) Розв’язок рiвняння 6.1 для ε⊥ = −1.8, ε∥ = 2, εi = 1. (b)
Розв’язок для ε⊥ = −2, ε∥ = 4, εi = 1.

Як видно з цих розв’язкiв (рис. 6.5 та 6.6), нерiвнiсть 6.5 визначає
умови iснування плазмонiв Д’яконова з повною гiперболiчною дисперсiєю,
а 6.6 - плазмонiв Д’яконова з усiченою гiперболiчною дисперсiєю. В обох
випадках розв’язки рiвняння 6.1 лежать лише всерединi гiлок гiперболи
дисперсiйного рiвняння 3.10, де обидвi моди (звичайна та незвичайна) є
локалiзованими.

Незалежно вiд знаку ε⊥, хвилi Д’яконова характеризуються довгим
часом життя, що пояснюється вiдсутнiстю уявної частини у kx за рахунок
дiйсних значень дiелектричної проникностi. Однак, через наявнiсть домiшок
у бiльшостi матерiалiв, якi призводять до поглинання електромагнiтної
енергiї, їх ε мають ненульову уявну частину, що викликає експоненцiальне
затухання поверхневих хвиль.



26

7 Гiбриднi хвилi

У цьому роздiлi ми зосереджуємося на загальному випадку, який
iлюстрований рис. 2.1. Оскiльки цей випадок не є таким добре вивченим, як
DSW та SPP, ми проводимо порiвняльний аналiз. Як було зазначено ранiше,
iзочастотнi контури надають важливу iнформацiю про властивостi хвиль,
тому ми використали їх для аналiзу. Ми обрали рiзнi частоти, щоб дослiдити
всi режими метаповерхнi (провiдний, гiперболiчний та iндуктивний), а
також рiзнi режими одновiсних дiелектричних проникностей (елiптичний
та гiперболiчний).

У елiптичному режимi розповсюджуючi хвилi демонструють власти-
востi, подiбнi до суперпозицiї DSW та SPP (див. 6.4 та 6.2). Однак у гiпер-
болiчному випадку (гiперболiчна дисперсiя свiтла) виникають новi цiкавi
властивостi, обумовленi анiзотропiєю кутової дисперсiї середовища, коли
умови DSW не виконуються (рiвняння 6.3).

Однак у гiперболiчному випадку (гiперболiчна дисперсiя свiтла) вини-
кають новi цiкавi властивостi, обумовленi анiзотропiєю кутової дисперсiї
середовища, коли умови DSW не виконуються (рiвняння 6.3).
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(а) ω = 270 THz, σx = 0.01 + 0.61i mS та
σy = 0.10 + 1.17i mS

(б) ω = 150 THz, σx = 0.06− 0.68i mS та
σy = 0.06 + 0.95i mS

(в) ω = 270 THz, σx = 0.01 + 0.61i mS та
σy = 0.10 + 1.17i mS

(г) ω = 150 THz, σx = 0.06− 0.68i mS та
σy = 0.06 + 0.95i mS

(д) ω = 270 THz, σx = 0.01+ 0.61i mS та
σy = 0.10 + 1.17i mS

(е) ω = 150 THz, σx = 0.06− 0.68i mS та
σy = 0.06 + 0.95i mS

Рис. 7.1: Комбiнованi чисельнi розв’язки для ε⊥ = −0.5, ε∥ = 2 та εi = 1.
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(а) ω = 270 THz, σx = 0.01 + 0.61i mS та
σy = 0.10 + 1.17i mS

(б) ω = 150 THz, σx = 0.06− 0.68i mS та
σy = 0.06 + 0.95i mS

(в) ω = 270 THz, σx = 0.01 + 0.61i mS та
σy = 0.10 + 1.17i mS

(г) ω = 150 THz, σx = 0.06− 0.68i mS та
σy = 0.06 + 0.95i mS

Рис. 7.2: Комбiнованi iзочастотнi розв’язки. Синiй графiк - розв’язок рiв-
няння 4.7, зелений - рiвняння 5.1, жовтий - свiтловий конус iзотропного
середовища, чорний - свiтловий конус одновiсного середовища. Чисельнi
розв’язки отриманi для ε⊥ = −0.5, ε∥ = 2 та εi = 1.

Як видно з iзочастотних контурiв на рис. 7.2, розв’язки є неiзотропни-
ми, що обумовлено анiзотропiєю дисперсiї свiтла в одновiсному середовищi.
У кутовому дiапазонi мiж гiлками гiперболи контури стають пiкоподiбними,
а їх уявнi частини зменшуються приблизно на порядок. Оскiльки уявна
частина kx вiдповiдає затуханню хвилi, меншi її значення вiдповiдають
бiльшiй довжинi поширення (див. рiвняння 3.1). Це означає, що хвилi легше
поширюються всерединi гiлок гiперболи, нiж зовнi, що може вказувати на
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ефект каналiзацiї [1].

Для перевiрки цiєї гiпотези ми провели чисельне моделювання еле-
ктромагнiтних хвиль.

Рис. 7.3: Моделювання електромагнiтної хвилi, збудженої обертовим z-
орiєнтованим диполем з ω = 270 THz, розташованим у середовищi з ε⊥ = 1
на вiдстанi 10 нм над провiдною поверхнею з σx = 0.01 + 0.61i mS та σy =
0.10 + 1.17i mS, яка покриває наш одновiсний метаматерiал з параметрами
ε⊥ = −0.5, ε∥ = 2 та εi = 1 (див. рис. 2.1). Моделювання виконано в
COMSOL Multiphysics.

Ми дiйсно спостерiгаємо на малюнку 7.3 спрямоване розповсюдження
свiтлової хвилi в очiкуваному напрямку. Варто однак пiдмiтити. що це
ще не свiдчить про ефект каналювання але тiльки вказує на нього. Для
подальшого дослiдження цього ефекту в нашiй моделi необхiдне проведення
аналiзу вектора Поiтiнга та симуляцiї або дослiд в значно бiльшому просторi
нiж 2.5 довжини хвилi.

Якщо припущення про iснування каналювання виявиться вiрним, вико-
ристання одновiсного матерiалу разом iз двовимiрним провiдним шаром, як
показано на мал.2.1, матиме деякi переваги над класичним каналюванням
на метаповерхнi. А саме, воно досяжне не тiльки при певних значеннях
частот [10] чи екстремальних значеннях поверхневої провiдностi σ [1], як
це характерно для метаповерхонь, але й у ширшому дiапазонi частот та
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провiдностей. Це зумовлено тим, що в даному випадку ефект каналюва-
ння викликається гiперболiчнiстю дисперсiї одновiсного метаматерiалу,а
саме її анiзотропiєю, яку ми докладно розглядали у секцiї д’яконовських
хвиль. Якщо рiшення поверхневих хвиль повнiстю знаходить за межами
гiперболiчного свiтового конуса, ми не спостерiгаємо каналювання мал.7.4.

(а) (б)

Рис. 7.4: Iзочастотний контур рiвняння 4.7 (а) i чисельне моделювання
електромагнiтного поля в COMSOL Multuphysics (б) при ω = 150 THz,
σx = 0.06− 0.68i mS, σy = 0.06 + 0.95i, εi = 1, ε⊥ = −0.5, ε∥ = 2

Така властивiсть вiдкриває можливiсть стабiльного спрямованого пе-
реносу енергiї без необхiдностi точного налаштування матерiальних пара-
метрiв. Отже, дослiдження запропонованої моделi несе значний потенцiал
для практичного застосування у фотонiцi, зокрема в планарних гiперлин-
зах [4], нанофотонних сенсорах та енергоефективному транспорту свiтла в
оптичних iнтерконектах [5].
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8 ВИСНОВКИ

У дипломнiй роботi було проведено комплексне дослiдження поверх-
невих електромагнiтних хвиль на межi розподiлу одновiсного середовища,
вкритого двовимiрним анiзотропним провiдним шаром. Основною метою
дослiдження було вивчення дисперсiйних властивостей таких хвиль, їх
просторової еволюцiї та виявлення ефекту каналювання. Поставлену ме-
ту досягнуто шляхом аналiтичних викладок, чисельного моделювання та
порiвняльного аналiзу з класичними типами поверхневих хвиль.

Пiд час дослiдження успiшно виконано всi поставленi завдання:

1) Отримано узагальнене дисперсiйне рiвняння для гiбридних поверхневих
хвиль, що враховує тензорну природу провiдностi поверхневого шару
σ̂ та анiзотропiю одновiсного метаматерiалу ε̂. Рiвняння пiдтверджено
шляхом зведення до вiдомих граничних випадкiв.

2) Проаналiзовано граничнi випадки системи: поверхневi плазмон-поляритони
при ε̂ = εi з двовимiрним шаром провiдностi; Хвилi Д’яконова (DSW)
при σ̂ = 0 з одновiсним метаматерiалом. Дослiджено умови iснування
DSW при рiзних знаках ε⊥ та ε∥.

3) Дослiджено iзочастотнi контури в рiзних режимах роботи метаповерхнi
(ємнiсному, гiперболiчному, iндуктивному) та одновiсних дiелектричних
проникностей. Виявлено, що у гiперболiчному режимi (εz < 0) спостерi-
гається ефект каналювання, що пiдтверджено чисельними симуляцiями.

4) Верифiковано теоретичнi результати за допомогою повновекторного
моделювання в COMSOL Multiphysics. Моделювання пiдтвердило мо-
жливiсть спрямованого поширення хвиль (рис. 9.3) та локалiзацiю
енергiї бiля поверхнi роздiлу.

Наукова новизна роботи полягає у встановленнi зв’язку мiж гiперболi-
чною дисперсiєю метаматерiалу (ε⊥ < 0) та виникненням ефекту каналiзацiї,
а також у демонстрацiї можливостi спрямованого поширення поверхневих
хвиль у широкому дiапазонi частот та провiдностей.
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