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Âñòóï

Ïîñiáíèê ïðèçíà÷åíèé äëÿ âèâ÷åííÿ åëåìåíòàðíî¨ òåîði¨ ÷èñåë. À ñàìå, ðîçãëÿ-
íóòî íàñòóïíi òåìè: öiëi ÷èñëà, ïîäiëüíiñòü òà ¨¨ âëàñòèâîñòi, äiëåííÿ ç îñòà÷åþ,
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê òà àëãîðèòì Åâêëiäà, íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå, ëi-
íiéíi äiîôàíòîâi ðiâíÿííÿ, ïðîñòi ÷èñëà, iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçêëàäàííÿ íà
ïðîñòi, êîíãðóåíöi¨ òà êëàñè ëèøêiâ, ðîçâ'ÿçàííÿ ëiíiéíèõ êîíãóåíöié, êèòàéñüêà
òåîðåìà ïðî îñòà÷i, ìàëà òåîðåìà Ôåðìà òà òåîðåìà Åéëåðà. Êðiì òîãî, ïîñiáíèê
ìiñòèòü ñòèñëå âèêëàäåííÿ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ òà åëåìåíòiâ êîìáiíàòî-
ðèêè.

Êîæåí ðîçäië ïîñiáíèêà ìiñòèòü òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi ç äîêëàäíèìè äîâåäå-
ííÿìè âñiõ íåîáõiäíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äàëi ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ
¾òèïîâèõ¿ çàäà÷. Íàïðèêiíöi ðîçäiëiâ íàâåäåíà íèçêà çàäà÷ äëÿ ñàìîñòiéíîãî
ðîçâ'ÿçàííÿ.

Äî ïîñiáíèêà âêëþ÷åíî ìàòåðiàëè, ÿêi áàãàòî ðîêiâ âèêîðèñòîâóâàëèñü ïðè âè-
êëàäàííi êóðñó ¾Åëåìåíòè àëãåáðè òà òåîði¨ ÷èñåë¿ ñòóäåíòàì ïåðøîãî êóðñó ôà-
êóëüòåòó ìàòåìàòèêè i iíôîðìàòèêè Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìå-
íi Â.Í. Êàðàçiíà.

Àâòîðè ùèðî âäÿ÷íi Àííi Âèøíÿêîâié, Iðèíi Iëü¨íñüêié, Äìèòðó Ñåëþòiíó òà
Íãó¹í Òõó Õi¹í, ùî äîïîìàãàëè â àïðîáàöi¨ ìàòåðiàëiâ ïîñiáíèêà, à òàêîæ Ñâiòëàíi
Iãíàòîâè÷ çà íèçêó çàóâàæåíü, ùî ïðèçâåëè äî ñóòò¹âîãî ïîêðàùåííÿ òåêñòó.
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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;
Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë;
Z+ � ìíîæèíà öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë;
|A| � ÷èñëî åëåìåíòiâ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè A;
A×B � äåêàðòiâ äîáóòîê ìíîæèí A i B;
A ∪B � îá'¹äíàííÿ ìíîæèí A i B;
A ∩B � ïåðåòèí ìíîæèí A i B;
∆A � äiàãîíàëü äåêàðòîâà êâàäðàòà A×A;
n! � n-ôàêòîðiàë;
(n)k � ÷èñëî k-âèáiðîê áåç ïîâåðíåíü ç n åëåìåíòiâ;(
n
k

)
� ÷èñëî k-êîìáiíàöié áåç ïîâåðíåíü ç n åëåìåíòiâ;

a | b � a äiëèòü b;
a - b � a íå äiëèòü b;
ÍÑÄ(a, b) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b;
ÍÑÊ(a, b) � íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë a i b;
[a]n � êëàñ ëèøêiâ ÷èñëà a çà ìîäóëåì n;
ϕ(n) � ôóíêöiÿ Åéëåðà;
Z(n) � ìíîæèíà âñiõ êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n.
Z(n)× � ìíîæèíà âñiõ îáîðîòíèõ êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n.
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1 Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N = {1, 2, 3, . . .}. Ìè ïðèéìà¹ìî áåç
äîâåäåííÿ, ùî ó áóäü-ÿêié íåïîðîæíié ïiäìíîæèíi A ⊂ N çíàéäåòüñÿ íàéìåíøå
÷èñëî, òîáòî a ∈ A òàêå, ùî a ≤ b äëÿ âñiõ b ∈ A.

Ðîçãëÿíåìî òâåðäæåííÿ (âèñëiâ) p(n), ùî çàëåæèòü âiä íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
Ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äà¹ òåõíiêó äîâåäåííÿ òîãî, ùî p(n) ¹ ïðàâèëüíèì
äëÿ âñiõ n ∈ N.

Òâåðäæåííÿ 1.1 (ïðèíöèï ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨). Íåõàé
(1) p(1) ¹ ïðàâèëüíèì;
(2) äëÿ âñiõ n ∈ N, n > 1, ç p(n− 1) âèïëèâà¹ p(n).
Òîäi p(n) ¹ ïðàâèëüíèì äëÿ âñiõ n ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé öå íå òàê. Ðîçãëÿíåìî (íåïîðîæíþ!) ïiäìíîæèíó A âñiõ òèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, äëÿ êîòðèõ p(n) íå ¹ ïðàâèëüíèì. Íåõàé a � íàéìåíøå ÷èñëî â
A, òîáòî, çîêðåìà, p(a) íå ¹ ïðàâèëüíèì. Òîäi a > 1 âiäïîâiäíî äî (1). Äàëi, p(a−1)
¹ ïðàâèëüíèì çà âèáîðîì a. Öå ñóïåðå÷èòü (2).

Óìîâà (1) íàçèâà¹òñÿ áàçîþ iíäóêöi¨, óìîâà (2) � iíäóêòèâíèì ïåðåõîäîì.

Çàçíà÷èìî, ùî óìîâó (2) ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàêèì ÷èíîì:
(2') äëÿ âñiõ n ∈ N ç p(n) âèïëèâà¹ p(n+ 1).

Iñíóþòü ðiçíîìàíiòíi âàðiàíòè ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Íàïðèêëàä, ìíî-
æèíó N íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ìîæíà çàìiíèòè ìíîæèíîþ Z+ = {0, 1, 2, 3, . . .} öiëèõ
íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë; â öüîìó âèïàäêó áàçîþ iíäóêöi¨ áóäå òâåðäæåííÿ, ùî p(0) ¹
ïðàâèëüíèì.

Îêðiì òîãî, áóâà¹, ùî äëÿ ïåðåâiðêè p(n) ïîòðiáíå íå îäíå òâåðäæåííÿ p(n−1),
à, ñêàæiìî, äâà: p(n− 1) i p(n− 2). Ó öüîìó âèïàäêó áàçîþ iíäóêöi¨ áóäå ïåðåâiðêà
iñòèííîñòi p(1) i p(2); iíäóêòèâíèé ïåðåõiä � ïåðåâiðêà òîãî, ùî ç p(n− 2) i p(n− 1)
âèïëèâà¹ p(n).

Ïðèêëàä 1.1. Äîâåäiòü, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó íàòóðàëüíîìó n âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ n(n+ 1) =
n(n+ 1)(n+ 2)

3
. (1)

Ðîçâ'ÿçîê. Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

1. Áàçà iíäóêöi¨.

Ïåðåâiðèìî, ùî òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå ïðè n = 1: ëiâà ÷àñòèíà âèðàçó (1)
äîðiâíþ¹ 1 · 2 = 2, ïðàâà ÷àñòèíà âèðàçó (1) äîðiâíþ¹ 1·2·3

3 = 2.

2. Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ (1) ñïðàâåäëèâå ïðè äåÿêîìó n = k, k ≥ 1 :

1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ k(k + 1) =
k(k + 1)(k + 2)

3
. (2)
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3. Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä (êðîê iíäóêöi¨).

Äîâåäåìî, ùî òâåðäæåííÿ (1) ñïðàâåäëèâå ïðè n = k + 1, òîáòî

1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ k(k + 1) + (k + 1)(k + 1 + 1) =
(k + 1)(k + 1 + 1)(k + 1 + 2)

3

àáî

1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ k(k + 1) + (k + 1)(k + 2) =
(k + 1)(k + 2)(k + 3)

3
. (3)

Ðîçãëÿíåìî ëiâó ÷àñòèíó âèðàçó (3):

1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ k(k + 1) + (k + 1)(k + 2) =

[çàñòîñó¹ìî (2) äëÿ ïåðøèõ k äîäàíêiâ]

=
k(k + 1)(k + 2)

3
+ (k + 1)(k + 2) =

[âèíåñåìî çà äóæêè ñïiëüíi ìíîæíèêè (k + 1), (k + 2)]

= (k + 1)(k + 2)

(
k

3
+ 1

)
=

(k + 1)(k + 2)(k + 3)

3
,

ìè îòðèìàëè ïðàâó ÷àñòèíó âèðàçó (3).

Òàêèì ÷èíîì, ç ïðèïóùåííÿ, ùî ôîðìóëà (1) ¹ ïðàâèëüíîþ ïðè n = k, ìè
âèâåëè, ùî âîíà òàêîæ ñïðàâåäëèâà ïðè n = k + 1.

Çà ïðèíöèïîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ôîðìóëà (1) äîâåäåíà äëÿ âñiõ íàòóðàëü-
íèõ n.

Ïðèêëàä 1.2. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
2n > n.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàâåäåìî äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

1. Áàçà iíäóêöi¨.

Ïðè n = 1 ìà¹ìî 21 > 1.

2. Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî íåðiâíiñòü ¹ ïðàâèëüíîþ äëÿ äåÿêîãî n = k, k ≥ 1: 2k > k.

3. Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä.

Äîâåäåìî, ùî íåðiâíiñòü ¹ ïðàâèëüíîþ ïðè n = k+1, òîáòî 2k+1 > k+1. Äëÿ
öüîãî çàïèøåìî ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi òàê: 2k+1 = 2 · 2k i, âèêîðèñòîâóþ÷è
iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ, îòðèìà¹ìî: 2k+1 = 2 · 2k > 2k ≥ k + 1 ïðè k ≥ 1.

Òàêèì ÷èíîì, íåðiâíiñòü 2k+1 > k + 1 ¹ ïðàâèëüíîþ, à îòæå, çà ïðèíöèïîì
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ íåðiâíiñòü 2n > n ¹ ïðàâèëüíîþ äëÿ êîæíîãî íàòó-
ðàëüíîãî n.
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Ïðèêëàä 1.3. Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî 5 ¹ äiëüíèêîì ÷èñëà 24n−2 + 1 äëÿ êîæíîãî
íàòóðàëüíîãî n.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàâåäåìî äîâåäåííÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

1. Áàçà iíäóêöi¨.

Ïåðåâiðèìî, ùî òâåðäæåííÿ ¹ ïðàâèëüíèì ïðè n = 1: äiéñíî, 24·1−2 + 1 =
22 + 1 = 5 äiëèòüñÿ íà 5.

2. Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå ïðè äåÿêîìó n = k, k ≥ 1, òîáòî
÷èñëî 5 ¹ äiëüíèêîì 24k−2 + 1.

3. Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä.

Äîâåäåìî, ùî òâåðäæåííÿ ñïðàâåäëèâå ïðè n = k + 1, òîáòî, ùî ÷èñëî
5 ¹ äiëüíèêîì 24(k+1)−2 + 1. Ðîçãëÿíåìî íàñòóïíèé ëàíöþæîê ðiâíîñòåé:
24(k+1)−2 + 1 = 24k+4−2 + 1 = 24 · 24k−2 + 1 = (16 · 24k−2 + 16) + (1 − 16) =
16(24k−2 + 1)− 15.

×èñëî 15 äiëèòüñÿ íà 5 i çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì 24k−2 + 1 äiëèòüñÿ íà
5, îòæå, ðiçíèöÿ 16(24k−2 +1)−15 äiëèòüñÿ íà 5. Òàêèì ÷èíîì, çà ïðèíöèïîì
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ äîâåäåíî, ùî ÷èñëî 5 ¹ äiëüíèêîì 24n−2 + 1 äëÿ áóäü-
ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n.

* * *

1.1. Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, äîâåäiòü äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ
n:

1) 1 + 3 + 5 + . . .+ (2n− 1) = n2; ïðèäóìàéòå òàêîæ ãåîìåòðè÷íå äîâåäåííÿ öi¹¨
òîòîæíîñòi;

2) 1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
;

3) 1 · 4 + 2 · 7 + 3 · 10 + . . .+ n(3n+ 1) = n(n+ 1)2;

4) 12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
;

5) 13 + 23 + . . .+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
;

6)
12

1 · 3
+

22

3 · 5
+ . . .+

n2

(2n− 1)(2n+ 1)
=

n(n+ 1)

2(2n+ 1)
;

7)
1

2!
+

2

3!
+ . . .+

n

(n+ 1)!
= 1− 1

(n+ 1)!
;

8) 1 · 1! + 2 · 2! + . . .+ n · n! = (n+ 1)!− 1;

9)
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

(n− 1)n
=
n− 1

n
;
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10) 12 + 32 + 52 + . . .+ (2n− 1)2 =
n(2n− 1)(2n+ 1)

3
;

11) 15 + 25 + . . .+ n5 =
1

12
n2(n+ 1)2(2n2 + 2n− 1);

12) 12 − 22 + 32 − 42 + . . .+ (−1)n−1n2 =
n(n+ 1)

2
;

13) (a1 + a2 + . . .+ an)2 = a21 + a22 + . . .+ a2n + 2a1a2 + 2a1a3 + . . .+ 2an−1an;

14*) sinx+ sin 2x+ . . .+ sinnx =
sin nx

2 sin n+1
2 x

sin x
2

;

15*) cosx+ 2 cos 2x+ . . .+ n cosnx =
(n+ 1) cosnx− n cos(n+ 1)x− 1

4 sin2 x
2

.

1.2. Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, äîâåäiòü íàñòóïíi íåðiâíîñòi:

1)
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
>

13

24
, n ≥ 2;

2)
1

2
· 3

4
· 5

6
· . . . · 2n− 1

2n
<

1√
3n+ 1

, n ≥ 2;

3)
(2n)!

(n!)2
>

4n

n+ 1
, n ≥ 2;

4) nn+1 > (n+ 1)n, n ≥ 3;

5)
1√
1

+
1√
2

+ . . .+
1√
n
≥
√
n;

6)
1

n
+

1

n+ 1
+ . . .+

1

3n− 2
> 1, n ≥ 2;

7)
1 · 2 + 2 · 3 + . . .+ n(n+ 1)

n(n+ 3)
≥ n+ 1

4
, n ≥ 2 (ïîðiâíÿéòå ç ïðèêëàäîì 1.1);

8) (1 + x)n ≥ 1 + nx, x > −1 (íåðiâíiñòü Áåðíóëëi);

9) 3n ≥ n3, n ∈ N;

10) 2n ≥ 5n− 3, n ≥ 5;

11) 1 +
1

2
+

1

4
+ . . .+

1

2n
< 2, n > 1.

1.3. Äîâåäiòü, ùî íåðiâíiñòü
√

4 +
√

4 + . . .+
√

4 < 3 âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨
êiëüêîñòi êîðåíiâ ó ëiâié ÷àñòèíi.

1.4. Äîâåäiòü çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó íà-
òóðàëüíîìó n :

1) n(2n2 − 3n+ 1) äiëèòüñÿ íà 6;

2) 11n+1 + 122n−1 äiëèòüñÿ íà 133;

3) 4n + 15n− 1 äiëèòüñÿ íà 9;

4) 10n − 9n− 1 äiëèòüñÿ íà 81;
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5) 111 . . . 1 (3n îäèíèöü) äiëèòüñÿ íà 3n;

6) 7n + 82n−3 äiëèòüñÿ íà 19 ïðè n ≥ 2;

7) 5n + 2 · 3n + 5 äiëèòüñÿ íà 8;

8) 15n + 6 äiëèòüñÿ íà 7;

9) n3 + 9n2 + 26n+ 24 äiëèòüñÿ íà 6.

10) 5n − 3n + 2n äiëèòüñÿ íà 4.

1.5. Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî n4

24 + n3

4 + 11n2

24 + n
4 ¹ öiëèì ïðè âñiõ n ∈ N.

1.6. Äîâåäiòü, ùî ñóìà êóáiâ òðüîõ ïîñëiäîâíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë çàâæäè äiëèòüñÿ
íà 9.

1.7.* Äîâåäiòü, ùî 1k + 2k + . . .+ nk � ìíîãî÷ëåí âiä n ñòåïåíÿ k + 1.

1.8.* Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ÷èñëî x+
1

x
öiëå, òî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ n ÷èñëî xn+

1

xn
òåæ öiëå.

1.9.* Äîâåäiòü, ùî ÷èñëî 1 +
√

2 + . . .+
√
n ¹ iððàöiîíàëüíèì ïðè n > 1.

1.10.* Îá÷èñëiòü äîáóòîê
23 − 1

23 + 1
· 33 − 1

33 + 1
· . . . · n

3 − 1

n3 + 1
.

1.11. Íà ñêiëüêè ÷àñòèí äiëÿòü ïëîùèíó n ïðÿìèõ, êîæíi äâi ç ÿêèõ ïåðåòèíàþòüñÿ
é æîäíi òðè íå ïðîõîäÿòü ÷åðåç îäíó òî÷êó?

1.12. Íà ñêiëüêè ÷àñòèí äiëÿòü ïðîñòið n ïëîùèí, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç îäíó òî÷êó,
ÿêùî æîäíi òðè íå ìàþòü ñïiëüíî¨ ïðÿìî¨?

1.13. Íà ñêiëüêè ÷àñòèí äiëÿòü ïëîùèíó n òàêèõ êië, ùî áóäü-ÿêi äâà ç íèõ ïåðå-
òèíàþòüñÿ ó ïàði òî÷îê, i æîäíi òðè íå ïðîõîäÿòü ÷åðåç îäíó òî÷êó?

1.14.* Íà ÿêó ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü ÷àñòèí äiëÿòü ïëîùèíó ãðàôiêè n êâàäðàòíèõ
òðè÷ëåíiâ âèãëÿäó y = aix

2 + bix+ ci, i = 1, . . . , n?

1.15. Äîâåäiòü, ùî äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 3 îäèíèöþ ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi ñóìè ðiâíî n ðiçíèõ äðîáiâ ç ÷èñåëüíèêîì, ðiâíèì 1 (òîáòî çíàéäóòüñÿ òàêi
ðiçíi íàòóðàëüíi ÷èñëà k1, k2, . . . , kn, ùî 1 = 1

k1
+ 1

k2
+ . . .+ 1

kn
).

1.16. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äàíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a1, a2, . . . , an ÷èñëî

(1 + a21)(1 + a22) · . . . · (1 + a2n)

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè êâàäðàòiâ äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

2 Îñíîâíi ïðèíöèïè êîìáiíàòîðèêè

Êîìáiíàòîðèêà � íàóêà ïðî ïiäðàõóíîê ÷èñëà åëåìåíòiâ ó ñêií÷åííèõ ìíîæè-
íàõ.

×èñëî åëåìåíòiâ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè A ïîçíà÷à¹òüñÿ |A|. Òàêèì ÷èíîì, ¾îñíîâ-
íà çàäà÷à¿ êîìáiíàòîðèêè ìîæå áóòè ñôîðìóëüîâàíà íàñòóïíèì ÷èíîì: äëÿ äàíî¨
ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè A çíàéòè |A|.
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Çðîçóìiëî, ÿêùî ìíîæèíà çàäàíà ÿâíèì ïåðåëiêîì ñâî¨õ åëåìåíòiâ, òî öÿ çàäà÷à
¹ òðèâiàëüíîþ. Íàïðèêëàä, ÿêùî A = {0, 1, 2, 3}, òî |A| = 4.

Îäíàê íà ïðàêòèöi ìíîæèíà ìîæå áóòè çàäàíà íåÿâíîþ êîíñòðóêöi¹þ, òîáòî
¨¨ åëåìåíòè áóäóþòüñÿ ç ïðîñòèõ ¾îá'¹êòiâ¿ çà äîïîìîãîþ äåÿêèõ ïðàâèë. Iíàêøå
êàæó÷è, ç ïðîñòèõ ¾îá'¹êòiâ¿ áóäóþòüñÿ áiëüø ñêëàäíi ¾êîìáiíàöi¨¿ (çâiäñè òåðìií
¾êîìáiíàòîðèêà¿), i âèìàãà¹òüñÿ çíàéòè ¨õíþ êiëüêiñòü.

Êðiì òîãî, ÷àñòî áóâà¹ íåîáõiäíî çíàéòè |A| íå äëÿ îäíi¹¨ ìíîæèíè A, à äëÿ ñiì'¨
ìíîæèí, ùî çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðà. Íàïðèêëàä, äëÿ ñiì'¨ ñêií÷åííèõ ìíîæèí An

(ùî ìàþòü ¾îäíîìàíiòíèé¿ îïèñ), äå n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, çíàéòè ïîñëiäîâíiñòü
÷èñåë an = |An|. Iäåàëîì çàçâè÷àé ¹ îòðèìàííÿ ÿâíî¨ ôîðìóëè äëÿ an, îäíàê öå íå
çàâæäè ìîæëèâî, i òîäi áàæàíî îòðèìàòè ÿêîìîãà áiëüøå iíôîðìàöi¨ ïðî an.

Âàæëèâó ðîëü âiäiãðàþòü òàêîæ àëãîðèòìè, ùî ïåðåëi÷óþòü åëåìåíòè ó íåÿâíî
çàäàíèõ ñêií÷åííèõ ìíîæèíàõ.

ßêùî íå áóäå âêàçàíî ïðîòèëåæíå, òî âñi ìíîæèíè, ùî áóäóòü ðîçãëÿäàòèñÿ
äàëi â öüîìó ðîçäiëi, ââàæàþòüñÿ ñêií÷åííèìè.

Ìè ïî÷íåìî ç áàçîâèõ ïðèéîìiâ ïiäðàõóíêó ÷èñëà åëåìåíòiâ ó ñêií÷åííèõ ìíî-
æèíàõ.

ßêùî A ⊂ B, òî, î÷åâèäíî, |A| ≤ |B|.
ßêùî f : A → B � ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ (òîáòî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïî-

âiäíiñòü), òî |A| = |B|. Öå äà¹ ìîæëèâiñòü ïðîâîäèòè ¾êîìáiíàòîðíi¿ äîâåäåííÿ
ôîðìóë äëÿ ÷èñëà åëåìåíòiâ ó ìíîæèíàõ: ÿêùî âiäïîâiäü âiäîìà äëÿ A, i ïîáóäî-
âàíà ái¹êöiÿ ç A â B, òî âiäîìå é ÷èñëî åëåìåíòiâ ó B. Áiëüøå òîãî, ÿêùî iñíó¹
àëãîðèòì ïåðåëiêó åëåìåíòiâ A i ái¹êöiÿ ç A â B çàäàíà ÿâíî, òî îòðèìà¹ìî àëãî-
ðèòì ïåðåëiêó åëåìåíòiâ ó B.

ßêùî f : A → B � ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî |A| ≤ |B|; ÿêùî æ f : A → B �
ñþð'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ, òî |A| ≥ |B| (ïîäóìàéòå, ÷îìó öå ñïðàâäæó¹òüñÿ).

¾Ïðàâèëî äîäàâàííÿ¿. Íåõàé ìíîæèíè A,B òàêi, ùî A ∩ B = ∅. Òîäi |A ∪
B| = |A|+ |B|.

Óçàãàëüíåííÿ: ÿêùî ìíîæèíè A1, . . . , An òàêi, ùî Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ âñiõ i 6= j,
òî |A1 ∪ . . . ∪An| = |A1|+ . . .+ |An|.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ìíîæèíà ðîçáèòà íà ÷àñòèíè, ùî ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþ-
òüñÿ, òî ÷èñëî åëåìåíòiâ ó íié äîðiâíþ¹ ñóìi ÷èñåë åëåìåíòiâ ÷àñòèí ðîçáèòòÿ.

¾Ïðàâèëî äîïîâíåííÿ¿. ßêùî A ⊂ X, òî |X \ A| = |X| − |A|. Íàñïðàâäi,
X = A ∪ (X \ A), ïðè÷îìó A ∩ (X \ A) = ∅, òîáòî çà ïðàâèëîì äîäàâàííÿ ìà¹ìî
|X| = |A|+ |X \A|.

¾Ïðàâèëî ìíîæåííÿ¿. Íåõàé ìíîæèíè A1, . . . , An òàêi, ùî Ai ∩Aj = ∅ äëÿ
âñiõ i 6= j, ïðè÷îìó |Ai| = m äëÿ âñiõ i. Òîäi |A1∪ . . .∪An| = |A1|+ . . .+ |An| = mn.

Çðó÷íèì ¹ íàñòóïíå iíòó¨òèâíå ôîðìóëþâàííÿ öüîãî ïðàâèëà: ÿêùî ïåðøó äiþ
ìîæíà âèêîíàòè n ñïîñîáàìè, à äðóãó äiþ (íåçàëåæíî âiä ïåðøî¨) � m ñïîñîáàìè,
òî äâi äi¨ ó âêàçàíîìó ïîðÿäêó ìîæíà âèêîíàòè m · n ñïîñîáàìè.

Çîêðåìà, ç öüîãî ïðàâèëà âèïëèâà¹, ùî |A × B| = |A| · |B|. Íàñïðàâäi, íåõàé
|A| = m, |B| = n. Çàïèøåìî B = {b1, . . . , bn}. Òîäi A × B = A1 ∪ . . . ∪ An, äå
Ai = {(a, bi) | a ∈ A}. Îñêiëüêè, î÷åâèäíî, Ai ∩ Aj = ∅ äëÿ âñiõ i 6= j, ïðè÷îìó
|Ai| = m äëÿ âñiõ i, òî |A×B| = mn.
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Ïðàâèëî ìíîæåííÿ çà iíäóêöi¹þ ïîøèðþ¹òüñÿ íà âèïàäîê äåêàðòîâîãî äîáóòêó
äåêiëüêîõ ìíîæèí: |C1 × . . .× CN | = |C1| · . . . · |CN |.
Ïðèêëàä 2.1. Íà âåðøèíó ãîðè âåäóòü ï'ÿòü äîðiã.

à) Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè òóðèñò ìîæå ïiäíÿòèñÿ íà ãîðó i ñïóñòèòèñÿ ç íå¨?
á) Òå ñàìå çàïèòàííÿ, àëå ç óìîâîþ ïiäéîìó i ñïóñêó ðiçíèìè äîðîãàìè.

Ðîçâ'ÿçîê. à) Øóêàíå ÷èñëî � öå ÷èñëî âïîðÿäêîâàíèõ ïàð äîðiã, òîáòî åëå-
ìåíòiâ ìíîæèíè A × A, äå A � ìíîæèíà äîðiã. Îñêiëüêè |A| = 5, òî, çà ïðàâèëîì
ìíîæåííÿ, |A×A| = 5 · 5 = 25.

á) Ç çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi ïàð äîðiã ïîòðiáíî, çà ïðàâèëîì äîïîâíåííÿ, âèêëþ÷è-
òè ïàðè îäíàêîâèõ äîðiã. Iíàêøå êàæó÷è, íàñ öiêàâèòü |(A×A)\∆A| = 25−5 = 20.

Ïðèêëàä 2.2. Ñêiëüêè iñíó¹ ïiäìíîæèí ó n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè?

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî êîæåí ç n åëåìåíòiâ ìíîæèíè ìîæå àáî íàëåæàòè,
àáî íå íàëåæàòè øóêàíié ïiäìíîæèíi, òîáòî ¹ 2 ìîæëèâîñòi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà,
òîáòî îòðèìó¹ìî 2 · 2 . . . · 2 = 2n ïiäìíîæèí n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè. Çàóâàæèìî,
ùî ïðè n = 0 âiäïîâiäü çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ, îñêiëüêè ó ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè
ðiâíî îäíà ïiäìíîæèíà (âîíà ñàìà).

* * *

2.1. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ó êëàñi ç 27 îñiá ìîæíà îáðàòè ñòàðîñòó òà çàñòóïíèêà
ñòàðîñòè?

2.2. Ìíîæèíà A ìiñòèòü n åëåìåíòiâ, à ¨¨ ïiäìíîæèíà B ìiñòèòü k åëåìåíòiâ. Ñêiëü-
êè iñíó¹ ïiäìíîæèí B ⊂ C ⊂ A?
2.3. Ñêiëüêè iñíó¹ ðiçíèõ ñåìèöèôðîâèõ íîìåðiâ òåëåôîíiâ (ââàæà¹òüñÿ, ùî íîìåð
ïî÷èíàòèñÿ ç íóëÿ íå ìîæå)?

2.4. Ç ìiñòà A ó ìiñòî B âåäóòü 5 äîðiã, à ç ìiñòà B ó ìiñòî C âåäóòü 3 äîðîãè.
Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà äiñòàòèñÿ ç ìiñòà A â ìiñòî C? Ïîáóäóâàëè ùå îäíå
ìiñòî D i êiëüêà íîâèõ äîðiã: äâi ç A â D i òðè ç D â C. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà
òåïåð äiñòàòèñÿ ç A äî C?

2.5. Ñêiëüêè iñíó¹ ï'ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ÿêi äiëÿòüñÿ íà 5?

2.6. Ñêiëüêè iñíó¹ ï'ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó çàïèñàõ ÿêèõ ¹ õî÷à á îäíà ïàðíà öèôðà?

2.7. Ñêiëüêè iñíó¹ ï'ÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ÿêi îäíàêîâî ÷èòàþòüñÿ ñïðàâà íàëiâî òà
çëiâà íàïðàâî?

2.8. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ðîçêëàñòè 6 ìîíåò ðiçíî¨ âàðòîñòi ïî òðüîõ ðiçíèõ
êèøåíÿõ?

2.9. Ñêiëüêè iñíó¹ òðèöèôðîâèõ ÷èñåë, ùî ìiñòÿòü ëèøå ïàðíi öèôðè? Ëèøå íå-
ïàðíi öèôðè?

2.10. Çàïèñóþòü óñi òðèöèôðîâi ÷èñëà, â çàïèñi ÿêèõ ¹ ðiâíî îäíà äâiéêà. Ñêiëüêè
òàêèõ ÷èñåë?

2.11. Ó ìîâi ïëåìåíi Ìóìáî-Þìáî 3 ãîëîñíèõ i 4 ïðèãîëîñíèõ ëiòåðè. Ïðè ñêëà-
äàííi ñëiâ ãîëîñíi òà ïðèãîëîñíi ëiòåðè íåîäìiííî ÷åðãóþòüñÿ. Ñêiëüêè ñëiâ ç 8
ëiòåð ìîæå áóòè ó ìîâi öüîãî ïëåìåíi?
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3 Âèáiðêè

Íåõàé X � ìíîæèíà (¾ãåíåðàëüíà ñóêóïíiñòü¿), |X| = n.

Âèáiðêà ç ïîâåðíåííÿì îá'¹ìó k ç X � öå âïîðÿäêîâàíèé íàáið (x1, . . . , xk), äå
xi ∈ X. Iíàêøå êàæó÷è, òàêà âèáiðêà � öå åëåìåíò ìíîæèíè Xk = X × . . . × X
(äåêàðòiâ äîáóòîê k îäíàêîâèõ ñïiâìíîæíèêiâ).

Iíòó¨òèâíà iíòåðïðåòàöiÿ: ¹ óðíà ç n ðiçíèìè ïðåäìåòàìè, ç íå¨ ïî ÷åðçi âèòÿ-
ãóþòü k ïðåäìåòiâ, ïðè öüîìó ïiñëÿ êîæíîãî âèòÿãóâàííÿ ÷åðãîâèé ïðåäìåò êëà-
äåòüñÿ íàçàä â óðíó (i ìîæå áóòè âèòÿãíóòèé çíîâó).

×èñëî òàêèõ âèáiðîê, çãiäíî ç ïðàâèëîì ìíîæåííÿ, äîðiâíþ¹ |Xk| = nk.

Ìíîæèíà âñiõ âèáiðîê ç ïîâåðíåííÿì îá'¹ìó k ç n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè X
çíàõîäèòüñÿ ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç ìíîæèíîþ âñiõ âiäîáðàæåíü
f : Y → X, äå Y � äåÿêà k-åëåìåíòíà ìíîæèíà (íàïðèêëàä, Y = {1, 2, . . . , k}).
Ñïðàâäi, çàäàòè òàêó âèáiðêó îçíà÷à¹ äëÿ êîæíîãî i ∈ Y çàäàòè xi ∈ X, òîáòî
çàäàòè âiäîáðàæåííÿ f : Y → X ôîðìóëîþ f(i) = xi.

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî |Y | = k, |X| = n, òî ÷èñëî âñiõ âiäîáðàæåíü ç Y â X
äîðiâíþ¹ nk.

Âèáiðêà áåç ïîâåðíåííÿ îá'¹ìó k ç X (àáî ðîçìiùåííÿ ç n ïî k) � öå âïîðÿä-
êîâàíèé íàáið (x1, . . . , xk), äå âñi xi ∈ X ïîïàðíî ðiçíi, òîáòî xi 6= xj äëÿ âñiõ
i 6= j.

Iíòó¨òèâíà iíòåðïðåòàöiÿ: ¹ óðíà ç n ðiçíèìè ïðåäìåòàìè, ç íå¨ ïî ÷åðçi âèòÿ-
ãóþòü k ïðåäìåòiâ, ïðè öüîìó ïiñëÿ êîæíîãî âèòÿãóâàííÿ ÷åðãîâèé ïðåäìåò íå
êëàäåòüñÿ íàçàä äî óðíè (i íå ìîæå áóòè âèòÿãíóòèé çíîâó).

Ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü òàêèõ âèáiðîê ÷åðåç (n)k. � é iíøå ïîïóëÿðíå ó ëiòåðàòóði
ïîçíà÷åííÿ: Ak

n.

Òâåðäæåííÿ 3.1. (n)k = n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1).

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî ñïî÷àòêó, ùî äëÿ k > n î÷åâèäíî (n)k = 0. Òå ñàìå äà¹ i
ïðàâà ÷àñòèíà ôîðìóëè, ùî äîâîäèòüñÿ. Òîìó ââàæàòèìåìî k ≤ n.

Ïåðøèé åëåìåíò âèáiðêè ìîæíà âçÿòè n ñïîñîáàìè, äðóãèé � n−1 ñïîñîáîì (ìî-
æíà âçÿòè áóäü-ÿêèé åëåìåíò çX, êðiì îáðàíîãî íà 1-ìó êðîöi), òðåòié � n−2 ñïîñî-
áàìè, i ò. ä. Äëÿ îñòàííüîãî, òîáòî k-ãî, åëåìåíòà ìà¹ìî n−(k−1) ìîæëèâîñòåé. Âiä-
ïîâiäíî äî ïðàâèëà ìíîæåííÿ, îòðèìó¹ìî (n)k = n(n−1)(n−2) . . . (n− (k−1)).

×èñëî, ùî ñòî¨òü ó ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè äëÿ (n)k, iíîäi íàçèâàþòü ¾n ó k-
ìó ñïàäíîìó ñòåïåíi¿ (áî öå äîáóòîê k ñïiâìíîæíèêiâ, ïî÷èíàþ÷è ç n, i êîæåí
íàñòóïíèé ñïiâìíîæíèê íà 1 ìåíøèé çà ïîïåðåäíié). Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî k ≤ n,
òî (n)k = n!

(n−k)! .

Ìíîæèíà âñiõ âèáiðîê áåç ïîâåðíåííÿ îá'¹ìó k ç n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè X ïå-
ðåáóâà¹ ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç ìíîæèíîþ âñiõ ií'¹êòèâíèõ âiäîáðà-
æåíü f : Y → X, äå Y � äåÿêà k-åëåìåíòíà ìíîæèíà (íàïðèêëàä, Y = {1, 2, . . . , k}).
Ñïðàâäi, çàäàòè òàêó âèáiðêó îçíà÷à¹ äëÿ êîæíîãî i ∈ Y çàäàòè xi ∈ X, òîáòî çà-
äàòè âiäîáðàæåííÿ f : Y → X ôîðìóëîþ f(i) = xi. Óìîâà xi 6= xj äëÿ âñiõ i 6= j â
òî÷íîñòi îçíà÷à¹ ií'¹êòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f .
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Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî |Y | = k, |X| = n, òî ÷èñëî âñiõ ií'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ç
Y â X äîðiâíþ¹ (n)k.

Âàæëèâèé îêðåìèé âèïàäîê îòðèìó¹ìî ïðè k = n. À ñàìå, ïåðåñòàíîâêà n-
åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè X � öå âèáiðêà áåç ïîâåðíåííÿ îá'¹ìó n ç X. Òàêèì ÷èíîì, ó
òàêié âèáiðöi êîæåí åëåìåíò áåðå ó÷àñòü ðiâíî îäèí ðàç, òîáòî ìè äiéñíî îòðèìó¹ìî
ðîçñòàíîâêó åëåìåíòiâ ìíîæèíè X â äåÿêîìó ïîðÿäêó.

×èñëî âñiõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæèíè ç n åëåìåíòiâ, òàêèì ÷èíîì, äîðiâíþ¹ (n)n =
n!.

Çàçíà÷èìî ùå, ùî ìíîæèíà âñiõ ïåðåñòàíîâîê n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè X ïåðåáó-
âà¹ ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi ç ìíîæèíîþ âñiõ ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü
f : X → X (ïîäóìàéòå, ÷îìó). Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî |X| = |Y | = n, òî ÷èñëî ái¹-
êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ç Y â X äîðiâíþ¹ n!.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ÿêùî |X| 6= |Y |, òî ái¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü iç Y â X íå
iñíó¹ (ïîäóìàéòå, ÷îìó).

Ïðèêëàä 3.1. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèòÿãíóòè ç êîëîäè â 52 êàðòè ÷îòèðè
êàðòè ðiçíèõ ìàñòåé òà ðiçíèõ íàéìåíóâàíü?

Ðîçâ'ÿçîê. Ó êîëîäi â 52 êàðòè ÷îòèðè ìàñòi, ó êîæíié ìàñòi 52/4 = 13 íàéìå-
íóâàíü êàðò. Çà óìîâîþ ïîòðiáíî âèòÿãíóòè ïî îäíié êàðòi êîæíî¨ ìàñòi ç ðiçíèìè
íàéìåíóâàííÿìè. Òîáòî ç 13 íàéìåíóâàíü ïîòðiáíî âçÿòè âèáiðêó áåç ïîâåðíåííÿ
(áî ìàñòi ðiçíi) îáñÿãó 4. Òàêèì ÷èíîì, âiäïîâiääþ áóäå (13)4 = 13·12·11·10 = 17160.

* * *

3.1. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ç êîëîäè â 36 êàðò ìîæíà âèáðàòè òðè êàðòè ðiçíèõ
ìàñòåé òà íàéìåíóâàíü?

3.2. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ç 12 ïðàöiâíèêiâ âiääiëó ìîæíà âèáðàòè 7 ÷åðãîâèõ, ïî
îäíîìó íà êîæåí äåíü òèæíÿ?

3.3. Ñêiëüêè iñíó¹ ñïîñîáiâ ðîçñòàâèòè 8 òóð íà øàõiâíèöi òàê, ùîá âîíè íå áèëè
îäíà îäíó?

3.4. Ñåìåðî äiâ÷àòîê âîäÿòü õîðîâîä. Ñêiëüêîìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè âîíè ìîæóòü
ñòàòè â êîëî?

3.5. Ñêiëüêè iñíó¹ ÷îòèðèöèôðîâèõ ïií-êîäiâ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ðiçíèõ öèôð? À
ÿêùî öèôðè ìîæóòü ïîâòîðþâàòèñü?

3.6. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ó ñïîðòèâíié êîìàíäi ç 11 îñiá ìîæíà âèáðàòè êàïiòàíà
òà çàñòóïíèêà êàïiòàíà?

3.7. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèáðàòè ÷îòèðüîõ îñiá íà ÷îòèðè ðiçíi ïîñàäè,
ÿêùî ¹ äåâ'ÿòü êàíäèäàòiâ íà öi ïîñàäè?

3.8. Àíàãðàìîþ äåÿêîãî ñëîâà íàçèâà¹òüñÿ äîâiëüíå ñëîâî (íåîáîâ'ÿçêîâî îñìèñëå-
íå), îòðèìàíå ç íüîãî ïåðåñòàíîâêîþ ëiòåð. Ñêiëüêè àíàãðàì ìîæíà ñêëàñòè çi ñëiâ:
à) òî÷êà; á) êîðîâà; â) êîëîâîðîò; ã) ïåðåñåëåííÿ; ä) àáðàêàäàáðà; å) êîìáiíàòîðè-
êà?
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3.9. Àëôàâiò ïëåìåíi Ìóìáî-Þìáî ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ëiòåð. Ñëîâîì ¹ áóäü-ÿêà
ïîñëiäîâíiñòü, ùî ñêëàäà¹òüñÿ íå áiëüøå íiæ ç ÷îòèðüîõ ëiòåð. Ñêiëüêè ñëiâ ó ìîâi
ïëåìåíi Ìóìáî-Þìáî?

3.10. Ñêiëüêè iñíó¹ äåñÿòèöèôðîâèõ ÷èñåë, ó çàïèñi ÿêèõ ¹ õî÷à á äâi îäíàêîâi
öèôðè?

3.11. ßêèõ ñåìèöèôðîâèõ ÷èñåë áiëüøå: òèõ, ó çàïèñi ÿêèõ ¹ îäèíèöÿ, ÷è âñiõ
iíøèõ?

3.12. Ïîòðiáíî íàäiñëàòè 6 ïîñèëîê. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè öå ìîæíà çðîáèòè, ÿêùî
äëÿ ïåðåäà÷i ïîñèëêè ìîæíà çàïðîñèòè òðüîõ êóð'¹ðiâ i êîæíó ïîñèëêó ìîæíà äàòè
áóäü-ÿêîìó ç êóð'¹ðiâ?

3.13. Ó êiìíàòi ãóðòîæèòêó ìåøêàþòü ÷îòèðè ñòóäåíòè. Âîíè ìàþòü 5 ÷àøîê, 6
áëþäåöü, 7 ÷àéíèõ ëîæîê, ñåðåä ÿêèõ íåìà¹ îäíàêîâèõ. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè âîíè
ìîæóòü íàêðèòè ñòië äëÿ ÷àþâàííÿ, ÿêùî êîæåí ñòóäåíò îòðèìó¹ îäíó ÷àøêó, îäíå
áëþäöå òà îäíó ëîæêó?

3.14. Ç'ÿñóéòå, ÷è ¹ ñïðàâåäëèâèìè íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:
1) (n)k + k(n)k−1 = (n+ 1)k;

2) ÿêùî (n)k = (n)l, òî k = l;

3) ÿêùî (n)k = (m)k, òî n = m.

4 Êîìáiíàöi¨ òà áiíîì Íüþòîíà

Íåõàé n, k ∈ Z+. Êîìáiíàöiÿ ç n ïî k � öå ïiäìíîæèíà ç k åëåìåíòiâ ó ìíîæèíi
ç n åëåìåíòiâ. Iíøi íàçâè: ñïîëóêà àáî ñïîëó÷åííÿ ç n ïî k.

Çàçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè êîìáiíàöiÿ ¹ ïiäìíîæèíîþ, òî, íà âiäìiíó âiä âèáiðêè,
ïîðÿäîê ïåðåðàõóíêó åëåìåíòiâ êîìáiíàöi¨ íåñóòò¹âèé.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
(
n
k

)
êiëüêiñòü êîìáiíàöié ç n äî k. Iíøå ïîçíà÷åííÿ: Ck

n.

Òâåðäæåííÿ 4.1.
(
n
k

)
= (n)k

k! = n(n−1)(n−2)...(n−k+1)
k! .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé |X| = n. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó âñiõ âèáiðîê áåç ïîâåðíåííÿ
îá'¹ìó k iç X. Ç îäíîãî áîêó, êiëüêiñòü òàêèõ âèáiðîê äîðiâíþ¹ (n)k. Ç iíøîãî áîêó,
êîæíó âèáiðêó ìîæíà îäíîçíà÷íî îäåðæàòè çà äîïîìîãîþ íàñòóïíî¨ äâîêðîêîâî¨
ïðîöåäóðè:

1) Âèáið ïiäìíîæèíè A ⊂ X ç k åëåìåíòiâ (òîáòî êîìáiíàöi¨ ç n ïî k),
2) Ðîçìiùåííÿ åëåìåíòiâ A ó ïåâíîìó ïîðÿäêó.
×èñëî ñïîñîáiâ âèêîíàòè ïåðøèé êðîê äîðiâíþ¹

(
n
k

)
, äðóãèé � k!. Çâiäñè çà

ïðàâèëîì ìíîæåííÿ îòðèìó¹ìî (n)k =
(
n
k

)
· k!.

Ïðèêëàä 4.1.
(
n
0

)
= 1,

(
n
1

)
= n,

(
n
2

)
= n(n−1)

2 ,
(
n
3

)
= n(n−1)(n−2)

6 , i ò. ä.
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Î÷åâèäíî, ùî
(
n
k

)
= 0 ïðè k > n. ×àñòî çðó÷íî òàêîæ äîâèçíà÷èòè ÷èñëà

êîìáiíàöié ïðè k < 0 i ââàæàòè â öüîìó âèïàäêó
(
n
k

)
= 0.

Çìiñòîâíèé âèïàäîê � öå âèïàäîê 0 ≤ k ≤ n. Ó öüîìó âèïàäêó (n)k = n!
(n−k)! i,

îòæå,
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! .

Íàâåäåìî äåÿêi íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi êiëüêîñòi êîìáiíàöié.

Òâåðäæåííÿ 4.2.

1.
(
n
k

)
=
(

n
n−k
)
;

2.
(
n
k

)
=
(
n−1
k

)
+
(
n−1
k−1
)
.

Äîâåäåííÿ. Öi ôîðìóëè íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ÿêùî ñêîðèñòàòèñÿ ÿâíèìè ôîðìó-
ëàìè äëÿ êiëüêîñòi êîìáiíàöié (äèâ. çàäà÷ó 4.7). Ìè, îäíàê, íàäàìî êîìáiíàòîðíå
äîâåäåííÿ.

1) Ðiâíiñòü î÷åâèäíà, ÿêùî k > n àáî k < 0. Äàëi, íåõàé 0 ≤ k ≤ n. Íåõàé
|X| = n. Ôîðìóëà A 7→ X \ A âèçíà÷à¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ
êîìáiíàöiÿìè ç n ïî k i êîìáiíàöiÿìè ç n ïî n − k, çâiäêè i âèïëèâà¹ íåîáõiäíà
ðiâíiñòü.

2) Ðiâíiñòü î÷åâèäíà, ÿêùî k ≥ n àáî k ≤ 0 (íàïðèêëàä,
(
n
0

)
=
(
n−1
0

)
+
(
n−1
−1
)
,

òîáòî 1 = 1+0, i ò. ä.). Äàëi, íåõàé 1 ≤ k ≤ n−1. Íåõàé |X| = n, X = {x1, . . . , xn}.
Ìíîæèíà âñiõ êîìáiíàöié A ⊂ X ç n ïî k ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi ïiäìíîæèíè, ùî íå
ïåðåòèíàþòüñÿ: 1) A 63 xn, 2) A 3 xn. Ó ïåðøié ç íèõ

(
n−1
k

)
åëåìåíòiâ, ó äðóãié �(

n−1
k−1
)
åëåìåíòiâ, çâiäêè i âèïëèâà¹ ôîðìóëà, ùî äîâîäèòüñÿ.

×èñëà êîìáiíàöié ìîæíà âïîðÿäêóâàòè ó òàê çâàíèé òðèêóòíèê Ïàñêàëÿ:

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
. . . . . . . . .

Òóò ó n-ìó ðÿäêó (íóìåðàöiÿ ðÿäêiâ ïî÷èíà¹òüñÿ ç 0) ñòîÿòü ÷èñëà êîìáiíàöié
(
n
k

)
,

k = 0, 1, . . . , n. Êîæíå ç ÷èñåë, çãiäíî ç äðóãîþ ôîðìóëîþ ç òâåðäæåííÿ 2, ¹ ñóìîþ
äâîõ ÷èñåë, ùî ñòîÿòü ó ïîïåðåäíüîìó ðÿäêó âèùå òà ëiâîðó÷ i âèùå òà ïðàâîðó÷.
Òàêèì ÷èíîì, öÿ ôîðìóëà äà¹ ïðîñòå ðåêóðåíòíå ïðàâèëî îá÷èñëåííÿ êiëüêîñòi
êîìáiíàöié.

Òâåðäæåííÿ 4.3 (ôîðìóëà áiíîìà Íüþòîíà). Íåõàé n ∈ Z+, x, y � ÷èñëà. Òîäi

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçêðè¹ìî äóæêè ó âèðàçi (x+y)n = (x+y)(x+y) . . . (x+y). Îòðèìà¹ìî
ñóìó äîäàíêiâ âèãëÿäó xkyn−k, äå 0 ≤ k ≤ n. Äîäàíîê xkyn−k ïîâòîðþ¹òüñÿ ñòiëüêè
ðàçiâ, ñêiëüêè ìîæíà âèáðàòè ç ìíîæèíè n ìíîæíèêiâ x+ y òi k ç íèõ, ó ÿêèõ ïðè
ðîçêðèòòi äóæîê áóâ îáðàíèé x. Öå ÷èñëî, çà îçíà÷åííÿì, äîðiâíþ¹

(
n
k

)
.

¾Íà ÷åñòü¿ òîãî, ùî ÷èñëà êîìáiíàöié ç'ÿâëÿþòüñÿ ÿê êîåôiöi¹íòè â öié ôîð-
ìóëi, âîíè íàçèâàþòüñÿ òàêîæ áiíîìiàëüíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ïðèêëàä 4.2. (1 + x)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
xk. Ïðè n = 5 îòðèìó¹ìî (1 + x)5 = 1 + 5x +

10x2 + 10x3 + 5x4 + x5.

Ïðèêëàä 4.3. Ðîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç 3 îôiöåðiâ, 6 ñåðæàíòiâ òà 60 ðÿäîâèõ. Ñêiëüêî-
ìà ñïîñîáàìè ìîæíà âèäiëèòè ç íèõ çàãií, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî îôiöåðà, äâîõ
ñåðæàíòiâ i 20 ðÿäîâèõ? À ÿêùî â çàãií ïîâèíåí óâiéòè êîìàíäèð ðîòè i ñòàðøèé
ç ñåðæàíòiâ?

Ðîçâ'ÿçîê. 1) Ïîòðiáíî îáðàòè íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî 1 îôiöåðà ç 3, 2 ñåð-
æàíòiâ ç 6, 20 ðÿäîâèõ ç 60, òîáòî ÷èñëî ìîæëèâèõ çàãîíiâ äîðiâíþ¹

(
3
1

)(
6
2

)(
60
20

)
=

3 ·15 ·
(
60
20

)
. 2) Çà äîäàòêîâî¨ óìîâè (ó çàãií ïîâèíåí óâiéòè êîìàíäèð ðîòè i ñòàðøèé

ç ñåðæàíòiâ) çàëèøèëîñÿ âèáðàòè 1 ñåðæàíòà ç 5 i 20 ðÿäîâèõ ç 60, òîáòî âiäïîâiääþ
áóäå

(
5
1

)(
60
20

)
= 5 ·

(
60
20

)
.

Ïðèêëàä 4.4. Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ 5
(
n
3

)
=
(
n+2
4

)
.

Ðîçâ'ÿçîê. Î÷åâèäíî, ùî ïðè n = 0, n = 1 ðiâíiñòü ¹ ïðàâèëüíîþ, à ïðè n = 2 �
íi.

Ïðè n ≥ 3 çàïèøåìî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi:

5
n(n− 1)(n− 2)

6
=

(n+ 2)(n+ 1)n(n− 1)

24
.

Ïiñëÿ ìíîæåííÿ íà 24 i ïåðåíåñåííÿ ïðàâîðó÷, îòðèìó¹ìî

n(n− 1)((n+ 2)(n+ 1)− 20(n− 2)) = 0.

Çâiäñè n(n− 1)(n2 − 17n+ 42) = 0.
Òàêèì ÷èíîì, n1 = 0, n2 = 1, n3 = 3, n4 = 14.

Ïðèêëàä 4.5. Îá÷èñëiòü ñóìó 1 + 3
(
7
1

)
+ 32

(
7
2

)
+ 33

(
7
3

)
+ · · ·+ 37

(
7
7

)
.

Ðîçâ'ÿçîê. Äàíèé âèðàç � ðîçãîðíóòèé âèãëÿä áiíîìà (1 + 3)7 = 47 = 16384.

* * *

4.1. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ç 25 ñòóäåíòiâ ìîæíà îáðàòè ÷îòèðüîõ ñòóäåíòiâ íà êîí-
ôåðåíöiþ ïðîôñïiëêè?

4.2. Íà ïðÿìié ïîçíà÷èëè 6 òî÷îê, à íà ïàðàëåëüíié ¨é ïðÿìié � 7 òî÷îê. Ó÷åíü
ìàëþ¹ òðèêóòíèêè ç âåðøèíàìè ó ïîçíà÷åíèõ òî÷êàõ. Ñêiëüêè òðèêóòíèêiâ âií
ìîæå íàìàëþâàòè?
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4.3. Ó øêîëi ïðàöþþòü 8 â÷èòåëiâ ìàòåìàòèêè. Äèðåêòîð õî÷å ðîçäiëèòè ¨õ íà
ãðóïè ïî 4 îñîáè äëÿ ïåðåâiðêè êîíòðîëüíî¨ ðîáîòè ó 10 òà 11 êëàñàõ. Ñêiëüêîìà
ñïîñîáàìè âií ìîæå öå çðîáèòè?

4.4. Ó êëàñi 10 äiâ÷àò òà 11 õëîïöiâ. Ñêiëüêîìà ñïîñîáàìè ìîæíà ñêëàñòè êîìàíäó
ç 2 äiâ÷àò òà 3 õëîïöiâ äëÿ ó÷àñòi ó ñïîðòèâíié ãði?

4.5. Çà äîïîìîãîþ áiíîìà Íüþòîíà çâåäiòü âèðàçè äî âèãëÿäó a+ b
√
n, äå a, b, n �

öiëi ÷èñëà.
1) (2−

√
3)4; 3) (1− 3

√
2)5;

2) (3 +
√

3)5; 4) (2−
√

2)6.

4.6. Ç'ÿñóéòå, ÷è ñïðàâåäëèâi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:

1) ÿêùî

(
n

k

)
=

(
n

l

)
, òî k = l;

2) ÿêùî

(
n

k

)
=

(
m

k

)
, òî n = m.

4.7. Äîâåäiòü òîòîæíîñòi

1) ïðàâèëî ñèìåòði¨

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
;

2) ïðàâèëî Ïàñêàëÿ

(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(
n

k

)
;

3)

(
n

k − 1

)
+ 2

(
n

k

)
+

(
n

k + 1

)
=

(
n+ 2

k + 1

)
;

4)

(
n− 1

k − 1

)
=
k

n

(
n

k

)
;

5)

(
n− 1

k − 1

)(
n

k + 1

)(
n+ 1

k

)
=

(
n− 1

k

)(
n+ 1

k + 1

)(
n

k − 1

)
;

6)

(
n

m

)(
m

k

)
=

(
n

k

)(
n− k
m− k

)
;

7)

(
n− s
k − r

)(
n

k + s

)(
n+ r

k

)
=

(
n− s
k

)(
n+ r

k + s

)(
n

k − r

)
.

4.8. Âèïèøiòü ïåðøi 11 ðÿäêiâ òðèêóòíèêà Ïàñêàëÿ.

4.9. Äîâåäiòü ôîðìóëó áiíîìà Íüþòîíà çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìàòåìàòè÷íî¨ iíäó-
êöi¨:

(a+ b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.

4.10. Ó ðîçêëàäi (x + y)n çà ôîðìóëîþ áiíîìà Íüþòîíà äðóãèé ÷ëåí äîðiâíþâàâ
240, òðåòié � 720, à ÷åòâåðòèé � 1080. Çíàéäiòü x, y, n.

4.11. Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ:

1) (2n)3 = 20(n)2; 3) 5

(
n+ 4

n− 1

)
= 3(n+ 2)3;

2)

(
n+ 2

3

)
= 2

(
n

2

)
+

(
n+ 1

2

)
; 4)

(
n

3

)
+

(
n

2

)
= 15(n− 1).
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4.12. Îá÷èñëiòü ñóìè

1)

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+ . . .+

(
n

n

)
;

2)

(
n

0

)
−
(
n

1

)
+ . . .+ (−1)n

(
n

n

)
;

3)

(
n

0

)
+

(
n

2

)
+ . . .;

4)

(
n

1

)
+

(
n

3

)
+ . . .;

5)

(
7

0

)
+ 2

(
7

1

)
+ 4

(
7

2

)
+ . . .+ 27

(
7

7

)
;

6)

(
6

0

)
+ 3

(
6

1

)
+ 9

(
6

2

)
+ . . .+ 35

(
6

5

)
.

4.13. Äîâåäiòü, ùî ïðè áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n i k ñóìà

(
n+ k

2

)
+

(
n+ k + 1

2

)
¹ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

4.14. Çíàéäiòü âñi òàêi íàòóðàëüíi n i m, ùî(
n+ 2

m

)
:

(
n+ 2

m+ 1

)
:

(
n+ 2

m+ 2

)
= 0, 6 : 1 : 1.

4.15.* Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ n âñi êîåôiöi¹íòè ó ðîçêëàäi áiíîìà Íüþòîíà (a + b)n

íåïàðíi?

4.16.* Äîâåäiòü òîòîæíiñòü

(
n

0

)2

+

(
n

1

)2

+ . . .+

(
n

n

)2

=

(
2n

n

)
.

4.17.* Îá÷èñëiòü ñóìè:

1)

(
n

0

)(
m

k

)
+

(
n

1

)(
m

k − 1

)
+ . . .+

(
n

k

)(
m

0

)
;

2)
n∑

k=1

k

(
n

k

)
.

4.18.* Ñêiëüêè ðîçâ'ÿçêiâ ìà¹ ðiâíÿííÿ x1+x2+. . .+xk = n â íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ?
Ó öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñëàõ?

5 Ïîäiëüíiñòü öiëèõ ÷èñåë

Íåõàé Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë, N � ¨¨ ïiäìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Íà-
òóðàëüíi ÷èñëà ìîæíà äîäàâàòè i ìíîæèòè, ïðè÷îìó ðåçóëüòàò öèõ äié � çíîâó
íàòóðàëüíå ÷èñëî. Öiëi ÷èñëà ìîæíà äîäàâàòè, âiäíiìàòè i ìíîæèòè, i ðåçóëüòàò
öèõ äié � çíîâó öiëå ÷èñëî. Äiëåííÿ, îäíàê, öi¹¨ âëàñòèâîñòi íå ìà¹.

Íåõàé a, b ∈ Z. Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî ab = 0, òî a = 0 àáî b = 0. Iíàêøå êàæó÷è,
ÿêùî ab = 0 i a 6= 0, òî b = 0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ÿêùî a, b, c � öiëi ÷èñëà, ac = bc
i c 6= 0, òî a = b.
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Íåõàé a, b � öiëi ÷èñëà. Ãîâîðÿòü, ùî a äiëèòü b (ñèíîíiìè: b äiëèòüñÿ íà a, b
êðàòíå a), ÿêùî çíàéäåòüñÿ òàêå öiëå ÷èñëî c, ùî b = ac. Ïîçíà÷åííÿ: a | b. ßêùî
a íå äiëèòü b, ïèøóòü a - b.

Ïðèêëàä 5.1. 3 | 6, àëå 4 - 6.

Çàóâàæèìî, ùî
1) a | 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî ÷èñëà a. Ñïðàâäi, 0 = a · 0. Ç iíøîãî áîêó, 0 | a

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = 0.
2) 1 | a äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî ÷èñëà a. Ñïðàâäi, a = a · 1. Òàêó æ âëàñòèâiñòü

¾óíiâåðñàëüíîãî äiëüíèêà¿ ìà¹ i ÷èñëî −1, áî a = (−a) · (−1). Iíøèõ òàêèõ ÷èñåë
íåìà¹: ÿêùî a | 1, òî a = 1 àáî a = −1.

3) Çàìiíà çíàêà ÷èñëà íà ïðîòèëåæíèé íå çìiíþ¹ éîãî âëàñòèâîñòåé, ïîâ'ÿçàíèõ
iç ïîäiëüíiñòþ. Ñïðàâäi, ÿêùî b = ac, òî −b = a(−c), i ò. ï.

4) ßêùî a | b i b 6= 0, òî |a| ≤ |b|. Ñïðàâäi, b = ac, äå öiëå ÷èñëî c 6= 0. Òîìó
|c| ≥ 1, òîáòî |b| ≥ |a|.

Òâåðäæåííÿ 5.1 (çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ïîäiëüíîñòi).
1) a | a äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî ÷èñëà a.
2) ßêùî a | b i b | c, òî a | c.
3) ßêùî a | b, òî a | bc äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî ÷èñëà c.
4) ßêùî a | b1 i a | b2, òî a | b1c1 + b2c2 äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë c1, c2.
5) ßêùî a | b1 i a | b2, òî a | b1 + b2, a | b1 − b2.
6) ßêùî a1 | b1 i a2 | b2, òî a1a2 | b1b2.

Äîâåäåííÿ. Äèâ. çàäà÷ó 5.1.

Òâåðäæåííÿ 5.2.

1) ßêùî ac | bc i c 6= 0, òî a | b.
2) Íåõàé a, b � öiëi ÷èñëà. Òîäi a | b i b | a ó òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè

|a| = |b|, òîáòî a = ±b.

Äîâåäåííÿ. 1) Çà óìîâîþ, bc = acd äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ÷èñëà d. Òîäi (b− ad)c = 0,
i îñêiëüêè c 6= 0, òî b = ad, îòæå, a | b.

2) ßêùî, íàïðèêëàä, a = 0 i ïðè öüîìó a | b, òî b = 0, òîáòî, çîêðåìà, |a| = |b|.
Äàëi, íåõàé a 6= 0 i b 6= 0. ßêùî a | b, òî |a| ≤ |b|; ÿêùî b | a, òî |b| ≤ |a|. Îòæå,
|a| = |b|. Íàâïàêè, ÿêùî |a| = |b|, òî a = ±b, i òîäi a | b, b | a.

Òâåðäæåííÿ 5.3 (äiëåííÿ ç îñòà÷åþ). Íåõàé a, b � öiëi ÷èñëà, b 6= 0. Òîäi iñíó¹
¹äèíà ïàðà öiëèõ ÷èñåë q, r òàêà, ùî a = bq + r, 0 ≤ r < |b|.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé b > 0. Ðîçiá'¹ìî ÷èñëîâó ïðÿìó íà íàïiâiíòåðâàëè [bq, b(q + 1))
äîâæèíè b, äå q ∈ Z. Iñíó¹ ¹äèíå öiëå ÷èñëî q, äëÿ ÿêîãî ÷èñëî a ïîòðàïëÿ¹ íà
âiäïîâiäíèé íàïiâiíòåðâàë, òîáòî bq ≤ a < b(q + 1). Ïîêëàäåìî r = a − bq. Çà
ïîáóäîâîþ, ÷èñëà q i r � øóêàíi.

ßêùî b < 0, òî çàñòîñó¹ìî òâåðäæåííÿ äî ÷èñåë a,−b (îñêiëüêè −b > 0, öåé
âèïàäîê âæå äîâåäåíî): iñíó¹ ¹äèíà ïàðà öiëèõ ÷èñåë −q i r òàêà, ùî a = (−q)(−b)+
r, 0 ≤ r < −b = |b|. Òîäi ÷èñëà q i r � øóêàíi.
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×èñëî q íàçèâà¹òüñÿ (íåïîâíîþ) ÷àñòêîþ, à ÷èñëî r � îñòà÷åþ ïðè äiëåííi a íà
b.

Ïðèêëàä 5.2. 1) Ðîçäiëèìî ç îñòà÷åþ 7 íà 3. Ìà¹ìî: 7 = 3 · 2 + 1, òîáòî 2 �
íåïîâíà ÷àñòêà, 1 � îñòà÷à.

2) Ðîçäiëèìî ç îñòà÷åþ −7 íà −3. Ìà¹ìî: −7 = (−3) · 3 + 2, òîáòî 3 � íåïîâíà
÷àñòêà, 2 � îñòà÷à.

Çàçíà÷èìî, ùî b | a òîäi i ëèøå òîäi, êîëè îñòà÷à âiä äiëåííÿ a íà b äîðiâíþ¹ 0.

Äëÿ äiëåííÿ ç îñòà÷åþ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè çâè÷àéíèé àëãîðèòì äiëåííÿ
¾ñòîâï÷èêîì¿.

Çàóâàæåííÿ 5.1. Äëÿ çàñòîñóâàííÿ ÷àñòî áóâà¹ çðó÷íîþ iíøà âåðñiÿ äiëåííÿ ç
îñòà÷åþ: a = bq+ r, äå |r| ≤ |b|2 . Çàóâàæèìî, îäíàê, ùî ðåçóëüòàò òàêîãî äiëåííÿ íå
çàâæäè ¹äèíèé. Íàïðèêëàä, 5 = 2 · 2 + 1 = 2 · 3− 1.

* * *

5.1. Äîâåäiòü òâåðäæåííÿ 5.1.

5.2. Äîâåäiòü íàñòóïíi òâåðäæåííÿ:
1) ÿêùî a− c äiëèòü ab+ cd, òî a− c äiëèòü i ad+ bc.
2) ÿêùî a+ c äiëèòü ab+ cd, òî a+ c äiëèòü i ad+ bc.
3) ÿêùî a+ b äiëèòü a2 + ab+ b2, òî (a+ b)2 äiëèòü a4 + b4.

5.3. Ðîçäiëiòü ç îñòà÷åþ:

1) 28 íà 3; 5) −39 íà 8; 9) 5 íà 149;
2) −5 íà 3; 6) 30 íà 7; 10) −149 íà 5;
3) 143 íà 2; 7) −30 íà 7; 11) 168 íà −35;
4) 2 íà 143; 8) 149 íà 5; 12) −168 íà 35.

5.4. Îñòà÷åþ ïðè äiëåííi a íà b ¹ r, à íåïîâíîþ ÷àñòêîþ q. Çíàéäiòü b, q, ÿêùî:
1) a = 100, r = 6;
2) a = 148, r = 37.

5.5. Îñòà÷åþ ïðè äiëåííi a íà b ¹ r, à íåïîâíîþ ÷àñòêîþ q. Çíàéäiòü b, r, ÿêùî:
1) a = 534, q = 26;
2) a = 741, q = −14;
3) a = 109, q = 14;
4) a = −239, q = −15.

5.6. Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî n(n+ 1)(n+ 2) äiëèòüñÿ íà
6.

5.7. Äîâåäiòü, ùî ñóìà 2n + 1 ïîñëiäîâíèõ öiëèõ ÷èñåë êðàòíà 2n + 1. ×è çàâæäè
áóäå êðàòíîþ 2n ñóìà 2n ïîñëiäîâíèõ öiëèõ ÷èñåë?

5.8. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ï'ÿòèöèôðîâå ÷èñëî äiëèòüñÿ íà 41, òî é óñi ÷èñëà, ùî
îòðèìóþòüñÿ øëÿõîì öèêëi÷íî¨ ïåðåñòàíîâêè öèôð öüîãî ÷èñëà, äiëÿòüñÿ íà 41.
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5.9. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî a > b > 0, òî îñòà÷à ïðè äiëåííi a íà b ìåíøà çà a
2 .

5.10. Ç'ÿñóéòå, ÿêi ç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü ñïðàâåäëèâi:
1) ç âîñüìè öiëèõ ÷èñåë çàâæäè ìîæíà âèáðàòè äâà òàêèõ, ùî ¨õíÿ ðiçíèöÿ

äiëèòüñÿ íà 7;
2) ç ï'ÿòè öiëèõ ÷èñåë çàâæäè ìîæíà âèáðàòè äâà òàêèõ, ùî ðiçíèöÿ ¨õíiõ

êâàäðàòiâ äiëèòüñÿ íà 7;
3) çi ñòà öiëèõ ÷èñåë çàâæäè ìîæíà âèáðàòè 15 òàêèõ ÷èñåë, ùî ðiçíèöÿ áóäü-

ÿêèõ äâîõ iç íèõ äiëèòüñÿ íà 7.

5.11. Áóëî 8 àðêóøiâ ïàïåðó. Äåÿêi ç íèõ ðîçðiçàëè íà 8 øìàòêiâ êîæåí. Ïîòiì
äåÿêi ç øìàòêiâ, ùî îòðèìàëè, çíîâó ðîçðiçàëè íà 8 øìàòêiâ i òàê çðîáèëè êiëüêà
ðàçiâ. ×è ìîãëî â ðåçóëüòàòi âèéòè 5555 øìàòêiâ?

6 Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê

Íåõàé a, b � öiëi ÷èñëà. Öiëå ÷èñëî d íàçèâà¹òüñÿ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëü-

íèêîì ÷èñåë a i b, ÿêùî:
1) d | a, d | b;
2) ÿêùî öiëå ÷èñëî c òàêå, ùî c | a, c | b, òî c | d.
Òàêèì ÷èíîì, íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a i b � öå ¨õíié ñïiëüíèé

äiëüíèê, êðàòíèé óñiì ¨õíiì ñïiëüíèì äiëüíèêàì. Iíàêøå êàæó÷è, ñïiëüíi äiëüíèêè
÷èñåë a i b � öå äiëüíèêè ¨õíüîãî íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà.

Âiäðàçó çàóâàæèìî, ùî ÿêùî d1 i d2 � äâà íàéáiëüøi ñïiëüíi äiëüíèêè ÷èñåë
a i b, òî, âiäïîâiäíî äî îçíà÷åííÿ, âîíè äiëÿòüñÿ îäèí íà îäíîãî, òîáòî d1 = ±d2.
Îòæå, íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî çíà-
êà. Çàçâè÷àé íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ââàæàþòü íåâiä'¹ìíèì. ßêùî d � íå-
âiä'¹ìíèé íàéáiëüøèé äiëüíèê ÷èñåë a i b, ïèøóòü d = ÍÑÄ(a, b). Ç óðàõóâàííÿì
öèõ äîìîâëåíîñòåé íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ¹äèíèé. Çàçíà÷èìî, ùî iñíóâàííÿ
íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà íåî÷åâèäíå i ïîòðåáó¹ äîâåäåííÿ.

Ïðèêëàä 6.1. Çíàéäåìî ÍÑÄ(8, 12) íà îñíîâi îçíà÷åííÿ. Äîäàòíi äiëüíèêè ÷èñëà
8 � öå 1, 2, 4, 8; äîäàòíi äiëüíèêè ÷èñëà 12 � öå 1, 2, 3, 4, 6, 12. �õíi ñïiëüíi äiëüíèêè
� öå 1, 2, 4. Îñêiëüêè 1 | 4, 2 | 4, 4 | 4, òî ÍÑÄ(8, 12) = 4.

Çàóâàæåííÿ 6.1. 1) Âiäïîâiäíî äî îçíà÷åííÿ, ÍÑÄ(a, b) = ÍÑÄ(b, a). Êðiì
òîãî, îñêiëüêè äiëüíèêè ÷èñëà íå çìiíþþòüñÿ ïðè çìiíi çíàêà íà ïðîòèëåæíèé,
ÍÑÄ(a, b) = ÍÑÄ(a,−b).

2) Çíàéäåìî ÍÑÄ(a, 0). Ñïiëüíi äiëüíèêè ÷èñåë a i 0 � öå äiëüíèêè a. Òàêèì
÷èíîì, ÍÑÄ(a, 0) = a. Çîêðåìà, ÍÑÄ(0, 0) = 0.

Òàêèì ÷èíîì, íàäàëi äîñòàòíüî äîâåñòè iñíóâàííÿ òà íàâ÷èòèñÿ îá÷èñëþâàòè
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Âêàæåìî àëãîðèòì � òàê çâàíèé àëãîðèòì Åâêëiäà, � ùî äîçâîëÿ¹ îá÷èñëþâàòè
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê, íå øóêàþ÷è ÿâíî âñi äiëüíèêè ÷èñåë. Çîêðåìà, öèì
áóäå äîâåäåíî iñíóâàííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà.
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Ëåìà 6.1. Íåõàé a, b � öiëi ÷èñëà, ïðè÷îìó a = bq + r äëÿ äåÿêèõ öiëèõ ÷èñåë q, r
(íàïðèêëàä, r � îñòà÷à ïðè äiëåííi a íà b). Òîäi ñïiëüíi äiëüíèêè a i b çáiãàþòüñÿ
çi ñïiëüíèìè äiëüíèêàìè b òà r.

Äîâåäåííÿ. Äèâ. çàäà÷ó 1.

Íåõàé a, b � íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó a ≥ b. Ïîêëàäåìî r0 = b. Íåõàé r1 �
îñòà÷à âiä äiëåííÿ a íà b. ßêùî r1 > 0, òî ðîçãëÿíåìî îñòà÷ó r2 ïðè äiëåííi b = r0
íà r1. ßêùî r2 > 0, òî ðîçãëÿíåìî îñòà÷ó r3 ïðè äiëåííi r1 íà r2, i ò. ä. Îñêiëüêè
a ≥ b > r1 > r2 > . . . ≥ 0, òî ðàíiøå ÷è ïiçíiøå ÷åðãîâà îñòà÷à äîðiâíþâàòèìå 0.
Íåõàé d = rn � îñòàííÿ îñòà÷à, ùî íå äîðiâíþ¹ 0.

Òåîðåìà 6.2. 1) d = ÍÑÄ(a, b).
2) Iñíóþòü öiëi ÷èñëà u, v òàêi, ùî d = au+ bv.

Äîâåäåííÿ. 1) Âiäïîâiäíî äî ëåìè 6.1, {ñïiëüíi äiëüíèêè a i b} = {ñïiëüíi äiëüíèêè
b i r1} = {ñïiëüíi äiëüíèêè r1 i r2} = . . . = {ñïiëüíi äiëüíèêè rn−1 i rn} = {ñïiëüíi
äiëüíèêè rn (òîáòî d) i 0} = {äiëüíèêè d}. Òàêèì ÷èíîì, d � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê a òà b.

2) Ïîêëàäåìî r−1 = a. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ êîæíîãî k = −1, 0, 1, 2, . . . , n çíà-
éäóòüñÿ öiëi ÷èñëà uk i vk òàêi, ùî rk = auk + bvk. (Çîêðåìà, ïðè k = n îòðèìà-
¹ìî òàêå çîáðàæåííÿ äëÿ d = rn.) Ñêîðèñòà¹ìîñÿ iíäóêöi¹þ çà k. Áàçà iíäóêöi¨:
r−1 = a = a · 1 + b · 0, r0 = b = a · 0 + b · 1. Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä: íåõàé òâåðäæå-
ííÿ äëÿ rk−2 i rk−1 äîâåäåíå, òîáòî rk−2 = auk−2 + bvk−2, rk−1 = auk−1 + bvk−1;
äîâåäåìî éîãî äëÿ rk. Ìà¹ìî rk−2 = rk−1qk + rk, äå qk � äåÿêå öiëå ÷èñëî. Çâiäñè
rk = rk−2 − rk−1qk = a(uk−2 − uk−1qk) + b(vk−2 − vk−1qk), òîáòî uk = uk−2 − uk−1qk,
vk = vk−2 − vk−1qk.

Çîáðàæåííÿ ÍÑÄ(a, b) ó âèãëÿäi au + bv íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì çîáðàæåííÿì

íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà.

Çàóâàæåííÿ 6.2. 1) Ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.2 âèïëèâà¹, ùî ÍÑÄ(a, b) =
ÍÑÄ(b, r1) = ÍÑÄ(r1, r2) = . . . = ÍÑÄ(rn−1, rn) = d.

2) Ó òåîðåìi 6.2 ëiíiéíå çîáðàæåííÿ ÍÑÄ(a, b) îòðèìàíî ó ïðèïóùåííi, ùî
÷èñëà a, b äîäàòíi. Ïðîòå ëiíiéíå çîáðàæåííÿ iñíó¹ i äëÿ äîâiëüíèõ öiëèõ ÷èñåë a i
b. (Âïðàâà: ÷îìó?)

Ïðèêëàä 6.2. Çíàéäiòü ÍÑÄ(731, 323) òà éîãî ëiíiéíå çîáðàæåííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê. Çíàéäåìî ÍÑÄ çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà. Ó ëiâîìó ñòîâïöi
çàïèñàíi ðåçóëüòàòè ïîñëiäîâíîãî äiëåííÿ ç îñòà÷åþ, ó ïðàâîìó � çàïèñ ó áóêâåí-
íîìó âèãëÿäi.

731 = 2 · 323 + 85; r−1 = 2r0 + r1;
323 = 3 · 85 + 68; r0 = 3r1 + r2;
85 = 1 · 68 + 17; r1 = r2 + r3.
68 = 4 · 17;
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×èñëà r−1 = 731, r0 = 323, r1 = 85, r2 = 68, r3 = 17 � âèõiäíi âåëè÷èíè i
íåíóëüîâi îñòà÷i, ùî áóëè îòðèìàíi ó ïðîöåñi äiëåííÿ. Îñòàííÿ ç íèõ, r3 = 17, ¹
øóêàíèì ÍÑÄ.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ëiíiéíîãî çîáðàæåííÿ âèðàçèìî ó êîæíîìó ðÿäêó ïðàâîãî
ñòîâïöÿ îñòà÷ó ç áiëüøèì íîìåðîì ÷åðåç îñòà÷i ç ìåíøèìè íîìåðàìè:

r3 = r1 − r2; r2 = r0 − 3r1; r1 = r−1 − 2r0.

Ïîñëiäîâíî ïiäñòàâëÿþ÷è, ìà¹ìî

17 = r3 = r1 − r2 = r1 − (r0 − 3r1) =

= 4r1 − r0 = 4(r−1 − 2r0)− r0 = 4r−1 − 9r0.

Îòæå, 17 = 4 · 731− 9 · 323.

* * *

6.1. Äîâåäiòü ëåìó 6.1.

6.2. Äîâåäiòü, ùî äëÿ íàòóðàëüíîãî c âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ÍÑÄ(ac, bc) =
cÍÑÄ(a, b).

6.3. Çíàéäiòü çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà d = ÍÑÄ(a, b) i òàêi öiëi ÷èñëà n,
m, ùî d = na+mb (ëiíiéíå çîáðàæåííÿ ÍÑÄ).

1) a = 595, b = 217; 4) a = 23521, b = 75217;
2) a = 614, b = 213; 5) a = 315, b = 231;
3) a = 1147, b = 899; 6) a = 9877, b = 3569.

6.4. Äîâåäiòü, ùî äëÿ a, b ∈ Z âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ÍÑÄ(5a + 3b, 13a + 8b) =
ÍÑÄ(a, b).

6.5. Ïðè ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n äðiá ¹ ñêîðîòíèì:

1)
n2 + 2n+ 4

n2 + n+ 3
; 2)

n3 − n2 − 3n

n2 − n+ 3
?

6.6. Íåõàé a, b � öiëi ÷èñëà, a 6= b i äðiá a+b
a−b ñêîðîòíèé. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî

ñêîðîòíiñòü äðîáó a
b ?

6.7. Çíàéäiòü íàòóðàëüíi ÷èñëà x i y, ÿêùî x
y = 11

7 òà ÍÑÄ(x, y) = 45.

6.8. Çíàéäiòü íàòóðàëüíi ÷èñëà x i y, ÿêùî x+ y = 180 òà ÍÑÄ(x, y) = 30.

6.9. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî a i b � äîäàòíi öiëi ÷èñëà, òî êiëüêiñòü ÷ëåíiâ àðèôìåòè÷íî¨
ïðîãðåñi¨ a, 2a, 3a, . . . , ba, ùî äiëÿòüñÿ íà b, äîðiâíþ¹ ÍÑÄ(a, b).

6.10. Ó ïðÿìîêóòíèêó ç öiëèìè ñòîðîíàìè m i n, íàìàëüîâàíîìó íà êëiò÷àñòî-
ìó ïàïåði, ïðîâåäåíà äiàãîíàëü. ×åðåç ÿêó êiëüêiñòü âóçëiâ âîíà ïðîõîäèòü? Íà
ñêiëüêè ÷àñòèí öÿ äiàãîíàëü äiëèòüñÿ ëiíiÿìè ñiòêè?

6.11.* Çíàéäiòü ÍÑÄ(111 . . . 111, 11 . . . 11), ÿêùî:
1) ó ïåðøîìó ÷èñëi 100 îäèíèöü, à â äðóãîìó 60 îäèíèöü.
2) ó ïåðøîìó ÷èñëi n îäèíèöü, à â äðóãîìó m îäèíèöü.
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7 Âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà

Öiëi ÷èñëà a i b íàçèâàþòüñÿ âçà¹ìíî ïðîñòèìè, ÿêùî ÍÑÄ(a, b) = 1.

Òâåðäæåííÿ 7.1. Öiëi ÷èñëà a i b âçà¹ìíî ïðîñòi òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè iñíó-

þòü öiëi ÷èñëà u, v òàêi, ùî au+ bv = 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé a òà b âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîäi øóêàíå çîáðàæåííÿ � öå ëiíiéíå
çîáðàæåííÿ ÍÑÄ. Íàâïàêè, ÿêùî au+ bv = 1, i d � ñïiëüíèé äiëüíèê a i b, òî d | 1,
òîáòî ÍÑÄ(a, b) = 1 .

Íàñëiäîê 7.2. Íåõàé a, b i c � öiëi ÷èñëà, a | bc, a i b âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîäi a | c.

Äîâåäåííÿ. Âiäïîâiäíî äî òâåðäæåííÿ 7.1, çíàéäóòüñÿ öiëi ÷èñëà u i v òàêi, ùî
au+ bv = 1. Òîäi ÷èñëî c = a(uc) + (bc)v êðàòíå a.

* * *

7.1. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî íàòóðàëüíi ÷èñëà a i b âçà¹ìíî ïðîñòi, òî âçà¹ìíî ïðîñòèìè
áóäóòü:

1) a òà a+ b;
2) a+ b òà 2a+ b;
3) a òà 2a+ b.

7.2. Íåõàé a i b � öiëi ÷èñëà, õî÷à á îäíå ç ÿêèõ íå äîðiâíþ¹ 0, d = ÍÑÄ(a, b),
a = da1, b = db1 äëÿ öiëèõ a1, b1. Äîâåäiòü, ùî a1 òà b1 âçà¹ìíî ïðîñòi.

7.3. Íåõàé a, b, c � íàòóðàëüíi ÷èñëà. Äîâåäiòü, ùî a i bc âçà¹ìíî ïðîñòi òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè ïàðè a òà b, a òà c âçà¹ìíî ïðîñòi.

7.4. Íåõàé d äiëèòü ÷èñëà ax − by, a − b, ïðè÷îìó d i b âçà¹ìíî ïðîñòi. Äîâåäiòü,
ùî d äiëèòü x− y.

7.5. Äîâåäiòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n äðiá ¹ íåñêîðîòíèì.

1)
12n+ 1

30n+ 2
; 2)

2n2 − 1

n+ 1
; 3)

n+ 7

2n+ 13
; 4)

21n+ 4

14n+ 3
; 5)

n+ 1

2n+ 1
.

7.6. Äîâåäiòü, ùî ñóìà 1
a + 1

a+b , äå ÍÑÄ(a, b) = 1, íå ìîæå áóòè ñêîðîòíèì äðîáîì.

7.7. Çíàéäiòü âñi âçà¹ìíî ïðîñòi ÷èñëà a òà b, äëÿ ÿêèõ a+b
a2+ab+b2

= 3
13 .

7.8. Íåõàé
a

b
=

c

d
, äå a, b, c, d � öiëi äîäàòíi ÷èñëà, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

ÍÑÄ(a, b) = 1 i ÍÑÄ(c, d) = 1. Äîâåäiòü, ùî a = c, b = d.

7.9. Äîâåäiòü, ùî ç ï'ÿòè ïîñëiäîâíèõ öiëèõ ÷èñåë çàâæäè ìîæíà âèáðàòè îäíå,
âçà¹ìíî ïðîñòå ç ðåøòîþ.

7.10. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî íàòóðàëüíi ÷èñëà n i m âçà¹ìíî ïðîñòi, òî 2n − 1 i 2m − 1
òåæ âçà¹ìíî ïðîñòi.

7.11.* ×èñëà fn = 22
n

+1 (n ≥ 0) íàçèâàþòüñÿ ÷èñëàìè Ôåðìà. Äîâåäiòü, ùî êîæíi
äâà ðiçíi ÷èñëà Ôåðìà âçà¹ìíî ïðîñòi.

25



8 Ëiíiéíi äiîôàíòîâi ðiâíÿííÿ ç äâîìà çìiííè-

ìè

Íåõàé a, b, c � öiëi ÷èñëà. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ ax + by = c ç öiëèìè çìiííèìè
x òà y.

Òåîðåìà 8.1. Ðiâíÿííÿ ax + by = c ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè â öiëèõ ÷èñëàõ òîäi i

òiëüêè òîäi, êîëè ÍÑÄ(a, b) | c.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî d = ÍÑÄ(a, b). Îñêiëüêè d | a, d | b, d | c = ax + by äëÿ
öiëèõ x, y. Íàâïàêè, ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå çîáðàæåííÿ d = au + bv. Îñêiëüêè d | c,
c = dq äëÿ äåÿêîãî öiëîãî q, òî c = a(uq) + b(vq).

Îòæå, ÿêùî ðiâíÿííÿ ax + by = c ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ó öiëèõ ÷èñëàõ, îäèí ç
ðîçâ'ÿçêiâ ìîæíà çíàéòè çà äîïîìîãîþ ëiíiéíîãî çîáðàæåííÿ ÍÑÄ(a, b). ßê çíàéòè
âñi ðîçâ'ÿçêè?

ßêùî a = b = c = 0, òî ðiâíÿííÿ ax+ by = c ñòà¹ òðèâiàëüíèì, éîãî çàäîâîëü-
íÿþòü áóäü-ÿêi öiëi ÷èñëà x, y. Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî a 6= 0 àáî b 6= 0, òîáòî
d = ÍÑÄ(a, b) 6= 0.

Òâåðäæåííÿ 8.2. Íåõàé d = ÍÑÄ(a, b) | c, i x0, y0 � îäèí ç ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

ax+by = c ó öiëèõ ÷èñëàõ. Òîäi âñi öiëi ðîçâ'ÿçêè � öå â òî÷íîñòi ÷èñëà x = x0+ b
d t,

y = y0 − a
d t, äå t � áóäü-ÿêå öiëå ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Çàçíà÷èìî, ùî ax + by = c òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè a(x − x0) + b(y −
y0) = 0, òîáòî a

d(x − x0) = − b
d(y − y0). Îñêiëüêè ÍÑÄ(ad ,

b
d) = 1, òî îñòàííÿ óìîâà

ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî b
d | (x − x0), a

d | (y − y0), ïðè÷îìó x−x0
b/d = −y−y0

a/d = t, äå t �
öiëå ÷èñëî.

Çàóâàæåííÿ 8.1. Ðiâíÿííÿ âèãëÿäó ax+ by = 0 íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíèì. Ç òâåð-
äæåííÿ 8.2 âèïëèâà¹, ùî éîãî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä x = b

d t, y = −a
d t, äå t

� áóäü-ÿêå öiëå ÷èñëî. Òàêèì ÷èíîì, çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ax+by = c ¹ ñó-
ìîþ îäíîãî ç éîãî ðîçâ'ÿçêiâ x0, y0 i çàãàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî îäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ ax+ by = 0.

Ïðèêëàä 8.1. Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ 2x+ 3y = 1. Âî÷åâèäü, îäèí ç éîãî ðîçâ'ÿçêiâ
� öå x0 = −1, y0 = 1. Îñêiëüêè ÍÑÄ(2, 3) = 1, òî âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ ó öiëèõ
÷èñëàõ � öå x = −1+3t, y = 1−2t, äå t � öiëå ÷èñëî. Íàïðèêëàä, ïðè t = 1 âèõîäèòü
ðîçâ'ÿçîê ç íàéìåíøèì öiëèì äîäàòíèì çíà÷åííÿì x.

Ïðèêëàä 8.2. Ðîçâ'ÿæiòü ó öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ 24x+ 66y = 42.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðîòèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ íà 6 (ÍÑÄ âñiõ êîåôiöi¹íòiâ)
äëÿ òîãî, ùîá êîåôiöi¹íòè ïðè x i y ñòàëè âçà¹ìíî ïðîñòèìè ÷èñëàìè. Îòðèìà¹ìî
ðiâíÿííÿ

4x+ 11y = 7. (4)
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Çíàéäåìî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ

4x+ 11y = 0. (5)

Îñêiëüêè x, y � öiëi ÷èñëà, y êðàòíå 4, òîáòî éîãî ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi y = 4t,
t ∈ Z. Ïiäñòàâèâøè y ó ðiâíÿííÿ (5), çíàéäåìî, ùî x = −11t.

Çíàéäåìî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê íåîäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ (4). Çíàéäåìî ëiíié-
íå çîáðàæåííÿ ÍÑÄ(4, 11) = 1. Îòðèìàòè éîãî ìîæíà çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó
Åâêëiäà, ïðîòå â äàíîìó âèïàäêó íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî 4 · 3 + 11 · (−1) = 1. Ïî-
ìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè îòðèìàíî¨ ðiâíîñòi íà 7, îòðèìà¹ìî 4 · 21 + 11 · (−7) = 7,
çâiäêè x0 = 21, y0 = −7 � ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4). Îòæå, çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (4), à îòæå, i âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ, ìà¹ âèãëÿä x = 21 − 11t,
y = −7 + 4t, t ∈ Z.

* * *

8.1. Ðîçâ'ÿæiòü ó öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ:

1) 45x+ 37y = 25; 7) 5x− 3y = −1;
2) 6x− 27y = 21; 8) 8x+ 3y = 2;
3) 19x+ 95y = 1995; 9) 8x+ 5y = 49;
4) 43x+ 13y = 21; 10) 3x− 2y + 11 = 0;
5) 11x+ 99y = 41; 11) 75x+ 39y = 1.
6) 34x+ 21y = 1;

8.2. Ó äåÿêié êðà¨íi â îáiãó ¹ êóïþðè ïî 7 àáî 12 òóãðèêiâ. ßê ðîçïëàòèòèñÿ â
ìàãàçèíi çà òîâàð, âàðòiñòü ÿêîãî ñòàíîâèòü 1) 505 òóãðèêiâ; 2) 1 òóãðèê?

8.3. � 1660 êã ïiñêó, ÿêèé ïîòðiáíî ðîçñèïàòè ïî ìiøêàõ ¹ìíiñòþ 40 êã i 60 êã. ßê
öå çðîáèòè? ßêà íàéìåíøà êiëüêiñòü ìiøêiâ ìîæå âèéòè?

9 Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äåêiëüêîõ ÷è-

ñåë

Íåõàé a1, . . . , an � öiëi ÷èñëà. Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a1, . . . , an
âèçíà÷à¹òüñÿ àíàëîãi÷íî âèïàäêó äâîõ ÷èñåë. À ñàìå, öiëå ÷èñëî d íàçèâà¹òüñÿ
íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì ÷èñåë a1, . . . , an, ÿêùî:

1) d | a1, . . . , d | an;
2) ÿêùî öiëå ÷èñëî c òàêå, ùî c | a1, . . . , c | an, òî c | d.
Òàê ñàìî, ÿê i ó âèïàäêó äâîõ ÷èñåë, íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê âèçíà÷åíèé

îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî çíàêà. ßêùî d � íåâiä'¹ìíèé íàéáiëüøèé äiëüíèê ÷èñåë
a1, . . . , an, òî ïèøóòü d = ÍÑÄ(a1, . . . , an).

Îá÷èñëåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà äåêiëüêîõ ÷èñåë ìîæíà çâåñòè äî
ïîñëiäîâíîãî îá÷èñëåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà äâîõ ÷èñåë.

Ëåìà 9.1. Ñïiëüíi äiëüíèêè ÷èñåë a1, a2, a3, . . . , an ñïiâïàäàþòü çi ñïiëüíèìè äiëü-

íèêàìè ÷èñåë ÍÑÄ(a1, a2), a3, . . . , an.
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Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ îäðàçó âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ñïiëüíi äiëüíèêè a1 i a2 � öå
â òî÷íîñòi äiëüíèêè ÍÑÄ(a1, a2).

Ç ëåìè 9.1 íåãàéíî âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 9.2. ÍÑÄ(a1, a2, a3, . . . , an) = ÍÑÄ(ÍÑÄ(a1, a2), a3, . . . , an).

Ç íàñëiäêà 9.2 çà iíäóêöi¹þ îòðèìó¹ìî, ùî ÍÑÄ(a1, a2, . . . , an) çàâæäè iñíó¹. Íà
öåé âèïàäîê óçàãàëüíþ¹òüñÿ i ëiíiéíå çîáðàæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà:

Íàñëiäîê 9.3. Iñíóþòü öiëi ÷èñëà u1, . . . , un òàêi, ùî

ÍÑÄ(a1, . . . , an) = a1u1 + . . .+ anun.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ çà n. Áàçà iíäóêöi¨ ïðè n = 2 äîâåäåíà ðàíiøå.
Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä:

ÍÑÄ(a1, a2, a3, . . . , an) = ÍÑÄ(ÍÑÄ(a1, a2), a3, . . . , an) =

ÍÑÄ(a1, a2)v + a3u3 + . . .+ anun,

ÍÑÄ(a1, a2) = a1w1 + a2w2, äå v, w1, w2 � öiëi ÷èñëà, çâiäêè
ÍÑÄ(a1, a2, a3, . . . , an) = a1w1v + a2w2v + a3u3 + . . . + anun. Ïîçíà÷àþ÷è
u1 = w1v, u2 = w2v, îòðèìó¹ìî íåîáõiäíå çîáðàæåííÿ.

Äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ a1x1 + . . . + anxn = c ìîæíà äîñëiäèòè òàê ñàìî, ÿê ó
âèïàäêó äâîõ çìiííèõ. À ñàìå, ðiâíÿííÿ a1x1 + . . .+ anxn = c ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè â
öiëèõ ÷èñëàõ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ÍÑÄ(a1, . . . , an) | c. (Âïðàâà: äîâåäiòü.)

Âñi ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, iíäóêòèâíèì çâåäåí-
íÿì äî âèïàäêó äâîõ çìiííèõ.

Ïðèêëàä 9.1. Ðîçâ'ÿæiòü ó öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ 4x+ 2y + 3z = 7.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðåíåñåìî 3z ó ïðàâó ÷àñòèíó i ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ 4x+2y = 7−3z
ÿê ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè x, y òà ïàðàìåòðîì z.

Çàóâàæèìî, ùî ÍÑÄ(4, 2) = 2, òîáòî îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè 7−3z = 2u, àáî 3z = 7−2u, äå u ∈ Z. Ïiäñòàâèâøè òà ñêîðîòèâøè
íà 2, îòðèìà¹ìî 2x + y = u. Ðîçâ'ÿæåìî öå ðiâíÿííÿ, iíòåðïðåòóþ÷è ÷èñëî u ÿê
ïàðàìåòð. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ � öå x0 = 0,
y0 = u. Òîìó çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä x = t, y = u− 2t, äå t ∈ Z.

Òåïåð ðîçâ'ÿæåìî ðiâíÿííÿ 3z+2u = 7. Îñêiëüêè ÍÑÄ(3, 2) = 1 | 7, òî ðîçâ'ÿçêè
iñíóþòü. Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ÷àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ � öå z0 = 1,
u0 = 2. Òîìó çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä z = 1 + 2s, u = 2− 3s, äå s ∈ Z.

Ïiäñòàâëÿþ÷è u ó ôîðìóëè äëÿ x i y, ìè îòðèìó¹ìî îñòàòî÷íó âiäïîâiäü: x = t,
y = 2− 3s− 2t, z = 1 + 2s, äå s, t ∈ Z.

* * *

9.1. Çíàéäiòü çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó Åâêëiäà:
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1) ÍÑÄ(962, 1222, 10387); 3) ÍÑÄ(323, 2240, 2970);
2) ÍÑÄ(286, 481, 832); 4) ÍÑÄ(697, 527, 153).

9.2. Äîâåäiòü, ùî äëÿ íåïàðíèõ ÷èñåë a, b, c ìà¹ìî ðiâíiñòü

ÍÑÄ

(
b+ c

2
,
a+ c

2
,
b+ a

2

)
= ÍÑÄ(a, b, c).

9.3. Ðîçâ'ÿæiòü ó öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ:

1) 10x+ 3y + 11z = 7; 4) 10x+ 12y + 18z = 7
2) 5x− 7y + 18z = 1; 5) 4x+ 10y + 15z − 21w = 1.
3) 23x+ 17y + 5z = 2;

10 Íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå

Íåõàé a1, . . . , an � öiëi ÷èñëà. Öiëå ÷èñëî m íàçèâà¹òüñÿ íàéìåíøèì ñïiëüíèì

êðàòíèì ÷èñåë a1, . . . , an, ÿêùî:
1) a1 | m, . . . , an | m;
2) ÿêùî öiëå ÷èñëî k òàêå, ùî a1 | k, . . . , an | k, òî m | k.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíå ç òî÷íiñòþ

äî çíàêà. Çàçâè÷àé íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ââàæàþòü íåâiä'¹ìíèì i ïèøóòü m =
ÍÑÊ(a1, . . . , an). Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå íå çàëåæèòü âiä
ïîðÿäêó òà çíàêiâ ÷èñåë, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî ÿêùî îäíå ç ÷èñåë äîðiâíþ¹ 0, òî íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå öèõ
÷èñåë iñíó¹ i äîðiâíþ¹ 0. Äàëi ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè âñi ÷èñëà a1, . . . , an
íåíóëüîâi. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè ¨õ äîäàòíèìè.

Òâåðäæåííÿ 10.1. Íåõàé a, b � íàòóðàëüíi ÷èñëà. Òîäi ÍÑÊ(a, b) iñíó¹, ïðè÷îìó
ÍÑÊ(a, b) = ab

ÍÑÄ(a,b) .

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî d = ÍÑÄ(a, b),m = ab
d . Âî÷åâèäü,m � ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë

a i b. Äàëi, íåõàé a | k, b | k. Ïîêàæåìî, ùî m | k. Çàïèøåìî k = as = bt ç öiëèìè
s, t. Îñêiëüêè a

ds = b
d t i ÍÑÄ(ad ,

b
d) = 1, òî a

d | t. Òîìó ÷èñëî k = bt = abt/d
a/d = m t

a/d
êðàòíå m.

Ïðèêëàä 10.1. ÍÑÊ(8, 12) = 8·12
ÍÑÄ(8,12) = 24.

Íàñëiäîê 10.2. Íåõàé ÷èñëà a òà b âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîäi ÍÑÊ(a, b) = ab. Iíàêøå
êàæó÷è, ÿêùî a | k, b | k, òî ab | k.

Íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå êiëüêîõ ÷èñåë ìîæå áóòè çâåäåíå äî äâîõ ÷èñåë. À
ñàìå:

ÍÑÊ(a1, a2, a3, . . . , an) = ÍÑÊ(ÍÑÊ(a1, a2), a3, . . . , an).

(Âïðàâà: äîâåäiòü.)

* * *
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10.1. Çíàéäiòü:
1) ÍÑÊ(595, 217);
2) ÍÑÊ(286, 481, 832).

10.2. Çíàéäiòü íàòóðàëüíi ÷èñëà a òà b, ÿêùî:
1) ÍÑÄ(a, b) = 15, ÍÑÊ(a, b) = 420;
2) ÍÑÄ(a, b) = 5, ÍÑÊ(a, b) = 260;
3) a+ b = 667, ÍÑÊ(a,b)

ÍÑÄ(a,b) = 120.

10.3. Äîâåäiòü, ùî ÍÑÊ(a,b)
a òà ÍÑÊ(a,b)

b âçà¹ìíî ïðîñòi.

10.4. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî c|a i c|b, òî ÍÑÊ(ac ,
b
c) = ÍÑÊ(a,b)

c .

10.5. Ç'ÿñóéòå, çà ÿêî¨ óìîâè ÍÑÊ(a1, a2, . . . , an) = a1a2 . . . an.

10.6. Äîâåäiòü, ùî äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë a, b, c ìàþòü ìiñöå ðiâíîñòi:

1) ÍÑÊ(a, b, c) =
abc ·ÍÑÄ(a, b, c)

ÍÑÄ(a, b) ·ÍÑÄ(a, c) ·ÍÑÄ(b, c)
;

2) ÍÑÊ(a, b, c) =
abc

ÍÑÄ(ab, bc, ac)
.

11 Ïðîñòi ÷èñëà. Îñíîâíà òåîðåìà àðèôìåòèêè

Öiëå äîäàòíå ÷èñëî p íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì, ÿêùî p > 1, i äîäàòíi äiëüíèêè p �
öå âèêëþ÷íî 1 i p.

Ïðèêëàä 11.1. ×èñëà 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, . . . � ïðîñòi.

Íàòóðàëüíi ÷èñëà, áiëüøi çà îäèíèöþ, ùî íå ¹ ïðîñòèìè, íàçèâàþòüñÿ ñêëàäå-

íèìè. Iíàêøå êàæó÷è, íàòóðàëüíå ÷èñëî a ¹ ñêëàäåíèì, ÿêùî a > 1 i a = bc, äå b, c
� íàòóðàëüíi ÷èñëà, 1 < b < a, 1 < c < a.

Òâåðäæåííÿ 11.1. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî. Òîäi:

1) ßêùî a � öiëå ÷èñëî òàêå, ùî p - a, òî ÍÑÄ(a, p) = 1.
2) ßêùî a, b � öiëi ÷èñëà, i p | ab, òî p | a àáî p | b.

Äîâåäåííÿ. 1) Îñêiëüêè p ïðîñòå i p - a, òî äîäàòíi ñïiëüíi äiëüíèêè a i p � öå ëèøå
1.

2) Íåõàé, íàïðèêëàä p - a. Òîäi ÍÑÄ(a, p) = 1, i çàëèøà¹òüñÿ çàñòîñóâàòè
íàñëiäîê 7.2.

Çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨ îòðèìó¹ìî (Âïðàâà: äîâåäiòü)

Íàñëiäîê 11.2. Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, a1, . . . , an � öiëi ÷èñëà òàêi, ùî p |
a1 · . . . · an. Òîäi p | ai äëÿ äåÿêîãî i ∈ {1, . . . , n}.

Òåîðåìà 11.3 (¾îñíîâíà òåîðåìà àðèôìåòèêè¿). Êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî îäíî-

çíà÷íî (ç òî÷íiñòþ äî ïîðÿäêó ìíîæíèêiâ) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó

ïðîñòèõ ÷èñåë. Òî÷íiøå, íåõàé a � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi:

1. Iñíó¹ öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî n i ïðîñòi ÷èñëà p1, . . . , pn òàêi, ùî a = p1 . . . pn;
2. ßêùî p1 . . . pn = q1 . . . qm, äå pi, qj � ïðîñòi, òî m = n, i iñíó¹ òàêà ïåðåñòà-

íîâêà i1, . . . , in ÷èñåë 1, . . . , n, ùî pk = qik äëÿ âñiõ k ∈ {1, . . . , n}.
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Ïðèêëàä 11.2. 20 = 2 · 2 · 5 = 2 · 5 · 2 = 5 · 2 · 2.

Äîâåäåííÿ. 1) Íåõàé öå íå òàê. Íåõàé a � íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå íå ¹
äîáóòêîì ïðîñòèõ. Òîäi a � ñêëàäåíå, òîáòî a = bc, äå b, c � íàòóðàëüíi ÷èñëà,
1 < b < a, 1 < c < a. Îòæå, ÷èñëà b i c ¹ äîáóòêàìè ïðîñòèõ ÷èñåë, à òîäi i ÷èñëî a
¹ äîáóòêîì ïðîñòèõ ÷èñåë. Îòðèìó¹ìî ïðîòèði÷÷ÿ.

2) Íåõàé p1p2 . . . pn = q1q2 . . . qm, äå äëÿ âèçíà÷åíîñòi n ≤ m. Òîäi ìà¹ìî p1 |
q1 . . . qm. Îñêiëüêè p1 ïðîñòå, òî, çãiäíî ç íàñëiäêîì 11.2, p1 = qi äëÿ äåÿêîãî i = i1.
Çìiíþþ÷è íóìåðàöiþ ñïiâìíîæíèêiâ, ìè ìîæåìî ââàæàòè p1 = q1. Òàêèì ÷èíîì,
p2 . . . pn = q2 . . . qm. Ïîâòîðèìî òå ñàìå ìiðêóâàííÿ äëÿ ÷èñëà p2 i ò. ä. Îñòàòî÷íî
îòðèìà¹ìî 1 = qn+1 . . . qm, çâiäêè m− n = 0.

Çàóâàæåííÿ 11.1. �äèíiñòü ðîçêëàäàííÿ íà ïðîñòi ìíîæíèêè íåòðèâiàëüíà i ìî-
æå ïîðóøóâàòèñÿ â áëèçüêèõ ñèòóàöiÿõ. Îñü íàéïðîñòiøèé iç òàêèõ ïðèêëàäiâ.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó S ÷èñåë âèäó 4k + 1, äå k � öiëå íåâiä'¹ìíå. Ëåãêî ïåðå-
âiðèòè, ùî äîáóòîê ÷èñåë ç S òàêîæ ëåæèòü â S. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî a ∈ S íå
ìîæíà ðîçêëàñòè â S, ÿêùî a > 1, i äiëüíèêè a, ùî íàëåæàòü äî S, � öå ëèøå
1 i a. ßñíî, ùî ÿêùî a ∈ S, òî ç ïðîñòîòè ÷èñëà a âèïëèâà¹, ùî éîãî íå ìîæíà
ðîçêëàñòè â S; çâîðîòíå, îäíàê, íåïðàâèëüíî (ïðè÷èíà: ÷èñëî âèãëÿäó 4k+ 1 ìîæå
áóòè äîáóòêîì ÷èñåë âèãëÿäó 4k + 3). Íàïðèêëàä, ÷èñëà 9, 21, 33, 49, . . . íå ìîæíà
ðîçêëàñòè â S, àëå âîíè íå ïðîñòi. Êîæíå ÷èñëî ç S ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ìíîæíèêè,
ùî íå ìîæíà ðîçêëàñòè â S (äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå âèïàäêó ðîçêëàäàííÿ íà ïðîñòi
äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë), àëå òàêå ðîçêëàäàííÿ, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ ¹äèíèì:
íàïðèêëàä, 441 = 21 · 21 = 9 · 49.

Òåîðåìà 11.4. Ïðîñòèõ ÷èñåë íåñêií÷åííî áàãàòî.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé öå íå òàê, i p1, . . . , pn � âñi ïðîñòi ÷èñëà. Ðîçãëÿíåìî ÷èñëî a =
p1 . . . pn + 1. Îñêiëüêè a íå äiëèòüñÿ íà æîäíå ç ÷èñåë pk, òî a íå ðîçêëàäà¹òüñÿ íà
ïðîñòi ìíîæíèêè � ïðîòèði÷÷ÿ.

Íåõàé a � öiëå ÷èñëî, a 6= 0. Òîäi a = ±pk11 . . . pknn , äå p1, . . . , pn � ïðîñòi, k1, . . . , kn
� öiëi íåâiä'¹ìíi.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ¹äèíiñòü ðîçêëàäàííÿ íà ïðîñòi (Âïðàâà:
ïåðåâiðòå), ùî ÿêùî a = ±pk11 . . . pknn , b = ±pl11 . . . plnn , äå pi � ïîïàðíî ðiçíi ïðîñòi,
ki, li � öiëi íåâiä'¹ìíi, òî a | b òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè ki ≤ li äëÿ âñiõ i.

Çâiäñè âèïëèâà¹ (Âïðàâà: ïåðåâiðòå), ùî ÿêùî a = ±pk11 . . . pknn , b =
±pl11 . . . plnn , äå pi � ïîïàðíî ðiçíi ïðîñòi, ki, li � öiëi íåâiä'¹ìíi, òî ÍÑÄ(a, b) =
ps11 . . . psnn , ÍÑÊ(a, b) = pt11 . . . p

tn
n , äå si = min(ki, li), ti = max(ki, li). Öåé ñïîñiá îá-

÷èñëåííÿ ÍÑÄ i ÍÑÊ óçàãàëüíþ¹òüñÿ i íà äåêiëüêà ÷èñåë (Âïðàâà: óçàãàëüíiòü).

Ïðèêëàä 11.3. Îñêiëüêè 60 = 22 · 3 · 5 = 22 · 31 · 51 · 70, 42 = 2 · 3 · 7 = 21 · 31 · 50 · 71,
òî ÍÑÄ(60, 42) = 21 · 31 · 50 · 70 = 6, ÍÑÊ(60, 42) = 22 · 31 · 51 · 71 = 420.

Ïðèêëàä 11.4. Ñêiëüêè ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ ìà¹ ÷èñëî n = p3q2 äå p, q
� ïðîñòi ÷èñëà?
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Ðîçâ'ÿçîê. Êîæåí íàòóðàëüíèé äiëüíèê ÷èñëà n ìà¹ âèãëÿä paqb, äå a ïðèéìà¹
îäíå çi çíà÷åíü 0, 1, 2, 3, à b � îäíå çi çíà÷åíü 0, 1, 2. Òàêèì ÷èíîì, ó n âñüîãî
4 · 3 = 12 äiëüíèêiâ.

Ïðèêëàä 11.5. Ðîçâ'ÿæiòü ó öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ xy − y + 2x = 7.

Ðîçâ'ÿçîê. Ðîçêëàäåìî ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ íà ìíîæíèêè. Äëÿ öüîãî ïåðå-
íåñåìî ç ïðàâî¨ ÷àñòèíè 2 çi çíàêîì ìiíóñ (ïðàâîðó÷ çàëèøèòüñÿ 5) i çãðóïó¹ìî
äîäàíêè. Îòðèìà¹ìî y(x− 1) + 2(x− 1) = 5, çâiäêè (y + 2)(x− 1) = 5.

Îñêiëüêè x i y � öiëi ÷èñëà, òî x−1 i y+ 2 òåæ ¹ öiëèìè ÷èñëàìè, äîáóòîê ÿêèõ
äîðiâíþ¹ 5. Ùîá çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè âèõiäíîãî ðiâíÿííÿ, ðîçãëÿíåìî 4 âèïàäêè:

1) ÿêùî y + 2 = 1, x− 1 = 5, òî x = 6, y = −1;
2) ÿêùî y + 2 = 5, x− 1 = 1, òî x = 2, y = 3;
3) ÿêùî y + 2 = −1, x− 1 = −5, òî x = −4, y = −3;
4) ÿêùî y + 2 = −5, x− 1 = −1, òî x = 0, y = −7.

* * *

11.1. Ðîçêëàäiòü íà ïðîñòi ìíîæíèêè ÷èñëà:

1) 111; 1111; 11111; 4) 3600; 1001; 5681;
2) 111111; 1111111; 5) ÍÑÊ(1, 2, . . . , n);
3) 1440; 1575; 6) n!.

11.2. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàäàííÿ ÷èñëà n! íà ïðîñòi ìíîæíèêè (çàäà÷à 11.1. 6)),
äîâåäiòü, ùî ÷èñëî

(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! ¹ öiëèì.

11.3. Äîâåäiòü, ùî
(
p
k

)
êðàòíå p, ÿêùî p ïðîñòå, à 1 ≤ k ≤ p− 1.

11.4. Äîâåäiòü, ùî ÷èñëà Êàòàëàíà 1
n+1

(
2n
n

)
, äå n ≥ 1, ¹ öiëèìè.

11.5. Äîâåäiòü, ùî ÷èñëà âèãëÿäó (2m)!(2n)!
m!n!(m+n)! , äå n,m ≥ 1, ¹ öiëèìè.

11.6. Çíàéäiòü êiëüêiñòü ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ ÷èñåë:

1) 2 · 3 · 5 · 7 · 11; 3) 23 · 32 · 511;
2) 22 · 33 · 55 · 77 · 1111; 4) 11 · 111 · 111111.

11.7. Ñêiëüêè ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ ìà¹ ÷èñëî n = pm1
1 . . . pmk

k , äå p1, . . . , pk
� ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà, m1, . . . ,mk > 0?

11.8. Îïèøiòü óñi ÷èñëà, ÿêi ìàþòü íåïàðíó êiëüêiñòü íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ.

11.9. Äëÿ êîæíîãî k âiä 1 äî 6 çíàéäiòü íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå ìà¹ k
ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ äiëüíèêiâ.

11.10. Çíàéäiòü âñi ïðîñòi ÷èñëà p i q, äëÿ ÿêèõ
1) p− q = 17;
2) p2 − 2q2 = 1.

11.11. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a âñi òðè ÷èñëà a, a+ 4 òà a+ 14 áóäóòü ïðîñòèìè?

11.12. Ðîçâ'ÿæiòü ó öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ:
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1) xy = 3; 5) x2 − xy − x+ y = 1;
2) xy = 6; 6) y + x = xy;
3) x2y = 12; 7) x2 − 3xy = x− 3y + 2;
4) 2xy − 4y + x = 7; 8) y2 − 2xy − 2x = 6.

11.13. Äîâåäiòü, ùî ìíîæèíà ïðîñòèõ ÷èñåë âèãëÿäó
1) p = 4k + 3;
2) p = 6k + 5

íåñêií÷åííà.

11.14. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî p 6= 2, 3, 5 � ïðîñòå ÷èñëî, òàêå ùî 2p+ 1 � ïðîñòå ÷èñëî,
òî 4p+ 1 � ñêëàäåíå ÷èñëî.

11.15. Äîâåäiòü, ùî îñòà÷à âiä äiëåííÿ ïðîñòîãî ÷èñëà íà 30 � öå 1 àáî ïðîñòå
÷èñëî.

11.16. Äîâåäiòü, ùî äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p 6= 2, 3, 5 îñòà÷à âiä äiëåííÿ ÷èñëà p2 íà
30 � öå 1 àáî 19.

11.17. Äîâåäiòü, ùî ñêëàäåíå ÷èñëî n çàâæäè ìà¹ ïðîñòèé äiëüíèê p ≤
√
n.

11.18. Äëÿ ÿêèõ öiëèõ n ÷èñëî n4 + 4 � ñêëàäåíå?

11.19. Ñïðàâåäëèâèé êîâáîé Äæî çàéøîâ äî áàðó i ïîïðîñèâ ó áàðìåíà ïëÿøêó
âiñêi çà 3 äîëàðè, ïà÷êó Marlboro çà äîëàð i 11 öåíòiâ, øiñòü ïà÷îê ïàòðîíiâ äëÿ
ñâîãî êîëüòà òà äþæèíó êîðîáîê ñiðíèêiâ. Ïî÷óâøè ïiäñóìêîâó ñóìó, 28 äîëàðiâ i
25 öåíòiâ, Äæî ïðèñòðåëèâ áàðìåíà. Çà ùî?

11.20.* Äîâåäiòü, ùî ÿêùî ÷èñëî âèãëÿäó an + 1 ïðîñòå (a, n > 1), òî a � ïàðíå i
n = 2k. Ïðè a = 2 âèõîäÿòü ïðîñòi ÷èñëà Ôåðìà (äèâ. òàêîæ çàâäàííÿ 7.11).

11.21.* Äîâåäiòü, øî ÿêùî ÷èñëî âèãëÿäó an − 1 ïðîñòå, òî a = 2 i n � ïðîñòå.
Ïðîñòi ÷èñëà âèãëÿäó 2p − 1 íàçèâàþòüñÿ ÷èñëàìè Ìåðñåííà.

11.22. Ó ðåáóñi ðiçíèì áóêâàì âiäïîâiäàþòü ðiçíi öèôðè, çíàéäiòü öi öèôðè:
ËÈÊ·ËÈÊ=ÁÓÁËÈÊ.

12 Êîíãðóåíöi¨ òà êëàñè ëèøêiâ

Çàôiêñó¹ìî öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî n. Íåõàé a, b � öiëi ÷èñëà.

Ãîâîðÿòü, ùî a ≡ b mod n (÷èòà¹òüñÿ ¾a êîíãðóåíòíå b çà ìîäóëåì n¿), ÿêùî
n | a− b.

Ïðèêëàä 12.1. 10 ≡ 4 mod 3, 11 6≡ 4 mod 3.

Âiäïîâiäíî äî îçíà÷åííÿ, a ≡ b mod 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a = b. Äàëi ìè
ââàæàòèìåìî n íàòóðàëüíèì ÷èñëîì.

Ëåìà 12.1. a ≡ b mod n òîäi é ëèøå òîäi, êîëè îñòà÷i âiä äiëåííÿ a i b íà n
ðiâíi.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé a = nq + r, b = nq′ + r′, äå 0 ≤ r < n, 0 ≤ r′ < n. Òîäi a − b =
n(q− q′) + (r− r′), ïðè÷îìó −n < r− r′ < n. Òîìó n | a− b⇔ n | r− r′ ⇔ r = r′.

Ç ëåìè íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ êîíãðóåíòíîñòi çà ìîäóëåì ìà¹ âëà-
ñòèâîñòi, àíàëîãi÷íi âëàñòèâîñòÿì âiäíîøåííÿ ðiâíîñòi, à ñàìå:

Íàñëiäîê 12.2. 1) (ðåôëåêñèâíiñòü) a ≡ a mod n äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî a;
2) (ñèìåòðè÷íiñòü) ÿêùî a ≡ b mod n, òî b ≡ a mod n;
3) (òðàíçèòèâíiñòü) ÿêùî a ≡ b mod n i b ≡ c mod n, òî a ≡ c mod n.

Íåõàé a � öiëå ÷èñëî. Êëàñ ëèøêiâ ÷èñëà a çà ìîäóëåì n � öå ìíîæèíà [a]n =
{b | a ≡ b mod n} âñiõ ÷èñåë, êîíãðóåíòíèõ a çà ìîäóëåì n.

Çàçíà÷èìî, ùî êîæåí êëàñ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n ìiñòèòü ðiâíî îäíå ÷èñëî ç
ìíîæèíè {0, 1, 2, . . . , n − 1}, à ñàìå, ñïiëüíó îñòà÷ó âiä äiëåííÿ âñiõ ÷èñåë ç êëàñó
íà n.

Òàêèì ÷èíîì, [a]n = [b]n òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a ≡ b mod n (òîáòî êëàñè
ëèøêiâ i êîíãðóåíöi¨ � öå äâi ðiçíi ìîâè äëÿ îäíîãî é òîãî æ ïîíÿòòÿ). Ìíîæèíà
öiëèõ ÷èñåë ¹ îá'¹äíàííÿì êëàñiâ ëèøêiâ [0]n, [1]n, [2]n, . . . , [n− 1]n, ùî ïîïàðíî íå
ïåðåòèíàþòüñÿ.

Íåõàé Z(n) � ìíîæèíà âñiõ êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n. Ìè âñòàíîâèëè, ùî
|Z(n)| = n. Îñòà÷i âiä äiëåííÿ íà n ¹ ¾ñòàíäàðòíîþ¿ ñèñòåìîþ ïðåäñòàâíèêiâ êëà-
ñiâ, àëå ôiêñóâàòè ¨¨ ðàç i íàçàâæäè íåçðó÷íî.

Êëàñè ëèøêiâ ¹ ¾÷èñëîïîäiáíèìè¿ îá'¹êòàìè: íàä íèìè ìîæíà ðîáèòè àðè-
ôìåòè÷íi äi¨. À ñàìå, âèçíà÷èìî [a]n + [b]n := [a + b]n, [a]n − [b]n := [a − b]n,
[a]n · [b]n := [a · b]n.

Ïðèêëàä 12.2. 1) [2]3 + [2]3 = [4]3 = [1]3, [2]4 · [2]4 = [0]4, [3]7 · [6]7 = [4]7, i ò. ï.
2) Ïðè âèìiðþâàííi ÷àñó çà äîïîìîãîþ ãîäèííèêà çi ñòðiëêàìè ìè ðóòèííî âåäåìî
îá÷èñëåííÿ ç êëàñàìè ëèøêiâ çà ìîäóëåì 12.

Òâåðäæåííÿ 12.3. Âèçíà÷åííÿ îïåðàöié ó ìíîæèíi Z(n) êîðåêòíå.

Äîâåäåííÿ. Íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ñóìà (ðiçíèöÿ, äîáóòîê) êëàñiâ ëèøêiâ íå
çàëåæèòü âiä âèáîðó ÷èñåë âñåðåäèíi êëàñó. Iíàêøå êàæó÷è, íåõàé [a1]n = [a2]n,
[b1]n = [b2]n. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî òîäi [a1 + b1]n = [a2 + b2]n, [a1− b1]n = [a2− b2]n,
[a1 · b1]n = [a2 · b2]n. Òå æ ñàìå òâåðäæåííÿ ìîâîþ êîíãðóåíöié: ÿêùî a1 ≡ a2
mod n, b1 ≡ b2 mod n, òî a1 + b1 ≡ a2 + b2 mod n, a1 − b1 ≡ a2 − b2 mod n,
a1 · b1 ≡ a2 · b2 mod n (òîáòî êîíãðóåíöi¨ çà ìîäóëåì ìîæíà ïî÷ëåííî äîäàâàòè,
âiäíiìàòè òà ìíîæèòè).

Ïåðåâiðèìî öå. Çà óìîâîþ ÷èñëà a1 − a2 i b1 − b2 êðàòíi n. Òîäi i ÷èñëà (a1 ±
b1)− (a2 ± b2) = (a1 − a2)± (b1 − b2) i a1b1 − a2b2 = (a1 − a2)b1 + a2(b1 − b2) êðàòíi
n.

Çàóâàæåííÿ 12.1. Îñêiëüêè îïåðàöi¨ íàä êëàñàìè ëèøêiâ âèçíà÷àþòüñÿ ó òåðìi-
íàõ îïåðàöié íàä öiëèìè ÷èñëàìè, ùî ¨õ ïðåäñòàâëÿþòü, òî àëãåáðà¨÷íi âëàñòèâîñòi
öèõ îïåðàöié çáåðiãàþòüñÿ. Íàïðèêëàä, [a]n + [b]n = [b]n + [a]n, i ò. ï.
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Ïðèêëàä 12.3 (îçíàêè ïîäiëüíîñòi). Äîâåäåìî, ùî öiëå ÷èñëî a äiëèòüñÿ íà 3 òîäi
i ëèøå òîäi, êîëè ñóìà öèôð ÷èñëà a ó äåñÿòêîâîìó çàïèñi äiëèòüñÿ íà 3. Ñïðàâäi, 3 |
a òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a ≡ 0 mod 3. Çàïèøåìî a = an·10n+. . .+a2·102+a1·10+a0,
äå a0, a1, . . . , an � öèôðè ÷èñëà a, 0 ≤ ak ≤ 9. Çàóâàæèìî, ùî 10 ≡ 1 mod 3. Òîìó
10k ≡ 1 mod 3 äëÿ âñiõ öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ k. Òîìó a ≡ an+ . . .+a2+a1+a0 mod 3.
Òàêèì ÷èíîì, 3 | a òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè an + . . .+ a2 + a1 + a0 ≡ 0 mod 3, òîáòî
3 | an + . . . + a2 + a1 + a0 . Áiëüøå òîãî, îñòà÷i âiä äiëåííÿ íà 3 ÷èñåë a òà ñóìè
öèôð an + . . .+ a2 + a1 + a0 çáiãàþòüñÿ.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îòðèìàòè ïðîñòi òà çðó÷íi îçíàêè ïîäiëüíîñòi íà
2, 4, 5, 8, 9, 10, 11 i (ñêëàäíiøó i ìåíø çðó÷íó) îçíàêó ïîäiëüíîñòi íà 7 (Âïðàâà:

çðîáiòü öå).

Ïðèêëàä 12.4. Çíàéäiòü îñòà÷ó âiä äiëåííÿ íà 7 ÷èñëà n = 87 · 29− 489 · 313.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî 87 ≡ 3 mod 7, 29 ≡ 1 mod 7, 489 ≡ −1 mod 7,
313 ≡ 5 mod 7, òîìó n ≡ 3 · 1− (−1) · 5 = 8 ≡ 1 mod 7, òîáòî, n äà¹ îñòà÷ó 1 ïðè
äiëåííi íà 7. Öå òàêîæ îçíà÷à¹, ùî [n]7 = [1]7.

Ïðèêëàä 12.5. Çíàéäiòü [2100]9.

Ðîçâ'ÿçîê. Çàóâàæèìî, ùî

20 = 1 ≡ 1 mod 9; 24 ≡ 7 mod 9;
21 ≡ 2 mod 9; 25 = 2 · 24 ≡ 2 · 7 = 14 ≡ 5 mod 9;
22 ≡ 4 mod 9; 26 ≡ 2 · 5 = 10 ≡ 1 mod 9;
23 ≡ 8 mod 9; 27 ≡ 2 mod 9.

Îòæå, îñòà÷i ïðè äiëåííi íà 9 ñòåïåíiâ äâiéêè çàöèêëþþòüñÿ, ïðè÷îìó ïåðiîä
äîðiâíþ¹ 6. Òîäi 2100 = 26·16+4 = (26)16 · 24 ≡ 116 · 7 ≡ 7 mod 9, òîáòî [2100]9 = [7]9.

* * *

12.1. ×è ¹ ïðàâèëüíèìè íàñòóïíi êîíãðóåíöi¨:

1) 25 ≡ 2 mod 3; 4) 32 ≡ −1 mod 11;
2) 88 ≡ 0 mod 6; 5) 90 ≡ −4 mod 43;
3) −2 ≡ −14 mod 4; 6) 1 ≡ −1 mod 2?

12.2. Çíàéäiòü ó êëàñi ëèøêiâ [a]n íàéìåíøîãî çà àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì òà íàé-
ìåíøîãî äîäàòíîãî ïðåäñòàâíèêà, ÿêùî

1) a = 103, n = 87;
2) a = 185, n = 16;
3) a = 271, n = 19;
4) a = 484, n = 15.

12.3. ×è óòâîðþþòü ÷èñëà −40, −45, 31, 26, −48, −34 ïîâíó ñèñòåìó ïðåäñòàâíèêiâ
êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì 6?

12.4. Çíàéäiòü îñòà÷ó âiä äiëåííÿ:
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1) 16100 − 3251 · 849 íà 3; 4) 24523 − 5729 · 717 íà 4;
2) 37n+2 + 16n+1 + 23 íà 7 (n ≥ 1); 5) (96746 + 28)15 íà 39;
3) 21999 + 1 íà 17; 6) 22225555 + 55552222 íà 7.

12.5. Çíàéäiòü îñòàííi äâi öèôðè ÷èñëà
1) 2341;
2) 289289.

12.6. Äîâåäiòü çà äîïîìîãîþ êîíãðóåíöié, ùî
1) äëÿ âñiõ n ∈ N ÷èñëî 15n + 6 äiëèòüñÿ íà 7;
2) äëÿ âñiõ n ∈ N ÷èñëî n3 + 9n2 + 26n+ 24 äiëèòüñÿ íà 6;
3) äëÿ âñiõ n ∈ N ÷èñëî 34n+3 − 17 äiëèòüñÿ íà 10;
4) äëÿ âñiõ n ∈ N ÷èñëî 10n + 17 äiëèòüñÿ íà 3.

12.7. Çà ÿêèõ óìîâ íà c,m ∈ N êîíãðóåíöi¨ a ≡ b mod m i ac ≡ bc mod m ðiâíî-
ñèëüíi äëÿ âñiõ a, b ∈ Z?

12.8. Äîâåäiòü, ùî êîíãðóåíöi¨ a ≡ b mod m i ac ≡ bc mod mc ðiâíîñèëüíi, ÿêùî
a, b ∈ Z, c,m ∈ N.

12.9. Äîâåäiòü, ùî ÿêùî a− 5b ≡ 0 mod 19, òî 10a+ 7b ≡ 0 mod 19.

12.10. Ïîáóäóéòå òàáëèöi äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ äëÿ êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì
1) 3; 2) 5; 3) 4; 4) 6.

12.11. Îá÷èñëiòü:

1) [2]7 · [3]7 + [4]7 · [5]7; 3) [257]19 · [367]19 − [792]19;
2) [2]9 · [3]9 + [4]9 · [5]9; 4) [2100]7.

12.12. Äîâåäiòü, ùî:
1) 2015 − 1 äiëèòüñÿ íà 11 · 31 · 61;
2) 2630 − 1 äiëèòüñÿ íà 5 · 7 · 11 · 31;
3) 2615 + 1 äiëèòüñÿ íà 3 · 7 · 31.

12.13. Ñêëàäiòü ñïèñîê ðiçíèõ îñòà÷, ÿêi äàþòü ÷èñëà n2 ïðè äiëåííi íà 3, 4, 5, . . . , 9.

12.14. Äîâåäiòü, ùî íàñòóïíi ðiâíÿííÿ íå ìàþòü ðîçâ'ÿçêiâ ó öiëèõ ÷èñëàõ:

1) x2 + y2 = 2003; 4) x2 − 5y + 3 = 0;
2) 15x2 − 7y2 = 9; 5) −x2 + 7y3 + 6 = 0;
3) 12x+ 5 = y2; 6) x2 + y2 + z2 = 1999.

12.15. Äëÿ ÿêèõ k ÷èñëî 22k − 2k + 1 êðàòíå 3?

12.16. Äîâåäiòü, ùî p2 − q2, äå p i q � ïðîñòi ÷èñëà, áiëüøi çà 3, äiëèòüñÿ íà 24.

12.17. Äîâåäiòü, ùî ñóìà êâàäðàòiâ ï'ÿòè öiëèõ ïîñëiäîâíèõ ÷èñåë íå ìîæå áóòè
ïîâíèì êâàäðàòîì.

12.18. Íåõàé a i b � öiëi ÷èñëà. Äîâåäiòü, ùî:
1) ÿêùî a2 + b2 êðàòíå 3, òî a2 + b2 êðàòíå 9;
2) ÿêùî a2 + b2 êðàòíå 21, òî a2 + b2 êðàòíå 441.

12.19. Öiëi ÷èñëà a, b, c òàêi, ùî a3 + b3 + c3 êðàòíå 7. Äîâåäiòü, ùî abc êðàòíå 7.
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12.20. Âiäîìî, ùî p i 8p2 + 1 � ïðîñòi. Çíàéäiòü p.

12.21.* Ðîçâ'ÿæiòü ó íàòóðàëüíèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ 1! + 2! + · · ·+ n! = m2.

12.22.* Òåîðåìà Âiëüñîíà òà ¨¨ îáåðíåííÿ:

1. ßêùî p � ïðîñòå, òî (p− 1)! + 1 êðàòíå p.
2. ßêùî ÷èñëî n! + 1 äiëèòüñÿ íà n+ 1, òî n+ 1 � ïðîñòå ÷èñëî.

13 Ëiíiéíi êîíãðóåíöi¨ ç îäíi¹þ íåâiäîìîþ

Îáãîâîðèìî ïèòàííÿ ïðî äiëåííÿ ó Z(n): êîëè ðiâíÿííÿ [a]n · [x]n = [b]n ìà¹
ðîçâ'ÿçîê, i ÿê çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè? Iíàêøå êàæó÷è, êîëè êîíãðóåíöiÿ ax ≡ b
mod n ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, i ÿê çíàéòè âñi ðîçâ'ÿçêè (ïîïàðíî íåêîíãðóåíòíi çà ìîäóëåì
n)?

Òåîðåìà 13.1. Ïîçíà÷èìî d = ÍÑÄ(a, n). Êîíãðóåíöiÿ ax ≡ b mod n ìà¹

ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè d | b. Ïðè öüîìó êiëüêiñòü ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ, ïî-

ïàðíî ðiçíèõ çà ìîäóëåì n, äîðiâíþ¹ d.

Äîâåäåííÿ. Òîé ôàêò, ùî êîíãðóåíöiÿ ax ≡ b mod n ìà¹ ðîçâ'ÿçîê, ðiâíîñèëüíèé
òîìó, ùî çíàéäåòüñÿ öiëå ÷èñëî x òàêå, ùî n | b− ax. Öå, â ñâîþ ÷åðãó, îçíà÷à¹, ùî
çíàéäóòüñÿ öiëi x i y òàêi, ùî ax + ny = b. Çà òåîðåìîþ 8.1 öå ðiâíîñèëüíî óìîâi
d | b.

ßêùî x0 � îäèí ç ðîçâ'ÿçêiâ íàøî¨ êîíãðóåíöi¨, òî, çà òâåðäæåííÿì 8.2, âñi
ðîçâ'ÿçêè ïîäàþòüñÿ ôîðìóëîþ x = xt := x0 + n

d t, äå t � öiëå ÷èñëî. Çàóâàæèìî,
ùî ðîçâ'ÿçêè x0, x1, . . . , xd−1 ïîïàðíî íå êîíãðóåíòíi çà ìîäóëåì n. Ñïðàâäi, ÿêùî
0 ≤ k < l < d, òî xl − xk = n · l−kd , òîáòî 0 < xl − xk < n, çâiäêè xl 6≡ xk mod n.
Äàëi, ÿêùî t � öiëå, t = dq+ r, 0 ≤ r < d, òî xt = xr +nq, òîáòî xt ≡ xr mod n.

Ïðèêëàä 13.1. Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó êîíãðóåíöiþ 21x ≡ 15 mod 6. Îñêiëüêè
ÍÑÄ(21, 6) = 3 | 15, öÿ êîíãðóåíöiÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçêè. Î÷åâèäíî, ùî îäèí ç ¨¨
ðîçâ'ÿçêiâ � öå x0 = 1. Äàëi âñi (ïîïàðíî íåêîíãðóåíòíi çà ìîäóëåì 6) ðîçâ'ÿçêè
ïîäàþòüñÿ ôîðìóëîþ xt = 1 + 2t, äå t = 0, 1, 2. Òîáòî âñi ðîçâ'ÿçêè çà ìîäóëåì 6 �
öå x ≡ 1 mod 6, x ≡ 3 mod 6, x ≡ 5 mod 6.

Çàçíà÷èìî, ùî íàøà êîíãðóåíöiÿ åêâiâàëåíòíà êîíãðóåíöi¨ 7x ≡ 5 mod 2. Öÿ
îñòàííÿ êîíãðóåíöiÿ ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çà ìîäóëåì 2. À ñàìå, x ≡ 1 mod 2. Óñi
òðè (ïîïàðíî íåêîíãðóåíòíi çà ìîäóëåì 6) ðîçâ'ÿçêè âèõiäíî¨ êîíãðóåíöi¨ êîíãðó-
åíòíi ìiæ ñîáîþ çà ìîäóëåì 2.

Ðîçãëÿíåìî âàæëèâèé îêðåìèé âèïàäîê: b = 1.

Êëàñ ëèøêiâ [a]n íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíèì (àáî îáåðòîâíèì), ÿêùî iñíó¹ òàêèé
êëàñ ëèøêiâ [x]n, ùî [a]n[x]n = [1]n (iíàêøå êàæó÷è, êîíãðóåíöiÿ ax ≡ 1 mod n
ìà¹ ðîçâ'ÿçîê). ßêùî [a]n îáîðîòíèé, òî [x]n òàêèé, ùî [a]n[x]n = [1]n, íàçèâà¹òüñÿ
êëàñîì ëèøêiâ, îáåðíåíèì äî [a]n.

Íàñëiäîê 13.2. Êëàñ ëèøêiâ [a]n îáîðîòíèé òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

ÍÑÄ(a, n) = 1. Ïðè öüîìó êëàñ ëèøêiâ, îáåðíåíèé äî [a]n, ¹äèíèé.
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Äîâåäåííÿ. Ðiâíÿííÿ [a]n[x]n = [1]n ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ÍÑÄ(a, n) | 1. Îñòàííÿ óìîâà ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî ÍÑÄ(a, n) = 1. Ïðè öüîìó
êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ äîðiâíþ¹ ÍÑÄ(a, n) = 1.

ßêùî êëàñ ëèøêiâ [a]n îáîðîòíèé, òî éîãî ¹äèíèé îáåðíåíèé ïîçíà÷à¹òüñÿ [a]−1n .

Ïðèêëàä 13.2. [3]−17 = [5]7, áî 3 · 5 = 15 ≡ 1 mod 7.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Z(n)× ìíîæèíó âñiõ îáîðîòíèõ êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n.
Íåõàé ϕ(n) = |Z(n)×| � ÷èñëî îáîðîòíèõ êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n. Iíàêøå êà-
æó÷è, ϕ(n) � ÷èñëî öiëèõ ÷èñåë ìiæ 0 i n − 1, âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç n. Ôóíêöiÿ ϕ
íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòó íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ Åéëåðà.

Ïðèêëàä 13.3. 1) ϕ(1) = 1.
2) ßêùî p � ïðîñòå ÷èñëî, òî ϕ(p) = p − 1, îñêiëüêè âñi öiëi ÷èñëà âiä 1 äî

p− 1 âçà¹ìíî ïðîñòi ç p. Iíàêøå êàæó÷è, âñi íåíóëüîâi êëàñè ëèøêiâ ïî ìîäóëþ p
îáîðîòíi.

3) Áiëüø çàãàëüíèì ÷èíîì, ÿêùî p � ïðîñòå ÷èñëî, òî ϕ(pk) = pk − pk−1 =
pk(1− 1

p). Ñïðàâäi, ÍÑÄ(a, pk) = 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p - a; òîáòî ñåðåä öiëèõ

÷èñåë âiä 0 äî pk − 1 êîæíå p-å äiëèòüñÿ íà p (i ¨õíi êëàñè ëèøêiâ çà ìîäóëåì pk

íåîáîðîòíi).

Ïðèêëàä 13.4. Ðîçâ'ÿæiòü ëiíiéíó êîíãðóåíöiþ 12x+ 5 ≡ 8 mod 7.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïåðåïèøåìî êîíãðóåíöiþ ó âèãëÿäi 12x ≡ 3 mod 7. Äàëi, îñêiëüêè
12 ≡ −2 mod 7, òî êîíãðóåíöiþ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi −2x ≡ 3 mod 7.

1-é ñïîñiá. Ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ êîíãðóåíöi¨, ïî ñóòi, åêâiâàëåíòíå ðîçâ'ÿçàííþ ëiíié-
íîãî äiîôàíòîâîãî ðiâíÿííÿ −2x+7y = 3. Ðîçâ'ÿçóþ÷è éîãî, îòðèìó¹ìî x = 2+7n,
y = 1 + 2n, äå n ∈ Z. Îòæå, x = 2 + 7n, äå n ∈ Z � ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ êîíãðóåíöi¨.

2-é ñïîñiá. Çàóâàæèìî, ùî 3 ≡ −4 mod 7. Çàïèøåìî êîíãðóåíöiþ ó âèãëÿäi
−2x ≡ −4 mod 7 i ðîçäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè íà −2 (îñòàííÿ îïåðàöiÿ îá ðóíòîâó-
¹òüñÿ òèì, ùî êëàñ ëèøêiâ [−2]7 îáîðîòíèé, áî ÍÑÄ(−2, 7) = 1). Îòðèìà¹ìî x ≡ 2
mod 7, àáî [x]7 = [2]7, àáî x = 2 + 7n, äå n ∈ Z.

Ïðèêëàä 13.5. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó ëiíiéíèõ êîíãðóåíöié:{
3x+ 4y ≡ 4 mod 7,
4x+ 5y ≡ 3 mod 7.

Ðîçâ'ÿçîê. Ïîìíîæèìî ïåðøó êîíãðóåíöiþ ñèñòåìè íà 4, à äðóãó � íà 3 (îñêiëü-
êè ÷èñëà 3 i 4 îáîðîòíi çà ìîäóëåì 7, òî â ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè íå çìiíÿ-
òüñÿ): {

12x+ 16y ≡ 16 mod 7,
12x+ 15y ≡ 9 mod 7.

Âiäíiìàþ÷è âiä ïåðøî¨ êîíãðóåíöi¨ äðóãó, îòðèìó¹ìî y ≡ 0 mod 7. Îòæå, âèõiäíà
ñèñòåìà åêâiâàëåíòà ñèñòåìi {

y ≡ 0 mod 7,
3x ≡ 4 mod 7.
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Ç äðóãîãî ðiâíÿííÿ çíàõîäèìî x i îòðèìó¹ìî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè x ≡ 6 mod 7, y ≡ 0
mod 7.

* * *

13.1. Ðîçâ'ÿæiòü ëiíiéíi êîíãðóåíöi¨:

1) 2x+ 1 ≡ 0 mod 13; 7) 15x− 12 ≡ 0 mod 33;
2) 5x ≡ 7 mod 21; 8) 13x ≡ 1 mod 27;
3) 10x ≡ 3 mod 49; 9) 114x ≡ 42 mod 87;
4) 13x ≡ 21 mod 29; 10) 39x ≡ 84 mod 93;
5) 37x ≡ 25 mod 117; 11) 3x− 5 ≡ 0 mod 3.
6) 6x ≡ 8 mod 26;

13.2. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìè ëiíiéíèõ êîíãðóåíöié ç äâîìà íåâiäîìèìè:

1)

{
x+ 2y ≡ 3 mod 5,
4x+ y ≡ 2 mod 5;

4)

{
2x+ 3y ≡ 1 mod 6,
3x+ 2y ≡ 3 mod 6;

2)

{
3x− 7y ≡ 1 mod 11,
6x+ 5y ≡ 5 mod 11;

5)

{
3x+ 4y ≡ 29 mod 143,
2x− 9y ≡ −84 mod 143.

3)

{
2x− 10y ≡ 1 mod 13,
6x− 4y ≡ 3 mod 13;

6)

{
5x+ 2y ≡ 3 mod 14,
6x+ 8y ≡ 5 mod 14.

14 Êèòàéñüêà òåîðåìà ïðî îñòà÷i

Íåõàé n i d � íàòóðàëüíi ÷èñëà, d | n. Âèçíà÷èìî âiäîáðàæåííÿ Z(n) → Z(d)
ôîðìóëîþ [x]n 7→ [x]d. Öå âèçíà÷åííÿ êîðåêòíå: ÿêùî [x]n = [y]n, òîáòî x ≡ y
mod n, òî x ≡ y mod d, òîáòî [x]d = [y]d. Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî öå âiäîáðàæåííÿ
óçãîäæó¹òüñÿ ç äiÿìè íàä êëàñàìè ëèøêiâ, òîáòî ÿêùî [a]n + [b]n = [c]n, òî [a]d +
[b]d = [c]d, i ò. ï. Öå âiäîáðàæåííÿ, î÷åâèäíî, ñþð'¹êòèâíå; ïðè d < n âîíî íå
ií'¹êòèâíå.

Ïðèêëàä 14.1. Âiäïîâiäíå âiäîáðàæåííÿ Z(6) → Z(2) âëàøòîâàíå òàê:
[1]6, [3]6, [5]6 âiäîáðàæàþòüñÿ â [1]2, îñêiëüêè 1 ≡ 3 ≡ 5 mod 2, à [0]6, [2]6, [4]6 âiä-
îáðàæàþòüñÿ â [0]2, îñêiëüêè 0 ≡ 2 ≡ 4 mod 2.

Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà n1, . . . , nr ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi, òîáòî ÍÑÄ(ni, nj) =
1 ïðè i 6= j.

Òâåðäæåííÿ 14.1. ÍÑÊ(n1, . . . , nr) = n1 . . . nr.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî n1 . . . nr � ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë n1, . . . , nr. Íåõàé k �
áóäü-ÿêå ñïiëüíå êðàòíå ÷èñåë n1, . . . , nr. Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî n1 . . . nr | k. Ñêî-
ðèñòà¹ìîñÿ iíäóêöi¹þ ïî r. Áàçà iíäóêöi¨ ïðè r = 2 íàì âiäîìà (äèâ. íàñëiäîê
10.2). Çðîáèìî iíäóêòèâíèé ïåðåõiä âiä r − 1 äî r. Îòæå, íåõàé n1 . . . nr−1 | k,
nr | k. Çàóâàæèìî, ùî ÍÑÄ(n1 . . . nr−1, nr) = 1: ÿêùî öå íå òàê, òî çíàéäåòüñÿ
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ïðîñòå ÷èñëî p òàêå, ùî p | nr, p | n1 . . . nr−1. Îñòàííÿ óìîâà îçíà÷à¹, ùî iñíó¹
i ∈ {1, . . . , r − 1} òàêå, ùî p | ni, ùî ñóïåðå÷èòü âçà¹ìíié ïðîñòîòi ÷èñåë ni i nr.
Îòæå, n1 . . . nr = ÍÑÊ(n1 . . . nr−1, nr) | k.

Òåïåð ïîêëàäåìî n = n1 . . . nr i ðîçãëÿíåìî ïîáóäîâàíi âèùå âiäîáðàæåííÿ
Z(n) → Z(ni) äëÿ âñiõ i. ¾Îá'¹äíà¹ìî¿ ¨õ â îäíå âiäîáðàæåííÿ f : Z(n) →
Z(n1) × . . . × Z(nr), f([x]n) = ([x]n1 , . . . , [x]nr). Âiäîáðàæåííÿ f óçãîäæó¹òüñÿ ç
äiÿìè íàä êëàñàìè ëèøêiâ.

Òåîðåìà 14.2 (êèòàéñüêà òåîðåìà ïðî îñòà÷i). Âiäîáðàæåííÿ f � ái¹êöiÿ.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî ií'¹êòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f . Íåõàé f([x]n) = f([y]n), òîá-
òî [x]ni = [y]ni äëÿ âñiõ i, òîáòî ni | x−y äëÿ âñiõ i. Îñêiëüêè, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì
14.1, ÍÑÊ(n1, . . . , nr) = n, òî n | x− y. Öå îçíà÷à¹, ùî [x]n = [y]n.

Äàëi, |Z(n)| = n = n1 . . . nr = |Z(n1)× . . .×Z(nr)|, òîìó ç ií'¹êòèâíîñòi âiäîáðà-
æåííÿ f âèïëèâà¹ éîãî ái¹êòèâíiñòü.

Ùî îçíà÷à¹ êèòàéñüêà òåîðåìà ïðî îñòà÷i? Ái¹êòèâíiñòü âiäîáðàæåííÿ f îçíà-
÷à¹ éîãî îáîðîòíiñòü, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ öiëèõ ÷èñåë a1, . . . , ar iñíó¹ ¹äèíèé êëàñ
ëèøêiâ [x]n ∈ Z(n) òàêèé, ùî [x]ni = [ai]ni äëÿ âñiõ i. Iíàêøå êàæó÷è, ÿêùî
a1, . . . , ar � öiëi ÷èñëà, òî iñíó¹ öiëå ÷èñëî x, ¹äèíå çà ìîäóëåì n, òàêå, ùî

x ≡ a1 mod n1,
. . .
x ≡ ar mod nr.

(6)

Íàøå äîâåäåííÿ êèòàéñüêî¨ òåîðåìè ïðî îñòà÷i íåêîíñòðóêòèâíå, i ç íüîãî íå âèïëè-
âà¹ ñïîñîáó ðîçâ'ÿçàííÿ òàêî¨ ñèñòåìè êîíãðóåíöié. ßê ðîçâ'ÿçóâàòè öþ ñèñòåìó?
Âêàæåìî îäèí çi ñïîñîáiâ çðîáèòè öå.

Íåõàé mi = n
ni

= n1 . . . ni−1ni+1 . . . nr. Òîäi ÍÑÄ(mi, ni) = 1. Äëÿ êîæíîãî i
îá÷èñëèìî êëàñ ëèøêiâ [mi]

−1
ni
, òîáòî çíàéäåìî öiëå ÷èñëî ui òàêå, ùî miui ≡ 1

mod ni. Òîäi x = m1u1a1 + . . .+mrurar ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (6). Ñïðàâäi, îñêiëüêè
ni | mj çà i 6= j, òî mjujaj ≡ 0 mod ni çà i 6= j. Äàëi miuiai ≡ ai mod ni. Òîìó
x ≡ ai mod ni.

Ïðèêëàä 14.2. Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó êîíãðóåíöié
x ≡ 2 mod 5,
x ≡ 1 mod 7,
x ≡ 3 mod 11.

Òóò n1 = 5, n2 = 7, n3 = 11, n = 5 · 7 · 11 = 385, m1 = 7 · 11 = 77, m2 = 5 · 11 = 55
, m3 = 5 · 7 = 35. Äàëi 77 ≡ 2 mod 5 i 2 · 3 ≡ 1 mod 5, òîáòî u1 = 3. Àíàëîãi÷íî
u2 = −1, u3 = 6. Òàêèì ÷èíîì, x = 77 · 3 · 2 + 55 · (−1) · 1 + 35 · 3 · 6 = 1037 ≡ 267
mod 385 � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè êîíãðóåíöié.

� é iíøi ñïîñîáè ðîçâ'ÿçàííÿ ¾êèòàéñüêî¨¿ ñèñòåìè êîíãðóåíöié: íàïðèêëàä, ïî-
ñëiäîâíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîæíî¨ ç êîíãðóåíöié ç ïîäàëüøîþ ïiäñòàíîâêîþ ðîçâ'ÿçêó
â íàñòóïíó (äèâ. ïðèêëàä 14.4).

40



Òâåðäæåííÿ 14.3. Íåõàé n1, . . . , nr � íàòóðàëüíi ÷èñëà, n = n1 . . . nr, a � öiëå

÷èñëî. Òîäi êëàñ ëèøêiâ [a]n îáîðîòíèé ó òîìó é ëèøå òîìó âèïàäêó, ÿêùî êëàñè

ëèøêiâ [a]ni îáîðîòíi äëÿ âñiõ i.

Äîâåäåííÿ. ßêùî êëàñ ëèøêiâ [a]n îáîðîòíèé, òî ÍÑÄ(a, n) = 1. Îñêiëüêè ni | n,
òîäi ÍÑÄ(a, ni) = 1, òîáòî êëàñ ëèøêiâ [a]ni îáîðîòíèé.

Íàâïàêè, íåõàé êëàñè ëèøêiâ [a]ni îáîðîòíi äëÿ âñiõ i, òîáòî ÍÑÄ(a, ni) = 1
äëÿ âñiõ i. Îñêiëüêè n = n1 . . . nr, òîäi ÍÑÄ(a, n) = 1, òîáòî êëàñ ëèøêiâ [a]n
îáîðîòíèé.

Íàñëiäîê 14.4. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà n1, . . . , nr ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi, n =
n1 . . . nr. Òîäi çâóæåííÿ ¾êèòàéñüêîãî¿ âiäîáðàæåííÿ f íà Z(n)× ¹ ái¹êöi¹þ ìiæ

Z(n)× i Z(n1)
× × . . .× Z(nr)

×.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ÷èñëà n1, . . . , nr ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi, òî âiäîáðàæåííÿ
f : Z(n) → Z(n1) × . . . × Z(nr), f([x]n) = ([x]n1 , . . . , [x]nr) ¹ áiåêöi¹þ. Çãiäíî ç
òâåðäæåííÿì 14.3, f ïåðåâîäèòü Z(n)× â òî÷íîñòi ó Z(n1)

× × . . .× Z(nr)
×.

Íàñëiäîê 14.5. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà n1, . . . , nr ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi, n =
n1 . . . nr. Òîäi ϕ(n) = ϕ(n1) . . . ϕ(nr).

Äîâåäåííÿ.

ϕ(n) = |Z(n)×| = |Z(n1)
× × . . .× Z(nr)

×| = |Z(n1)
×| . . . |Z(nr)

×| =
ϕ(n1) . . . ϕ(nr).

Íàñëiäîê 14.6. ϕ(n) = n(1 − 1
p1

) . . . (1 − 1
pr

), äå p1, . . . , pr � âñi (ïîïàðíî ðiçíi)

ïðîñòi äiëüíèêè ÷èñëà n.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé p1, . . . , pr � ïîïàðíî ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà. Òîäi ϕ(pk11 . . . pkrr ) =
ϕ(pk11 ) . . . ϕ(pkrr ) = (pk11 − pk1−11 ) . . . (pkrr − pkr−1r ) = pk11 (1 − 1

p1
) . . . pkrr (1 − 1

pr
) =

pk11 . . . pkrr (1− 1
p1

) . . . (1− 1
pr

).

Ïðèêëàä 14.3. ϕ(12) = ϕ(4)ϕ(3) = (4− 2)(3− 1) = 4.

Ïðèêëàä 14.4. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìó êîíãðóåíöié

{
x ≡ 3 mod 5,
x ≡ 7 mod 17.

Ðîçâ'ÿçîê. 1-é ñïîñiá. Ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè îòðèìó¹ìî x = 5n+3, n ∈ Z.
Ïiäñòàâèâøè â äðóãå ðiâíÿííÿ, ìà¹ìî 5n+ 3 ≡ 7 mod 17. Çâiäñè

5n ≡ 4 mod 17.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ êîíãðóåíöiþ, ìà¹ìî n ≡ 11 mod 17, òîáòî{
x = 5n+ 3,
n = 17k + 11.
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Çâiäñè x = 5(17k + 11) + 3 = 85k + 58, k ∈ Z.
2-é ñïîñiá. Ç êèòàéñüêî¨ òåîðåìè ïðî îñòà÷i âèïëèâà¹, ùî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ñëiä

øóêàòè ó âèãëÿäi
x ≡ m1u1a1 +m2u2a2 mod n1n2,

äå n1 = 5, n2 = 17, a1 = 3, a2 = 7, m1 = n1n2/n1 = n2 = 17, m2 = n1n2/n2 = n1 = 5,
à ui (i = 1, 2) ¹ ÷àñòêîâèì ðîçâ'ÿçêîì êîíãðóåíöi¨ mix ≡ 1 mod ni. Ðîçâ'ÿçóþ÷è
êîíãðóåíöiþ 17x ≡ 1 mod 5 i 5x ≡ 1 mod 17, çíàõîäèìî u1 = 3, u2 = 7, çâiäêè

x ≡ 17 · 3 · 3 + 5 · 7 · 7 = 398 ≡ 58 mod 85.

* * *

14.1. Ðîçâ'ÿæiòü ñèñòåìè ëiíiéíèõ êîíãðóåíöié:

1)


x ≡ 1 mod 7,
x ≡ 3 mod 11,
x ≡ 2 mod 13;

5)


4x ≡ 3 mod 7,
5x ≡ 4 mod 11,
11x ≡ 8 mod 13;

2)

{
x ≡ 2 mod 13,
x ≡ 5 mod 31;

6)

{
2x ≡ 1 mod 10,
3x ≡ 5 mod 21;

3)


x ≡ 2 mod 3,
x ≡ 3 mod 5,
x ≡ 2 mod 7;

7)


x ≡ 4 mod 5,
x ≡ 1 mod 12,
x ≡ 7 mod 14;

4)

{
x ≡ 2 mod 10,
x ≡ 7 mod 15;

8)

{
x ≡ 2 mod 10,
x ≡ 6 mod 15.

14.2. Çíàéäiòü íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî, ùî äà¹ ïðè äiëåííi íà 2, 3, 5, 7 îñòà÷i:
1) 1, 2, 4, 6 âiäïîâiäíî;
2) 1, 1, 2, 3 âiäïîâiäíî.

14.3. Ç'ÿñóéòå, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà a íàñòóïíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ êîíãðó-
åíöié ñóìiñíi, i çíàéäiòü ðîçâ'ÿçîê.

1)

{
x ≡ 2 mod 6,
x ≡ a mod 8;

3)

{
x ≡ a mod 6,
x ≡ 1 mod 8;

2)


x ≡ 5 mod 18,
x ≡ 8 mod 21,
x ≡ a mod 35;

4)


x ≡ 6 mod 12,
x ≡ 6 mod 16,
x ≡ a mod 10.

14.4. Ç'ÿñóéòå, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ íàñòóïíi ñèñòåìè ëiíiéíèõ êîíãðó-
åíöié ñóìiñíi.

1)

{
x ≡ 3 mod 6,
x ≡ 7 mod n;

2)


x ≡ 3 mod 4,
x ≡ 4 mod m,
x ≡ 6 mod n.
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14.5. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà n1, . . . , nr äîâiëüíi (íå îáîâ'ÿçêîâî ïîïàðíî âçà¹ìíî
ïðîñòi). Çà ÿêèõ óìîâ ñèñòåìà êîíãðóåíöié x ≡ a1 mod n1, . . . , x ≡ ar mod nr ìà¹
ðîçâ'ÿçîê?

14.6. Çíàéäiòü ϕ(375), ϕ(720), ϕ(1200), ϕ(1440).

14.7. Ðîçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ:
1) ϕ(x) = 4x

5 ;
2) ϕ(7x) = 294;

14.8. Íåõàé S � ñóìà âñiõ öiëèõ ÷èñåë âiä 0 äî n−1, âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç n. Äîâåäiòü,
ùî ÿêùî n ≥ 2, òî S = nϕ(n)/2.

14.9. Äîâåäiòü, ùî
∑
d|n

ϕ(d) = n.

15 Òåîðåìà Åéëåðà òà ìàëà òåîðåìà Ôåðìà

Òåîðåìà 15.1 (òåîðåìà Åéëåðà). Íåõàé n � íàòóðàëüíå ÷èñëî, a � öiëå ÷èñëî,

ÍÑÄ(a, n) = 1. Òîäi aϕ(n) ≡ 1 mod n.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî α = [a]n ∈ Z(n)×. Íåõàé m = ϕ(n), i Z(n)× = {β1, . . . , βm}.
Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : Z(n)× → Z(n)×, çàäàíå ôîðìóëîþ f(x) = αx. Öå âiä-
îáðàæåííÿ � ái¹êöiÿ, áî f−1(y) = α−1y. Òàêèì ÷èíîì, αβ1, . . . , αβm � âñi åëåìåíòè
ìíîæèíè Z(n)× áåç ïîâòîðåíü (àëå, ìîæëèâî, íå â òîìó æ ïîðÿäêó, ùî β1, . . . , βm).
Òîìó

β1β2 . . . βm = αβ1αβ2 . . . αβm = αmβ1β2 . . . βm,

çâiäêè αm = 1.

Ïðèêëàä 15.1. Çíàéäåìî îñòà÷ó âiä äiëåííÿ 52017 íà 12. Îñêiëüêè ÍÑÄ(5, 12) = 1
i ϕ(12) = 4, òî 54 ≡ 1 mod 12, îòæå, 54k ≡ 1 mod 12. Îñêiëüêè 2017 ≡ 1 mod 4,
òî 52017 ≡ 5 mod 12.

Âàæëèâèé îêðåìèé âèïàäîê òåîðåìè Åéëåðà îòðèìó¹ìî ó âèïàäêó, êîëè n = p
� ïðîñòå ÷èñëî.

Íàñëiäîê 15.2 (ìàëà òåîðåìà Ôåðìà). Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, a � öiëå ÷èñëî,

p - a. Òîäi ap−1 ≡ 1 mod p.

Äîâåäåííÿ. ßêùî p ïðîñòå, òî ϕ(p) = p − 1. Çàëèøà¹òüñÿ ñêîðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ
Åéëåðà.

Áóâà¹ êîðèñíîþ i äåùî iíøà âåðñiÿ ìàëî¨ òåîðåìè Ôåðìà.

Íàñëiäîê 15.3 (ìàëà òåîðåìà Ôåðìà). Íåõàé p � ïðîñòå ÷èñëî, a � öiëå ÷èñëî.

Òîäi ap ≡ a mod p.

Äîâåäåííÿ. ßêùî p - a, òî ap−1 ≡ 1 mod p, çâiäêè ap ≡ a mod p. ßêùî p | a, òî
ap ≡ a ≡ 0 mod p.
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* * *

15.1. Çíàéäiòü îñòà÷ó âiä äiëåííÿ:

1) 7393 íà 13; 3) 42000 íà 31;
2) 9142 íà 71; 4) 9378 íà 17.

15.2. Äîâåäiòü, ùî:
1) 7312 − 1 äiëèòüñÿ íà 105;
2) 5260 − 1 äiëèòüñÿ íà 385;
3) 3100 − 360 − 340 + 1 äiëèòüñÿ íà 77.

15.3. Äîâåäiòü, ùî:
1) 118 + 218 + 318 + 418 + 518 + 618 ≡ −1 mod 7;
2) 1100 + 2100 + · · ·+ 10100 ≡ −1 mod 11;
3) 1n + 2n + 3n + 4n êðàòíå 5 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè n íå êðàòíå 4;
4) 119 + 219 + 419 + 519 + 719 + 819 ≡ 0 mod 9;
5) 114 + 314 + 714 + 914 ≡ 0 mod 10.

15.4. Çíàéäiòü îñòà÷ó âiä äiëåííÿ:

1) 1910 íà 66; 3) 179 íà 48;
2) 1914 íà 70; 4) 1414

14
íà 100.

15.5. Íåõàé n = 561 = 3 ·11 ·17. Äîâåäiòü, ùî an−1 ≡ 1 mod n äëÿ âñiõ öiëèõ ÷èñåë
a òàêèõ, ùî ÍÑÄ(a, n) = 1.

15.6. ¾Ïîêðàùåíà¿ òåîðåìà Åéëåðà. Íåõàé íàòóðàëüíi ÷èñëà n1, . . . , nr ïîïàðíî
âçà¹ìíî ïðîñòi, n = n1 . . . nr, N = ÍÑÊ(ϕ(n1), . . . , ϕ(nr)). Äîâåäiòü, ùî ÿêùî a �
öiëå ÷èñëî, ÍÑÄ(a, n) = 1, òî aN ≡ 1 mod n. (Íàïðèêëàä, ÿêùî n = 12 = 4 · 3, òî
N = ÍÑÊ(ϕ(4), ϕ(3)) = 2, òîáòî 52 ≡ 1 mod 12.)
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Âiäïîâiäi òà âêàçiâêè

1.7. Âêàçiâêà: çàïèøiòü ðiçíèöi jk+1 − (j − 1)k+1 ó âèãëÿäi ñóìè ñòåïåíiâ j i ïiäñó-
ìóéòå îòðèìàíi ðiâíîñòi çà âñiìà 1 ≤ j ≤ n.

1.10. 2
3(1 + 1

n(n+1)).

1.11. 1 + n(n+1)
2 .

1.13. n2 − n+ 2.

1.14. n2 + 1.

2.1. 702.

2.2. 2n−k.

2.3. 9 · 106.

2.4. 15; 21.

2.5. 18000.

2.6. 9 · 104 − 55.

2.7. 900.

2.8. 36.

2.9. 100; 125.

2.10. 225.

2.11. 2 · 124.

3.1. (9)3.

3.2. (12)7.

3.3. (8!)2.

3.4. 6!.

3.5. 5040; 104.

3.6. 110.

3.7. 3024.

3.8. 120; 360; 15120; 11!
4!·2! ;

11!
5!·2!·2! ;

13!
2!·2!·2! .

3.9. 120.

3.10. 9 · 109 − 9 · 9!.

3.11. Ç îäèíèöåþ.

3.12. 36.

3.13. (5)3 · (6)3 · (7)3.

4.5. 1) 97− 56
√

3; 2) 1188 + 684
√

3; 3) 1801− 1527
√

2; 4) 792− 560
√

2.

45



4.10. x = 2, y = 3, n = 5.

4.11. 1) 3; 2) 5; 3) 5; 4) 9.

4.12. 1) 2n; 2) 0; 3) 2n−1; 4) 2n−1; 5) 37; 6) 46 − 36.

4.14. n = 5, m = 2.

4.15. n = 2k − 1.

4.16. Âêàçiâêà: ðîçãëÿíüòå êiëüêiñòü ñïîñîáiâ âèáðàòè n ïðåäìåòiâ ç 2n òàê, ùî
ðiâíî k áåðåòüñÿ ç ïåðøî¨ ïîëîâèíè, à ðåøòà � ç äðóãî¨.

4.17. Âêàçiâêà: 1) ðîçãëÿíüòå êiëüêiñòü ñïîñîáiâ âèáðàòè k ïðåäìåòiâ iç äâîõ êîøè-
êiâ � ïî n i m ðiçíèõ ïðåäìåòiâ ó êîæíîìó; 2) ïðîäèôåðåíöiþéòå îáèäâi ÷àñòèíè

ðiâíîñòi (1 + x)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk.

5.3. 2) −5 = −2 · 3 + 1; 9) 5 = 0 · 149 + 5.

5.4. 1) b = ±47, q = ±2 àáî b = ±94, q = ±1; 2) b = ±111, q = ±1.

5.5. 1) b = 20, r = 14; 2) b = −52, r = 13, àáî b = −51, r = 27, àáî b = −50, r = 41;
3) íåìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ; 4) b = 16, r = 1 àáî b = 17, r = 16.

5.8. Âêàçiâêà: çàïèøiòü ï'ÿòèöèôðîâå ÷èñëî ó âèãëÿäi 10 000a+1000b+100c+10d+e,
äå a, b, c, d, e � öèôðè âèõiäíîãî ÷èñëà.

5.11. Âêàçiâêà: ïðè ðîçðiçàííi îäíîãî àðêóøà êiëüêiñòü øìàòêiâ çáiëüøó¹òüñÿ íà 7.

6.3. 1) d = 7, n = −4, m = 11; 2) d = 1, n = 17, m = −49; 3) d = 31, n = 11,
m = −14; 4) d = 1, n = −7192, m = 2249; 5) d = 21, n = 3, m = −4; 6) d = 83,
n = −13, m = 36.

6.5. 1) n = 3k − 1; 2) n = 3k àáî n = 3k + 1.

6.8. 150 i 30.

6.10. Ïðîõîäèòü ÷åðåç d+1 âóçîë, äiëèòüñÿ íà n+m−d ÷àñòèí, äå d = ÍÑÄ(n,m).

6.11. 1) ÷èñëî ç 20 îäèíèöü; 2) ÷èñëî ç d îäèíèöü, äå d = ÍÑÄ(n,m).

7.7. (1,−4), (−4, 1).

7.9. Âêàçiâêà: ðîçãëÿíüòå, ÷îìó ìîæå äîðiâíþâàòè ÍÑÄ ÷èñëà òà éîãî ¾ñóñiäiâ¿.

7.10. Âêàçiâêà: ÍÑÄ(2m − 1, 2n − 1) = ÍÑÄ(2m−n − 1, 2n − 1) ïðè m ≥ n.

7.11. Âêàçiâêà: äîâåäiòü ðiâíiñòü fn+1 = f0f1 · · · fn + 2 òà ñêîðèñòàéòåñÿ íåþ.

8.1. 1) x = 350− 37n, y = −425 + 45n; 2) x = −1 + 9n, y = −1 + 2n; 3) x = 105− 5n,
y = n; 4) x = −63 + 13n, y = 210 − 43n; 5) íåìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ; 6) x = −8 + 21n,
y = 13− 34n; 7) x = 1− 3n, y = 2− 5n; 8) x = 1− 3n, y = −2 + 8n; 9) x = 98− 5n,
y = −147 = 8n; 10) x = −11 + 2n, y = −11 + 3n; 11) íåìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.

8.2. 2) 1 = 3 · 12− 5 · 7.

8.3. Íàéìåíøà êiëüêiñòü ìiøêiâ � 28.
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9.1. 1) 13; 2) 13; 3) 1; 4) 17.

9.3. 1) Âêàçiâêà: ïåðåíåñiòü äî ëiâî¨ ÷àñòèíè äîäàíîê, ùî ìiñòèòü z i ðîçâ'ÿæiòü ÿê
ðiâíÿííÿ ç äâîìà íåâiäîìèìè x i y i ïàðàìåòðîì z. Âiäïîâiäü: x = 7 − 11m + 3n,
y = −21 + 33m− 10n, z = m; 4) íåìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.

10.2. 1) (15, 420), (60, 105), (420, 15), (105, 60); 2) (5, 260), (20, 65), (260, 5), (65, 5); 3)
(232, 435), (115, 552), (435, 232), (552, 115).

11.1. 5) ÍÑÊ(1, 2, . . . , n) =
∏

p p
kp , äå pkp � ìàêñèìàëüíèé ñòåïiíü ïðîñòîãî ÷èñëà

p, ùî íå ïåðåâèùó¹ n; 6) n! =
∏

p p
kp , ãäå kp =

⌊
n
p

⌋
+
⌊

n
p2

⌋
+
⌊

n
p3

⌋
+ . . . .

11.3. Âêàçiâêà: äèâ. 11.1. 6).

11.7. (m1 + 1)(m2 + 1) . . . (mk + 1).

11.8. Êâàäðàòè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

11.9. 1; 2; 4; 6; 16; 12.

11.10. 1) p = 19, q = 2; 2) p = 3, q = 2.

11.11. a = 3.

11.12. 4) (−3,−1), (1,−3), (3, 2), (7, 0); 5) (0, 1), (2, 1); 6) (2, 2), (0, 0); 7) (−1, 0),
(2, 0); 8) (−3,−6), (−3, 0), (1,−2), (1, 4).

11.13. 1) Âêàçiâêà: ïðèïóñòiòü, ùî p1(= 3), p2, . . . , ps � âñi ïðîñòi ÷èñëà òàêîãî âè-
ãëÿäó, i ðîçãëÿíüòå N = 4p2 . . . ps + 3. Âîíî íå êðàòíå æîäíîìó ç pk, àëå ïîâèííî
ìàòè ïðîñòèé äiëüíèê âèãëÿäó 4k + 3.

11.18. n 6= ±1. Âêàçiâêà: ñêîðèñòàéòåñÿ ðiâíiñòþ n4 + 4 = n4 + 4n2 + 4 − 4n2 i
ðîçêëàäiòü n4 + 4 íà ìíîæíèêè.

11.19. Âêàçiâêà: ïiäñóìêîâà ñóìà, âèðàæåíà â öåíòàõ, ìà¹ áóòè êðàòíîþ 3.

11.20. Âêàçiâêà: ïîêàæiòü, ùî a íå ìîæå áóòè íåïàðíèì, à ïîòiì ïîäàéòå n ó âèãëÿäi
n = 2km, äå m íåïàðíå, i äîâåäiòü, ùî an + 1 êðàòíå a2

k
+ 1.

11.21. Âêàçiâêà: an − 1 = (a− 1)(an−1 + an−2 + . . .+ 1), çâiäêè a = 2. Ïîêàæiòü, ùî
2km − 1 êðàòíå 2k − 1.

11.22. ËÈÊ= 376.

12.4. 1) 0; 2) 1, ÿêùî n ≡ 0 mod 3; 0, ÿêùî n ≡ 1 mod 3; 5, ÿêùî n ≡ 2 mod 3; 3)
10; 4) 2; 5) 14; 6) 0.

12.7. ÍÑÄ(c,m) = 1.

12.11. 1) [5]7; 2) [−1]9; 3) [13]19; 4) [2]7.

12.14. Âêàçiâêà: ðîçãëÿíüòå îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ çà ìîäóëåì 1) 4; 2) 5; 3) 3; 4)
5; 5) 7; 6) 8.

12.15. k íåïàðíå.

12.16. Âêàçiâêà: ðîçãëÿíüòå p2 − q2 çà ìîäóëÿìè 3 i 8.
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12.17. Âêàçiâêà: ïîêàæiòü, ùî òàêà ñóìà êðàòíà 5, àëå íå êðàòíà 25.

12.18. Âêàçiâêà: 1) äîâåäiòü, ùî a i b êðàòíi 3.

12.19. Âêàçiâêà: a3 çà ìîäóëåì 7 êîíãðóåíòíå 0, 1 àáî −1.

12.20. Âêàçiâêà: äîâåäiòü, ùî 8p2 + 1 êðàòíå 3 ïðè p 6= 3.

12.21. n = m = 1, n = m = 3. Âêàçiâêà: ðîçãëÿíüòå îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ çà
ìîäóëåì 10.

12.22. Âêàçiâêà: 1) ðîçáèéòå êëàñè ëèøêiâ âiä [2]p äî [p− 2]p íà ïàðè âçà¹ìíî îáåð-
íåíèõ; 2) ÿêùî p < n � äåÿêèé ïðîñòèé äiëüíèê ÷èñëà n, òî (n − 1)! ≡ 0 mod p,
ïðîòå (n− 1)! ≡ −1 mod p .

13.1. 1) x ≡ 6 mod 13; 2) x ≡ 14 mod 21; 3) x ≡ 15 mod 49; 4) x ≡ 15 mod 29; 5)
x ≡ 7 mod 117; 6) x ≡ 10 mod 13; 7) x ≡ 3 mod 11; 8) x ≡ 25 mod 27; 9) x ≡ 8
mod 29; 10) x ≡ 26 mod 31; 11) íåìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ.

13.2. 1) x ≡ 3, y ≡ 0 mod 5; 2) x ≡ 9, y ≡ 10 mod 11; 3) ñèñòåìà ìà¹ 13 ðîçâ'ÿçêiâ;
4) x ≡ 5, y ≡ 3 mod 6; 5) x ≡ 100, y ≡ 111 mod 143; 6) ñèñòåìà íåñóìiñíà.

14.1. 1) x ≡ 652 mod 1001; 2) x ≡ 67 mod 403; 3) x ≡ 23 mod 105; 4) x ≡ 22
mod 30; 5) x ≡ 685 mod 1001; 6) íåìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ; 7) x ≡ 49 mod 420; 8) íåìà¹
ðîçâ'ÿçêiâ.

14.2. 1) 209; 2) 157.

14.3. 1) a ïàðíå; 2) a ≡ 1 mod 7; 3) a íåïàðíå; 4) a ïàðíå.

14.4. 1) n íå êðàòíå 3; 2) m,n � íåïàðíi âçà¹ìíî ïðîñòi.
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