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АНОТАЦIЯ

Соловйова М. В. “Наближення операторами i функцiоналами, що

досягають норми”. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 "Математичний аналiз". –

Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна Мiнiстерства

освiти i науки України, Харкiв, 2018.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть дослiджуваної задачi,

наведено зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Сформульовано мету, задачi та методи дослiдження. Визначено

наукову новизну i значення отриманих результатiв. Надано вiдомостi

про публiкацiї, особистий внесок здобувача та апробацiю результатiв

дисертацiї.

Перший роздiл присвячений огляду та аналiзу лiтератури.

Вiдправною точкою нашого дослiдження є той факт, що множина

функцiоналiв, що досягають норми, є щiльною у спряженому просторi. Ця

класична теорема була доведена у 1961 роцi Бiшопом i Фелпсом. Через

декiлька рокiв, Болобаш надав точнiшу версiю цiєї теореми, яка дозволяє

водночас наближувати функцiонал та вектор, на якому норма майже

досягається. Сьогоднi цей дуже корисний результат називається Теорема

Бiшопа-Фелпса-Болобаша.

Лiнденштраус дослiджував узагальнення теореми Бiшопа-Фелпса для

лiнiйних векторозначних операторiв. Вiн показав, що множина операторiв,

якi досягають норми, не завжди є щiльною у просторi всiх лiнiйних

неперервних операторiв, якi дiють з простору 𝑋 у простiр 𝑌 .

У 2008 Акоста, Арон, Гарсiя та Маестре ввели властивiсть Бiшопа-

Фелпса-Болобаша як поширення теореми Бiшопа-Фелпса-Болобаша на

векторозначний випадок.

Означення. Пара банахових просторiв (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть

Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв, якщо для будь-якого 𝛿 > 0 iснує
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такий 𝜀(𝛿) > 0, що для кожного 𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ), якщо 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 та ‖𝑇 (𝑥)‖ >

1− 𝜀(𝛿), тодi iснує 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 та 𝐹 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) такi, що ‖𝐹 (𝑧)‖ = 1, ‖𝑥− 𝑧‖ < 𝛿

та ‖𝑇 − 𝐹‖ < 𝛿.

Пiд час огляду лiтератури було визначено мету роботи та важливi

вiдкритi проблеми у цiй галузi.

Другий роздiл присвячений вивченню зв’язку мiж параметром

рiвномiрної неквадратностi та сферичним модулем Бiшопа-Фелпса-

Болобаша Φ𝑆
𝑋(𝜀). Нещодавно Чiка, Кадець, Мартiн, Морено-Пулiдо,

Рамбла-Барено у роботi "Bishop-Phelps-Bollobás moduli of a Banach space"

ввели два модулi, якi вимiрюють для даного банахового простору, що

є найкращою можливою теоремою Бiшопа-Фелпса-Болобаша у цьому

просторi. Ми будемо використовувати такi позначення:

Π(𝑋) :=
{︀
(𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑋 ×𝑋* : ‖𝑥‖ = ‖𝑥*‖ = 𝑥*(𝑥) = 1

}︀
.

Π𝜀(𝑋) = {(𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑋 ×𝑋* : ‖𝑥‖ = ‖𝑥*‖ = 1, 𝑥*(𝑥) > 1− 𝜀}.

Означення. Нехай 𝑋 – банаховий простiр. Модулем Бiшопа-Фелпса-

Болобаша простору𝑋 називається функцiя Φ𝑋 : (0, 2) −→ R+ така, що для

𝜀 ∈ (0, 2) значення Φ𝑋(𝜀) – це iнфiмум тих 𝛿 > 0, що для будь-якої пари

(𝑥, 𝑥*) ∈ 𝐵𝑋 ×𝐵𝑋* з 𝑥*(𝑥) > 1− 𝜀, iснує пара (𝑦, 𝑦*) ∈ Π(𝑋) з ‖𝑥− 𝑦‖ < 𝛿

та ‖𝑥* − 𝑦*‖ < 𝛿. Пiдставляючи в це означення (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝑋* замiсть

(𝑥, 𝑥*) ∈ 𝐵𝑋 × 𝐵𝑋* ми отримуємо означення сферичного модуля Бiшопа-

Фелпса-Болобаша Φ𝑆
𝑋(𝜀).

У тiй самiй статтi було показано, що Φ𝑋(𝜀) 6
√
2𝜀 для будь-

якого банахового простору 𝑋 i всiх 𝜀 ∈ (0, 2). Бiльш того, у Теоремi

5.9 було доведено, що для рiвномiрно неквадратного простору 𝑋 для

всiх 𝜀 ∈ (0, 1/2) виконується нерiвнiсть Φ𝑆
𝑋(𝜀) <

√
2𝜀. Доведення

цього факту було важким, до цього ж з нього не було можливо

отримати оцiнку для Φ𝑆
𝑋(𝛿). У роздiлi 2 ми надаємо простiше доведення,

з якого випливає кiлькiсна оцiнка у термiнах параметру рiвномiрної

неквадратностi банахового простору 𝑋.



4

Ми нагадуємо, що рiвномiрно неквадратнi простори були введенi

Джеймсом як тi простори, двовимiрнi пiдпростори яких рiвномiрно

вiддаленi вiд ℓ
(2)
1 .

Iншими словами, банаховий простiр 𝑋 є рiвномiрно неквадратним тодi

i тiльки тодi, коли iснує число 𝛼 > 0 таке, що

1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖) 6 2− 𝛼

для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 . Параметром рiвномiрної неквадратностi простору 𝑋,

який ми позначаємо 𝛼(𝑋), є найкраще можливе значення 𝛼 у попереднiй

нерiвностi:

𝛼(𝑋) := 2− sup
𝑥,𝑦∈𝐵𝑋

{︂
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖)

}︂
.

У цих позначеннях 𝑋 є рiвномiрно неквадратним тодi i тiльки тодi, коли

𝛼(𝑋) > 0.

Центральний результат пiдроздiлу 2.2 – Теорема 2.8 – становить

кiлькiсну версiю Теореми 5.9 зi статтi "Bishop-Phelps-Bollobás moduli of

a Banach space". А саме, модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша Φ𝑆
𝑋 може

бути оцiнений зверху через параметр рiвномiрної неквадратностi таким

чином: Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6

√
2𝜀

√︂
1− 1

3
𝛼(𝑋) для маленьких 𝜀. У Теоремi 2.11 ми

показуємо, що ця оцiнка не є дуже далекою вiд точної. А саме, права

частина у попереднiй нерiвностi не може бути замiнена на щось менше за
√
2𝜀
√︀

1− 𝛼(𝑋).

Твердження 2.14 показує, що Φ𝑆
𝑋 не може бути виражений через

параметр рiвномiрної неквадратностi. Ми наводимо приклад двох

просторiв з однаковим параметром рiвномiрної неквадратностi та з рiзними

значеннями модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша.

У пiдроздiлi 2.3 ми працюємо з одною модифiкацiєю теореми Бiшопа-

Фелпса-Болобаша. Клiчовим моментом для отримання точної оцiнки у

теоремi Бiшопа-Фелпса-Болобаша є наступна лема, яка може бути виведена

з варiацiйного принципу Бронстеда-Рокафеллара або з Леми Фелпса:

Лема. Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝜀 > 0 та (𝑥, 𝑥*) ∈ Π𝜀(𝑋). Тодi
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для будь-якого 𝑘 ∈ (0, 1) iснують такi 𝑦* ∈ 𝑋* та 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 , що

‖𝑦*‖ = 𝑦*(𝑦), ‖𝑥− 𝑦‖ 6
𝜀

𝑘
, ‖𝑥* − 𝑦*‖ 6 𝑘.

Пiдставляючи 𝑘 =
√
𝜀 у твердження леми можна отримати наступну

модифiковану теорему Бiшопа-Фелпса-Болобаша:

Теорема (модифiкована теорема Бiшопа-Фелпса-Болобаша).

Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝜀 ∈ (0, 1), нехай (𝑥, 𝑥*) ∈ Π𝜀(𝑋). Тодi iснує

(𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 ×𝑋*, що ‖𝑦*‖ = 𝑦*(𝑦), та

max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} 6
√
𝜀.

У пiдроздiлi 2.3 ми дослiджуємо точнiсть модифiкованої теореми

Бiшопа-Фелпса-Болобаша. Ми показуємо, що цей результат є точним, а

також, що присутнiсть майже iзометричних копiй ℓ
(2)
∞ -пiдпросторiв у 𝑋

не є необхiдною умовою для точностi цiєї версiї теореми Бiшопа-Фелпса-

Болобаша (Теорема 2.20).

У третьому роздiлi ми вивчаємо можливiсть поширити теореми

Бiшопа-Фелпса та Бiшопа-Фелпса-Болобаша на випадок нелiнiйних

лiпшицевих функцiй 𝑓 : 𝑋 −→ R. Нагадаємо, що банаховий простiр

Lip0(𝑋) складається з функцiй 𝑓 : 𝑋 −→ R з 𝑓(0) = 0, якi задовольняють

(глобально) умову Лiпшиця. Норма у цьому просторi задається наступним

чином:

‖𝑓‖ = sup

{︂
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦

}︂
.

По-перше, найбiльш природним визначенням досягнення норми для

функцiї 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) є наступне.

Означення. Функцiя 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) досягає норми у строгому сенсi,

якщо iснують 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 такi, що ‖𝑓‖ =
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
. Пiдмно-

жину тих функцiй 𝑓 ∈ Lip0(𝑋), що досягають норми у строгому сенсi, ми

позначаємо SA(𝑋).

На жаль, у сенсi теореми Бiшопа-Фелпса, це визначення занадто

обмежувальне. Ми показуємо у Теоремi 3.2, що навiть в одновимiрному

випадку (𝑋 = R), пiдмножина SA(𝑋) не є щiльною у Lip0(𝑋). Таким
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чином зрозумiло, що ми повиннi знайти менш обмежувальне поняття. Ми

використовуємо наступне означення.

Означення. Функцiя 𝑔 ∈ Lip0(𝑋) досягає норми за напрямком

𝑢 ∈ 𝑆𝑋 , якщо iснує послiдовнiсть {(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)} з 𝑋 × 𝑋, 𝑥𝑛 ̸= 𝑦𝑛 такi,

що

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

= 𝑢 та lim
𝑛→∞

𝑔(𝑥𝑛)− 𝑔(𝑦𝑛)

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖
= ‖𝑔‖.

У цьому випадку ми кажемо, що 𝑔 досягає норми за напрямком. Множину

тих 𝑓 ∈ Lip0(𝑋), якi досягають норми за напрямком, ми позначаємо

DA(𝑋).

Також ми вводимо наступне означення.

Означення. Банаховий простiр 𝑋 має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобaша для лiпшицевих функцiй (𝑋 ∈ LipBPB), якщо для будь-якого

𝜀 > 0 iснує таке 𝛿 > 0, що для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) з ‖𝑓‖ = 1

i для будь-якої пари 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 такої, що
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
> 1 − 𝛿 iснує

функцiя 𝑔 ∈ Lip0(𝑋) з ‖𝑔‖ = 1 та iснує таке 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 , що 𝑔 досягає норми у

напрямку 𝑢, ‖𝑔 − 𝑓‖ < 𝜀, та

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖
− 𝑢

⃦⃦⃦⃦
< 𝜀.

Основний результат третього роздiлу – це наступна теорема.

Теорема 3.11. Кожний рiвномiрно опуклий банаховий простiр 𝑋 має

властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобaша для лiпшицевих функцiй.

У четвертому роздiлi ми поширюємо результати щодо властивостi

Бiшопа-Фелпса-Болобаша для асплундових операторiв, якi були доведенi

Ароном, Каскалесом i Кожушкiною у роботi "The Bishop-Phelps-Bollobás

theorem and Asplund operators" та Каскалесом, Кадецем i Гуiрао у роботi

"A Bishop-Phelps-Bollobás type theorem for uniform algebras", на бiльш

широкий клас просторiв.

Означення. Банаховий простiр 𝑌 має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша для асплундових операторiв, якщо для будь-якого 𝜀 > 0 iснує

таке 𝛿(𝜀) > 0, що для будь-якого банахового простору 𝑋 та будь-якого

асплундового оператору 𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) i 𝑥0 ∈ 𝑆𝑋 , якщо виконується нерiвнiсть

‖𝑇 (𝑥0)‖ > 1 − 𝛿(𝜀), тодi iснують 𝑢0 ∈ 𝑆𝑋 та асплундовий оператор ̃︀𝑇 ∈
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𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ), що

‖̃︀𝑇 (𝑢0)‖ = 1, ‖𝑥0 − 𝑢0‖ < 𝜀 та ‖𝑇 − ̃︀𝑇‖ < 𝜀.

Наступне означення має технiчний характер. У ньому ми зосереджуємо

усi властивостi, що мають значення для подальшого застосування обраної

процедури наближення.

Означення. Банаховий простiр 𝑌 має структуру ACK з параметром

𝜌 ∈ (0, 1) (скорочено 𝑌 ∈ ACK𝜌), якщо iснує 1-нормуюча множина Γ ⊂ 𝐵𝑌 *

така, що для будь-якого 𝜀′ > 0 та для будь-якої 𝑤*-вiдкритої пiдмножини

𝑈 ̸= ∅, 𝑈 ⊂ Γ iснують 𝑤*-вiдкрита пiдмножина 𝑉 ̸= ∅, 𝑉 ⊂ 𝑈 , функцiонал

𝑦*1 ∈ 𝑉 , елемент 𝑒 ∈ 𝑆𝑌 та оператор 𝐹 ∈ 𝐿(𝑌 ) з наступними властивостями:

(I) ‖𝐹 (𝑒)‖ = ‖𝐹‖ = 1;

(II) 𝑦*1(𝐹 (𝑒)) = 1;

(III) 𝐹 *(𝑦*1) = 𝑦*1;

(IV) |𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * −𝐹 *)(𝑦*)‖ 6 1 для будь-якого 𝑦* ∈ 𝑉 ;

(V) dist (𝐹 *(𝑦*), aconv{0, 𝑉 }) < 𝜀′ для будь-якого 𝑦* ∈ Γ;

(VI) |𝑣*(𝑒)− 1| 6 𝜀′ для будь-якого 𝑣* ∈ 𝑉 ;

(VII) |𝑣*(𝐹 (𝑒))| 6 𝜌 для будь-якого 𝑣* ∈ Γ ∖ 𝑉 .

Банаховий простiр 𝑌 має просту структуру ACK (𝑌 ∈ ACK), якщо

попереднє означення виконується з двома змiнами: по-перше, властивiсть

(IV) змiнюється на сильнiшу:

(IV)’ |𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖ 6 1 для всiх 𝑦* ∈ Γ,

i по друге, властивiсть (VII) зникає. Головний результат цього роздiлу –

наступна теорема.

Теорема 4.11. Кожний банаховий простiр 𝑌 ∈ ACK та кожний

банаховий простiр 𝑌 ∈ ACK𝜌 має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша

для асплундових операторiв.

У пiдроздiлi 4.3 ми показуємо, що рiвномiрнi алгебри та простори
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з властивiстю 𝛽 мають структуру ACK𝜌 (Теорема 4.16 та Теорема 4.17).

Пiсля цього ми вивчаємо стабiльнiсть ACK𝜌 вiдносно деяких стандартних

операцiй над банаховими просторами, i як наслiдок, отримуємо багато при-

кладiв пар (𝑋, 𝑌 ), що мають властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

операторiв Асплунда (Теорема 4.19 та Теорема 4.20).

У п’ятому роздiлi ми надаємо оцiнку наближення Бiшопа-Фелпса-

Болобаша для операторiв, якi дiють у простiр з властивiстю 𝛽. Властивiсть

𝛽 ввiв Лiнденштраус. Її мають, зокрема, скiнченновимiрнi простори, чия

сфера є багатогранником (полiедральнi простори), та всi пiдпростори ℓ∞,

якi мiстять 𝑐0.

Означення. Банаховий простiр 𝑌 має властивiсть 𝛽, якщо iснують

двi множини {𝑦𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆𝑌 , {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆*
𝑌 та число 0 6 𝜌 < 1

такi, що виконуються наступнi умови

(I) 𝑦*𝛼(𝑦𝛼) = 1,

(II) |𝑦*𝛼(𝑦𝛾)| 6 𝜌 якщо 𝛼 ̸= 𝛾,

(III) ‖𝑦‖ = sup{|𝑦*𝛼(𝑦)| : 𝛼 ∈ Λ}, для всiх 𝑦 ∈ 𝑌 .

У роботi Акости, Арона, Гарсiї та Маестре "The Bishop-Phelps-Bollobás

theorem for operators" було доведено, що якщо 𝑌 має властивiсть 𝛽, тодi

для будь-якого банахового простору𝑋 пара (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-

Фелпса-Болобаша для операторiв. Ми вводимо аналог модулiв Бiшопа-

Фелпса-Болобаша для векторозначного випадку.

Означення. Нехай 𝑋, 𝑌 банаховi простори. Модулем Бiшопа-

Фелпса-Болобаша (сферичним модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша) для

пари просторiв (𝑋, 𝑌 ) називається функцiя Φ(𝑋, 𝑌, ·) : (0, 1) −→ R+

(Φ𝑆(𝑋, 𝑌, ·) : (0, 1) −→ R+), значення якої у точцi 𝜀 ∈ (0, 1) визначається

як iнфiмум тих 𝛿 > 0 що для будь-якої пари (𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝐵𝑋×𝐵𝐿(𝑋,𝑌 ) ((𝑥, 𝑇 ) ∈
𝑆𝑋 × 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) вiдповiдно) з ‖𝑇𝑥‖ > 1− 𝜀, iснує пара (𝑧, 𝐹 ) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) з

‖𝐹𝑧‖ = 1, ‖𝑥− 𝑧‖ < 𝛿 та ‖𝑇 − 𝐹‖ < 𝛿.

Ми надаємо оцiнку зверху для Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀), коли 𝑌 має властивiсть 𝛽:
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Теорема 5.3. Нехай 𝑋 та 𝑌 – банаховi простори та 𝑌 має властивiсть

𝛽 з вiдповiдним параметром 𝜌 < 1. Тодi для будь-якого 𝜀 ∈ (0, 1)

Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 min

{︂√
2𝜀

√︂
1 + 𝜌

1− 𝜌
, 2

}︂
.

Пiдроздiл 5.3 присвячений отриманню оцiнки знизу для Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀)

(Теорема 5.10, Теорема 5.12 i Теорема 5.17). З цих оцiнок ми отримаємо

цiкавий ефект (Теорема 5.13), що Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) не є неперервним вiдносно

простору 𝑌 .

У пiдроздiлi 5.4 ми розглядаємо модифiковану версiю модулiв, яка

виникає, якщо ми наближуємо парою (𝑦, 𝐹 ) з ‖𝐹‖ = ‖𝐹𝑦‖ без умови

‖𝐹‖ = 1.

Ключовi слова: властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша, функцiонал,

що досягає норми, оператор, що досягає норми, лiпшицевi функцiї,

рiвномiрно опуклий банаховий простiр, рiвномiрно неквадратний

банаховий простiр, властивiсть 𝛽, асплундовий оператор.

ABSTRACT

Soloviova Maria. “Approximation by norm attaining functionals and operators”.

А thesis on the degree of Candidate of Science on specialty 01.01.01 "Math-

ematical analysis". – V.N.Karazin Kharkiv National University, Ministry of

Education and Science of Ukraine, Kharkiv, 2018.

In the introduction the actuality of studied problems and the connection

with academic programs, plans and themes are given. The aim, problems and

methods of research are formulated. Scientific novelty and significance of results

are determined. The information about publications, personal contribution and

the approbation of results is provided.

First section is devoted to the survey and analysis of the literature. The

starting point of our investigation is the fact that the set of norm-attaining

functionals is always dense in the corresponding dual space. This classical

theorem was demonstrated in 1961 by Bishop and Phelps. Few years later,

B. Bollobás gave a sharper version of this theorem allowing to approximate at
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the same time a functional and a vector in which it almost attains the norm.

Nowadays this very useful fact is called the Bishop-Phelps-Bollobás theorem.

Lindenstrauss examined the extension of the Bishop-Phelps theorem for

vector-valued linear operators. He showed that the set of norm-attaining oper-

ators is not always dense in the space of all linear operators acting from 𝑋 to

𝑌 .

In 2008, Acosta, Aron, Garćıa and Maestre introduced the following Bishop-

Phelps-Bollobás property as an extension of the Bishop-Phelps-Bollobás theo-

rem to the vector-valued case.

Definition. A couple of Banach spaces (𝑋, 𝑌 ) is said to have the Bishop-

Phelps-Bollobás property for operators if for any 𝛿 > 0 there exists a 𝜀(𝛿) > 0,

such that for every operator 𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ), if 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 and ‖𝑇 (𝑥)‖ > 1 − 𝜀(𝛿),

then there exist 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 and 𝐹 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) satisfying ‖𝐹 (𝑧)‖ = 1, ‖𝑥 − 𝑧‖ < 𝛿

and ‖𝑇 − 𝐹‖ < 𝛿.

During the review of the literature we explain the purpose of our work in

relationship with the actual open problems in this.

The second section is devoted to the study of the connection between the

parameter of the uniformly non-squareness and the spherical Bishop-Phelps-

Bollobás modulus Φ𝑆
𝑋(𝜀). Recently, Chica, Kadets, Mart́ın, Moreno-Pulido,

Ramlba-Barreno introduced two moduli which measure, for a given Banach

space, what is the best possible Bishop-Phelps-Bollobás theorem for linear con-

tinuous functionals in that space. We will use the following notations:

Π(𝑋) :=
{︀
(𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑋 ×𝑋* : ‖𝑥‖ = ‖𝑥*‖ = 𝑥*(𝑥) = 1

}︀
.

Π𝜀(𝑋) = {(𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑋 ×𝑋* : ‖𝑥‖ = ‖𝑥*‖ = 1, 𝑥*(𝑥) > 1− 𝜀}.

Definition. Let 𝑋 be a Banach space. The Bishop-Phelps-Bollobás mod-

ulus of 𝑋 is the function Φ𝑋 : (0, 2) −→ R+ such that given 𝜀 ∈ (0, 2), Φ𝑋(𝜀)

is the infimum of those 𝛿 > 0 satisfying that for every (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝐵𝑋 ×𝐵𝑋* with

𝑥*(𝑥) > 1− 𝜀, there is (𝑦, 𝑦*) ∈ Π(𝑋) with ‖𝑥− 𝑦‖ < 𝛿 and ‖𝑥* − 𝑦*‖ < 𝛿.

Substituting (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝑋* instead of (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝐵𝑋 × 𝐵𝑋* in the

above sentence, we obtain the definition of the spherical Bishop-Phelps-Bollobás
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modulus Φ𝑆
𝑋(𝜀).

It was shown in the paper "Bishop-Phelps-Bollobás moduli of a Banach

space" that for every Banach space 𝑋 and every 𝜀 ∈ (0, 2) one has Φ𝑋(𝜀) 6√
2𝜀. Moreover, it was demonstrated that for a uniformly non-square space 𝑋

and 𝜀 ∈ (0, 1/2) one has Φ𝑆
𝑋(𝜀) <

√
2𝜀. The proof of this fact is involved and it

is impossible to extract from it any estimate for Φ𝑆
𝑋(𝛿). In Section 2 we give a

simpler proof that provides a quantification of the inequality above in terms of

a parameter that measures the uniformly non-squareness of the Banach space

𝑋.

We recall that uniformly non-square spaces were introduced by James as

those spaces whose two-dimensional subspaces are uniformly separated from

ℓ
(2)
1 .

A Banach space 𝑋 is uniformly non-square if and only if there is 𝛼 > 0

such that
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖) 6 2− 𝛼

for all 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 . The parameter of uniform non-squareness of 𝑋, which we

denote 𝛼(𝑋), is the best possible value of 𝛼 in the above inequality:

𝛼(𝑋) := 2− sup
𝑥,𝑦∈𝐵𝑋

{︂
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖)

}︂
.

With this notation 𝑋 is uniformly non-square if and only if 𝛼(𝑋) > 0.

The central result of Subsection 2.2 is Theorem 2.8. This theorem is

a quantitative version of Theorem 5.9] from "Bishop-Phelps-Bollobás mod-

uli of a Banach space". Namely, we demonstrate that the Bishop-Phelps-

Bollobás modulus Φ𝑆
𝑋 of a Banach spaces 𝑋 can be estimated from above

through the parameter of uniform non-squareness 𝛼(𝑋) of 𝑋 as follows:

Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6

√
2𝜀

√︂
1− 1

3
𝛼(𝑋) for small 𝜀. In Theorem 2.11 we demonstrate

that the above estimate is not too far from being sharp. Namely, the right-

hand side in the above theorem cannot be substituted by something smaller

than
√
2𝜀
√︀

1− 𝛼(𝑋).

Proposition 2.14 shows that the Bishop-Phelps-Bollobás modulus Φ𝑆
𝑋 can-
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not be expressed through the parameter of uniform non-squareness. We present

two spaces with the same value of the uniform-nonsquareness parameter but

with different values of the Bishop-Phelps-Bollobás modulus.

In Subsection 2.3 we deal with a modification of the Bishop-Phelps-

Bollobás theorem. The key to the sharp estimate in the Bishop-Phelps-Bollobás

theorem is the following lemma which can be deduced from the Brøndsted-

Rockafellar variational principle:

Lemma. Let 𝑋 be a real Banach space, 𝜀 > 0 and (𝑥, 𝑥*) ∈ Π𝜀(𝑋).

Then, for any 𝑘 ∈ (0, 1) there exist 𝑦* ∈ 𝑋* and 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 such that

‖𝑦*‖ = 𝑦*(𝑦), ‖𝑥− 𝑦‖ 6
𝜀

𝑘
, ‖𝑥* − 𝑦*‖ 6 𝑘.

From this lemma just substituting 𝑘 =
√
𝜀 one can deduce the following

modified version of the Bishop-Phelps-Bollobás theorem:

Theorem (Modified Bishop-Phelps-Bollobás theorem). Let 𝑋 be a Ba-

nach space, 𝜀 ∈ (0, 1), and let (𝑥, 𝑥*) ∈ Π𝜀(𝑋). Then there exists (𝑦, 𝑦*) ∈
𝑆𝑋 ×𝑋* such that ‖𝑦*‖ = 𝑦*(𝑦), and

max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} 6
√
𝜀.

In Subsection 2.3 we investigate the sharpness of Modified Bishop-Phelps-

Bollobás theorem. We demonstrate that this result is sharp but surprisingly

the presence of (almost) ℓ(2)
∞ -subspaces in 𝑋 is not a necessary condition for the

sharpness of Modified Bishop-Phelps-Bollobás theorem in 𝑋 (Theorem 2.20).

In the third section we are searching for possible extensions of Bishop-

Phelps and Bishop-Phelps-Bollobás theorems for non-linear Lipschitz function-

als 𝑓 : 𝑋 −→ R. Recall that the Banach space Lip0(𝑋) consists of functions

𝑓 : 𝑋 −→ R with 𝑓(0) = 0 which satisfy (globally) the Lipschitz condition.

This space is equipped with the norm

‖𝑓‖ = sup

{︂
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦

}︂
.

First, the most natural definition of norm attainment for a functional 𝑓 ∈
Lip0(𝑋) is the following.
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Definition. A functional 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) attains its norm in the strong

sense if there are 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 such that ‖𝑓‖ =
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
. The subset

of all functionals 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) that attain their norm in the strong sense is

denoted SA(𝑋).

Unfortunately, in the sense of the Bishop-Phelps theorem, this definition is

too restrictive. In Theorem 3.2 we show that even in the one-dimensional case

𝑋 = R, the subset SA(𝑋) is not dense in Lip0(𝑋). It is then clear that a less

restrictive way for a Lipschitz functional to attain its norm is needed to get

density. We introduce the following definition.

Definition. A functional 𝑔 ∈ Lip0(𝑋) attains its norm at the direction

𝑢 ∈ 𝑆𝑋 if there is a sequence of pairs {(𝑥𝑛, 𝑦𝑛)} in 𝑋 ×𝑋, with 𝑥𝑛 ̸= 𝑦𝑛, such

that

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

= 𝑢 and lim
𝑛→∞

𝑔(𝑥𝑛)− 𝑔(𝑦𝑛)

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖
= ‖𝑔‖.

In this case, we say that 𝑔 attains its norm directionally. The set of all those

𝑓 ∈ Lip0(𝑋) that attain their norm directionally is denoted by DA(𝑋).

Also we introduce the following definition.

Definition. A Banach space𝑋 has the directional Bishop-Phelps-Bollobás

property for Lipschitz functionals, if for every 𝜀 > 0 there is such a 𝛿 > 0, that

for every 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) with ‖𝑓‖ = 1 and for every 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 with 𝑥 ̸= 𝑦

satisfying
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)

‖𝑥− 𝑦‖
> 1 − 𝛿, there is 𝑔 ∈ Lip0(𝑋) with ‖𝑔‖ = 1 and there

is 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 such that 𝑔 attains its norm at the direction 𝑢, ‖𝑔 − 𝑓‖ < 𝜀, and⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖
− 𝑢

⃦⃦⃦⃦
< 𝜀.

So, with this notation the main result of the third section can be stated as

follows.

Theorem 3.11. Every uniformly convex Banach space 𝑋 has the direc-

tional Bishop-Phelps-Bollobás property for Lipschitz functionals.

In the forth section we extend the results about the Bishop-Phelps-

Bollobás property for Asplund operators given by Aron, Cascales, and Kozhush-

kina and Cascales, Kadets, and Guirao, to a wider class of Banach spaces.
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Definition. A Banach space 𝑌 is said to have the Bishop-Phelps-Bollobás

property for Asplund operators if for any 𝜀 > 0 there exists a 𝛿(𝜀) > 0, such

that for every Banach space 𝑋 and every Asplund operator 𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ), if

𝑥0 ∈ 𝑆𝑋 is such that ‖𝑇 (𝑥0)‖ > 1 − 𝛿(𝜀), then there exist 𝑢0 ∈ 𝑆𝑋 and an

Asplund operator ̃︀𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) satisfying

‖̃︀𝑇 (𝑢0)‖ = 1, ‖𝑥0 − 𝑢0‖ < 𝜀 and ‖𝑇 − ̃︀𝑇‖ < 𝜀.

Instead of proving the Bishop-Phelps-Bollobás kind theorems for each space

separately, we concentrate all the technicalities of the approximation procedure

in one place by introducing a new Banach space property called ACK𝜌.

Definition. A Banach space 𝑌 is said to have the ACK structure with

parameter 𝜌 ∈ (0, 1) (𝑌 ∈ ACK𝜌 for short) if there is a 1-norming set Γ ⊂ 𝐵𝑌 *

such that for every 𝜀′ > 0 and every relatively 𝑤*-open subset 𝑈 ̸= ∅ of Γ there

are relatively 𝑤*-open subset 𝑉 ̸= ∅ of 𝑈 , 𝑦*1 ∈ 𝑉 , 𝑒 ∈ 𝑆𝑌 , 𝐹 ∈ 𝐿(𝑌 ) with the

following properties:

(I) ‖𝐹 (𝑒)‖ = ‖𝐹‖ = 1;

(II) 𝑦*1(𝐹 (𝑒)) = 1;

(III) 𝐹 *(𝑦*1) = 𝑦*1;

(IV) |𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖ 6 1 for every 𝑦* ∈ 𝑉 ;

(V) dist (𝐹 *(𝑦*), aconv{0, 𝑉 }) < 𝜀′ for every 𝑦* ∈ Γ;

(VI) |𝑣*(𝑒)− 1| 6 𝜀′ for every 𝑣* ∈ 𝑉 ;

(VII) |𝑣*(𝐹 (𝑒))| 6 𝜌 for every 𝑣* ∈ Γ ∖ 𝑉

A Banach space 𝑌 is said to have the simple ACK structure (𝑌 ∈ ACK) if the

above definition holds true with the following two modifications: at first, the

property (IV) changes to stronger version

(IV)’ |𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖ 6 1 for every 𝑦* ∈ Γ,

and at second, the property (VII) disappears. The main results of this section

is next theorem :
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Theorem 4.11. Every 𝑌 ∈ ACK and every 𝑌 ∈ ACK𝜌 have the Bishop-

Phelps-Bollobás property for Asplund operators.

In Subsection 4.3 we demonstrate that uniform algebras and spaces with

property 𝛽 have the ACK𝜌 (Theorem 4.16 and Theorem 4.17). After that, we

study the stability of ACK𝜌 under some natural Banach space theory opera-

tions, which as a consequence gives us a wide collection of examples of pairs

(𝑋, 𝑌 ) possessing the Bishop-Phelps-Bollobás property for Asplund operators

(Theorem 4.19 and Theorem. 4.20).

In the fifth section we give an estimation of the Bishop-Phelps-Bollobás

modulus for operators which act to a Banach space with the property 𝛽. The

property 𝛽 was introduced by Lindenstrauss. This property is possessed in

particular by polyhedral finite-dimensional spaces, and by any subspace of ℓ∞

that contains 𝑐0.

Definition. A Banach space 𝑌 is said to have the property 𝛽 if there are

two sets {𝑦𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆𝑌 , {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆*
𝑌 and 0 6 𝜌 < 1 such that the

following conditions hold

(I) 𝑦*𝛼(𝑦𝛼) = 1,

(II) |𝑦*𝛼(𝑦𝛾)| 6 𝜌 if 𝛼 ̸= 𝛾,

(III) ‖𝑦‖ = sup{|𝑦*𝛼(𝑦)| : 𝛼 ∈ Λ}, for all 𝑦 ∈ 𝑌 .

In the paper "The Bishop-Phelps-Bollobás theorem for operators" of

Acosta, Aron, Garcia, and Maestre, it was proved that if 𝑌 has the prop-

erty 𝛽, then for any Banach space 𝑋 the pair (𝑋, 𝑌 ) has the Bishop-Phelps-

Bollobás property for operators. We introduce an analogue of the Bishop-

Phelps-Bollobás moduli for the vector-valued case.

Definition. Let 𝑋, 𝑌 be Banach spaces. The Bishop-Phelps-Bollobás

modulus (spherical Bishop-Phelps-Bollobás modulus) of a pair (𝑋, 𝑌 ) is the

function Φ(𝑋, 𝑌, ·) : (0, 1) −→ R+ (Φ𝑆(𝑋, 𝑌, ·) : (0, 1) −→ R+) whose value

in point 𝜀 ∈ (0, 1) is defined as the infimum of those 𝛿 > 0 such that for every

(𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝐵𝑋×𝐵𝐿(𝑋,𝑌 ) ((𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝑆𝑋×𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) respectively) with ‖𝑇 (𝑥)‖ > 1−𝜀,
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there is (𝑧, 𝐹 ) ∈ 𝑆𝑋 ×𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) with ‖𝐹 (𝑧)‖ = 1, ‖𝑥−𝑧‖ < 𝛿 and ‖𝑇 −𝐹‖ < 𝛿.

We provide an estimation from above for Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) for 𝑌 possessing the

property 𝛽 of Lindenstrauss:

Theorem 5.3. Let 𝑋 and 𝑌 be Banach spaces such that 𝑌 possesses the

property 𝛽 with the corresponding parameter 𝜌 < 1. Then for every 𝜀 ∈ (0, 1)

Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 min

{︂√
2𝜀

√︂
1 + 𝜌

1− 𝜌
, 2

}︂
.

Subsection 5.3 is devoted to estimations of Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) from below (The-

orem 5.10, Theorem 5.12 and Theorem 5.17). As a bi-product of these esti-

mations we obtain an interesting effect (Theorem 5.13) that Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) is not

continuous with respect to the variable 𝑌 .

In subsection 5.4 we consider a modification of the above moduli which

appear if we approximate by pairs (𝑦, 𝐹 ) with ‖𝐹‖ = ‖𝐹𝑦‖ without requiring
‖𝐹‖ = 1.

Keywords: Bishop-Phelps-Bollobás property, norm-attaining functional,

norm-attaining operator, Lipschitz functional, uniformly convex Banach space,

uniformly non-square Banach space, property 𝛽, Asplund operator.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Усюди в данiй роботi заголовнi букви 𝑋, 𝑌 , 𝑍 використовуються

для позначення банахових просторiв, 𝜀 i 𝛿 – для додатних чисел. Для

спрощення викладення усi банаховi простори розглядаються над полем R
дiйсних чисел. Винятком є четвертий роздiл, де ми вимушенi розглядати

i дiйснi, i комплекснi скаляри, щоб запобiгти втратi таких важливих при-

кладiв рiвномiрних алгебр, як диск-алгебра. Операторами ми називаємо

лiнiйнi неперервнi оператори, а функцiоналами – лiнiйнi неперервнi

функцiонали. Заголовна буква 𝐾 використовуються для позначення ком-

пактного гаусдорфового топологiчного простору, буква 𝐿 для позначення

локально компактного гаусдорфового топологiчного простору. У текстi

роботи зустрiчаються такi позначення:

𝐵𝑋 – замкнена одинична куля простору 𝑋.

𝐶(𝐾) – простiр неперервних скалярних функцiй на компактi 𝐾, з нормою

‖𝑓‖ = max
𝑡∈𝐾

|𝑓(𝑡)|.
𝐶0(𝐿) – простiр неперервних скалярних функцiй на локальному компактi

𝐿, що прямують до нуля на нескiнченностi, з нормою ‖𝑓‖ = max
𝑡∈𝐿

|𝑓(𝑡)|.
𝑐0 – простiр послiдовностей 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .), що збiгаються до нуля, з

нормою ‖𝑥‖ = sup ‖𝑥𝑖‖.
DA(𝑋) – множина тих 𝑓 ∈ Lip0(𝑋), якi досягають норми за напрямком

(Означення 3.4).

𝐿(𝑋, 𝑌 ) – простiр неперервних лiнiйних операторiв, що дiють з 𝑋 в 𝑌 , зi

стандартною операторною нормою.

𝐿(𝑋) – скорочене позначення для 𝐿(𝑋,𝑋).

ℓ∞ – простiр обмежених послiдовностей 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .) з нормою

‖𝑥‖ = sup ‖𝑥𝑖‖.
ℓ𝑝 – простiр послiдовностей 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .) з

∑︀
𝑛∈N |𝑥𝑛|𝑝 < ∞, надiлений

нормою ‖𝑥‖ =
(︀∑︀

𝑛∈N |𝑥𝑛|𝑝
)︀1/𝑝

.

𝑁𝐴(𝑋, 𝑌 ) – пiдпростiр 𝐿(𝑋, 𝑌 ), що складається з операторiв, якi
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досягають своєї норми.

SA(𝑋) – множина тих 𝑓 ∈ Lip0(𝑋), якi досягають норми у строгому сенсi

(Означення 3.1).

𝑆𝑋 – одинична сфера простору 𝑋.

𝑋 ∈ LipBPB – дивись Означення 3.5.

𝑋* – спряжений простiр до банахового простору 𝑋.

𝛼(𝑋) – параметр рiвномiрної неквадратностi (формула (2.3)).

𝛿𝑋(𝜀) – модуль рiвномiрної опуклостi простору 𝑋 (формула (2.4)).

Π𝜀(𝑋), Π(𝑋) – дивись формулу (1.1).

Π𝜀(𝑋, 𝑌 ), Π(𝑋, 𝑌 ), Π𝑆
𝜀 (𝑋, 𝑌 ) – дивись формулу (5.1)

Φ𝑋(𝜀),Φ
𝑆
𝑋(𝜀) – дивись Означення 1.9

Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀),Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) – дивись Означення 5.18̃︀Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀), ̃︀Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) – дивись Означення 5.18̃︀Φ𝑋(𝜀), ̃︀Φ𝑆
𝑋(𝜀) – дивись Означення 2.16.
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ВСТУП

Обгрунтування вибору теми дослiдження.

У 1961 роцi Бiшоп i Фелпс [13] довели, що у будь-якому банаховому

просторi множина функцiоналiв, що досягають норми, є щiльною у

спряженому просторi. Болобаш [14] поглибив цей результат, показавши,

що можна наближувати пару – функцiонал та вектор, на якому

майже досягається норма – функцiоналом та вектором, на якому норма

досягається. Цей факт має численнi застосування, наприклад, у вивченнi

чисельного рангу операторiв.

Лiнденштраус розпочав вивчення властивостi Бiшопа-Фелпса для

операторiв, що дiють мiж двома банаховими просторами [50]. Вiн показав,

що результат Бiшопа-Фелпса не можна перенести на векторозначний

випадок, навiвши приклад, коли множина операторiв, що досягають норми,

не є щiльною у просторi всiх лiнiйних неперервних операторiв, що дiють

мiж двома банаховими просторами. Незважаючи на те, що численнi

подальшi дослiдження (наприклад, у роботах [1], [8], [15], [27], [29], [30],

[31], [35], [36], [58]) для багатьох пар банахових просторiв 𝑋, 𝑌 надали

вiдповiдь на питання, чи є множина операторiв, що досягають норми,

щiльною в 𝐿(𝑋, 𝑌 ), багато простих на перший погляд питань залишається

вiдкритими. Наприклад, невiдомо, чи розповсюджується теорема Бiшопа-

Фелпса на оператори, що дiють з довiльного простору 𝑋 у двовимiрний

евклiдiв простiр ℓ
(2)
2 .

Дана дисертацiйна робота присвячена властивостi Бiшопа-Фелпса-

Болобаша для функцiоналiв, операторiв та лiпшицевих функцiй. Ця

властивiсть для лiнiйних операторiв була вперше введена у 2008 роцi

у роботi [2] Акости, Арона, Гарсiї та Маестре “Теорема Бiшопа-Фелпса-

Болобаша для операторiв” (Означення 1.4). Ця властивiсть гарантує, що

оператор та точку, на якiй майже досягається норма, можна апроксимувати

вiдповiдно оператором та точкою, на якiй норма в точностi досягається,
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при чому наближення є тим краще, чим ближче було значення даного

оператора на данiй точцi до норми. Подальшi дослiдження цiєї властивостi

для рiзних просторiв активно проводились протягом останнiх рокiв

(наприклад, у роботах [3], [4], [5], [6], [7], [9], [21], [22], [23], [24], [25], [46], [47],

[48], [49], [52]). Дослiдження щодо найкращої можливої оцiнки наближення

у властивостi Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв ранiше не велись,

тому їх проведення є актуальним.

У 2011 роцi у роботi [10] було показано, що простiр 𝐶(𝐾) має

властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для асплундових операторiв. Це

стало першим прикладом, коли пара (𝑐0, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-

Фелпса-Болобаша та простiр 𝑌 є нескiнченновимiрним. У 2013 Каскалес,

Кадець та Гуiрао у роботi [16] поширили цей результат на рiвномiрнi

алгебри 𝐴 ⊂ 𝐶(𝐾).

У 2014 роцi у статтi [18] “Модулi Бiшопа-Фелпса-Болобаша банахового

простору” Чiки, Кадеця, Мартiна, Морено-Пулiдо та Рамбли-Барено були

введенi два модулi, що показували найкращу можливу оцiнку у властивостi

Бiшопа-Фелпса-Болобаша для функцiоналiв у даному просторi. У цiй

роботi також був виявленiй цiкавий зв’язок мiж цiєю характеристикою

та геометричними властивостями банахового простору. А саме, якщо

банаховий простiр має максимальний (тобто найгiрший можливий) модуль

Бiшопа-Фелпса-Болобаша, то цей простiр мiстить майже iзометричнi

копiї простору ℓ
(2)
1 . Таким чином, актуальним питанням залишилось,

яку покращену оцiнку для модуля можна отримати для просторiв,

якi не мiстять майже iзометричних копiй простору ℓ
(2)
1 (такi простори

називаються рiвномiрно неквадратними).

Ще одним актуальним питанням є поширення теореми Бiшопа-Фелпса

та Бiшопа-Фелпса-Болобаша на нелiнiйнi лiпшицевi функцiї, якi дiють з

банахового простору 𝑋 в R. Лiпшицевi функцiї є важливим об’єктом

у математичному аналiзi. Вiдомо, що деякi важливi результати для

лiнiйних неперервних функцiоналiв можуть бути доведенi для лiпшицевих
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функцiй (наприклад, ще у 1934 роцi у роботi [53] Макшейном була

доведена теорема про продовження лiпшицевої функцiї з замкненої

множини на весь простiр зi збереженням лiпшицевої константи, що є

аналогом класичного результату про продовження лiнiйного неперервного

функцiоналу зi збереженням норми).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є

отримання аналогiв теореми Бiшопа-Фелпса-Болобаша для рiзних випадкiв

та одержання найкращих можливих оцiнок наближення, що виникає у цих

теоремах.

Об’єкт дослiдження – нескiнченновимiрнi банаховi простори, лiнiйнi

неперервнi функцiонали, лiнiйнi неперервнi оператори, лiпшицевi функцiї.

Предметом дослiдження служать властивостi банахових просторiв,

пов’язанi з властивiстю Бiшопа-Фелпса-Болобаша.

Завдання дослiдження:

– встановити зв’язок мiж параметром рiвномiрної неквадратностi

банахового простору (параметром, який показує наскiльки двовимiрнi

пiдпростори вiддаленi вiд ℓ
(2)
1 ) та сферичним модулем Бiшопа-Фелпса-

Болобаша;

– довести аналог теореми Бiшопа-Фелпса-Болобаша для лiпшицевих

функцiй;

– поширити результат статтi [16] на бiльш широкий клас просторiв 𝑌 ,

якi не є рiвномiрними алгебрами;

– ввести поняття модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв та

отримати оцiнки для цих модулiв у випадку, коли оператор дiє у

простiр з властивiстю 𝛽.

Методи дослiдження. Для отримання результатiв дисертацiйної

роботи використовуються загальнi методи функцiонального аналiзу, теорiї

функцiй дiйсної та комплексної змiнної i геометрiї банахових просторiв у

поєднаннi з методами розробленими такими математиками, як Кадець В.,
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Каскалес Б., Гуiрао А., Мартин М. та iнших. Для отримання результатiв

роздiлу два ми використовуємо властивостi рiвномiрно неквадратних

просторiв, якi були введенi Джеймсом. Результати третього роздiлу

отриманi за допомогою технiки вiльних лiпшицевих просторiв. У роздiлi

чотири ми користуємось концепцiєю асплундових просторiв. Результати

роздiлу п’ять отриманi з використанням технiки, розробленої у роботi

Акости М., Арона Р., Гарсiї Д. та Маестре М. "The Bishop-Phelps-Bollobás

theorem for operators".

Наукова новизна одержаних результатiв. У роботi дослiджений

зв’язок мiж параметром рiвномiрної неквадратностi банахового простору

та сферичним модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша. Також вперше введено

поняття модифiкованого модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша, отримана його

оцiнка зверху для всiх банахових просторiв, та показано, що ця оцiнка не

може бути покращена у деяких рiвномiрно неквадратних просторах. В

роботi вперше розглядається поняття досягнення норми для лiпшицевої

функцiї у строгому сенсi та досягнення норми за напрямком з точки зору

узагальнень теорем Бiшопа-Фелпса та Бiшопа-Фелпса-Болобаша. Введене

поняття модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв та дослiдженi

оцiнки цих модулiв для деяких випадкiв. Зокрема, отриманi такi резуль-

тати.

– Отримана оцiнка зверху для сферичного модуля Бiшопа-Фелпса-

Болобаша через параметр рiвномiрної неквадратностi.

– Доведено, що рiвномiрно опуклi простори мають властивiсть Бiшопа-

Фелпса-Болобаша для лiпшицевих функцiй.

– Введена нова властивiсть банахових просторi – ACK структура, яка

гарантує, що пара просторiв (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша для асплундових операторiв, якщо простiр 𝑌 має таку

структуру. Показано, що клас просторiв зi структурою ACK включає

в себе простори, що є рiвномiрними алгебрами, але не вичерпується
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тiльки ними.

– Отримана оцiнка зверху для модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

операторiв, що дiють з простору𝑋 у простiр 𝑌 у випадку, коли простiр

𝑌 має властивiсть 𝛽 та дослiджена точнiсть цiєї оцiнки.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має

теоретичний характер. Отриманi результати поглиблюють наше уявлення

про банаховi простори i можуть бути використанi в теорiї банахових

просторiв, теорiї операторiв i iнших роздiлах математики.

Особистий внесок здобувача. Постановки задач належать

науковому керiвниковi. Всi результати дисертацiї отриманi авторкою

самостiйно. Зi статей, якi опублiкованi у спiвавторствi, у дисертацiю

включенi лише тi результати, якi належать авторцi. А саме: робота [59]

написана без спiвавторiв, роботи [40] та [45] написанi у спiвавторствi з

науковим керiвником, йому належить постановка задачi та загальний план

дослiдження. У роботi [19] результати автора мiстяться у роздiлi 3, а

саме Proposition 3.1, Proposition 3.2, Theorem 3.3, Lemma 3.5. У роботi

[44] автору належить Lemma 4.1, Lemma 4.4, Theorem 5.3. У роботi [17]

особистий внесок здобувача - це Lemma 2.9, Theorem 3.4, Theorem 4.5,

Theorem 4.9, Theorem 4.11. Результати, що належать спiвавторам та

iншим математикам, згадуються за необхiднiстю для повноти викладу та

супроводжуються вiдповiдними посиланнями.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Результати дисертацiї доповiдалися й обговорювалися на:

1. IX Мiждународнiй конференцiї молодих вчених “Сучаснi проблеми та

її застосування в природничих науках та iнформацiйних технологiях”,

Харкiв, 2014 р.

2. II Мiжнароднiй конференцiї “Аналiз та математична фiзика”, Харкiв,

2014 р.
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3. III Мiжнароднiй конференцiї “Аналiз та математична фiзика”, Харкiв,

2015 р.

4. Cеминарi по банаховим просторам з нагоди 60-рiччя Рафаеля Пайа у

Салобренiї (Iспанiя), 2015.

5. Мiжнароднiй науковiй конференцiї, присвяченiй 120-рiччю з дня

народження С. Банаха, Львiв, 2017 р.

6. Семiнарi з функцiонального аналiзу у Мурсiї (Iспанiя), 2016.

7. Семiнарi з функцiонального аналiзу у Гранадi (Iспанiя), 2017.

Публiкацiї. Всi основнi результати роботи в повнiй мiрi опублiкованi

у фахових журналах, пройшли апробацiю на наукових конференцiях та

семiнарах. Результати дисертацiї знайшли вiдображення в 11 наукових

публiкацiях, в тому числi в 6 статтях [17], [19], [40], [44], [45], [59] у

специалiзованих журналах, з яких одна написана без спiвавторiв, i в тезах

виступiв [41], [42], [43], [60], [66] на 5 конференцiях.

Структура дисертацiї Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту,

перелiку умовних позначень, вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв до

дисертацiї, списку використаних джерел, якiй мiстить 66 найменувань, та

додаткiв. Повний обсяг роботи – 149 сторiнки. Обсяг основної частини

дисертацiї – 116 сторiнок. Роздiл 1, присвячений огляду лiтератури, займає

22 сторiнки.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйну роботу виконано на кафедрi фундаментальної математики

факультету математики та iнформатики Харкiвського нацiонального

унiверситету iменi В. Н. Каразiна у вiдповiдностi до тематики прiоритетних

дослiджень кафедри та в рамках державної науково-дослiдної роботи за

темою «Оператори в банахових, гiльбертових, функцiональних просторах

та квазiкриштали Фур’є» (номер державної реєстрацiї: 0118U002036).
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ВИБIР НАПРЯМКУ

ДОСЛIДЖЕННЯ

Функцiонал 𝑥* ∈ 𝑋* досягає своєї норми, якщо iснує такий 𝑥 ∈
𝑆𝑋 , що 𝑥*(𝑥) = ‖𝑥*‖. Якщо 𝑋 – рефлексивний простiр, то кожний

лiнiйний неперервний функцiонал досягає норми, бо одинична куля є

слабко компактною множиною. У статтях [32] та [33] Джеймсом була

надана характеризацiя рефлексивних просторiв у термiнах функцiоналiв,

що досягають норми.

Теорема (Джеймс). Нехай 𝑋 – банаховий простiр. Наступнi умови

еквiвалентнi.

(I) 𝑋 – не рефлексивний простiр.

(II) Iснує функцiонал 𝑥* ∈ 𝑋*, який не досягає своєї норми.

Термiн субрефлексивнi простори був введений для нормованих

просторiв, у яких множина функцiоналiв, що досягають норми, щiльна

в спряженому просторi. Iснують неповнi нормованi простори, якi не

є субрефлексивними. У 1961 роцi [13] Бiшоп та Фелпс довели, що

будь-який банаховий простiр є субрефлексивним. Тобто будь-який

неперервний лiнiйний функцiонал може бути наближений функцiоналом,

що досягає норми. Трохи пiзнiше Болобаш [14] поширив цей результат,

показавши, що можна наближувати пару – функцiонал та вектор, на якому

майже досягається норма – функцiоналом та вектором, на якому норма

досягається. Цей факт має численнi застосування, наприклад, у вивченнi

чисельного рангу операторiв. Сьогоднi цей результат вiдомий як теорема

Бiшопа-Фелпса-Болобаша.

Теорема (Болобаш). Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 0 < 𝜀 < 1/2,

𝑥 ∈ 𝑆𝑋 та 𝑥* ∈ 𝑆𝑋* задовольняє нерiвностi |1− 𝑥*(𝑥)| 6 𝜀2/2. Тодi iснує
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така пара (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑋× 𝑋* з ‖𝑦‖ = ‖𝑦*‖ = 𝑦*(𝑦) = 1, що ‖𝑥−𝑦‖ < 𝜀+𝜀2

та ‖𝑥* − 𝑦*‖ 6 𝜀.

Цей результат дав поштовх для подальшого вивчення точностi

кiлькiсної оцiнки в теоремi Бiшопа-Фелпса-Болобаша. У своїй роботi 1974

року Фелпс надає iнший варiант теореми, який дозволяє наближувати з

рiзною точнiстю функцiонал та вектор. Вiдмiннiсть цiєї версiї також у

тому, що функцiонал, яким наближують, не повинен мати одиничну норму.

Протягом нашого дослiдження ми багато разiв будемо використовувати

саме цей результат, наданий у [56, Corollary 2.2].

Теорема (Фелпс). Нехай 𝐶 – замкнена опукла пiдмножина

банахового простору 𝑋 та 𝜀 > 0. Нехай 𝑥* ∈ 𝑆𝑋*, 𝑥 ∈ 𝐶 та

𝑥*(𝑥) > sup𝑥* (𝐶)− 𝜀.

Тодi для будь-якого 𝑘 ∈ (0, 1) iснує функцiонал 𝑦* ∈ 𝑋* та вектор 𝑦 ∈ 𝜕𝐶

такий, що

𝑦*(𝑦) = sup 𝑦*(𝐶), ‖𝑥− 𝑦‖ 6 𝜀/𝑘та ‖𝑥* − 𝑦*‖ 6 𝑘.

Лiнденштраус розпочав вивчення властивостi Бiшопа-Фелпса для

операторiв, що дiють мiж двома банаховими просторами. Оператор 𝑇 ∈
𝐿(𝑋, 𝑌 ) досягає своєї норми, якщо iснує такий 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 , що ‖𝑇 (𝑥)‖ = ‖𝑇‖.
Ми використовуємо позначення 𝑁𝐴(𝑋, 𝑌 ) для пiдмножини операторiв, що

дiють з 𝑋 в 𝑌 та досягають своєї норми.

Означення 1.1. Пара банахових просторiв (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть

Бiшопа-Фелпса, якщо множина операторiв, що дiють з 𝑋 в 𝑌 , якi

досягають норми, щiльна в 𝐿(𝑋, 𝑌 ), тобто

𝑁𝐴(𝑋, 𝑌 ) = 𝐿(𝑋, 𝑌 ).

Класична теорема Бiшопа-Фелпса говорить, що пiдпростiр 𝑁𝐴(𝑋,R)
щiльний у 𝐿(𝑋,R). Бiшоп i Фелпс порушили питання, чи можна поширити
цей результат на оператори, що дiють мiж довiльними банаховими
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просторами. У роботi Лiнденштрауса [50] у 1963 роцi була надана негативна

вiдповiдь на це запитання. Найпростiший такий приклад ґрунтується на

тому, що iн’єктивний оператор, що дiє в строго опуклий простiр (тобто

простiр, в якому для всi точки одиничної сфери є екстремальними точками

одиничного шару), може досягати норми лише в екстремальнiй точцi

сфери. Таким чином, якщо ми розглянемо пару просторiв 𝑋 = 𝑐0 та 𝑌

– строго опуклий простiр iзоморфний до 𝑐0 з нормою

‖(𝑦𝑖)‖ = sup
𝑖∈N

|𝑦𝑖|+
√︃∑︁

𝑖∈N

1

2𝑖
𝑦2
𝑖 ,

тодi жодний оборотний оператор не досягає норми (бо 𝑐0 не має

екстремальних точок). Множина оборотних операторiв – вiдкрита, i

це означає, що оборотний оператор (наприклад, тотожний оператор)

не можна наблизити оператором, що досягає норми. Це мiркування

належить Лiнденштраусу. У тiй самiй роботi Лiнденштраус вiдокремлює

двi властивостi, якi заслуговують на дослiдження:

1. Банаховий простiр 𝑋 має властивiсть 𝐴, якщо для будь-якого

банахового простору 𝑌 пiдмножина 𝑁𝐴(𝑋, 𝑌 ) є щiльною у 𝐿(𝑋, 𝑌 )

2. Банаховий простiр 𝑌 має властивiсть 𝐵, якщо для будь-якого

банахового простору 𝑋 пiдмножина 𝑁𝐴(𝑋, 𝑌 ) є щiльною у 𝐿(𝑋, 𝑌 )

Лiнденстраус довiв слабшу версiю теореми Бiшопа-Фелпса для

операторiв, а саме, що для будь-якої пари банахових просторiв (𝑋, 𝑌 )

множина операторiв, другий спряжений до яких досягає своєї норми,

є щiльною в 𝐿(𝑋, 𝑌 ) [50, Theorem 1]. Звiдси випливає, що кожний

рефлексивний простiр має властивiсть 𝐴. Також Лiнденштраус показав,

що ℓ1 має властивiсть 𝐴, а такi простори, як 𝐿1[0, 1], 𝐶0(𝐿) не мають

властивостi 𝐴. Очiкувало свого розв’язання питання, чи кожний

рефлексивний простiр має властивiсть 𝐵, а також чи є серед класичних

банахових просторiв такi, що не мають цiєї властивостi.

Один зi значних результатiв Лiнденштрауса стосовно другої

властивостi – достатня умова, яка була названа властивiстю 𝛽. Цю
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властивiсть мають будь-якi скiнченновимiрних простори, чия одинична

сфера є багатогранником, а також будь-який пiдпростiр простору ℓ∞, який

мiстить 𝑐0. Пiзнiше Партiнгтон [55] довiв, що будь-який банаховий простiр

може бути еквiвалентно перенормований, щоб мати властивiсть 𝛽.

Означення 1.2 ([50]). Банаховий простiр 𝑌 має властивiсть 𝛽, якщо

iснують двi множини {𝑦𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆𝑌 , {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆*
𝑌 та число

0 6 𝜌 < 1 такi, що виконуються наступнi умови

(I) 𝑦*𝛼(𝑦𝛼) = 1,

(II) |𝑦*𝛼(𝑦𝛾)| 6 𝜌 якщо 𝛼 ̸= 𝛾,

(III) ‖𝑦‖ = sup{|𝑦*𝛼(𝑦)| : 𝛼 ∈ Λ}, для всiх 𝑦 ∈ 𝑌 .

Теорема (Лiнденштраус). Нехай 𝑌 – банаховий простiр що має

властивiсть 𝛽. Тодi 𝑌 має властивiсть 𝐵.

Прикладом простору, що не має властивостi 𝐵, може бути будь-який

строго опуклий простiр, який мiстить iзоморфну копiю 𝑐0.

У 1977 у статтi [15] Бургейн дослiдив зв’язок властивостi Бiшопа-

Фелпса та властивостi Радона-Нiкодима. Нагадаємо, що властивiсть

Радона-Нiкодима мають всi сепарабельнi спряженi простори. Бургейн

узагальнив результат Лiнденштрауса:

Теорема (Бургейн). Нехай банаховий простiр 𝑋 має властивiсть

Радона-Нiкодима. Тодi 𝑋 має властивiсть 𝐴.

У роботах Шахермаєра [58] та Джонсона i Вольфа [36] було показано,

що пара просторiв (𝐿1[0, 1], 𝐶[0, 1]) не має властивостi Бiшопа-Фелпса. З

цього випливає, що 𝐶[0, 1] не має властивостi 𝐵. Але варто зазначити,

що у роботi Iваника [31] властивiсть Бiшопа-Фелпса була доведена для

пари (𝐿1[0, 1], 𝐶[0, 1]) для деяких класiв операторiв, у тому числi для

слабко компактних операторiв. Також у цiй роботi було доведено, що для

будь-якої пари банахових просторiв, множина операторiв, чий спряжений

досягає норми, щiльна у 𝐿(𝑋, 𝑌 ) [31, Theorem 3].
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Наступний крок був зроблений у статтi [29] Гауерса, де було показано,

що нескiнченновимiрнi простори ℓ𝑝 (1 < 𝑝 < ∞) не мають властивостi 𝐵.

Нагадаємо означення рiвномiрно опуклого простору та модуля

рiвномiрної опуклостi, до яких ми не раз будемо звертатися.

Означення 1.3. Модулем рiвномiрної опуклостi банахового простору

𝑋 називається функцiя 𝛿𝑋(𝜀) : [0, 2] → [0, 1], яка визначається наступним

чином:

𝛿𝑋(𝜀) = inf

{︂
1− ‖𝑥+ 𝑦‖

2
: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 , ‖𝑥− 𝑦‖ = 𝜀

}︂
.

Банаховий простiр 𝑋 називається рiвномiрно опуклим, якщо 𝛿𝑋(𝜀) > 0 для

всiх 𝜀 > 0.

У роботi Агiре [8, Corollary 9] було доведено, що кожний нескiнченно-

вимiрний рiвномiрно опуклий простiр не має властивостi 𝐵. У статтi [1]

Акости було доведено, що нескiнченновимiрний строго опуклий простiр

також не має властивостi 𝐵:

Теорема (Акоста). Iснує банаховий простiр 𝑋 такий, що для будь-

якого нескiнченновимiрного простору 𝑌 , що є строго опуклим, множина

операторiв, що досягають норми, не щiльна у 𝐿(𝑋, 𝑌 ).

Приклади пар просторiв, що мають властивiсть Бiшопа-Фелпса, були

отриманi в роботах [30], [27], [35], а саме:

Теорема (Джонсон, Вольф). Пара (𝐶(𝐾), 𝐶(𝑆)) має властивiсть

Бiшопа-Фелпса для будь-яких компактiв 𝐾,𝑆.

Теорема (Iваник). Пара (𝐿1[0, 1], 𝐿1[0, 1]) має властивiсть Бiшопа-

Фелпса.

Теорема (Фiнет, Пая). Пара (𝐿1[0, 1], 𝐿∞[0, 1]) має властивiсть

Бiшопа-Фелпса.

Пiсля цих видатних результатiв численнi дослiдження сучасних

математикiв були спрямованi на поширення такого типу теорем на iншi

випадки, пошук прикладiв пар просторiв з властивiстю Бiшопа-Фелпса та
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без неї, узагальнення теореми Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв,

а також на дослiдження точностi оцiнок, з якими можна наближувати

вектор та функцiонал, та зв’язок з рiзними характеристиками банахових

просторiв.

Властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша була введена у 2008 роцi в роботi

[2] з метою поширити результат Болобаша на векторозначний випадок.

Починаючи з цього часу багато робiт було присвячено цiй властивостi. Ми

хочемо звернути увагу на найбiльш важливi з нашої точки зору результати.

Означення 1.4 ([2, Definition 1.1]). Пара банахових просторiв (𝑋, 𝑌 )

має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв, якщо для

будь-якого 𝛿 > 0 iснує 𝜀(𝛿) > 0 таке, що для будь-якого оператора

𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ), якщо 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 та ‖𝑇 (𝑥)‖ > 1 − 𝜀(𝛿), тодi iснує 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 та

𝐹 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) такий, що

‖𝐹 (𝑧)‖ = 1, ‖𝑥− 𝑧‖ < 𝛿 та ‖𝑇 − 𝐹‖ < 𝛿.

Очевидно, що з властивостi Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв

випливає властивiсть Бiшопа-Фелпса для операторiв. У [2, Theorem

2.2] автори довели, що якщо 𝑌 має властивiсть 𝛽, тодi для будь-якого

простору 𝑋 пара (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

операторiв, посиливши таким чином результат Лiнденштрауса. Також

була доведена теорема Бiшопа-Фелпса-Болобаша у випадку, коли обидва

простори скiнченновимiрнi. У цiй роботi також була надана характеризацiя

простору 𝑌 такого, що пара (ℓ1, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша. Нагадаємо, що (ℓ1, 𝑌 ) завжди має властивiсть Бiшопа-Фелпса.

Як було показано у статтi [2] (ℓ1, 𝑌 ) не завжди має властивiсть Бiшопа-

Фелпса-Болобаша. Прикладом цього являється пара (ℓ1,⊕2ℓ
(𝑛)
∞ ). Необхiдна

i достатня умова на простiр 𝑌 для того, щоб (ℓ1, 𝑌 ) мала властивiсть

Бiшопа-Фелпса-Болобаша, була названа властивiстю 𝐴𝐻𝑆𝑃 . Геометрично

ця властивiсть означає наступне: якщо ми маємо будь-який опуклий ряд

векторiв з одиничної сфери (тобто
∞∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘𝑥𝑘, де 𝑥𝑘 ∈ 𝑆𝑋 , 𝛼𝑘 ∈ (0, 1), та



36

∞∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘 = 1), i норма цього ряду близька до 1, тодi iснує такий функцiонал

одиничної норми, що переважна частина цих векторiв рiвномiрно близька

до одиничних векторiв, що лежать у гiперплощинi, де даний функцiонал

набуває значення 1.

Означення 1.5 ([2, Definition 3.1]). Банаховий простiр 𝑌 має

властивiсть 𝐴𝐻𝑆𝑃 , якщо для будь-якого 𝜀 > 0 iснує число 0 < 𝜂 < 𝜀 таке,

що для будь-якої послiдовностi {𝑥𝑘} ⊂ 𝑆𝑋 , та для будь-якого опуклого

ряду
∞∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘 з

‖
∞∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝑥𝑘‖ > 1− 𝜂

iснують пiдмножина 𝐴 ⊂ N та пiдмножина {𝑧𝑘 : 𝑘 ∈ 𝐴} ⊂ 𝑆𝑋 такi, що

(I)
∑︀
𝑘∈𝐴

𝛼𝑘 > 1− 𝜂;

(II) ‖𝑧𝑘 − 𝑥𝑘‖ < 𝜀 для будь-якого 𝑘 ∈ 𝐴;

(III) iснує такий 𝑥* ∈ 𝑆𝑋*, що 𝑥*(𝑧𝑘) = 1 для будь-якого 𝑘 ∈ 𝐴.

Прикладами банахових просторiв, що мають властивiсть 𝐴𝐻𝑆𝑃 , є всi

скiнченновимiрнi простори, рiвномiрно опуклi простори, а також 𝐿1(𝜇),

коли 𝜇 – це 𝜎-скiнченна мiра, та 𝐶(𝐾).

Теорема (Акоста, Арон, Гарсiя, Маестре). Пара (ℓ1, 𝑌 ) має

властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша тодi i тiльки тодi, коли 𝑌 має

властивiсть 𝐴𝐻𝑆𝑃 .

Ще одним результатом статтi [2] є теорема, що пара (ℓ
(𝑛)
∞ , 𝑌 ) має

властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша, якщо 𝑌 – рiвномiрно опуклий

простiр. Також у [2, Example 6.3] було показано, що неможливо поширити

результат Лiнденштрауса про щiльнiсть у 𝐿(𝑋, 𝑌 ) множини операторiв,

чий другий спряжений досягає норми, в сенсi властивостi Бiшопа-Фелпса-

Болобаша.

Наступним кроком стала стаття [9] Арона, Чоi, Гарсiї, Маестре у 2011
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роцi, в якiй була доведена теорема Бiшопа-Фелпса-Болобаша для пари

(𝐿1[0, 1], 𝐿∞[0, 1]) для дiйсного i комплексного випадку.

У статтi [21] було продовжено вивчення властивостi 𝐴𝐻𝑆𝑃 :

Теорема (Чоi, Кiм). Якщо (𝐿1[0, 1], 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-

Фелпса-Болобаша, тодi 𝑌 має властивiсть 𝐴𝐻𝑆𝑃 .

Теорема (Чоi, Кiм). Нехай банаховий простiр 𝑌 має властивiсть

Радона-Нiкодима. Тодi (𝐿1[0, 1], 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша тодi i тiльки тодi, коли 𝑌 має властивiсть 𝐴𝐻𝑆𝑃 .

На той час залишалося вiдкритим питання, чи iснує такий не-

скiнченновимiрний простiр 𝑌 , що (𝑐0, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша. У 2011 роцi у роботi [10] Арона, Каскалеса та Кожушкiної

вивчався випадок, коли 𝑇 – це асплундовий оператор. Нагадаємо,

що банаховий простiр 𝑋 називається асплундовим, якщо для будь-якої

неперервної опуклої функцiї 𝑓 , визначеної на вiдкритiй опуклiй множинi

𝑈 ⊂ 𝑋, множина точок iз 𝑈 в яких 𝑓 диференцiйовна за Фреше є

щiльною 𝐺𝛿 множиною в 𝑈 . Концепцiя асплундових просторiв широко

використовується та має декiлька характеризацiй. Наприклад, 𝑋 є

асплундовим простором тодi i тiльки тодi, коли 𝑋* має властивiсть

Радона-Нiкодима. Оператор 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) називається асплундовим

оператором, якщо вiн факторизується через асплундовий простiр, тобто

iснує асплундовий простiр 𝑍 та оператори 𝑇1 ∈ 𝐿(𝑋,𝑍), 𝑇2 ∈ 𝐿(𝑍, 𝑌 )

такi, що 𝑇 = 𝑇2 ∘ 𝑇1. Наприклад, кожний слабко компактний оператор

є асплундовим оператором. Очевидно, що якщо 𝑋 або 𝑌 є асплундовим

простором, то 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) є асплундовим оператором. Основний резуль-

тат [10] – доведення того, що пара просторiв (𝑋,𝐶(𝐾)) має властивiсть

Бiшопа-Фелпса-Болобаша, якщо 𝑋 являється асплундовим простором.

Це надало перший приклад пари (𝑐0, 𝑌 ) з властивiстю Бiшопа-Фелпса-

Болобаша, коли 𝑌 нескiнченновимiрний простiр.

У 2013 роцi цей результат було посилено у роботi [16] Каскалеса,

Кадеця, Гуiрао, в якiй цей факт був розповсюджений на випадок (𝑋,𝐴),
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де 𝐴 ⊂ 𝐶(𝐾) є рiвномiрною алгеброю. Головний результат статтi – це [16,

Теорема 3.6]:

Теорема (Каскалес, Кадець, Гуiрао). Нехай 𝐴 ⊂ 𝐶(𝐾) – рiвномiрна

алгебра та 𝑇 : 𝑋 → 𝐴 асплундовий оператор з ‖𝑇‖ = 1. Нехай 0 < 𝜀 <
√
2, 𝑥0 ∈ 𝑆𝑋 , i що ‖𝑇𝑥0‖ > 1− 𝜀2

2
. Тодi iснують 𝑢0 ∈ 𝑆𝑋 та асплундовий

оператор ̃︀𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝐴) такi, що

‖̃︀𝑇𝑢0‖ = 1, ‖𝑥0 − 𝑢0‖ 6 𝜀 та ‖𝑇 − ̃︀𝑇‖ < 2𝜀.

У роботi [17] цей результат був доведений для бiльш широкого класу

просторiв 𝑋 та бiльш широкого класу операторiв, а також була отримана

краща оцiнка. Ми докладно розповiмо про це у Роздiлi 4.

Ще один позитивний результат щодо прикладiв просторiв, для яких

виконується властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша, був отриманий у [22,

Теорема 3.1]

Теорема (Чоi, Кiм, Лi, Мартiн). Нехай 𝜇 i 𝜈 – довiльнi мiри. Тодi

пара (𝐿1(𝜇), 𝐿1(𝜈)) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша.

Також у тiй самiй статтi був отриманий результат для пари просторiв

(𝐿1[0, 1], 𝐶[0, 1]). Нагадаємо, що пара просторiв (𝐿1[0, 1], 𝐶[0, 1]) не має

властивостi Бiшопа-Фелпса [58], отже, не може мати властивостi Бiшопа-

Фелпса-Болобаша. Але в роботi [22] цей результат доводиться для деяких

класiв операторiв, узагальнюючи таки чином результат статтi [31].

Вивчення властивостi 𝐴𝐻𝑆𝑃 далi продовжувалося у статтях [4] та [23],

у том числi, щоб отримати результати для певних класiв операторiв, коли

𝑋 = 𝐿1(𝜇). Було введене таке означення:

Означення 1.6 ([4, Definition 1.3]). Нехай 𝑋, 𝑌 банаховi простори

(дiйснi або комплекснi), 𝑀 ⊂ 𝐿(𝑋, 𝑌 ). 𝑀 має властивiсть Бiшопа-

Фелпса-Болобаша, якщо для будь-якого 𝛿 > 0 iснує 𝜀(𝛿) > 0, таке що

для будь-якого оператора 𝑇 ∈ 𝑀 одиничної норми, якщо 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 та

‖𝑇 (𝑥)‖ > 1− 𝜀(𝛿), тодi iснує 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 та оператор 𝐹 ∈ 𝑀 одиничної норми
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такий, що

‖𝐹 (𝑧)‖ = 1, ‖𝑥− 𝑧‖ < 𝛿 та ‖𝑇 − 𝐹‖ < 𝛿.

Очевидно, що коли 𝑀 = 𝐿(𝑋, 𝑌 ), це означення збiгається з

Означенням 1.4 властивостi Бiшопа-Фелпса-Болобаша для пари просторiв

(𝑋, 𝑌 ). Була отримана цiкава характеризацiя властивостi 𝐴𝐻𝑆𝑃 [4, Corol-

lary 2.4].

Теорема (Акоста, Гарсiя, Гуерреро, Кiм, Маестре). Наступнi умови

еквiвалентнi:

(I) 𝑌 має властивiсть 𝐴𝐻𝑆𝑃 ;

(II) 𝐹 (𝐿1(𝜇), 𝑌 ) (пiдпростiр операторiв скiнченного рангу) має

властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша;

(III) 𝐾(𝐿1(𝜇), 𝑌 ) (пiдпростiр компактних операторiв) має

властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша;

(IV) 𝑊 (𝐿1(𝜇), 𝑌 ) (пiдпростiр слабко компактних операторiв) має

властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша;

(V) 𝑅𝑁(𝐿1(𝜇), 𝑌 ) (множина операторiв Радона-Нiкодима) має

властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша.

Нагадаємо, що 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) називається оператором скiнченного

рангу, якщо 𝑇 (𝑋) – скiнченновимiрний простiр; 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) називається

компактним оператором (слабко компактним), якщо 𝑇 (𝐵𝑋) – компактна

(слабко компактна) множина; 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) називається оператором

Радона-Нiкодима, якщо 𝑇 (𝐵𝑋) має властивiсть Радона-Нiкодима.

У роботi Чоi, Кiма, Лi, Мартiна [23] була надана достатня умова для

того, щоб банаховий простiр мав властивiсть 𝐴𝐻𝑆𝑃 . Також були отриманi

новi приклади просторiв з властивiстю 𝐴𝐻𝑆𝑃 , зокрема, 𝐿1(𝜇,𝑋), коли

𝑋 скiнченновимiрний, або рiвномiрно опуклий, або має властивiсть 𝛽

Лiнденштрауса.

У роботах [46], [47], [48] та [49] дослiджувався зв’язок властивостi
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Бiшопа-Фелпса-Болобаша та рiвномiрної опуклостi. У статтi [47] була

доведена теорема Бiшопа-Фелпса-Болобаша для пари (𝑋, 𝑌 ), коли 𝑋

являється рiвномiрно опуклим банаховим простором, при чому кiлькiсна

оцiнка пов’язана з модулем рiвномiрної опуклостi. Також була надана

характеризацiя рiвномiрної опуклостi у зв’язку з властивiстю Бiшопа-

Фелпса-Болобаша [47, Theorem 3.6]:

Теорема (Кiм, Лi). Для банахового простору 𝑋 наступнi двi умови

еквiвалентнi:

(I) 𝑋 є рiвномiрно опуклим;

(II) Для будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝜂 ∈ (0, 1) таке, що для всiх 𝑥 ∈
𝐵𝑋 , 𝑥

* ∈ 𝑆𝑋*, що задовольняють умову |𝑥*(𝑥)| > 1 − 𝜂, iснує

𝑦 ∈ 𝑆𝑋 , що ‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜀 та |𝑥*(𝑦)| = 1.

У статтi Кiма [46] було доведено, що пара (𝑐0, 𝑌 ) має властивiсть

Бiшопа-Фелпса-Болобаша, якщо 𝑌 – це рiвномiрно опуклий банаховий

простiр. Також було показано, що якщо 𝑌 є строго опуклим та (𝑐0, 𝑌 )

має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша, тодi 𝑌 має бути рiвномiрно

опуклим. У статтi Кiма та Лi [48] було доведено, що пара (𝐶(𝐾), 𝑌 )

має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша, якщо 𝑌 являється рiвномiрно

опуклим банаховим простором. Кiмом, Лi та Лiном [49, Theorem 5, The-

orem 6] була доведена властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для пари

(𝑋, 𝑌 ), коли 𝑋 – це дiйсний чи комплексний простiр 𝐿∞(𝜇) або 𝑐0 та 𝑌

являється рiвномiрно опуклим банаховим простором.

У роботi [3] властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша була доведена для

просторiв неперервних функцiй у дiйсному випадку [3, Theorem 2.5]:

Теорема (Акоста, Бесера-Гереро, Чоi, Чисельський, Кiм, Лi, Лоренсу,

Мартiн). Нехай 𝐾 та 𝑆 – компактнi гаусдорфовi простори. Тодi, у

дiйсному випадку, пара (𝐶(𝐾), 𝐶(𝑆)) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша для операторiв.

У тiй самiй статтi подiбний результат доводиться для класу компактних
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операторiв, якi дiють з простору неперервних функцiй на локально

компактному гаусдорфовому топологiчному просторi, що прямують до

нуля на нескiнченностi, у рiвномiрно опуклий простiр 𝑌 .

Вiдзначимо, що поширення [3, Theorem 2.5.] на комплексний випадок

залишається вiдкритим i дуже не простим питанням. Бiльш того, невiдомо,

чи являється множина операторiв, якi дiють мiж комплексними 𝐶(𝐾)

та 𝐶(𝑆) та досягають норми, щiльною у 𝐿(𝐶(𝐾), 𝐶(𝑆)), хоча результат

для дiйсного випадку був доведений багато рокiв тому. Але важливий

позитивний результат для випадку коли 𝑋 – це комплексний простiр 𝐶0(𝐿)

був отриманий у [6, Theorem 2.4]:

Теорема (Акоста). Пара (𝐶0(𝐿), 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша для операторiв, якщо 𝑌 являється C-рiвномiрно опуклим

банаховим простором.

Нагадаємо, що C-модулем опуклостi простору 𝑌 називається величина

𝛿C𝑌 (𝜀) = inf
𝑥,𝑦∈𝑆𝑌

sup{‖𝑥+ 𝜆𝜀𝑦‖ − 1 : 𝜆 ∈ C, |𝜆| = 1}.

Банаховий простiр 𝑌 називається C-рiвномiрно опуклим, якщо 𝛿C𝑌 (𝜀) > 0

для будь-якого 𝜀 > 0.

Робота Акости, Бесеро-Гереро, Гарсiї, Кiма та Маестре [5] присвячена

вивченню властивостi Бiшопа-Фелпса-Болобаша для пари просторiв

(ℓ
(3)
∞ , 𝑌 ). З цiєю метою автори ввели наступне поняття

Означення 1.7 ([5, Definition 2.1]). Банаховий простiр 𝑋 має

властивiсть 𝐴𝐻𝑆𝑃 − ℓ
(3)
∞ , якщо для будь-якого 𝜀 > 0 iснує таке 𝛿 > 0,

що виконується наступне.

Нехай для множини {𝑥𝑖 : 𝑖 = 1, 2, 3} ⊂ 𝐵𝑋 з ‖𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3‖ 6 1 iснує

непорожня пiдмножина 𝐶 ⊂ {1, 2, 3} та iснує 𝑥* ∈ 𝑆𝑋*, що

𝑥*(𝑥𝑖) > 1− 𝛿 для будь-якого 𝑖 ∈ 𝐶.

Тодi iснує множина {𝑧𝑖 : 𝑖 = 1, 2, 3} ⊂ 𝐵𝑋 з ‖𝑧1 + 𝑧2 − 𝑧3‖ 6 1 така, що

‖𝑥𝑖 − 𝑧𝑖‖ < 𝜀 для 𝑖 = 1, 2, 3, та ‖
∑︀
𝑖∈𝐶

𝑧𝑖‖ = |𝐶|
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Прикладами банахових просторiв, що мають таку властивiсть, є всi

скiнченновимiрнi простори, простори з властивiстю 𝛽 Лiнденштрауса, всi

рiвномiрно опуклi простори, а також простiр 𝐿1(𝜇). Не пiдпадає пiд це

означення, наприклад, простiр, що є строго опуклим та не є рiвномiрно

опуклим. Головним результатом згаданої статтi є [5, Theorem 2.9]:

Теорема (Акоста, Гарсiя, Бесеро-Гереро, Кiм, Маестре). Пара (ℓ(3)
∞ , 𝑌 )

має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша тодi i тiльки тодi, коли 𝑌

має властивiсть 𝐴𝐻𝑆𝑃 − ℓ
(3)
∞ .

Дослiдження умов, коли пара (𝑐0, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша було продовжене у статтi [7]. Головний результат цiєї статтi [7,

Theorem 2.4]:

Теорема (Акоста, Гарсiя, Кiм, Маестре). Нехай 𝑌 – дiйсний чи

комплексний банаховий простiр. Нехай iснують множини {𝑦𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} ⊂
𝑆𝑌 та {𝑦*𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐼} ⊂ 𝑆𝑌 *, пiдмножина 𝐸 ⊂ 𝑆𝑌 , вiдображення 𝐹 : 𝐸 →
𝑆𝑌 *, число 𝜌 ∈ [0, 1), що виконуються наступнi умови:

(I) 𝑦*𝑖 (𝑦𝑖) = 1;

(II) |𝑦*𝑖 (𝑦𝑗)| 6 𝜌, якщо 𝑖 ̸= 𝑗;

(III) 𝐸 – рiвномiрно строго виступаюча множина вiдносно 𝐹

(тобто ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 > 0, що якщо 𝑒 ∈ 𝐸, 𝑦 ∈ 𝐵𝑌 з 𝑅𝑒𝐹 (𝑒)(𝑦) >

1− 𝛿, тодi ‖𝑦 − 𝑒‖ < 𝜀);

(IV) |𝐹 (𝑒)(𝑦𝑖)| 6 𝜌 для всiх 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑒 ∈ 𝐸;

(V) ‖𝑦‖ = max{sup
𝑖∈𝐼

|𝑦*𝑖 (𝑦)|, sup
𝑒∈𝐸

|𝐹 (𝑒)(𝑦)|} для всiх 𝑦 ∈ 𝑌 .

Тодi пара (𝑐0, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша.

Таким чином був отриманий новий клас банахових просторiв 𝑌 таких,

що пара (𝑐0, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша. Цей клас

мiстить в собi рiвномiрно опуклi простори, простори з властивiстю 𝛽

Лiнденштрауса та iншi простори.
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Цiкавий напрямок дослiджень був започаткований у роботi [52] Мiгеля

Мартiна стосовно компактних операторiв. У всiх вiдомих прикладах

оператори, що не могли бути апроксимованi операторами, що досягають

норми, були некомпактними. Отже, до цiєї роботи питання, чи може

будь-який компактний оператор бути наближений оператором, що досягає

норми, залишалось вiдкритим. У статтi [52] була надана негативна

вiдповiдь на це питання.

Подальше вивчення властивостi Бiшопа-Фелпса-Болобаша для класу

компактних операторiв знайшло вiдображення у статтi [25] Дантаса,

Гарсiї, Маестре i Мартiна. З властивостi Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

класу компактних операторiв не випливає загальна властивiсть Бiшопа-

Фелпса-Болобаша. Наприклад, пара (𝐿1[0, 1], 𝐶[0, 1]) має властивiсть

Бiшопа-Фелпса-Болобаша для класу компактних операторiв, але множина

𝑁(𝐿1[0, 1], 𝐶[0, 1]) не є щiльною у 𝐿(𝐿1[0, 1], 𝐶[0, 1]), як було показано у

бiльш раннiх роботах. Головнi результати статтi [25] можна сформулювати

наступним чином:

Теорема (Дантас, Гарсiя, Маестре, Мартiн). Справедливi наступнi

твердження:

� Якщо пара (𝑐0, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

компактних операторiв, то це виконується i для пари (𝐶0(𝐿), 𝑌 ).

� Якщо 𝑌 – рiвномiрно опуклий банаховий простiр, то (𝑋, 𝑌 ) має

властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для компактних операторiв.

� Якщо пара (ℓ1(𝑋), 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

компактних операторiв та 𝑋* має властивiсть Радона-Нiкодима,

то пара (𝐿1(𝜇,𝑋), 𝑌 ) також має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша.

� Якщо пара (𝑋, ℓ𝑝(𝑌 )) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

компактних операторiв та 𝑋* має властивiсть Радона-Нiкодима,

то для будь-якої мiри 𝜇 такої, що 𝐿𝑝(𝜇, 𝑌 ) – нескiнченновимiрний
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простiр, пара (𝑋,𝐿𝑝(𝜇, 𝑌 )) також має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша (1 6 𝑝 < ∞).

� Якщо пара (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

компактних операторiв, то також її має пара (𝑋,𝐿∞(𝜇, 𝑌 )) для

будь-якої 𝜎-скiнченної мiри.

� Якщо пара (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

компактних операторiв, то також її має пара (𝑋,𝐶(𝐾,𝑌 )).

Залишається невирiшеним питання, чи випливає з властивостi

Бiшопа-Фелпса-Болобаша властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для класу

компактних операторiв.

Цiкава версiя властивостi Бiшопа-Фелпса-Болобаша була

запропонована у роботi Дантаса, Кiма та Лi [24]. У цiй статтi вводиться

нова властивiсть, яка дозволяє наближувати оператор 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) таким

оператором 𝐹 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ), який досягає норми у тiй самiй точцi, в якiй 𝑇

майже досягає норми.

Означення 1.8 ([24, Definition 1.2]). Пара банахових просторiв (𝑋, 𝑌 )

має точкову властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв, якщо

для будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝜂(𝜀) > 0, таке що для будь-якого оператора

𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ), якщо 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 та ‖𝑇 (𝑥)‖ > 1 − 𝜂(𝜀), тодi iснує 𝐹 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 )

такий, що ‖𝐹 (𝑥)‖ = 1 та ‖𝑇 − 𝐹‖ < 𝜀.

Ця властивiсть є сильнiшою за властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша.

Цiкаво, що рiвномiрна гладкiсть простору 𝑋 характеризується тим, що

(𝑋,K) має точкову властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша [24, Proposition

2.1]. Також були отриманi приклади пар банахових просторiв, якi мають

цю властивiсть. Наприклад, пара (𝑋, 𝑌 ), де 𝑋 – рiвномiрно гладкий

простiр та 𝑌 має властивiсть 𝛽 Лiнденштрауса; пара (𝐻, 𝑌 ), де 𝐻 –

гiльбертовий простiр; пара (𝑋,𝐴), де 𝑋 – рiвномiрно гладкий простiр та

𝐴 – рiвномiрна алгебра.

У статтях, про якi ми щойно розповiли, увага в першу чергу
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придiлялася доведенню факту, що функцiонал або оператор та точку, на

якiй майже досягається норма, можна апроксимувати. Хоча в багатьох

теоремах надавалася деяка кiлькiсна оцiнка, питання точностi цих оцiнок

не дослiджувалися. У 2014 роцi у статтi [18] Чiки, Кадеця, Мартiна,

Морено-Пулiдо i Рамбли-Барено були введенi два модулi, що показували

найкращу можливу оцiнку у властивостi Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

функцiоналiв у даному просторi.

Введемо позначення:

Π𝜀(𝑋) = {(𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑋 ×𝑋* : ‖𝑥‖ = ‖𝑥*‖ = 1, 𝑥*(𝑥) > 1− 𝜀}. (1.1)

Для зручностi будемо позначати Π0(𝑋) (тобто, коли виконується рiвнiсть

𝑥*(𝑥) = 1) через Π(𝑋).

Означення 1.9 ([18, Definition 1.2]). Нехай 𝑋 – банаховий простiр.

Модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша простору 𝑋 називається функцiя Φ𝑋 :

(0, 2) −→ R+, чиє значення у точцi 𝜀 ∈ (0, 2) – це iнфiмум тих 𝛿 > 0, що

для будь-якої пари (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝐵𝑋 × 𝐵𝑋*, iснує (𝑦, 𝑦*) ∈ Π(𝑋) з ‖𝑥 − 𝑦‖ < 𝛿

та ‖𝑥* − 𝑦*‖ < 𝛿.

Сферичним модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша простору 𝑋

називається така функцiя Φ𝑆
𝑋 : (0, 2) −→ R+, що для даного 𝜀 ∈ (0, 2),

її значення Φ𝑆
𝑋(𝜀) – це iнфiмум тих 𝛿 > 0, що для будь-якої пари

(𝑥, 𝑥*) ∈ Π𝜀(𝑋) з 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀, iснує (𝑦, 𝑦*) ∈ Π(𝑋) з ‖𝑥 − 𝑦‖ < 𝛿 та

‖𝑥* − 𝑦*‖ < 𝛿.

Очевидно, що Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6 Φ𝑋(𝜀). У роботi [18] були доведенi такi

властивостi вищезгаданих модулiв:

� Φ𝑆
𝑋(𝜀) та Φ𝑋(𝜀) є неперервними функцiями вiдносно 𝜀;

� Φ𝑆
𝑋(𝜀) та Φ𝑋(𝜀) є зростаючими функцiями;

� Φ𝑋 6 Φ𝑋* та Φ𝑆
𝑋 6 Φ𝑆

𝑋*;

� Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6 Φ𝑋(𝜀) 6

√
2𝜀;

� Φ𝑋(𝜀) =
√
2𝜀 тодi i тiльки тодi, коли Φ𝑆

𝑋(𝜀) =
√
2𝜀.
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З оцiнки Φ𝑋(𝜀) 6
√
2𝜀 випливає точна версiя теореми Бiшопа-Фелпса-

Болобаша.

Теорема 1.10 (Точна теорема Бiшопа-Фелпса-Болобаша [18]). Нехай

𝑋 – банаховий простiр, 𝜀 ∈ (0, 2), та (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝐵𝑋 × 𝐵𝑋* з 𝑥*(𝑥) > 1− 𝜀.

Тодi iснує така пара (𝑦, 𝑦*) ∈ Π(𝑋), що

max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} 6
√
2𝜀. (1.2)

Остання оцiнка не може бути покращена у ℓ(2)
1 – двовимiрному просторi

з нормою ‖(𝑥1, 𝑥2)‖ = |𝑥1| + |𝑥2| (див. [14] або [18, Example 2.5]). Бiльш

того, Теорема 5.8 з [18] стверджує, що простiр ℓ
(2)
1 – це єдиний (з точнiстю

до iзометрiї) двовимiрний дiйсний простiр, в якому оцiнка (1.2) не може

бути покращена. Навiть для нескiнченновимiрних банахових просторiв

ℓ
(2)
1 вiдiграє важливу роль у питаннi точностi теореми Бiшопа-Фелпса-

Болобаша: згiдно з Теоремою 5.9 з [18], якщо у просторi 𝑋 оцiнка (1.2) для

деякого 𝜀 ∈ (0, 1/2) не може бути покращена, тодi 𝑋 мiстить у собi майже

iзометричнi копiї ℓ(2)
1 . Нагадаємо, що 𝑋 мiстить у собi майже iзометричнi

копiї ℓ(2)
1 тодi i тiльки тодi, коли iснують такi елементи 𝑢𝑛, 𝑣𝑛 ∈ 𝑆𝑋 , що

‖𝑢𝑛 + 𝑣𝑛‖ → 2 та ‖𝑢𝑛 − 𝑣𝑛‖ → 2.

Простори, що не мiстять майже iзометричних копiй ℓ
(2)
1 , були вперше

розглянутi Джеймсом [34]. Головний результат [34] – рефлексивнiсть таких

просторiв – поклав початок теорiї суперрефлексивних просторiв.

Означення 1.11 ([34, Definition 1.2]). Банаховий простiр 𝑋

називається рiвномiрно неквадратним, якщо iснує 𝛼 > 0 таке, що

1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖) 6 2− 𝛼 для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 .

У у лiтературi можна знайти рiзноманiтнi кiлькiснi характеристики

рiвномiрної неквадратностi, їх властивостi та зв’язок з iншими важливими

геометричними характеристиками банахових просторiв. У Роздiлi 2 ми

розглядаємо такий параметр рiвномiрної неквадратностi:

𝛼(𝑋) := 2− sup
𝑥,𝑦∈𝐵𝑋

{︂
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖)

}︂
.
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Ми виявили, що одно з перших дослiджень цього параметра було здiйснено

у роботi [12] Баронтi, Касiнi та Папiнi у трохи iншому виглядi. У цiй статтi

вводяться та вивчаються двi характеристики:

𝐴1(𝑋) :=
1

2
inf
𝑥∈𝑆𝑋

sup
𝑦∈𝑆𝑋

{︂
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖)

}︂
.

𝐴2(𝑋) :=
1

2
sup
𝑥∈𝑆𝑋

sup
𝑦∈𝑆𝑋

{︂
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖)

}︂
.

𝐴2(𝑋) було обчислено для просторiв ℓ𝑝, 1 < 𝑝 < ∞:

𝐴2(ℓ𝑝) = max{21/𝑝, 21−1/𝑝}.

Далi, у тiй самiй статтi встановлений зв’язок константи 𝐴2(𝑋) з модулем

рiвномiрної опуклостi:

Теорема (Баронтi, Касiнi, Папiнi [12, Proposition 2.2]). Для будь-якого

банахового простору 𝑋 виконується рiвнiсть

𝐴2(𝑋) = 𝐴2(𝑋
*) = 1 + sup{𝜀/2− 𝛿𝑋(𝜀) : 𝜀 ∈ [0, 2]}.

Багато дослiджень було проведено стосовно константи Джеймса

𝐽(𝑋) = sup{min{‖𝑥 + 𝑦‖, ‖𝑥 − 𝑦‖} : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑋}, яка також показує,

наскiльки рiвномiрно неквадратним є банаховий простiр.

У роботi Като, Малiгранди та Такахаши [39] дослiджуються деякi

властивостi 𝐽(𝑋). У статтi Ванга [63, Теорема 1] доводиться такий зв’язок

мiж 𝐽(𝑋) та 𝐴2(𝑋):

𝐴2(𝑋) 6
3𝐽(𝑋)− 2

𝐽(𝑋)
.

У статтях [37] та [38] Комуро, Саiто i Танака глибоко вивчають властивостi

просторiв, якi мають параметр 𝐽(𝑋) =
√
2, тобто найменше можливе

значення цього параметра. Ми розглянемо випадок, коли 𝛼(𝑋) = 2−
√
2.

Вивчення модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша було продовжено у

статтях [19] та [20]. Один з результатiв роботи [19] – це бiльш детальна

оцiнка для модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша, яка враховує норми вектора

та функцiонала. Якщо ми позначимо

Π𝜀,𝜇,𝜃(𝑋) = {(𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑋 ×𝑋* : ‖𝑥‖ = 𝜇, ‖𝑥*‖ = 𝜃, 𝑥*(𝑥) > 1− 𝜀} ,
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то бiльш тонкий модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша визначається наступним

чином:

Φ𝑋(𝜇, 𝜃, 𝜀) = sup
(𝑥,𝑥*)∈Π𝜀,𝜇,𝜃(𝑋)

inf
(𝑦,𝑦*)∈Π0(𝑋)

max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖}.

У статтi [19, Theorem 2.1] була доведена така оцiнка

Φ𝑋(𝜇, 𝜃, 𝜀) 6 min {Ψ(𝜇, 𝜃, 𝜀), 1 + 𝜇, 1 + 𝜃} ,

де Ψ(𝜇, 𝜃, 𝜀) = 1− 𝜇+ 𝜃

2
+

√︂
(𝜇− 𝜃)2

2
+ 2(𝜇𝜃 − (1− 𝜀)) для 𝜀 ∈ (0, 1), 𝜇, 𝜃 ∈

[1 − 𝜀, 1] з 𝜃𝜇 > 1 − 𝜀. Також було доведено, що ця оцiнка є точною, i

вона не може бути покращена для простору ℓ
(2)
1 . Легко бачити, що коли

𝜇 = 1, 𝜃 = 1, права частина нерiвностi перетворюється просто на
√
2𝜀.

Iнший результат [19] – це оцiнка сферичного модуля Бiшопа-Фелпса-

Болобаша через параметр рiвномiрної неквадратностi. Бiльш докладно ми

розповiдаємо про це у Роздiлi 2 даної роботи.

У роботi [20] Чiка, Кадеця, Мартiна та Мерi факт, що рiвномiрно

неквадратний простiр не може мати максимальний модуль Бiшопа-Фелпса-

Болобаша був наданий для всiх 𝜀 ∈ (0, 2) та з бiльш простим доведенням.

Також була доведена неперервнiсть обох модулiв вiдносно простору 𝑋.

Крiм того була надана корисна характеризацiя рiвномiрно неквадратних

просторiв [20, Наслiдок 2.6]:

Теорема (Чiка, Кадець, Мартiн, Мерi). Для банахового простору 𝑋

наступнi умови еквiвалентнi:

(I) 𝑋 мiстить iзометричну копiю простору ℓ
(2)
1 ;

(II) iснує число 𝑘 ∈ (0, 1) та iснують два вектори 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 , 𝑦 ∈
𝑋/{0} такi, що

‖𝑥− 𝑦‖ = 𝑘та

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑦‖

⃦⃦⃦⃦
= 2𝑘.

У роботах [28] та [44] незалежно i одночасно було дослiджено

можливiсть отримання версiї теореми Бiшопа-Фелпса-Болобаша та

Бiшопа-Фелпса для лiпшицевих функцiоналiв. У цих статтях виникають
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рiзнi пiдходи до розумiння, що означає, що лiпшицева функцiя досягає

своєї норми. Нагадаємо, що банаховий простiр Lip0(𝑋, 𝑌 ) складається з

функцiй 𝑓 : 𝑋 −→ 𝑌 з 𝑓(0) = 0, якi задовольняють (глобально) умову

Лiпшиця (тобто iснує константа 𝑎 > 0 така, що ‖𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)‖ 6 𝑎‖𝑥− 𝑦‖).
Норма у цьому просторi задається наступним чином:

‖𝑓‖ = sup

{︂
‖𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)‖

‖𝑥− 𝑦‖
: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦

}︂
.

Iншими словами, ‖𝑓‖ – це найменша лiпшицева константа для 𝑓 .

Годфруа у своїй роботi [28] використовує пiдхiд, що вiдштовхується вiд

поняття похiдної.

Розглядаються лiпшицевi функцiї 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , де 𝑋, 𝑌 – це банаховi

простори. Вiн визначає три рiзних поняття досягнення норми для

лiпшицевої функцiї. Похiдною лiпшицевої функцiї 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 у точцi

𝑥 ∈ 𝑋 за напрямком 𝑒 ∈ 𝑆𝑋 називається величина

𝑓 ′(𝑥, 𝑒) = lim
𝑡→0

𝑓(𝑥+ 𝑡𝑒)− 𝑓(𝑥)

𝑡
,

якщо ця границя iснує в просторi 𝑌

Означення 1.12 ([28]). Лiпшицева функцiя 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 досягає

лiпшицевої норми на парi точок 𝑥 ̸= 𝑦, якщо ‖𝑓‖ =
‖𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)‖

‖𝑥− 𝑦‖
.

Лiпшицева функцiя 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 досягає лiпшицевої норми в точцi

𝑥 ∈ 𝑋 за напрямком 𝑒 ∈ 𝑆𝑋 , якщо виконується рiвнiсть:⃦⃦⃦⃦
lim
𝑡→0

𝑓(𝑥+ 𝑡𝑒)− 𝑓(𝑥)

𝑡

⃦⃦⃦⃦
= ‖𝑓‖.

Лiпшицева функцiя 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 досягає лiпшицевої норми за

напрямком 𝑦 ∈ 𝑌 , якщо ‖𝑓‖ = ‖𝑦‖ та iснує послiдовнiсть пар 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 ∈
𝑋, 𝑥𝑛 ̸= 𝑦𝑛 таких, що

lim
𝑡→∞

𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑦𝑛)

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖
= 𝑦.

Легко бачити, що якщо 𝑓 досягає норми на парi точок 𝑥, 𝑦, то вона

досягає норми у точцi 𝑥 в напрямку 𝑒 =
𝑦 − 𝑥

‖𝑦 − 𝑥‖
, i також 𝑓 досягає норми

за напрямком 𝑒. Якщо 𝑓 досягає норми в точцi 𝑥 за напрямком 𝑒, то вона

досягає норми за напрямком 𝑦 = lim𝑡→0
𝑓(𝑥+ 𝑡𝑒)− 𝑓(𝑥)

𝑡
.
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Зворотнi твердження не виконуються. Щоб побачити це, достатньо

розглянути функцiю 𝑓(𝑥) = sin(𝑥), яка має ‖𝑓‖ = 1 i досягає лiпшицевої

норми у точцi 𝑥 = 0 за напрямком 𝑒 = 1, але не досягає норми на жоднiй

парi точок 𝑥 ̸= 𝑦 ∈ R. Другий приклад – функцiя 𝑓(𝑥) =
√
1 + 𝑥2, також з

‖𝑓‖ = 1, яка досягає лiпшицевої норми за напрямком 𝑦 = 1, але не досягає

норми у жоднiй точцi за напрямком 𝑒, та не досягає норми на жоднiй парi

точок.

Наступна теорема показує, що навiть найслабша умова, що функцiя

досягає норми за напрямком є досить-таки обмежувальною.

Теорема (Годфруа [28, Corollary 6] ). Нехай 𝑋 – сепарабельний

банаховий простiр, iзоморфний деякому пiдпростору простору 𝑐0, 𝑌 –

банаховий простiр з властивiстю Кадеця-Клi, тобто у якому сильна i

слабка топологiї узгодженi на одиничнiй сферi 𝑌 . Нехай 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 –

лiпшицевий iзоморфiзм. Тодi 𝑓 не досягає норми в жодному напрямку

𝑦 ∈ 𝑌 .

У статтi [44] розглядається простiр Lip0(𝐸) лiпшицевих функцiй 𝑓 , що

дiють iз метричного простору 𝐸 з видiленою точкою 0 у поле дiйсних чисел

з умовою 𝑓(0) = 0. У цьому просторi норма задається формулою

‖𝑓‖ = sup

{︂
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

𝜌(𝑥, 𝑦)
: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝑥 ̸= 𝑦

}︂
.

По-перше, найбiльш природне означення, що 𝑓 ∈ Lip0(𝐸) досягає

норми, можна сформулювати так:

Означення 1.13 ([44]). Функцiя 𝑓 ∈ Lip0(𝐸) досягає норми у строгому

сенсi, якщо iснують 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸, 𝑥 ̸= 𝑦 такi, що ‖𝑓‖ =
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

𝜌(𝑥, 𝑦)
. Пiдмно-

жину тих 𝑓 ∈ Lip0(𝐸), що досягають норми у строгому сенсi, позначимо

SA(𝐸).

Однак такий пiдхiд не дає можливостi отримати аналог теореми

Бiшопа-Фелпса для лiпшицевих функцiй навiть у випадку розмiрностi 1.

Ми обґрунтуємо це у Роздiлi 3.
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Але, як було показано у [44], для банахового простору 𝑋 множина

SA(𝑋) не може бути дуже малою. Насправдi SA(𝑋) слабко секвенцiйно

щiльно у Lip0(𝑋) для будь-якого банахового простору 𝑋. Бiльше того,

слабкий аналог теореми Бiшопа-Фелпса був отриманий для ширшого класу

метричних просторiв у [44, Теорема 2.6].

Метричний простiр 𝐸 називається локальним, якщо для будь-якого

𝜀 > 0 та для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ Lip0(𝐸) iснують двi рiзнi точки

𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐸 такi, що 𝜌(𝑡1, 𝑡2) < 𝜀 та

𝑓(𝑡2)− 𝑓(𝑡1)

𝜌(𝑡1, 𝑡2)
> ‖𝑓‖ − 𝜀.

Теорема (Кадець, Мартiн). Нехай 𝐸 – локальний метричний

простiр. Тодi SA(𝐸) слабко секвенцiйно щiльно у Lip0(𝐸), тобто для

будь-якої 𝑔 ∈ Lip0(𝐸) iснує послiдовнiсть {𝑔𝑛} у SA(𝐸), яка слабко

збiгається до 𝑔.

Iнший пiдхiд, що використовується у [44] – це досягнення норми за

напрямком (див. Означення 3.4). У Роздiлi 3 ми дослiджуємо узагальнення

теореми Бiшопа-Фелпса-Болобаша в цьому сенсi для рiвномiрно опуклих

просторiв.

У Додатку Б ми надаємо таблицю (Табл. 1.1), в якiй пiдсу-

мовуються вiдомостi щодо того, для яких пар просторiв виконується

властивiсть Бiшопа-Фелпса, для яких виконується властивiсть Бiшопа-

Фелпса-Болобаша, i для яких не виконується жодна.
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РОЗДIЛ 2

КIЛЬКIСНI ВЕРСIЇ ТЕОРЕМИ

БIШОПА-ФЕЛПСА-БОЛОБАША ДЛЯ ЛIНIЙНИХ

ФУНКЦIОНАЛIВ

2.1 Рiвномiрно неквадратнi простори

Нагадаємо, що банаховий простiр називається рiвномiрно

неквадратним, якщо всi його двовимiрнi пiдпростори рiвномiрно вiддаленi

вiд простору ℓ
(2)
1 . Iснують рiзноманiтнi числовi характеристики, що

вимiрюють наскiльки неквадратним є простiр. Як вже було вiдмiчено у

Роздiлi 1, у статтях [12], [39] дослiджувались такi параметри:

𝐴2(𝑋) := sup
𝑥,𝑦∈𝑆𝑋

{︂
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖)

}︂
. (2.1)

𝐽(𝑋) = sup
𝑥,𝑦∈𝑆𝑋

{min {‖𝑥+ 𝑦‖, ‖𝑥− 𝑦‖}} . (2.2)

Параметром рiвномiрної неквадратностi простора 𝑋 ми називаємо

величину

𝛼(𝑋) := 2− sup
𝑥,𝑦∈𝐵𝑋

{︂
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖)

}︂
. (2.3)

У цих позначеннях 𝑋 – це рiвномiрно неквадратний простiр тодi та

тiльки тодi, коли 𝛼(𝑋) > 0. Ми визначали параметр 𝛼(𝑋) таким чином,

щоб нам було зручно отримати оцiнку для сферичного модуля Бiшопа-

Фелпса -Болобаша. Пiд час вивчення лiтератури ми виявили, що набагато

ранiше був введений параметр 𝐴2(𝑋), який явно виражається через 𝛼(𝑋).

Зауважимо, що основна вiдмiннiсть мiж цими виразами полягає в тому,

що в формулi (2.1) супремум береться за векторами з одиничної сфери, а

в формулi (2.3) супремум береться за векторами з одиничної кулi. Але ця

вiдмiннiсть не є суттєвою.
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Твердження 2.1. Для будь-якого банахового простору 𝑋

𝛼(𝑋) = 2− 𝐴2(𝑋).

Доведення. У [12, Proposition 2.2] встановлюється зв’язок 𝐴2(𝑋) з

модулем рiвномiрної опуклостi 𝛿𝑋 простору 𝑋. Модуль рiвномiрної

опуклостi визначається наступною формулою:

𝛿𝑋(𝜀) = inf

{︂
1− ‖𝑥+ 𝑦‖

2
: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 , ‖𝑥− 𝑦‖ = 𝜀

}︂
, (2.4)

а вищезгаданий зв’язок полягає у формулi

𝐴2(𝑋) = 1 + sup{𝜀/2− 𝛿𝑋(𝜀) : 𝜀 ∈ [0, 2]}.

З iншого боку, вiдомо, що при визначеннi модуля рiвномiрної опуклостi

iнфiмум можна брати хоч по 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 , хоч по 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 (наприклад,

див. [51, cтор. 60]). З цього випливає, що

𝐴2(𝑋) = 1 + sup

{︂
𝜀/2− 1 +

‖𝑥+ 𝑦‖
2

: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 , ‖𝑥− 𝑦‖ = 𝜀, 𝜀 ∈ [0, 2]

}︂
= sup

{︂
‖𝑥− 𝑦‖

2
+

‖𝑥+ 𝑦‖
2

: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 , ‖𝑥− 𝑦‖ = 𝜀, 𝜀 ∈ [0, 2]

}︂
= sup

𝑥,𝑦∈𝐵𝑋

{︂
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖)

}︂
.

Отже, 𝛼(𝑋) = 2− 𝐴2(𝑋). 2

Проте, для повноти викладу, ми доводимо деякi властивостi параметра

𝛼(𝑋), якi альтернативно можуть бути виведенi iз властивостей 𝐴2(𝑋).

Твердження 2.2. Для будь-якого банахового простору 𝑋 вико-

нується нерiвнiсть 𝛼(𝑋) 6 2−
√
2.

Доведення. Згiдно з теоремою Дея-Нордлендера [26, стор. 60], для

довiльного простору 𝑋 має мiсце наступна оцiнка модуля опуклостi:

𝛿𝑋(𝜀) 6 1−
√︀

1− 𝜀2/4. Отже, можемо написати:
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𝛼(𝑋) = 2− sup
𝑥,𝑦∈𝐵𝑋

{︂
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖)

}︂
= 2− sup

𝜀∈(0,2]

(︂
sup

{︂
‖𝑥+ 𝑦‖

2
: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 , ‖𝑥− 𝑦‖ = 𝜀

}︂
+ 𝜀/2

)︂
= 2− sup

𝜀∈(0,2]

{1− 𝛿𝑋(𝜀) + 𝜀/2} 6 2− sup
𝜀∈(0,2]

{︁
𝜀/2 +

√︀
1− 𝜀2/4

}︁
= 2−

√
2.

2

Зауваження 2.3. Оскiльки для гiльбертого простору 𝐻 має мiсце

рiвнiсть 𝛿𝐻(𝜀) = 1−
√︂

1− 𝜀2

4
, то для будь-якої розмiрностi починаючи з

2 виконується рiвнiсть

𝛼(𝐻) = 2−
√
2.

Нам також було цiкаво дослiдити, яку iнформацiю про довiльний

простiр 𝑋 ми маємо, якщо 𝛼(𝑋) = 2−
√
2.

У [37, Theorem 2.3] було доведено, що якщо у банахового простору 𝑋

з dim(𝑋) > 3 константа Джеймса (альтернативний параметр рiвномiрної

неквадратностi, що визначений у формулi (2.2)) має таке ж саме значення,

як у гiльбертового простору, а саме 𝐽(𝑋) = 𝐽(𝐻) =
√
2, тодi цей простiр є

гiльбертовим.

Можна бачити, що

𝛼(𝑋) = 2−
√
2 ⇒ 𝐽(𝑋) =

√
2.

Пояснимо цю iмплiкацiю трохи докладнiше:

𝐽(𝑋) = sup
𝑥,𝑦∈𝑆𝑋

{min {‖𝑥+ 𝑦‖, ‖𝑥− 𝑦‖}} 6 sup
𝑥,𝑦∈𝐵𝑋

{︂
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖)

}︂
= 𝐴2(𝑋) = 2− 𝛼(𝑋).

Отже, якщо 𝛼(𝑋) = 2 −
√
2, то виконується 𝐽(𝑋) 6

√
2, i це означає, що

𝐽(𝑋) =
√
2.

Таким чином ми отримали наступне твердження:
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Твердження 2.4. Нехай 𝑋 – банаховий простiр розмiрностi не

менше нiж 3 та 𝛼(𝑋) = 2−
√
2. Тодi 𝑋 є гiльбертовим простором.

Наступна властивiсть параметра рiвномiрної неквадратностi полягає в

тому, що вiн не змiнюється при переходi до спряженого простору.

Твердження 2.5. Параметр рiвномiрної неквадратностi

зберiгається при переходi до спряженого простору, тобто 𝛼(𝑋) = 𝛼(𝑋*)

для будь-якого банахового простору 𝑋.

Доведення. Для довiльних 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 розглянемо опорнi функцiонали

𝑓, 𝑔 у точках 𝑥 + 𝑦 та 𝑥 − 𝑦 вiдповiдно, тобто для 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑆𝑋* виконується

𝑓(𝑥+ 𝑦) = ‖𝑥+ 𝑦‖ та 𝑔(𝑥− 𝑦) = ‖𝑥− 𝑦‖. Тодi,

‖𝑓 + 𝑔‖+ ‖𝑓 − 𝑔‖ > (𝑓 + 𝑔)(𝑥) + (𝑓 − 𝑔)(𝑦)

= 𝑓(𝑥+ 𝑦) + 𝑔(𝑥− 𝑦) = ‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖.

Отже, ми отримуємо

sup
𝑓,𝑔∈𝐵𝑋*

{‖𝑓 + 𝑔‖+ ‖𝑓 − 𝑔‖} > ‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖.

Рухаючи 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 , ми отримуємо 𝛼(𝑋*) 6 𝛼(𝑋). Пiдставляючи 𝑋*

замiсть 𝑋 ми отримуємо 𝛼(𝑋**) 6 𝛼(𝑋*). У випадку, коли 𝛼(𝑋) > 0,

простiр є рефлексивним, i тодi з цього випливає, що 𝛼(𝑋) = 𝛼(𝑋*). У

iншому випадку 𝛼(𝑋) = 0, ми маємо 0 = 𝛼(𝑋) > 𝛼(𝑋*) > 0, що завершує

доведення. 2

У роботi [20] була отримана умова, еквiвалентна тому, що 𝛼(𝑋) = 0 у

термiнах деяких рiвностей для векторiв, а саме [20, Corollary 2.6], що iснує

число 𝑘 ∈ (0, 1) та iснують два вектори 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑋/{0} такi, що

‖𝑥− 𝑦‖ = 𝑘 та

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑦‖

⃦⃦⃦⃦
= 2𝑘.

Наступне твердження є кiлькiсною версiєю цього факту. За допомогою

нього ми зможемо оцiнити сферичний модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша

через параметр рiвномiрної неквадратностi.
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Твердження 2.6. Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝑘 ∈ (0, 1/2], 𝑟 ∈
(0, 𝑘), 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑋/{0} такi, що

‖𝑥− 𝑦‖ 6 𝑘 та

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑦‖

⃦⃦⃦⃦
> 2𝑘 − 𝑟.

Тодi виконується наступна нерiвнiсть

𝛼(𝑋) 6
3𝑟

2𝑘
(2.5)

Доведення. Ми маємо

2𝑘 − 𝑟 6

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑦‖

⃦⃦⃦⃦
6 ‖𝑥− 𝑦‖+ |1− ‖𝑦‖|.

Також можемо написати, що

𝑘 > |1− ‖𝑦‖| >
⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑦‖

⃦⃦⃦⃦
− ‖𝑥− 𝑦‖ >

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑦‖

⃦⃦⃦⃦
− 𝑘 > 𝑘 − 𝑟. (2.6)

𝑘 > ‖𝑥− 𝑦‖ >

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑦‖

⃦⃦⃦⃦
− |1− ‖𝑦‖| > 𝑘 − 𝑟.

Нам потрiбно показати, що iснують такi вектори 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑆𝑋 , що

1

2
(‖𝑢+ 𝑣‖+ ‖𝑢− 𝑣‖) > 2− 3𝑟

2𝑘
. (2.7)

Ми розглянемо два окремi випадки.

Випадок 1. Нехай ‖𝑦‖ 6 1.

Розглянемо вектори

𝑢 =
𝑦

‖𝑦‖
∈ 𝑆𝑋 , 𝑣′ =

1

𝑘
𝑥+

(︂
1− 1

𝑘

)︂
𝑢, 𝑣 =

𝑣′

‖𝑣′‖
∈ 𝑆𝑋 ,

та покажемо, що для 𝑢, 𝑣 виконується нерiвнiсть (2.7). Зауважемо, що

‖𝑥− 𝑢‖ > 2𝑘 − 𝑟

Спочатку оцiнимо ‖𝑣 − 𝑣′‖. Очевидно, що ‖𝑣′‖ >

⃒⃒⃒⃒
1

𝑘
−
⃒⃒⃒⃒
1− 1

𝑘

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
= 1.

Також, використовуючи, що ‖𝑦‖ 6 1 та нерiвнiсть (2.6), можемо написати⃒⃒
𝑘 − 1 + ‖𝑦‖

⃒⃒
=
⃒⃒
𝑘 − (1− ‖𝑦‖)

⃒⃒
= 𝑘 −

⃒⃒
1− ‖𝑦‖

⃒⃒
6 2𝑘 − ‖𝑥− 𝑢‖ 6 𝑟,

i таким чином,⃦⃦⃦⃦
𝑣′ − 𝑥− 𝑦

𝑘

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
𝑘 − 1

𝑘
𝑢+

1

𝑘
𝑦

⃦⃦⃦⃦
=

1

𝑘

⃒⃒
𝑘 − 1 + ‖𝑦‖

⃒⃒
6

𝑟

𝑘
.
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Через те, що

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

𝑘

⃦⃦⃦⃦
6 1, ми маємо, що ‖𝑣′‖ 6 1 +

𝑟

𝑘
, тож

‖𝑣 − 𝑣′‖ =
⃒⃒
1− ‖𝑣′‖

⃒⃒
6 1 +

𝑟

𝑘
− 1 =

𝑟

𝑘
.

Далi оцiнимо ‖𝑢− 𝑣′‖.

‖𝑢− 𝑣′‖ =

⃦⃦⃦⃦
𝑢− 1

𝑘
𝑥− 𝑢+

1

𝑘
𝑢

⃦⃦⃦⃦
=

‖𝑥− 𝑢‖
𝑘

>
2𝑘 − 𝑟

𝑘
= 2− 𝑟

𝑘
.

Тепер можемо оцiнити

‖𝑢− 𝑣‖ > ‖𝑢− 𝑣′‖ − ‖𝑣 − 𝑣′‖ > 2− 2𝑟

𝑘
. (2.8)

Щоб оцiнити ‖𝑢+ 𝑣′‖ будемо використовувати, що 𝑘 6 1/2.

‖𝑢+ 𝑣′‖ =
1

𝑘
‖𝑥+ (2𝑘 − 1)𝑢‖ >

1

𝑘
(1− |1− 2𝑘|) = 2 .

Тепер можемо оцiнити

‖𝑢+ 𝑣‖ > ‖𝑢+ 𝑣′‖ − ‖𝑣 − 𝑣′‖ > 2− 𝑟

𝑘
. (2.9)

Нерiвностi (2.8) та (2.9) дають нам, що

1

2
(‖𝑢+ 𝑣‖+ ‖𝑢− 𝑣‖) > 2−

(︁𝑟
𝑘
+

𝑟

2𝑘

)︁
> 2− 3𝑟

2𝑘
.

Oтже, нерiвнiсть (2.7) виконана. Випадок 2. Нехай ‖𝑦‖ > 1.

На цей раз розглянемо такi вектори

𝑢 =
𝑦

‖𝑦‖
∈ 𝑆𝑋 , 𝑣′ =

1

𝑘
𝑥−

(︂
1 +

1

𝑘

)︂
𝑢 𝑣 =

𝑣′

‖𝑣′‖
∈ 𝑆𝑋 .

Знов очевидно, що ‖𝑣′‖ > 1. Використовуючи, що ‖𝑦‖ > 1 та (2.6),

отримуємо ⃒⃒
𝑘 + 1− ‖𝑦‖

⃒⃒
=
⃒⃒
𝑘 − (‖𝑦‖ − 1)

⃒⃒
= 𝑘 −

⃒⃒
‖𝑦‖ − 1

⃒⃒
6 𝑟.

Таким чином,⃦⃦⃦⃦
𝑣′ − 𝑥− 𝑦

𝑘

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦
−
(︂
1 +

1

𝑘

)︂
𝑢+

1

𝑘
𝑦

⃦⃦⃦⃦
=

1

𝑘

⃒⃒
𝑘 + 1− ‖𝑦‖

⃒⃒
6

𝑟

𝑘
.

Через те, що

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

𝑘

⃦⃦⃦⃦
6 1, ми маємо, що ‖𝑣′‖ 6 1 +

𝑟

𝑘
, тож

‖𝑣 − 𝑣′‖ =
⃒⃒
1− ‖𝑣′‖

⃒⃒
= ‖𝑣′‖ − 1 6

𝑟

𝑘
.
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Тепер оцiнимо ‖𝑢+ 𝑣′‖ та ‖𝑢− 𝑣′‖.

‖𝑢+ 𝑣′‖ =

⃦⃦⃦⃦
𝑢+

1

𝑘
𝑥− 𝑢− 1

𝑘
𝑢

⃦⃦⃦⃦
=

‖𝑥− 𝑢‖
𝑘

>
2𝑘 − 𝑟

𝑘
= 2− 𝑟

𝑘
.

‖𝑢− 𝑣′‖ =

⃦⃦⃦⃦
(2 +

1

𝑘
)𝑢− 1

𝑘
𝑥

⃦⃦⃦⃦
> 2.

Таким чином, можемо оцiнити

‖𝑢+ 𝑣‖ > ‖𝑢+ 𝑣′‖ − ‖𝑣′ − 𝑣‖ > 2− 𝑟

𝑘
− 𝑟

𝑘
= 2− 2𝑟

𝑘
. (2.10)

‖𝑢− 𝑣‖ > ‖𝑢− 𝑣′‖ − ‖𝑣′ − 𝑣‖ > 2− 𝑟

𝑘
. (2.11)

Нерiвностi (2.10) та (2.11) дають нам, що у другому випадку нерiвнiсть

(2.7) виконується. 2

2.2 Оцiнка сферичного модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

рiвномiрно неквадратних просторiв

У цьому роздiлi ми отримаємо верхню границю для Φ𝑆
𝑋(𝜀) у термiнах

параметра рiвномiрної неквадратностi простору 𝑋. Мотивацiєю для

отримання цiєї оцiнки послужила Теорема 5.9 з статтi [18], яка стверджує,

що якщо у просторi 𝑋 сферичний модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша

приймає найбiльше можливе значення, а саме Φ𝑆
𝑋(𝜀) =

√
2𝜀 для деякого

𝜀 ∈ (0, 1/2), тодi 𝑋 мiстить у собi майже iзометричнi копiї ℓ(2)
1 , тобто не є

рiвномiрно неквадратним.

Нагадаємо, що сферичним модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша простору

𝑋 називається функцiя Φ𝑆
𝑋 : (0, 2) −→ R+, яка визначається наступним

чином:

Φ𝑆
𝑋(𝜀) = sup

(𝑥,𝑥*)∈Π𝜀(𝑋)

inf
(𝑦,𝑦*)∈Π(𝑋)

max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖},

де Π𝜀(𝑋) = {(𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑋 × 𝑋* : ‖𝑥‖ = ‖𝑥*‖ = 1, 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀} та

Π(𝑋) = {(𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑋 ×𝑋* : ‖𝑥‖ = ‖𝑥*‖ = 1, 𝑥*(𝑥) = 1}.
Для того, щоб отримати оцiнку для Φ𝑆

𝑋 ми будемо використовувати

вже цитовану нами у першому роздiлi теорему Фелпса [56, Corollary 2.2] у

наступному виглядi:
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Теорема 2.7 (Фелпс). Нехай 𝑋 – банаховий простiр та 𝜀 > 0. Нехай

𝑥* ∈ 𝑆𝑋*, 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 та

𝑥*(𝑥) > ‖𝑥*‖ − 𝜀.

Тодi для будь-якого 𝑘 ∈ (0, 1) iснує функцiонал 𝑦* ∈ 𝑋* та вектор 𝑦 ∈ 𝑆𝑋

такий, що

𝑦*(𝑦) = ‖𝑦*‖, ‖𝑥− 𝑦‖ 6 𝜀/𝑘та ‖𝑥* − 𝑦*‖ 6 𝑘.

Сформулюємо наш основний результат.

Теорема 2.8. Нехай 𝑋 – банаховий простiр з 𝛼(𝑋*) > �̃� > 0. Тодi

Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6

√
2𝜀

√︂
1− 1

3
�̃� для 𝜀 ∈

(︂
0,

1

2
− 1

6
�̃�

)︂
та

Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6 2𝜀 для 𝜀 ∈

(︂
1

2
− 1

6
�̃�,

1

2

)︂
.

Отже, з того, що 𝛼(𝑋) = 𝛼(𝑋*) у будь-якому банаховому просторi 𝑋,

маємо

Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6

√
2𝜀

√︂
1− 1

3
𝛼(𝑋) для 𝜀 ∈

(︂
0,

1

2
− 1

6
𝛼(𝑋)

)︂
та

Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6 2𝜀 для 𝜀 ∈

(︂
1

2
− 1

6
𝛼(𝑋),

1

2

)︂
.

Перед тим, як доводити теорему, доведемо наступну лему.

Лема 2.9. Нехай 𝑋 – банаховий простiр з 𝛼(𝑋*) > �̃�. Тодi для будь-

якого 𝜀 ∈ (0, 2), будь-якої пари (𝑥, 𝑥*) ∈ Π𝜀(𝑋) з 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀, та будь-

якого 𝑘 ∈ (0, 1/2] iснує пара (𝑦, 𝑦*) ∈ Π(𝑋) така, що

‖𝑥− 𝑦‖ 6
𝜀

𝑘
та ‖𝑥* − 𝑦*‖ 6 2𝑘 − 2

3
𝑘�̃�.

Доведення. Зафiксуємо (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝑋* з 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀, та

застосовуючи Теорему 2.7 знайдемо 𝑦*0 ∈ 𝑋* та 𝑦 ∈ 𝑌 такi, що

‖𝑦‖ = 1, 𝑦*0(𝑦) = ‖𝑦*0‖, ‖𝑥− 𝑦‖ 6
𝜀

𝑘
та ‖𝑥* − 𝑦0

*‖ 6 𝑘.
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Позначаючи 𝑦* =
𝑦0

*

‖𝑦0
*‖
, маємо (𝑦, 𝑦*) ∈ Π(𝑋). Припустимо вiд

супротивного, що

‖𝑥* − 𝑦*‖ > 2𝑘 − 2

3
𝑘�̃�.

Тодi ми потрапляємо в умови Твердження 2.6 для простору 𝑋*, з 𝑟 =
2

3
𝑘�̃�

та 𝑘 ∈ (0, 1/2]. Очевидно, що 𝑟 ∈ (0, 𝑘), оскiльки �̃� 6 2 −
√
2. Отже, ми

маємо, що 𝛼(𝑋*) 6
3𝑟

2𝑘
= �̃�, i це протирiччя завершує доведення. 2

Доведення теореми 2.8. Нехай (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝑋* з 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀

зафiксовано. Якщо 𝜀 ∈
(︂
0,

1

2
− 1

6
�̃�

)︂
ми розглянемо

𝑘 =

⎯⎸⎸⎷ 𝜀

2− 2

3
�̃�
,

що задовольняє 𝑘 <
1

2
та

2𝑘 − 2

3
𝑘�̃� =

𝜀

𝑘
=

√
2𝜀

√︂
1− �̃�

3
.

Таким чином, згiдно з Лемою 5.4, iснує пара (𝑦, 𝑦*) ∈ Π(𝑋) така, що

‖𝑥− 𝑦‖ 6
√
2𝜀

√︂
1− �̃�

3
та ‖𝑥* − 𝑦*‖ 6

√
2𝜀

√︂
1− �̃�

3
.

Беручи супремум по всiх (𝑥, 𝑥*) ми отримуємо потрiбну нерiвнiсть.

Якщо навпаки 𝜀 ∈
(︂
1

2
− 1

6
�̃�,

1

2

)︂
, ми використовуємо Лему 5.4 з 𝑘 =

1

2
та отримуємо

‖𝑥− 𝑦‖ 6 2𝜀 та ‖𝑥* − 𝑦*‖ 6 1− 1

3
�̃� < 2𝜀,

що завершує доведення теореми.

Зауважимо, що границя для Φ𝑆
𝑋(𝛿), яку ми надали в цiй теоремi, не

претендує на те, щоб вважатися точною. Але ми покажемо, що ця оцiнка

не може бути покращена дуже сильно. А саме, ми покажемо, що для будь-

якого значення 𝛼 ∈ [0, 1/2] iснує такий банаховий простiр 𝑋 з параметром

рiвномiрної неквадратностi 𝛼, що

Φ𝑆
𝑋(𝜀) >

√
2𝜀
√︀
1− 𝛼(𝑋).



61

Для цього ми будемо розглядати двовимiрний простiр чия одинична

сфера є шестикутником. А саме, зафiксуємо 𝜌 >
1

2
та позначимо 𝑋𝜌

лiнiйний простiр R2 з такою нормою:

‖(𝑥1, 𝑥2)‖ = ‖(𝑥1, 𝑥2)‖𝜌 = max

{︂⃒⃒⃒⃒
𝑥1 −

1− 𝜌

𝜌
𝑥2

⃒⃒⃒⃒
,

⃒⃒⃒⃒
𝑥2 −

1− 𝜌

𝜌
𝑥1

⃒⃒⃒⃒
, |𝑥1 + 𝑥2|

}︂
.

Тобто,

‖(𝑥1, 𝑥2)‖ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
|𝑥1 + 𝑥2|, якщо 𝑥1𝑥2 > 0;

|𝑥1 −
1− 𝜌

𝜌
𝑥2|, якщо 𝑥1𝑥2 < 0 та |𝑥1| > |𝑥2|;

|𝑥2 −
1− 𝜌

𝜌
𝑥1|, якщо 𝑥1𝑥2 < 0 та |𝑥1| 6 |𝑥2|.

(2.12)

Одинична куля простору 𝑋𝜌 – це шестикутник 𝑎𝑏𝑠𝑑𝑒𝑓 , де 𝑎 = (1, 0); 𝑏 =

(0, 1); 𝑐 = (−𝜌, 𝜌); 𝑑 = (−1, 0); 𝑒 = (0,−1); та 𝑓 = (𝜌,−𝜌).

Спряжений простiр до 𝑋𝜌 – це двовимiрний простiр з такою нормою:

‖(𝑥1, 𝑥2)‖* = ‖(𝑥1, 𝑥2)‖*𝜌 = max{|𝑥1|, |𝑥2|, 𝜌|𝑥1 − 𝑥2|},

Тобто, одинична куля простору 𝑋*
𝜌 – це шестикутник 𝑎*𝑏*𝑐*𝑑*𝑒*𝑓 *, де

𝑎* = (1, 1); 𝑏* =

(︂
−1− 𝜌

𝜌
, 1

)︂
; 𝑐* =

(︂
−1,

1− 𝜌

𝜌

)︂
; 𝑑* = (−1,−1); 𝑒* =(︂

1− 𝜌

𝜌
,−1

)︂
; та 𝑓 * =

(︂
1,−1− 𝜌

𝜌

)︂
. Вiдповiднi сфери 𝑆𝜌 та 𝑆*

𝜌 зображенi

на Рис 2.1.

Зауважимо, що у випадку, коли 𝜌 =
1

2
сфера 𝑋𝜌 перетворюється на

квадрат 𝑎𝑏𝑑𝑒, тобто 𝑋1/2 є iзометричним простору ℓ
(2)
1 та ℓ

(2)
∞ . Коли 𝜌 >

1

2
,

простiр 𝑋𝜌 не є iзометричним до ℓ
(2)
∞ . Обчислимо параметр рiвномiрної

неквадратностi 𝑋𝜌.

Твердження 2.10. Нехай 𝜌 ∈ [1/2, 1]. Тодi у просторi 𝑋 = 𝑋𝜌

𝛼(𝑋𝜌) = 1− 1

2𝜌

Доведення. Розглянемо 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

2
(‖𝑥 + 𝑦‖ + ‖𝑥 − 𝑦‖). Тодi 𝛼(𝑋) =

2 − sup{𝑓(𝑥, 𝑦) : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵𝑋𝜌
× 𝐵𝑋𝜌

}. Функцiя 𝑓 : 𝐵𝑋𝜌
× 𝐵𝑋𝜌

→ R
є опуклою, тож досягає свого максимального значення в деякiй крайнiй
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точцi множини 𝑆𝑋𝜌
× 𝑆𝑋𝜌

, тобто в точцi (𝑥, 𝑦) з 𝑥, 𝑦 ∈ {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓}.
Також, 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑦, 𝑥) = 𝑓(𝑥,−𝑦), отже через симетричнiсть функцiї

та симетричнiсть одиничної кулi достатньо перевiрити значення функцiї 𝑓

у наступних точках (𝑥, 𝑦): 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏 та 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑐.

-

6

rard

rb

r
e

rc

r
f

-

6

Рис. 2.1 Сфери 𝑆𝑝 та 𝑆*
𝑝

rr

r

r

r𝑎*r𝑏*

r𝑐*

r
𝑑*

r
𝑒*

r𝑓 *

Якщо 𝑥 = 𝑎 = (1, 0), 𝑦 = 𝑏 = (0, 1), тодi ‖𝑥+𝑦‖ = ‖(1, 1)‖ = 2,‖𝑥−𝑦‖ =

‖(1,−1)‖ = 1 +
1− 𝜌

𝜌
=

1

𝜌
. Отже, 𝑓(𝑎, 𝑏) = 1 +

1

2𝜌
.

Якщо 𝑥 = 𝑎 = (1, 0), 𝑦 = 𝑐 = (−𝜌, 𝜌), тодi ‖𝑥 + 𝑦‖ = ‖(1 − 𝜌, 𝜌)‖ =

1 − 𝜌 + 𝜌 = 1, ‖𝑥 − 𝑦‖ = ‖(1 + 𝜌,−𝜌)‖ = 1 + 𝜌 + 1 − 𝜌 = 2. Отже,

𝑓(𝑎, 𝑐) = 1 +
1

2
6 1 +

1

2𝜌
.

Таким чином, max{𝑓(𝑥, 𝑦) : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵𝑋𝜌
×𝐵𝑋𝜌

} = 1+
1

2𝜌
, та вiдповiдно

𝛼(𝑋𝜌) = 1− 1

2𝜌
. 2

Щоб уникнути плутанини, ми використовуємо дужки [·, ·], [·, ·[ щоб
позначити лiнiйнi сегменти, наприклад, [𝑎, 𝑏] = {𝜆𝑏+(1−𝜆)𝑎 : 0 6 𝜆 6 1};
та використовуємо дужки (·, ·), щоб позначити елементи декартового

здобутку.
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Множина Π(𝑋𝜌) – це багатокутник у R2 × R2:

Π(𝑋𝜌) = {(𝑎, 𝑥*) : 𝑥* ∈ [𝑓 *, 𝑎*]} ∪ {(𝑥, 𝑎*) : 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]}

∪{(𝑏, 𝑥*) : 𝑥* ∈ [𝑎*, 𝑏*]} ∪ {(𝑥, 𝑏*) : 𝑥 ∈ [𝑏, 𝑐]}

∪{(𝑐, 𝑥*) : 𝑥* ∈ [𝑏*, 𝑐*]} ∪ {(𝑥, 𝑐*) : 𝑥 ∈ [𝑐, 𝑑]}

∪{(𝑑, 𝑥*) : 𝑥* ∈ [𝑐*, 𝑑*]} ∪ {(𝑥, 𝑑*) : 𝑥 ∈ [𝑑, 𝑒]}

∪{(𝑒, 𝑥*) : 𝑥* ∈ [𝑑*, 𝑒*]} ∪ {(𝑥, 𝑒*) : 𝑥 ∈ [𝑒, 𝑓 ]}

∪{(𝑓, 𝑥*) : 𝑥* ∈ [𝑒*, 𝑓 *]} ∪ {(𝑥, 𝑓 *) : 𝑥 ∈ [𝑓, 𝑎]}.

(2.13)

Теорема 2.11. Для будь-якого 𝛼 ∈ [0, 1/2] iснує банаховий простiр 𝑋

з 𝛼(𝑋) = 𝛼 такий, що

Φ𝑆
𝑋(𝜀) >

√
2𝜀
√︀
1− 𝛼(𝑋) (2.14)

для всiх 𝜀 ∈ ]0, 1[.

Доведення. Покажемо, що простiр 𝑋 = 𝑋𝜌 з 𝜌 =
1

2(1− 𝛼)
вiдповiдає

вимогам теореми. Застосування Твердження 2.10 дає, що 𝛼(𝑋) = 𝛼, тобто

залишається перевiрити тiльки нерiвнiсть (2.14).

Позначимо 𝑥 = (1−√
𝜀𝜌,

√
𝜀𝜌), 𝑥* = (1, 1−

√︀
𝜀/𝜌). Тодi, 𝑥 ∈ ]𝑎, 𝑏[, 𝑥* ∈

]𝑎*, 𝑓 *[ та 𝑥*(𝑥) = 1− 𝜀. Щоб перевiрити справедливiсть (2.14), достатньо

показати, що не iснує такої пари (𝑦, 𝑦*) ∈ Π(𝑋), що max{‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥* −
𝑦*‖} <

√
2𝜀
√
1− 𝛼.

Позначимо 𝑟 =
√
2𝜀
√
1− 𝛼 та розглянемо множину 𝑈 таких 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 , що

‖𝑥−𝑦‖ < 𝑟. 𝑈 – це перетин 𝑆𝑋 з вiдкритою кулею з радiусом 𝑟 та центром

у 𝑥 (𝑈 позначено жирною лiнiєю на Рис 2.2). Радiус кулi дорiвнює вiдстанi

вiд 𝑥 до 𝑎:

‖𝑥− 𝑎‖ = ‖(−√
𝜀𝜌,

√
𝜀𝜌)‖ =

√
𝜀𝜌+

1− 𝜌

𝜌

√
𝜀𝜌 =

√︀
𝜀/𝜌 =

√
2𝜀
√
1− 𝛼 = 𝑟,

а вiдстанi вiд 𝑥 до точок вiдрiзкiв ]𝑎, 𝑓 [ та ]𝑓, 𝑒[ є бiльшими.

Це пояснює малюнок для малих значень 𝑟. Також для бiльших значень

𝑟 множина 𝑈 може мiстити точки 𝑏 та 𝑐, та нiколи не мiститиме точок

вiдрiзку [𝑑, 𝑒], оскiльки 𝑟 менше нiж 2, та вiдстань вiд 𝑥 до точок [𝑑, 𝑒]

дорiвнює 2. Таким чином, 𝑈 ⊂ ]𝑎, 𝑏] ∪ [𝑏, 𝑐] ∪ [𝑐, 𝑑[. Також розглянемо
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множину 𝑉 таких 𝑦* ∈ 𝑆𝑋*, що ‖𝑥* − 𝑦*‖ < 𝑟. 𝑉 – це перетин 𝑆𝑋* з

вiдкритою кулею радiуса 𝑟 з центром у 𝑥* (жирна лiнiя на Рис 2.3). Радiус

кулi дорiвнює вiдстанi вiд 𝑥* до 𝑎*: ‖𝑥*− 𝑎*‖ = ‖(0,−
√︀

𝜀/𝜌)‖ =
√︀
𝜀/𝜌 = 𝑟.

-

6

Рис 2.3 Множина 𝑈
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Рис. 2.2 Множина 𝑉
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Залишилось показати, що (𝑦, 𝑦*) /∈ Π(𝑋) для будь-яких 𝑦 ∈ 𝑈 та 𝑦* ∈ 𝑉 .

Цей факт випливає негайно з опису Π(𝑋𝜌), даного у (2.13), та 𝑈 разом з

тим, що 𝑉 ⊂ ]𝑑*, 𝑒*] ∪ [𝑒*, 𝑓 *] ∪ [𝑓 *, 𝑎*[. 2

Наша остання мета у цьому пiдроздiлi – показати, що модуль

Бiшопа-Фелпса-Болобаша неможливо виразити через параметр рiвномiрної

неквадратностi в загальному випадку. Ми надамо приклад банахового

простору, який має параметр рiвномiрної неквадратностi такий самий,

як у гiльбертового простору, та покажемо що сферичний модуль цього

простору не дорiвнює вiдповiдному модулю гiльбертового простору при

малих 𝜀 ∈ (0, 1).

У [18, Example 4.3] модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша для гiльбертового

простору був обчислений наступним чином.

Твердження 2.12. Нехай 𝐻 – гiльбертiв простiр з dim𝑋 > 2. Тодi

Φ𝑆
𝐻(𝜀) =

√︁
2−

√
4− 2𝜀, 𝜀 ∈ (0, 2).

Як вже було показано, гiльбертовий простiр має найбiльший можливий
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параметр рiвномiрної неквадратностi: 𝛼(𝐻) = 2−
√
2, i як вже вiдмiчалось

ранiше, знайти приклад простору з таким самим параметром рiвномiрної

неквадратностi, який не є гiльбертовим, можливо лише у двовимiрному

випадку.

Позначимо 𝑋𝑜𝑐𝑡 лiнiйний простiр R2 з нормою

‖(𝑥1, 𝑥2)‖ = max
{︁
|𝑥1|+ (

√
2− 1)|𝑥2|, (

√
2− 1)|𝑥1|+ |𝑥2|

}︁
.

Одинична куля простору 𝑋𝑜𝑐𝑡 – це правильнiй восьмикутник 𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑓ℎ𝑔, де

𝑎 = (1, 0); 𝑏 = (1/
√
2, 1/

√
2); 𝑐 = (0, 1); 𝑑 = (−1/

√
2, 1/

√
2); 𝑒 = (−1, 0); 𝑓 =

(−1/
√
2,−1/

√
2);ℎ = (0,−1); та 𝑔 = (1/

√
2,−1/

√
2).

Спряжений простiр до 𝑋𝑜𝑐𝑡 – це R2 з нормою, що задається формулою

‖(𝑥1, 𝑥2)‖* = max

{︂
|𝑥1|, |𝑥2|,

1√
2
(|𝑥1|+ |𝑥2|)

}︂
,

i одинична куля простору𝑋𝑜𝑐𝑡
* – це восьмикутник 𝑎*𝑏*𝑐*𝑑*𝑒*𝑓 *ℎ*𝑔*, де 𝑎* =

(1,
√
2 − 1); 𝑏* = (

√
2 − 1, 1); 𝑐* = (−(

√
2 − 1), 1); 𝑑* = (

√
2 − 1,−1); 𝑒* =

(−(
√
2−1),−1); 𝑓 * = (−(

√
2−1),−1);ℎ* = (

√
2−1,−1); та 𝑔* = (1,−(

√
2−

1)). Вiдповiднi сфери 𝑆𝑋𝑜𝑐𝑡
та 𝑆*

𝑋𝑜𝑐𝑡
показанi на Рис 2.4:

-

6

𝑎

𝑏

𝑐
𝑑

𝑒

𝑓

ℎ

𝑔

-

6

Рис. 2.4 Сфери 𝑆𝑋𝑜𝑐𝑡
та 𝑆*

𝑋𝑜𝑐𝑡

𝑎*

𝑏*𝑐*

𝑑*

𝑒*

𝑓 * ℎ*

𝑔*

Перевiримо, що параметр рiвномiрної неквадратностi у цьому просторi

такий самий, як у гiльбертовому просторi.
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Твердження 2.13. 𝛼(𝑋𝑜𝑐𝑡) = 2−
√
2.

Доведення. Розглянемо функцiю 𝑓(𝑥, 𝑦) =
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖ + ‖𝑥− 𝑦‖). Тодi

𝛼(𝑋𝑜𝑐𝑡) = 2− sup
𝑥,𝑦∈𝐵𝑋𝑜𝑐𝑡

𝑓(𝑥, 𝑦).

Оскiльки 𝑓(𝑥, 𝑦) – опукла функцiя, вона досягає максимуму в крайнiй

точцi багатогранника 𝐵𝑋𝑜𝑐𝑡
× 𝐵𝑋𝑜𝑐𝑡

. Покажемо, що max 𝑓(𝑥, 𝑦) =
√
2,

перебравши такi вершини 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑏, 𝑥 = 𝑎, 𝑦 = 𝑐, 𝑥 = 𝑏, 𝑦 = 𝑑 (знову

користуємось симетричнiстю функцiї та симетричнiстю кулi).

Якщо 𝑥 = 𝑎 = (1, 0), 𝑦 = 𝑏 = (1/
√
2, 1/

√
2), то

‖𝑥+ 𝑦‖ = ‖(1 + 1/
√
2, 1/

√
2)‖ = 2,

‖𝑥− 𝑦‖ = ‖(1− 1/
√
2,−1/

√
2)‖ = (

√
2− 1)

(︃√
2− 1√
2

)︃
+

1√
2
= 2(

√
2− 1).

Отже, 𝑓(𝑎, 𝑏) = 1 +
√
2− 1 =

√
2.

Якщо 𝑥 = 𝑎 = (1, 0), 𝑦 = 𝑐 = (0, 1), то

‖𝑥+ 𝑦‖ = ‖(1, 1)‖ =
√
2,

‖𝑥− 𝑦‖ = ‖(1,−1)‖ =
√
2.

Отже, 𝑓(𝑎, 𝑐) =
√
2

Якщо 𝑥 = 𝑏 = (1/
√
2, 1/

√
2), 𝑦 = 𝑑 = (−1/

√
2, 1/

√
2), то

‖𝑥+ 𝑦‖ = ‖(0,
√
2)‖ =

√
2

‖𝑥− 𝑦‖ = ‖(
√
2, 0)‖ =

√
2.

Отже, 𝑓(𝑎, 𝑐) =
√
2.

Таким чином, max 𝑓(𝑥, 𝑦) =
√
2. Отже, 𝛼(𝑋𝑜𝑐𝑡) = 2−

√
2. 2

Твердження 2.14. Нехай 0 < 𝜀 < 1. Тодi для достатньо малих 𝜀 у

просторi 𝑋𝑜𝑐𝑡 виконується оцiнка

Φ𝑆
𝑋𝑜𝑐𝑡

(𝜀) >
√
2𝜀

√︁
2−

√
2.

Таким чином,

Φ𝑆
𝑋𝑜𝑐𝑡

(𝜀) > Φ𝑆
𝐻(𝜀) малих 𝜀 > 0.

Доведення. Розглянемо пару

𝑥 =

(︂
1− 𝛿,

𝛿√
2− 1

)︂
, 𝑥* =

(︁
1, (

√
2− 1)

(︁
1− 𝜀

𝛿

)︁)︁
,
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де 𝛿 =
√
𝜀

√︀
2−

√
2

2
. Вiзьмемо 𝜀 досить маленьке, щоб 𝑥 ∈ [𝑎, (𝑎 + 𝑏)/2].

При такому виборi ‖𝑥‖ = ‖𝑥*‖ = 1, 𝑥*(𝑥) = 1− 𝜀, тобто (𝑥, 𝑥*) ∈ Π𝜀(𝑋𝑜𝑐𝑡).

Очевидно, що iснують два найкращих варiанти, як наблизити (𝑥, 𝑥*)

парою з Π(𝑋𝑜𝑐𝑡): наблизити 𝑥 точкою 𝑎 = (1, 0), не змiнюючи функцiонал,

або наблизити функцiонал точкою 𝑎* = (1,
√
2 − 1), не змiнюючи вектор.

У першому випадку ми маємо

‖𝑥− 𝑎‖ =

⃦⃦⃦⃦(︂
𝛿,

𝛿√
2− 1

)︂⃦⃦⃦⃦
= 2

√
2𝛿 =

√
2𝜀

√︁
2−

√
2.

У другому випадку

‖𝑥* − 𝑎*‖ =
⃦⃦⃦(︁

0,
𝜀

𝛿
(
√
2− 1)

)︁⃦⃦⃦
=

𝜀

𝛿
(
√
2− 1) =

√
2𝜀

√︁
2−

√
2.

Таким чином, Φ𝑆
𝑋𝑜𝑐𝑡

(𝜀) >
√
2𝜀
√︀

2−
√
2 для малих 𝜀, отже виконується

нерiвнiсть Φ𝑆
𝑋𝑜𝑐𝑡

(𝜀) > Φ𝑆
𝐻(𝜀). 2

2.3 Модифiкована теорема Бiшопа-Фелпса-Болобаша та її

точнiсть

З Теореми 2.7 можна легко вивести наступну модифiковану теорему

Бiшопа-Фелпса-Болобаша, просто пiдставивши 𝑘 =
√
𝜀.

Теорема 2.15 (Модифiкована теорема Бiшопа-Фелпса-Болобаша).

Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 та 𝑥* ∈ 𝑆𝑋* такi, що 𝑥*(𝑥) > 1−𝜀

(𝜀 ∈ (0, 2)). Тодi iснує така пара (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 ×𝑋* з ‖𝑦*‖ = 𝑦*(𝑦), що

max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} 6
√
𝜀.

Полiпшення оцiнки порiвняно з оригiнальною версiєю виникає тому,

що ми не вимагаємо ‖𝑦*‖ = 1. Виходячи з цього, ми можемо ввести такi

означення.

Означення 2.16. Модифiкований модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша –
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це функцiя, яка визначається наступним чином:

̃︀Φ𝑋(𝜀) = inf{𝛿 > 0 : для всiх (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝐵𝑋 ×𝐵𝑋*, якщо 𝑥*(𝑥) > 1− 𝜀,

то iснує пара (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 ×𝑋* така, що

|𝑦*(𝑦)| = ‖𝑦*‖, та max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} < 𝛿}.

Модифiкований сферичний модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша – це

функцiя, яка визначається наступним чином:

̃︀Φ𝑆
𝑋(𝜀) = inf{𝛿 > 0 : для всiх (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝑋*, якщо 𝑥*(𝑥) > 1− 𝜀,

то iснує пара (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 ×𝑋* така, що

|𝑦*(𝑦)| = ‖𝑦*‖, та max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} < 𝛿}.

З означення очевидно випливають такi властивостi модулiв:

(I) ̃︀Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6 ̃︀Φ𝑋(𝜀);

(II) ̃︀Φ𝑆
𝑋(𝜀) та ̃︀Φ𝑋(𝜀) – це зростаючи функцiї.

Далi ми хочемо отримати точну верхню оцiнку для ̃︀Φ𝑋(𝜀) та ̃︀Φ𝑆
𝑋(𝜀). З

Теореми 2.15 очевидно випливає, що ̃︀Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6

√
𝜀. Для того, щоб отримати

таку ж саму оцiнку для ̃︀Φ𝑋(𝜀), нам необхiдно посилити Теорему 2.7, щоб

замiсть 𝑥* ∈ 𝑆𝑋* можна було брати 𝑥* ∈ 𝐵𝑋*.

Лема 2.17. Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 , 𝑥
* ∈ 𝐵𝑋*, 𝜀 ∈ (0, 2)

та 𝑥*(𝑥) > 1−𝜀. Тодi для будь-якого 𝑘 ∈ (0, 1) iснують 𝑦* ∈ 𝑋* та 𝑧 ∈ 𝑆𝑋

такi, що

𝑦*(𝑧) = ‖𝑦*‖, ‖𝑥− 𝑧‖ <

1− 1− 𝜀

‖𝑥*‖
𝑘

, ‖𝑥* − 𝑦*‖ < 𝑘‖𝑥*‖. (2.15)

Бiльш того, для будь-якого 𝑘 ∈ [𝜀/2, 1) iснують 𝑧* ∈ 𝑆𝑋* та 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 такi,

що

𝑧*(𝑧) = 1, ‖𝑥− 𝑧‖ <
𝜀

𝑘
, ‖𝑥* − 𝑧*‖ < 2𝑘. (2.16)

Доведення. Ми маємо, що
𝑥*

‖𝑥*‖
(𝑥) > 1−𝜂 для 𝜂 = 1−1− 𝜀

‖𝑥*‖
, та можемо

застосувати Теорему 2.7. Тодi для будь-якого 𝑘 ∈ (0, 1) iснує 𝜁* ∈ 𝑋* та
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𝑧 ∈ 𝑆𝑋 такi, що

𝜁*(𝑧) = ‖𝜁*‖, ‖𝑥− 𝑧‖ <
𝜂

𝑘
,

⃦⃦⃦⃦
𝑥*

‖𝑥*‖
− 𝜁*

⃦⃦⃦⃦
< 𝑘.

Щоб отримати (2.15), вiзьмемо 𝑦* = ‖𝑥*‖ · 𝜁*. Цей функцiонал також

досягає своєї норми у точцi 𝑧 та

‖𝑥* − 𝑦*‖ = ‖𝑥*‖ ·
⃦⃦
𝑥*/‖𝑥*‖ − 𝜁*

⃦⃦
< 𝑘‖𝑥*‖.

Щоб довести другу частину нашої леми, для 𝑘 ∈ [𝜀/2, 1) вiзьмемо

𝑘 =
𝑘(‖𝑥*‖ − (1− 𝜀))

𝜀‖𝑥*‖
.

З того, що ‖𝑥*‖ > 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀, випливає, що 𝑘 > 0. З iншого боку,

𝑘 = 𝑘

(︂
1

𝜀
− (1− 𝜀)

𝜀‖𝑥*‖

)︂
6 𝑘

(︂
1

𝜀
− (1− 𝜀)

𝜀

)︂
= 𝑘 < 1, i для цього значення 𝑘

ми можемо знайти 𝑦* ∈ 𝑋* та 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 , що (2.15) виконується. Позначимо

𝑧* =
𝑦*

‖𝑦*‖
. Тодi ‖𝑥− 𝑧‖ < 𝜀/𝑘 та

‖𝑥* − 𝑧*‖ 6 ‖𝑥* − 𝑦*‖+ ‖𝑦* − 𝑧*‖ = ‖𝑥* − 𝑦*‖+ |1− ‖𝑦*‖|

6 ‖𝑥* − 𝑦*‖+ |1− ‖𝑥*‖+ ‖𝑥*‖ − ‖𝑦*‖| 6 2‖𝑥* − 𝑦*‖+ 1− ‖𝑥*‖.

Отже, ми маємо

‖𝑥* − 𝑧*‖ < 2𝑘‖𝑥*‖+ 1− ‖𝑥*‖ =
2𝑘 · (‖𝑥*‖ − (1− 𝜀))

𝜀
+ 1− ‖𝑥*‖ 6 2𝑘.

Остання нерiвнiсть виконується, тому що функцiя

𝑓(𝑡) =
2𝑘 · (𝑡− (1− 𝜀))

𝜀
+ 1− 𝑡 з 𝑡 ∈ (1− 𝜀, 1)

зростає, коли 𝑘 > 𝜀/2, тож max 𝑓 = 𝑓(1) = 2𝑘. 2

Зауваження 2.18. Легко бачити, що для 𝑘 <
𝜀

2
нерiвнiсть (2.16)

вочевидь виконується та не є точною, тому що у цьому випадку

нерiвнiсть ‖𝑥− 𝑧‖ 6
𝜀

𝑘
слабкiша за нерiвнiсть трикутника ‖𝑥− 𝑧‖ 6 2,

тому, користуючись щiльнiстю множини функцiоналiв, якi досягають

норми, можна знайти пару (𝑧, 𝑧*) ∈ Π(𝑋) з ‖𝑥* − 𝑧*‖ < 2𝑘.

Теорема 2.19. Для будь-якого банахового простору 𝑋̃︀Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6 ̃︀Φ𝑋(𝜀) 6

√
𝜀
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Доведення. Нам потрiбно показати, що для будь-якої пари (𝑥, 𝑥*) ∈
𝐵𝑋×𝐵𝑋* з 𝑥*(𝑥) > 1−𝜀 iснує пара (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝐵𝑋×𝑋* така, що 𝑦*(𝑦) = ‖𝑦*‖
та max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} 6

√
𝜀. Скористаємось Лемою 2.17 з

𝑘 =

√︀
‖𝑥*‖ − 1 + 𝜀

‖𝑥*‖
.

При такому виборi 𝑘 ∈ (0, 1), тому що ‖𝑥*‖ > 1− 𝜀, i виконується рiвнiсть

1− 1− 𝜀

‖𝑥*‖
𝑘

= 𝑘‖𝑥*‖ =
√︀

‖𝑥*‖ − 1 + 𝜀.

Отже, ми маємо пару (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝐵𝑋 ×𝑋* з 𝑦*(𝑦) = ‖𝑦*‖ та

max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} 6
√︀

‖𝑥*‖ − 1 + 𝜀.

Зауважимо, що функцiя 𝑓(𝑡) =
√
𝑡− 1 + 𝜀 зростає по 𝑡, i тому 𝑓(𝑡) 6

𝑓(1) =
√
𝜀. Таким чином, ми перевiрили, що

max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} 6
√
𝜀.

2

Наша наступна мета – показати, що оцiнка зверху для модифiкованих

модулiв не може бути покращена. Ми знаємо що оцiнка для класичного

модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6

√
2𝜀 може бути точною тiльки

для просторiв, що не є рiвномiрно неквадратними. Але для модифiкованого

модуля ситуацiя змiнюється. Далi у цьому роздiлi ми представимо сiм’ю

рiвномiрно неквадратних двовимiрних просторiв, у яких Теорема 2.19 не

може бути покращена.

Для цього ми розглянемо ту ж саму сiм’ю просторiв 𝑋𝜌 з 𝜌 >
1

2
з

нормою заданою формулою (2.12). Одиничнi сфери простору 𝑋𝜌 та його

спряженого показанi на Рис 2.1.

Теорема 2.20. Нехай 𝜀 ∈ (0, 1), 𝜌 ∈
[︂
1

2
, 1

]︂
. Тодi у просторi 𝑋 = 𝑋𝜌

iснує така пара (𝑥, 𝑥*) ∈ Π𝜀(𝑋), що для будь-якої пари (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 ×𝑋* з

𝑦*(𝑦) = ‖𝑦*‖ виконується max{‖𝑥−𝑦‖, ‖𝑥*−𝑦*‖} >
√
𝜀. Iншими словами,̃︀Φ𝑆

𝑋(𝜀) =
̃︀Φ𝑋(𝜀) =

√
𝜀.
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Доведення. Ми хочемо показати, що 𝑥 = (1− 𝜌
√
𝜀, 𝜌

√
𝜀) , 𝑥* =(︂

1, 1−
√
𝜀

𝜌

)︂
– це потрiбна пара (𝑥, 𝑥*). Спочатку зауважимо, що 𝑥 ∈

(𝑎, 𝑏), 𝑥* ∈ (𝑎*, 𝑓 *) та 𝑥*(𝑥) = 1 − 𝜌
√
𝜀 + 𝜌

√
𝜀 −

√
𝜀

𝜌
· 𝜌

√
𝜀 = 1 − 𝜀, тобто

(𝑥, 𝑥*) ∈ Π𝜀(𝑋).

Припустимо вiд супротивного, що iснує пара (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑋* з

𝑦*(𝑦) = ‖𝑦*‖, що max{‖𝑥 − 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} <
√
𝜀. Розглянемо множину

𝑈 тих 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 , що ‖𝑥 − 𝑦‖ <
√
𝜀. 𝑈 – це перетин 𝑆𝑋 = 𝑆𝜌 з вiдкритою

кулею радiуса
√
𝜀 з центром у 𝑥 (𝑈 було зображено на Рис 2.2). Радiус

кулi дорiвнює вiдстанi вiд 𝑥 до 𝑎:

‖𝑥− 𝑎‖ = ‖(−𝜌
√
𝜀, 𝜌

√
𝜀)‖ = 𝜌

√
𝜀+ 𝜌

√
𝜀 · 1− 𝜌

𝜌
=

√
𝜀,

що пояснює малюнок для маленьких значень
√
𝜀. Також для бiльших

значень радiуса множина 𝑈 може мiстити точки 𝑏 та 𝑐, але нiколи не буде

вмiщувати точок вiдрiзку [𝑑, 𝑒], тому що радiус
√
𝜀 менше нiж 1, а вiдстань

вiд 𝑥 до вiдрiзка [𝑑, 𝑒] дорiвнює двом. Тому 𝑈 ⊂ (𝑎, 𝑏] ∪ [𝑏, 𝑐] ∪ [𝑐, 𝑑).

Розглянемо також множину 𝑉 тих 𝑦* ∈ 𝐵𝑋*, що ‖𝑥* − 𝑦*‖ <
√
𝜀. 𝑉

– це перетин 𝐵𝑋* = 𝐵*
𝜌 з вiдкритою кулею радiуса

√
𝜀 з центром 𝑥* (див.

Рис 2.5 нижче).

-

6

rr

r

r

r𝑎*
r𝑥*
ppppppppppppppp

r𝑏*

r𝑐*

r
𝑑*
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Щоб пояснити цей малюнок, покажемо, що внутрiшнiсть множини

𝑥*+
√
𝜀𝐵𝑋* лежить у вiдкритiй пiвплощинi, яка вiдмежовується дiагоналлю

(тобто елементами виду 𝑦* = (𝜂, 𝜂), 𝜂 ∈ R). Для цього ми повиннi

перевiрити, що ‖𝑥* − 𝑦*‖ >
√
𝜀 для будь-якого 𝑦* = (𝜂, 𝜂). Дiйсно,

‖𝑥*−𝑦*‖ =

⃦⃦⃦⃦(︂
1− 𝜂, 1− 𝜂 −

√
𝜀

𝜌

)︂⃦⃦⃦⃦
= max

{︂
|1− 𝜂|,

⃒⃒⃒⃒
1− 𝜂 −

√
𝜀

𝜌

⃒⃒⃒⃒
,
√
𝜀

}︂
>

√
𝜀.

Для того, щоб довести справедливiсть теореми, нам залишається показати,

що
𝑦*(𝑦)

‖𝑦*‖
̸= 1 для будь-яких 𝑦 ∈ 𝑈 та будь-яких 𝑦* ∈ 𝑉 , або ,iншими

словами, (︂
𝑦,

𝑦*

‖𝑦*‖

)︂
/∈ Π(𝑋).

Цей факт очевидно випливає з опису множин Π(𝑋𝜌) (див. (2.13)) та 𝑈 ,

разом з тим, що

{︂
𝑦*

‖𝑦*‖
: 𝑦* ∈ 𝑉

}︂
⊂ (𝑑*, 𝑒*] ∪ [𝑒*, 𝑓 *] ∪ [𝑓 *, 𝑎*). 2

Таким самим чином показується i точнiсть Теореми 2.7. Як ми вже казали,

деякi значення параметра 𝑘 не повиннi розглядатися у питаннi точностi,

оскiльки для 𝑘 6
𝜀

2
твердження є тривiальним та не точним. Для iнших

значень параметра Теорема 2.7 є точною.

Теорема 2.21. Нехай 𝜀 ∈ (0, 2), 𝜌 ∈
[︂
1

2
,min

{︂
1,

1

𝜀

}︂)︂
. Тодi у просторi

𝑋 = 𝑋𝜌

(i) для будь-якого 𝑘 ∈ (𝜌𝜀, 1) та будь-якого ℎ <
𝜀

𝑘
iснує пара (𝑥, 𝑥*) ∈

Π𝜀(𝑋) така, що для будь-якої пари (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑋* з 𝑦*(𝑦) = ‖𝑦*‖
якщо ‖𝑥− 𝑦‖ < ℎ, тодi виконується ‖𝑥* − 𝑦*‖ > 𝑘, та

(ii) для будь-якого 𝑘 ∈ (𝜌𝜀, 1) та будь-якого ℎ̃ < 𝑘 iснує пара (𝑥, 𝑥*) ∈
Π𝜀(𝑋), така, що для будь-якої пари (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 ×𝑋* з 𝑦*(𝑦) = ‖𝑦*‖
якщо ‖𝑥* − 𝑦*‖ < ℎ̃, тодi ‖𝑥− 𝑦‖ >

𝜀

𝑘
.

Доведення. Для (i) ми можемо обрати 𝑥 = (1−𝜌ℎ, 𝜌ℎ), 𝑥* = (1, 1− 𝜀

𝜌ℎ
);

для (ii) – 𝑥 = (1 − 𝜌𝜀

ℎ̃
,
𝜌𝜀

ℎ̃
), 𝑥* = (1, 1 − ℎ̃

𝜌
). Малюнки та мiркування такi

самi як у Теоремi 2.20. 2
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2.4 Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi ми дослiдили деякi властивостi параметра рiвномiрної

неквадратностi та встановили зв’язок з iншими характеристиками

рiвномiрно неквадратних просторiв. Ми отримали кiлькiсну версiю

теореми, що рiвномiрно неквадратнi простори не можуть мати

максимальне можливе значення модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша. Також

ми навели приклад двовимiрних просторiв, якi мають однакове значення

параметра рiвномiрної неквадратностi, але рiзне значення сферичного

модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша, що показує, що модуль Бiшопа-

Фелпса-Болобаша не можливо виразити через параметр рiвномiрної

неквадратностi.

В останньому пiдроздiлi ми ввели означення модифiкованих модулiв

Бiшопа-Фелпса-Болобаша, отримали для них верхню границю, а також

показали, що на вiдмiну вiд класичного модуля, оцiнка зверху залишається

точною в деяких рiвномiрно неквадратних просторах.

До основних результатiв цього роздiлу належать:

– Теорема 2.8, в якiй надається оцiнка зверху для сферичного модуля

Бiшопа-Фелпса-Болобаша через параметр рiвномiрної неквадратностi.

– Теорема 2.11, в якiй надається оцiнка знизу для модуля Бiшопа-

Фелпса-Болобаша у конкретному рiвномiрно неквадратному просторi,

щоб показати, що оцiнка отримана в Теоремi 2.8 не може бути суттєво

покращена.

– Твердження 2.14 у якому надається оцiнка знизу для модуля Бiшопа-

Фелпса-Болобаша у двовимiрному просторi, який має такий самий

параметр рiвномiрної неквадратностi, як гiльбертовий простiр, але

вiдмiнне значення сферичного модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша.

– Лема 2.17, в якiй ми трошки удосконалюємо Теорему Фелпса 2.7, щоб

мати можливiсть розглядати функцiонал з одиничної кулi, а не iз

одиничної сфери.
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– Теорема 2.19, в якiй ми надаємо точну оцiнку для модифiкованих

модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша.

– Теорема 2.20 про iснування рiвномiрно неквадратних просторiв, у

яких оцiнка для модифiкованого модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша

залишається точною.

Цiкавою, на наш погляд, нерозв’язаною задачею є дати опис тих просторiв,

для яких оцiнка зверху для модифiкованого модуля є точною.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [19],

[40], [59].
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РОЗДIЛ 3

ТЕОРЕМА БIШОПА-ФЕЛПСА-БОЛОБАША ДЛЯ

ЛIПШИЦЕВИХ ФУНКЦIОНАЛIВ

У цьому роздiлi ми дослiджуємо поширення теореми Бiшопа-Фелпса та

Бiшопа-Фелпса-Болобаша для нелiнiйних лiпшицевих функцiй, якi дiють

з банахового простору 𝑋 в R. Ми позначаємо через Lip0(𝑋) банаховий

простiр функцiй 𝑓 : 𝑋 −→ R з 𝑓(0) = 0, якi задовольняють умову Лiп-

шиця, тобто для будь-якої 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) iснує таке число 𝐿 > 0, що для всiх

𝑥, 𝑦 ∈ R виконується |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)| 6 𝐿‖𝑥 − 𝑦‖. У цьому просторi норма

визначається наступним чином:

‖𝑓‖ = sup

{︂
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦

}︂
. (3.1)

3.1 Досягнення норми у строгому сенсi та досягнення норми за

напрямком

Як вже говорилось у Роздiлi 1, iснують рiзнi пiдходи до того, що

вважати досягненням норми для лiпшицевих функцiй. По-перше, найбiльш

природне означення:

Означення 3.1. Функцiя 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) досягає норми у строгому сенсi,

якщо iснує така пара точок 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦, що ‖𝑓‖ =
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
. Ми

будемо позначати пiдмножину тих 𝑓 ∈ Lip0(𝑋), якi досягають норми у

строгому сенсi через SA(𝑋).

Наведемо приклад функцiї, яка не досягає норми у вищезазначеному

сенсi, i такої, яка досягає її.

Розглянемо найпростiший випадок 𝑋 = R та функцiю 𝑓(𝑥) = sin(𝑥).

Очевидно, що ‖𝑓‖ 6 1, та оскiльки lim𝑥−→0 sin(𝑥)/𝑥 = 1, то ‖𝑓‖ = 1.

Але для будь-яких точок 𝑥, 𝑦 ∈ R, 𝑥 ̸= 𝑦 виконується строга нерiвнiсть

| sin(𝑥)− sin(𝑦)| < |𝑥− 𝑦|. Таким чином, 𝑓(𝑥) не досягає норми у строгому
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сенсi. Тепер наведемо приклад лiпшицевої функцiї, яка досягає норми у

строгому сенсi:

𝑔(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥, якщо |𝑥| 6 1;

sign𝑥, якщо 1 < |𝑥| < 𝜋/2;

sin𝑥, якщо |𝑥| > 𝜋/2.

.

Очевидно, що 𝑔(𝑥) досягає норми у строгому сенсi на будь-якiй парi точок

𝑥, 𝑦 ∈ [−1, 1], 𝑥 ̸= 𝑦.

Але, на жаль, це означення є занадто обмежувальним для того, щоб

отримати аналог теореми Бiшопа-Фелпса. Далi ми покажемо, що навiть у

найпростiшому випадку 𝑋 = R множина SA(𝑋) не є щiльною у Lip0(𝑋)

Теорема 3.2. Множина SA(R) не є щiльною у Lip0(R).

Щоб показати це ми маємо спочатку довести нескладну лему.

Лема 3.3. Якщо 𝑓 ∈ Lip0(R) досягає норми на парi точок (𝑥, 𝑦) ∈ R×
R, 𝑥 < 𝑦, та 𝑧 ∈]𝑥, 𝑦[, тодi 𝑓 також досягає норми на парах (𝑥, 𝑧) та

(𝑦, 𝑧), та виконується рiвнiсть

𝑓(𝑧) =
|𝑧 − 𝑦|𝑓(𝑥) + |𝑥− 𝑧|𝑓(𝑦)

|𝑥− 𝑦|
. (3.2)

Зокрема, для будь-якого числа 𝜃 ∈ [0, 1] виконується 𝑓(𝜃𝑥 + (1 − 𝜃)𝑦) =

𝜃𝑓(𝑥) + (1− 𝜃)𝑓(𝑦).

Доведення. Ми можемо вважати, що 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦) > 0 (iнакше ми

помножимо 𝑓 на −1). Через те, що 𝑓 досягає своєї норми на парi (𝑥, 𝑦), ми

маємо

‖𝑓‖|𝑥− 𝑦| = 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑧) + 𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑦)

6 ‖𝑓‖|𝑥− 𝑧|+ ‖𝑓‖|𝑧 − 𝑦| = ‖𝑓‖|𝑥− 𝑦|.

Це означає, що нерiвностi 𝑓(𝑥)−𝑓(𝑧) 6 ‖𝑓‖|𝑥−𝑧| та 𝑓(𝑧)−𝑓(𝑦) 6 ‖𝑓‖|𝑧−𝑦|
насправдi є рiвностями 𝑓(𝑥)−𝑓(𝑧) = ‖𝑓‖|𝑥−𝑧| та 𝑓(𝑧)−𝑓(𝑦) = ‖𝑓‖|𝑧−𝑦|,
i це означає, що 𝑓 досягає норми на парах (𝑥, 𝑧) та (𝑦, 𝑧). Отже, 𝑓(𝑥) =
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𝑓(𝑧) + ‖𝑓‖|𝑥 − 𝑧| та 𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑧) − ‖𝑓‖|𝑧 − 𝑦|. Пiдставляючи останнi двi

формули у праву частину рiвняння (3.2), ми отримуємо бажаний результат.

2

Доведення Теореми 3.2. Вiдомо, що Lip0(R) є iзометричним до 𝐿∞(R)
(наприклад, див. [65, Твердження 6 та 2]), i потрiбна бiєктивна iзометрiя

𝑈 : Lip0(R) −→ 𝐿∞(R) – це оператор диференцiювання (похiдна

лiпшицевої функцiї 𝑓 : R −→ R iснує майже всюди). Виходячи з цього та

попередньої Леми 3.3, для будь-якої 𝑓 ∈ SA(R) вiдповiдна 𝑈(𝑓) = 𝑓 ′ – це

функцiя, яка дорiвнює ‖𝑓‖ або −‖𝑓‖ на деякому непорожньому iнтервалi

(тут ми використовуємо Лему 3.3).

Ми можемо побудувати множину 𝐴 ⊂ [0, 1], яка буде замкненою, нiде

не щiльною у [0, 1] та мати позитивну мiру Лебега. А саме, множина 𝐴

може бути побудована подiбно до множини Кантора, але iнтервали, якi

“викидаються” мають бути достатньо маленькими. На першому кроцi

видаляється середня частина iз одиничного iнтервалу [0, 1] довжиною

1/4, залишаючи [0, 3/8] ∪ [5/8, 1]. На наступному кроцi, видаляється

середня частина кожного iз отриманих iнтервалiв, щоб їх загальна довжина

дорiвнювала 1/8. Цей процес повторюється до нескiнченностi, i на 𝑛-

ому кроцi видаляються iнтервали загальною довжиною 1/2𝑛+1. Множина

𝐴 складається з усiх точок iнтервалу [0, 1], якi залишаються пiсля всiх

вилучень. При такiй побудовi мiра Лебега множини 𝐴 дорiвнює 1/2.

Тепер розглянемо 𝑔 ∈ Lip0(R), яка має похiдну 1𝐴 (характеристична

функцiя множини 𝐴). Тодi 𝑔 не може бути наближена жодною функцiєю

з SA(R). Насправдi виконується, що для будь-якої 𝑓 ∈ SA(R)

‖𝑔 − 𝑓‖ = ‖1𝐴 − 𝑓 ′‖∞ >
1

2
. (3.3)

Дiйсно, ‖𝑔‖ = ‖1𝐴‖∞ = 1, тобто, якщо ‖𝑓 ′‖∞ 6
1

2
, тодi (3.3) випливає

з нерiвностi трикутника. Якщо ‖𝑓 ′‖∞ >
1

2
, тодi |𝑓 ′(𝑡)| > 1

2
на якомусь

вiдкритому iнтервалi (𝑎, 𝑏). Оскiльки 𝐴 є нiде не щiльною множиною, iснує

менший iнтервал (𝑐, 𝑑) ⊂ (𝑎, 𝑏) такий, що 1𝐴(𝑡) = 0 для всiх 𝑡 ∈ (𝑐, 𝑑).
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Таким чином, ми маємо, що |(1𝐴 − 𝑓 ′)(𝑡)| > 1

2
на (𝑐, 𝑑), i звiдси випливає

(3.3). Отже, множина SA(R) не є щiльною в Lip0(R).

Тож зрозумiло, що для отримання щiльностi множини лiпшицевих

функцiй, що досягають норми у Lip0(𝑋) необхiдне менш обмежувальне

поняття. Ми будемо використовувати наступне означення.

Означення 3.4. Нехай 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 . Функцiя 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) досягає норми

за напрямком 𝑢, якщо iснує послiдовнiсть пар 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 ∈ 𝑋, 𝑥𝑛 ̸= 𝑦𝑛 таких,

що

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

= 𝑢 та lim
𝑛→∞

|𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑦𝑛)|
‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

= ‖𝑓‖.

Ми кажемо, що функцiя 𝑓 досягає норми за напрямком, якщо вона досягає

норми за деяким напрямком 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 . Множину тих 𝑓 ∈ Lip0(𝑋), якi

досягають норми за напрямком, будемо позначати DA(𝑋).

Повернемось до прикладу функцiї 𝑓(𝑥) = sin(𝑥), яка не досягає норми

у строгому сенсi. Легко бачити, що вона досягає норми за напрямком 𝑢 = 1

(можна взяти 𝑥𝑛 = 0, 𝑦𝑛 = 1/𝑛).

Наведемо двi причини, чому можна вважати таке означення

природним.

(a) Якщо 𝑋 – це скiнченновимiрний простiр, то DA(𝑋) = Lip0(𝑋)

з мiркувань компактностi, тобто у цьому випадку теорема Бiшопа-

Фелпса виконується.

(b) Лiнiйний функцiонал 𝑓 досягає норми за напрямком 𝑢 тодi i тiльки

тодi, коли 𝑓(𝑢) = ‖𝑓‖, тобто вiн досягає норми у звичайному сенсi.

3.2 Властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для лiпшицевих

функцiй

Означення 3.5. Банаховий простiр 𝑋 має властивiсть Бiшопа-

Фелпса-Болобаша для лiпшицевих функцiй (𝑋 ∈ LipBPB), якщо для будь-

якого 𝜀 > 0 iснує таке 𝛿 > 0, що для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) з
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‖𝑓‖ = 1 i для будь-якої пари 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 такої, що
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
> 1− 𝛿

iснує функцiя 𝑔 ∈ Lip0(𝑋) з ‖𝑔‖ = 1 та iснує 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 такi, що 𝑔 досягає

норми у напрямку 𝑢, ‖𝑔 − 𝑓‖ < 𝜀, та

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖
− 𝑢

⃦⃦⃦⃦
< 𝜀.

У пiдроздiлi 3.4 ми доводимо узагальнення теореми Бiшопа-Фелпса-

Болобaша у сенсi Означення 3.5 для рiвномiрно опуклих просторiв.

Означення 3.6. Банаховий простiр 𝑋 має ослаблену властивiсть

Бiшопа-Фелпса-Болобаша для лiпшицевих функцiй (𝑋 ∈ rLipBPB ), якщо

для будь-якого 𝜀 > 0 iснує таке 𝛿 > 0, що для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ Lip0(𝑋)

з ‖𝑓‖ = 1 i для будь-якої пари 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 такої, що
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
> 1−𝛿

iснує функцiя 𝑔0 ∈ Lip0(𝑋) з ‖𝑔0‖ = 1 та iснує послiдовнiсть 𝑣𝑛, 𝑤𝑛 ∈
𝑋, 𝑣𝑛 ̸= 𝑤𝑛 така, що

lim
𝑛→∞

𝑔0(𝑣𝑛)− 𝑔0(𝑤𝑛)

‖𝑣𝑛 − 𝑤𝑛‖
= 1, (3.4)

‖𝑔0 − 𝑓‖ < 𝜀, та

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖
− 𝑣𝑛 − 𝑤𝑛

‖𝑣𝑛 − 𝑤𝑛‖

⃦⃦⃦⃦
< 𝜀.

Термiн “ослаблений” в Означеннi 3.6 ми використовуємо тому, що не

вимагаємо, щоб послiдовнiсть
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖
збiгалася до якогось 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 . У

наступнiй лемi ми покажемо, що насправдi ослаблена властивiсть тягне за

собою властивiсть у сенсi Означення 3.5.

Лема 3.7. Якщо 𝑋 ∈ rLipBPB, то 𝑋 ∈ LipBPB.

Доведення. Зафiксуємо 𝜀 > 0 та оберемо спадну послiдовнiсть 𝜀𝑛 > 0,

щоб
∑︀∞

𝑛=1 𝜀𝑛 < 𝜀. Для будь-якого 𝑛 ∈ N позначимо 𝛿𝑛 дельта з Означення

3.6, яке вiдповiдає 𝜀𝑛. Покажемо, що 𝛿 = 𝛿1 задовольняє умовi Означення

3.5.

Застосуємо Означення 3.6 з 𝜀1 та 𝛿1 до лiшшицевої функцiї 𝑓1 = 𝑓 та

до даної пари 𝑥1, 𝑦1 ∈ 𝑋, 𝑥1 ̸= 𝑦1 з
|𝑓(𝑥1)− 𝑓(𝑦1)|

‖𝑥1 − 𝑦1‖
> 1− 𝛿1. Ми отримаємо

вiдповiдну функцiю 𝑔0 та вiдповiдну послiдовнiсть пар 𝑣𝑛, 𝑤𝑛. Згiдно з

(3.4), iснує таке 𝑛1, що

𝑔0(𝑣𝑛1
)− 𝑔0(𝑤𝑛1

)

‖𝑣𝑛1
− 𝑤𝑛1

‖
> 1− 𝛿2.
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Позначимо 𝑓2 = 𝑔0, 𝑥2 = 𝑣𝑛1
, та 𝑦2 = 𝑤𝑛1

. Тодi ‖𝑓1 − 𝑓2‖ < 𝜀2,⃦⃦⃦⃦
𝑥1 − 𝑦1

‖𝑥1 − 𝑦1‖
− 𝑥2 − 𝑦2

‖𝑥2 − 𝑦2‖

⃦⃦⃦⃦
< 𝜀2, та

|𝑓2(𝑥2)− 𝑓2(𝑦2)|
‖𝑥2 − 𝑦2‖

> 1− 𝛿2.

Остання умова дозволяє застосувати Означення 3.6 до 𝜀2, 𝛿2, 𝑓2 та до 𝑥2, 𝑦2

таким самим чином, та отримати 𝑓3 та 𝑥3, 𝑦3. Повторюючи цю процедуру

злiченне число разiв отримуємо 𝑓𝑛 ∈ Lip0(𝑋), ‖𝑓𝑛‖ = 1 та 𝑥𝑛, 𝑦𝑛 ∈ 𝑋,

𝑛 = 1, 2, . . . з наступними властивостями:

‖𝑓𝑛−1 − 𝑓𝑛‖ < 𝜀𝑛,

⃦⃦⃦⃦
𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1

‖𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1‖
− 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

⃦⃦⃦⃦
< 𝜀𝑛, та (3.5)

|𝑓𝑛(𝑥𝑛)− 𝑓𝑛(𝑦𝑛)|
‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

> 1− 𝛿𝑛. (3.6)

Умова (3.5) означає, що послiдовнiсть 𝑓𝑛 має границю – якесь 𝑔 ∈ Lip0(𝑋)

з ‖𝑔‖ = 1, i так само послiдовнiсть
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

має границю 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 . Бiльш

того, ‖𝑓 − 𝑔‖ <
∑︀∞

𝑛=1 𝜀𝑛 < 𝜀, та

⃦⃦⃦⃦
𝑥1 − 𝑦1

‖𝑥1 − 𝑦1‖
− 𝑢

⃦⃦⃦⃦
< 𝜀. Також з (3.6)

випливає, що
|𝑔(𝑥𝑛)− 𝑔(𝑦𝑛)|

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖
> 1− 𝛿𝑛 − ‖𝑔 − 𝑓𝑛‖,

тож lim𝑛→∞
|𝑔(𝑥𝑛)− 𝑔(𝑦𝑛)|

‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖
= 1, i це показує, що 𝑔 досягає норми у

напрямку 𝑢. 2

3.3 Застосування вiльних лiпшицевих просторiв

У цьому пiдроздiлi ми розробляємо засiб, що дозволить звести вивчення

лiпшицевих вiдображень до вивчення лiнiйних неперервних функцiоналiв

та застосувати теорему Бiшопа-Фелпса-Болобаша. Для цього ми викорис-

товуємо концепцiю вiльних лiпшицевих просторiв.

Для будь-якого 𝑥 ∈ 𝑋 позначимо �̂� вiдповiдний лiнiйний функцiонал

“значення в точцi” на Lip0(𝑋), тобто �̂�(𝑓) = 𝑓(𝑥). Тодi �̂� – це

елемент простору Lip0(𝑋)*. Пiдпростiр 𝐿𝑖𝑛{�̂�, 𝑥 ∈ 𝑋} простору Lip0(𝑋)*

позначимоℱ . Найбiльш розповсюджена назва дляℱ – вiльний лiпшицевий

простiр (free Lipschitz space).
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Елементи простору Lip0(𝑋) – це лiнiйнi неперервнi функцiонали на ℱ ,
бiльш того ℱ* = Lip0(𝑋) (див. [65, Твердження 2]). Вiдображення 𝑥 ↦→ �̂� –

це нелiнiйне iзометричне вкладення простору 𝑋 у ℱ : ‖�̂�− 𝑦‖ℱ = ‖𝑥− 𝑦‖𝑋
для всiх 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

Дiю елемента 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) на 𝑤 ∈ ℱ будемо позначати ⟨𝑓, 𝑤⟩. У цих

позначеннях ⟨𝑓, �̂�⟩ = 𝑓(𝑥), та формулу для норми (3.1) можна переписати

наступним чином:

‖𝑓‖ = sup

{︂⃒⃒⃒⃒⟨
𝑓,

�̂�− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖

⟩⃒⃒⃒⃒
: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦

}︂
. (3.7)

Позначимо 𝑊 =

{︂
�̂�− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖
: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦

}︂
. Наступний результат є

нескладним наслiдком теореми Гана-Банаха.

Твердження 3.8.

𝐵ℱ = conv𝑊. (3.8)

Доведення. Очевидно, що 𝑊 ⊂ 𝑆ℱ – замкнута, врiвноважена, опукла

множина. Припустимо вiд супротивного, що 𝐵ℱ ̸= conv𝑊 , тобто iснує

такий елемент 𝑥 ∈ 𝐵ℱ , що 𝑥 /∈ conv𝑊 . Тодi можемо застосувати теорему

Гана-Банаха в геометричнiй формi. Отже, iснують функцiонал 𝑓 ∈ ℱ*

та 𝛼 ∈ R такi, що 𝑓(conv𝑊 ) < 𝛼 , але 𝑓(𝑥) > 𝛼. Це означає, що

sup |𝑓(conv𝑊 )| 6 𝛼 < ‖𝑓‖ , що суперечить формулi (3.7). Таким чином,

conv𝑊 ⊃ 𝐵ℱ . 2

Зараз ми сформулюємо та доведемо першу, вiдносно слабку версiю теореми

Бiшопа-Фелпса-Болобаша для лiпшицевих функцiй. Ця версiя буде

вiдправною точкою для результатiв наступного пiдроздiлу.

Лема 3.9. Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝑓 ∈ Lip0(𝑋), ‖𝑓‖ = 1, 𝜀 ∈
(0, 2), та нехай 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 – це така пара елементiв, що

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)

‖𝑥− 𝑦‖
> 1− 𝜀. (3.9)

Тодi для будь-якої функцiї ℎ ∈ Lip0(𝑋) з ‖ℎ‖ = 1 та
ℎ(𝑥)− ℎ(𝑦)

‖𝑥− 𝑦‖
= 1 iснує

𝑔0 ∈ Lip0(𝑋) з ‖𝑔0‖ = 1, ‖𝑓 − 𝑔0‖ <
√
2𝜀 та iснує послiдовнiсть таких



82

пар 𝑣𝑛, 𝑤𝑛 ∈ 𝑋, 𝑣𝑛 ̸= 𝑤𝑛, що
ℎ(𝑣𝑛)− ℎ(𝑤𝑛)

‖𝑣𝑛 − 𝑤𝑛‖
> 1 −

√
2𝜀 для всiх 𝑛 ∈ N,та

lim𝑛→∞
𝑔0(𝑣𝑛)− 𝑔0(𝑤𝑛)

‖𝑣𝑛 − 𝑤𝑛‖
= 1.

Доведення. Розглянемо елемент 𝑤 =
�̂�− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖
∈ 𝑆ℱ . Тодi (3.9) означає,

що ⟨𝑓, 𝑤⟩ > 1 − 𝜀. Ми маємо, що 𝑓 ∈ Lip0(𝑋) = ℱ*, отже, ми можемо

застосувати теорему Бiшопа-Фелпса-Болобаша. Тодi iснує 𝑔0 ∈ Lip0(𝑋),

‖𝑔0‖ = 1, що ‖𝑓 − 𝑔0‖ <
√
2𝜀 та iснує 𝑧 ∈ ℱ такий, що ‖𝑤 − 𝑧‖ <

√
2𝜀 та

⟨𝑔0, 𝑧⟩ = 1. Нехай 𝜈 > 0 – таке число, що ‖𝑤 − 𝑧‖ < 𝜈 <
√
2𝜀. Зафiксуємо

послiдовнiсть 𝜀𝑛 > 0, що збiгається до нуля. Формула (3.8) означає, що

iснує послiдовнiсть 𝑧𝑛 ∈ conv𝑊 , яка збiгається до 𝑧. Ми можемо обрати 𝑧𝑛

так, щоб

‖𝑤 − 𝑧𝑛‖ < 𝜈, та ⟨𝑔0, 𝑧𝑛⟩ > 1− 𝜀𝑛. (3.10)

З того, що ⟨ℎ,𝑤⟩ = 1 маємо

⟨ℎ, 𝑧𝑛⟩ > ⟨ℎ,𝑤⟩ − ‖𝑤 − 𝑧𝑛‖ > 1− 𝜈 > 1−
√
2𝜀. (3.11)

Оберемо послiдовнiсть чисел 𝛼𝑛 ∈ (0, 1), яка задовольняє наступним

умовам:

lim
𝑛→∞

𝛼𝑛

1− 𝛼𝑛
= 0 та lim

𝑛→∞
𝜀𝑛
1− 𝛼𝑛

𝛼𝑛
= 0. (3.12)

З формул (3.10) та (3.11) отримуємо

𝛼𝑛⟨ℎ, 𝑧𝑛⟩+ (1− 𝛼𝑛)⟨𝑔0, 𝑧𝑛⟩ > 1− 𝛼𝑛𝜈 − (1− 𝛼𝑛)𝜀𝑛.

Остання нерiвнiсть означає, що iснує такий елемент 𝑠𝑛 ∈ 𝑊 , що

𝛼𝑛⟨ℎ, 𝑠𝑛⟩+ (1− 𝛼𝑛)⟨𝑔0, 𝑠𝑛⟩ > 1− 𝛼𝑛𝜈 − (1− 𝛼𝑛)𝜀𝑛.

Разом з цим, очевидна оцiнка ⟨ℎ, 𝑠𝑛⟩ 6 1 та ⟨𝑔0, 𝑠𝑛⟩ 6 1, i отже,

⟨𝑔0, 𝑠𝑛⟩ > 1− 𝜀𝑛 −
𝛼𝑛

1− 𝛼𝑛

√
2𝜀, та (3.13)

⟨ℎ, 𝑠𝑛⟩ > 1− 𝜈 − 𝜀𝑛
1− 𝛼𝑛

𝛼𝑛
. (3.14)

З нерiвностi (3.13) та (3.12) випливає, що ⟨𝑔𝑜, 𝑠𝑛⟩ → 1, та з (3.14) випливає,

що ⟨ℎ, 𝑠𝑛⟩ > 1 −
√
2𝜀 для достатньо великих значень 𝑛. Щоб завершити
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доведення, достатньо помiтити, що 𝑠𝑛 ∈ 𝑊 можна представити у виглядi
𝑣𝑛 − �̂�𝑛

‖𝑣𝑛 − 𝑤𝑛‖
для деяких 𝑣𝑛, 𝑤𝑛 ∈ 𝑋, 𝑣𝑛 ̸= 𝑤𝑛. 2

3.4 Результат для рiвномiрно опуклих просторiв

У цьому пiдроздiлi ми доведемо, що будь-який рiвномiрно опуклий

простiр (див. Означення 1.3) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша

для лiпшицевих функцiй. Нагадаємо, що модуль рiвномiрної опуклостi

простору 𝑋 можна визначити наступною формулою:

𝛿𝑋(𝜀) = inf

{︂
1− ‖𝑥+ 𝑦‖

2
: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐵𝑋 , ‖𝑥− 𝑦‖ = 𝜀

}︂
.

Також нагадаємо, що зрiзкою одиничної кулi для даного функцiонала 𝑓 ∈
𝑆𝑋* та даного значення 𝛿 > 0 є множина 𝑆(𝑓, 𝛿) = {𝑥 ∈ 𝐵𝑋 : 𝑓(𝑥) >

1 − 𝛿}. Важливою властивiстю рiвномiрно опуклих просторiв є те, що

одинична куля мiстить багато маленьких зрiзок. Для ясностi викладу ми

приводимо цей нескладний результат з доведенням, але також вiн може

бути знайдений у [2, Lemma 2.1].

Лема 3.10. Нехай 𝑋 – рiвномiрно опуклий простiр, 𝜀 > 0, та 𝛿 =

𝛿𝑋(𝜀). Тодi для будь-якого функцiонала 𝑓 ∈ 𝑆𝑋* виконується нерiвнiсть

diam𝑆(𝑓, 𝛿) < 𝜀. (3.15)

Доведення. Нехай 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆(𝑓, 𝛿). Означення зрiзки означає, що 𝑥, 𝑦 ∈

𝐵𝑋 , 𝑓(𝑥) > 1− 𝛿 та 𝑓(𝑦) > 1− 𝛿. Тодi 𝑓

(︂
𝑥+ 𝑦

2

)︂
> 1− 𝛿, отже,

⃦⃦⃦⃦
𝑥+ 𝑦

2

⃦⃦⃦⃦
>

1− 𝛿. З означення модуля рiвномiрної опуклостi випливає, що ‖𝑥− 𝑦‖ < 𝜀.

2

Теорема 3.11. Будь-який рiвномiрно опуклий простiр 𝑋 має

властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для лiпшицевих функцiй.

Доведення. Згiдно з Лемою 3.7, достатньо довести, що 𝑋 має

ослаблену властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша. Зафiксуємо 𝛿0 > 0 та

оберемо 𝜀 > 0, щоб
√
2𝜀 < 𝛿𝑋(𝛿0). Нехай 𝑓 ∈ Lip0(𝑋), ‖𝑓‖ = 1,
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та 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ̸= 𝑦 з
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
> 1 − 𝜀. Позначимо ℎ ∈ 𝑆𝑋* –

опорний функцiонал у точцi
𝑥− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖
. Тодi з лiнiйностi випливає, що

ℎ(𝑥)− ℎ(𝑦)

‖𝑥− 𝑦‖
= ℎ

(︂
𝑥− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖

)︂
= 1, отже, можемо застосовувати Лему 3.9.

Згiдно з нею iснує 𝑔0 ∈ Lip0(𝑋) з ‖𝑔0‖ = 1, ‖𝑓 − 𝑔0‖ <
√
2𝜀 та iснує

послiдовнiсть пар 𝑣𝑛, 𝑤𝑛 ∈ 𝑋, 𝑣𝑛 ̸= 𝑤𝑛 таких, що

ℎ

(︂
𝑣𝑛 − 𝑤𝑛

‖𝑣𝑛 − 𝑤𝑛‖

)︂
=

ℎ(𝑣𝑛)− ℎ(𝑤𝑛)

‖𝑣𝑛 − 𝑤𝑛‖
> 1−

√
2𝜀 > 1− 𝛿𝑋(𝛿0). (3.16)

для всiх 𝑛 ∈ N, та lim𝑛→∞
𝑔0(𝑣𝑛)− 𝑔0(𝑤𝑛)

‖𝑣𝑛 − 𝑤𝑛‖
= 1. Нерiвнiсть (3.16)

геометрично означає, що
𝑣𝑛 − 𝑤𝑛

‖𝑣𝑛 − 𝑤𝑛‖
∈ 𝑆(ℎ, 𝛿𝑋(𝛿0)). З того, що

𝑥− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖
∈

𝑆(ℎ, 𝛿𝑋(𝛿0)), за Лемою 3.10 ми маємо⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖
− 𝑣𝑛 − 𝑤𝑛

‖𝑣𝑛 − 𝑤𝑛‖

⃦⃦⃦⃦
< 𝛿0.

Це означає, що 𝑋 ∈ rLipBPB, отже, 𝑋 ∈ LipBPB. 2

3.5 Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi ми розглянули два поняття досягнення норми для

лiпшицевих функцiй. Ми показали, що означення у строгому сенсi не

дає можливостi отримати аналог теореми Бiшопа-Фелпса для лiпшицевих

функцiй. Також ми ввели бiльш слабке означення досягнення норми

за напрямком, а саме: значення функцiї 𝑓 на послiдовностi
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

збiгається до числа ‖𝑓‖ та послiдовнiсть
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖

збiгається до вектора

𝑢.

У пiдроздiлi 3.2 ми ввели властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

лiпшицевих функцiй. Ця властивiсть означає, що лiпшицеву функцiю

𝑓 з нормою 1, якщо значення
|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|

‖𝑥− 𝑦‖
достатньо близько до 1,

можна наблизити лiпшицевою функцiєю 𝑔, яка досягає норми за деяким

напрямком 𝑢, так, що напрямок 𝑢 є близьким до напрямку
𝑥− 𝑦

‖𝑥− 𝑦‖
.
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У пiдроздiлi 3.3 ми розповiли про концепцiю вiльних лiпшицевих

просторiв та довели попередню версiю теореми Бiшопа-Фелпса-Болобаша

для лiпшицевих функцiй. Це дозволило отримати у пiдроздiлi 3.4 аналог

теореми Бiшопа-Фелпса-Болобaша у сенсi Означення 3.5 для рiвномiрно

опуклих просторiв.

До основних результатiв цього роздiлу належать:

– Теорема 3.2, яка показує, що пiдмножина лiпшицевих функцiй, якi

досягають норми у строгому сенсi не є щiльною у просторi Lip0(R).

– Лема 3.7, яка показує еквiвалентнiсть властивостi Бiшопа-Фелпса-

Болобаша та ослабленої властивостi Бiшопа-Фелпса-Болобaша.

– Лема 3.9, в якiй ми доводимо попередню версiю теореми Бiшопа-

Фелпса-Болобаша для лiпшицевих функцiй, застосовуючи класичну

теорему Бiшопа-Фелпса-Болобаша для лiнiйних функцiоналiв а також

факт, що простiр 𝑋 може бути нелiнiйно iзометрично вкладений у

простiр ℱ так, щоб простiр Lip0(𝑋) був спряженим простором до ℱ .

– Теорема 3.11, яка стверджує, що рiвномiрно опуклi простори мають

властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для лiпшицевих функцiй.

Результати дослiджень даного роздiлу наведено в публiкацiї [44].
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РОЗДIЛ 4

ТЕОРЕМА БIШОПА-ФЕЛПСА-БОЛОБАША ДЛЯ

АСПЛУНДОВИХ ОПЕРАТОРIВ, ЩО ДIЮТЬ У ПРОСТIР ЗI

СТРУКТУРОЮ ACK

4.1 Концепцiя асплундових просторiв та теорема Бiшопа-

Фелпса-Болобаша

Нагадаємо, що банаховий простiр 𝑋 називається асплундовим, якщо

для будь-якої неперервної дiйснозначної опуклої функцiї 𝑓 , визначеної

на вiдкритiй опуклiй множинi 𝑈 ⊂ 𝑋, множина точок iз 𝑈 , в яких 𝑓

диференцiйовна за Фреше, є щiльною 𝐺𝛿 множиною в 𝑈 . Це означення

було введено Асплундом у роботi [11] пiд назвою сильно диференцiйовних

просторiв. Кожний рефлексивний простiр та кожний сепарабельний

простiр, спряжений до якого є сепарабельним, є асплундовим простором.

Класичнi приклади асплундових просторiв – 𝐿𝑝 та ℓ𝑝 з 1 < 𝑝 < ∞, а також

𝑐0; приклади просторiв, якi не є асплундовими – 𝐶[0, 1], ℓ1, ℓ∞, 𝐿1[0, 1] та

𝐿∞[0, 1]. Поняття асплундових просторiв має численнi характеризування,

а саме:

Теорема 4.1 ([54], [61], [62]). Нехай 𝑋 – це банаховий простiр. Тодi

наступнi твердження еквiвалентнi:

(I) X – асплундовий простiр;

(II) кожна 𝑤*-компактна пiдмножина простору (𝑋*, 𝑤*) є

фрагментовною вiдносно норми;

(III) кожний сепарабельний пiдпростiр простору 𝑋 має

сепарабельний спряжений простiр;

(IV) простiр 𝑋* має властивiсть Радона-Нiкодима.
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Нагадаємо, що множина 𝐶 ⊂ (𝑋*, 𝑤*) називається фрагментовною вiд-

носно норми, якщо для будь-якої непорожньої пiдмножини 𝐴 ⊂ 𝐶 та для

будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝑤*-вiдкрита множина 𝑈 ⊂ 𝑋*, така, що 𝐴 ∩ 𝑈 ̸= ∅
та ‖ · ‖ − diam(𝐴 ∩ 𝑈) 6 𝜀.

Оператор 𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) називається асплундовим оператором, якщо

вiн факторизується через асплундовий простiр, тобто iснує асплундовий

простiр 𝑍 та оператори 𝑇1 ∈ 𝐿(𝑋,𝑍), 𝑇2 ∈ 𝐿(𝑍, 𝑌 ) такi, що 𝑇 =

𝑇2 ∘ 𝑇1. Наприклад, кожний слабко компактний оператор є асплундовим

оператором. Очевидно, що якщо 𝑋 або 𝑌 – це асплундовий простiр, то

𝑇 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) є асплундовим оператором.

З Теореми 4.1 випливає наступний результат, який ми будемо викорис-

товувати пiзнiше (див. [10, Lemma 2.3]):

Лема 4.2. Якщо 𝑇 – асплундовий оператор, то спряжений до нього

оператор 𝑇 * вiдображає одиничну кулю простору 𝑌 * у 𝑤*-компактну пiд-

множину (𝑋,𝑤*), яка є фрагментовною вiдносно норми.

Означення 4.3. Банаховий простiр 𝑌 має властивiсть Бiшопа-

Фелпса-Болобаша для асплундових операторiв (скорочено A-BPB), якщо

для будь-якого 𝜀 > 0 iснує таке 𝛿(𝜀) > 0, що для будь-якого банахового

простору 𝑋 та будь-якого асплундового оператору 𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ), якщо

𝑥0 ∈ 𝑆𝑋 i виконується нерiвнiсть ‖𝑇 (𝑥0)‖ > 1 − 𝛿(𝜀), тодi iснує 𝑢0 ∈ 𝑆𝑋 i

асплундовий оператор ̃︀𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ), такi що

‖̃︀𝑇 (𝑢0)‖ = 1, ‖𝑥0 − 𝑢0‖ < 𝜀 та ‖𝑇 − ̃︀𝑇‖ < 𝜀.

У 2011 роцi Арон, Каскалес, та Кожушкiна у [10, Theorem 2.4] показали,

що простiр 𝐶(𝐾) має властивiсть A-BPBp, навiвши таким чином перший

приклад, коли пара (𝑐0, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша та

простiр 𝑌 є нескiнченновимiрним. У 2013 роцi Каскалес, Кадець та Гуiрао

поширили цей результат на рiвномiрнi алгебри 𝐴 ⊂ 𝐶(𝐾). Головний ре-

зультат статтi – це [16, Теорема 3.6]:

Теорема 4.4. Нехай 𝐴 ⊂ 𝐶(𝐾) – рiвномiрна алгебра та 𝑇 : 𝑋 → 𝐴
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асплундовий оператор з ‖𝑇‖ = 1. Нехай 0 < 𝜀 <
√
2 та 𝑥0 ∈ 𝑆𝑋 , i

виконується, що ‖𝑇 (𝑥0)‖ > 1 − 𝜀2

2
. Тодi iснує 𝑢0 ∈ 𝑆𝑋 та асплундовий

оператор ̃︀𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝐴) такий, що

‖̃︀𝑇 (𝑢0)‖ = 1, ‖𝑥0 − 𝑢0‖ 6 𝜀 та ‖𝑇 − ̃︀𝑇‖ < 2𝜀.

Нагадаємо потрiбну термiнологiю. 𝐴 ⊂ 𝐶(𝐾) називається рiвномiрною

алгеброю, якщо 𝐴 є замкнена (у сенсi рiвномiрної норми) пiдалгебра 𝐶(𝐾)

та 𝐴 роздiляє точки компакта 𝐾 (тобто, для будь-яких 𝑥 ̸= 𝑦 ∈ 𝐾 iснує

𝑓 ∈ 𝐴 така, що 𝑓(𝑥) ̸= 𝑓(𝑦)). Множина Γ ⊂ 𝐾 називається границею 𝐴,

якщо для будь-якої функцiї 𝑓 ∈ 𝐴 iснує 𝑥 ∈ Γ така, що |𝑓(𝑥)| = ‖𝑓‖∞.
Важливi приклади рiвномiрних алгебр виникають у задачах

комплексного аналiзу, скажiмо, пiдалгебра тих неперервних функцiй

на окружностi, що продовжуються до голоморфних функцiй у колi. Щоб

не втрачати таких прикладiв, у цьому роздiлi, на вiдмiну вiд попереднiх,

ми розглядаємо i дiйснi, i комплекснi простори.

Вищезгадана Теорема 4.4 була отримана у роботi [16] на основi двох

допомiжних тверджень:

Лема 4.5. Нехай 𝐴 – рiвномiрна алгебра. Тодi iснує компакт 𝐾

такий, що 𝐴 – це пiдалгебра у 𝐶(𝐾) та iснує границя Γ0 ⊂ 𝐾 така, що

для будь-якої вiдкритої множини 𝑈 ⊂ 𝐾 з 𝑈 ∩ Γ0 ̸= ∅ та для будь-якого

0 < 𝜀 < 1 iснують 𝑓 ∈ 𝐴 та 𝑡0 ∈ 𝑈 ∩ Γ0 такi, що

𝑓(𝑡0) = ‖𝑓‖∞ = 1,

|𝑓(𝑡)| < 𝜀 для будь-якого 𝑡 ∈ 𝐾 ∖ 𝑈 та

|𝑓(𝑡)|+ (1− 𝜀)|1− 𝑓(𝑡)| 6 1, для всiх 𝑡 ∈ 𝐾.

Лема 4.6. Нехай 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 – асплундовий оператор з ‖𝑇‖ = 1, 𝑥0 ∈

𝑆𝑋 задовольняють нерiвностi ‖𝑇 (𝑥0)‖ > 1− 𝜀2

2
(𝜀 ∈ (0,

√
2)), та Γ ⊂ 𝐵𝑌 *

– 1-нормуюча множина. Якщо ми позначимо 𝑀 = 𝑇 *(Γ), тодi для будь-

якого 𝑟 > 0 iснує:

(I) 𝑤*-вiдкрита множина 𝑈𝑟 ⊂ 𝑋* з 𝑈𝑟 ∩𝑀 ̸= ∅, та
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(II) точки 𝑥*𝑟 ∈ 𝑆𝑋* та 𝑢𝑟 ∈ 𝑆𝑋 з |𝑥*𝑟(𝑢𝑟)| = 1 такi, що

‖𝑥0−𝑢𝑟‖ 6 𝜀 та ‖𝑧*−𝑥*𝑟‖ 6 𝑟+
𝜀2

2
+𝜀 для будь-якого 𝑧* ∈ 𝑈𝑟∩𝑀.

Оператор ̃︀𝑇 у доведеннi Теореми 4.4 був сконструйований за наступною

формулою:

̃︀𝑇 (𝑥)(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝑥*𝑟(𝑥) + (1− 𝜀′)(1− 𝑓(𝑡))𝑇 (𝑥)(𝑡), (4.1)

де 𝑟 > 0, 0 < 𝜀′ < 1 – деякi числа, 𝑓 ∈ 𝐴 та 𝑥*𝑟 ∈ 𝑆𝑋* визначаються

наступним чином: для фiксованого 𝑟 > 0 та 0 < 𝜀′ < 1 застосовується

Лема 4.6 для 𝑌 := 𝐴, Γ = {𝛿𝑠 ∈ 𝐴* : 𝑠 ∈ Γ0}, 𝑟 та 𝜀 > 0. Тодi iснує 𝑤*-

вiдкрита множина 𝑈𝑟, точка 𝑢𝑟 та функцiонал 𝑥*𝑟 ∈ 𝑆𝑋*, який задовольняє

умовам леми. Через те, що 𝑈𝑟 ∩𝑀 ̸= ∅ ми можемо обрати 𝑠0 ∈ Γ0 так, що

𝑇 *𝛿𝑠0 ∈ 𝑈𝑟. При цьому 𝑤*-неперервнiсть оператора 𝑇 * гарантує, що 𝑈 =

{𝑠 ∈ 𝐾 : 𝑇 *𝛿𝑠 ∈ 𝑈𝑟} – це вiдкритий окiл точки 𝑠0. Далi, використовуючи

Лему 4.5 для вiдкритої множини 𝑈 – яка задовольняє умову 𝑈 ∩ Γ0 ̸= ∅
– та 𝜀′, отримуємо функцiю 𝑓 ∈ 𝐴 та 𝑡0 ∈ 𝑈 ∩ Γ0, що виконуються такi

умови:

𝑓(𝑡0) = ‖𝑓‖∞ = 1, (4.2)

|𝑓(𝑡)| < 𝜀′ для будь-якого 𝑡 ∈ 𝐾 ∖ 𝑈 та (4.3)

|𝑓(𝑡)|+ (1− 𝜀′)|1− 𝑓(𝑡)| 6 1 для кожного 𝑡 ∈ 𝐾. (4.4)

У цьому роздiлi ми уважно проаналiзуємо формулу (4.1) та поширимо

Теорему 4.4 на бiльш широкий клас просторiв 𝑌 , якi не є рiвномiрними

алгебрами, але мають таку структуру, для якої ми можемо сконструювати

потрiбний оператор. Замiсть того, щоб окремо доводити теорему

Бiшопа-Фелпса-Болобаша для рiзних просторiв, повторюючи однi й тi

ж мiркування, ми введемо нову властивiсть банахових просторiв (ACK

структуру) та доведемо загальну теорему, яка вмiщує в себе всi необхiднi

технiчнi деталi.

Перед тим, як представити головний результат, ми повиннi трохи

удосконалити Лему 4.6. Для цього нам знадобиться результат, який ми
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вже довели у Роздiлi 2, а саме друга частина Леми 2.17, але у такiй формi,

що працює i в дiйсному, i в комплексному випадках.

Лема 4.7. Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 , 𝑥
* ∈ 𝐵𝑋*, 𝜀 ∈ (0, 2)

та |𝑥*(𝑥)| > 1 − 𝜀. Тодi для будь-якого 𝑘 ∈ (𝜀/2, 1) iснує 𝑦* ∈ 𝑆𝑋* та

𝑢 ∈ 𝑆𝑋 такi, що

|𝑦*(𝑢)| = 1, ‖𝑥− 𝑢‖ 6
𝜀

𝑘
, ‖𝑥* − 𝑦*‖ 6 2𝑘.

Доведення. Виберемо таке 𝛼 ∈ C з |𝛼| = 1, що Re (𝛼𝑥*(𝑥)) = |𝑥*(𝑥)|
(у дiйсному випадку 𝛼 = ±1). Тодi дiйсний функцiонал �̃�* := Re (𝛼𝑥*)

задовольняє умову �̃�*(𝑥) > 1 − 𝜀. Застосування Леми 2.17 надасть нам

дiйсний функцiонал 𝑦* одиничної норми та 𝑢 ∈ 𝑆𝑋 такi, що

𝑦*(𝑢) = 1, ‖𝑥− 𝑢‖ 6
𝜀

𝑘
, ‖�̃�* − 𝑦*‖ 6 2𝑘.

У дiйсному випадку залишається взяти у якостi бажаного 𝑦* ∈ 𝑆𝑋*

функцiонал 𝛼𝑦*, а у комплексному – такий комплексний функцiонал 𝑦* ∈
𝑆𝑋*, що 𝑦* := Re (𝛼𝑦*). 2

Тепер ми можемо довести потрiбну нам модифiковану версiю Леми 4.6.

Вiдмiннiсть цього результату, у тому, що ми надаємо точнiшу та бiльш

гнучку оцiнку для ‖𝑥0 − 𝑢𝑟‖ та ‖𝑧* − 𝑥*𝑟‖

Лема 4.8. Нехай 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 – асплундовий оператор з ‖𝑇‖ = 1, 𝑥0 ∈
𝑆𝑋 задовольняють нерiвностi ‖𝑇 (𝑥0)‖ > 1− 𝜀, та Γ ⊂ 𝐵𝑌 * – 1-нормуюча

множина. Якщо ми позначимо 𝑀 = 𝑇 *(Γ), тодi для будь-якого 𝑟 > 0 та

для будь-якого 𝜀/2 6 𝑘 < 1 iснує:

(I) 𝑤*-вiдкрита множина 𝑈𝑟 ⊂ 𝑋* з 𝑈𝑟 ∩𝑀 ̸= ∅, та

(II) точки 𝑥*𝑟 ∈ 𝑆𝑋* та 𝑢𝑟 ∈ 𝑆𝑋 з |𝑥*𝑟(𝑢𝑟)| = 1 такi, що

‖𝑥0 − 𝑢𝑟‖ 6
𝜀

𝑘
та ‖𝑧* − 𝑥*𝑟‖ 6 𝑟 + 2𝑘 (4.5)

для будь-якого 𝑧* ∈ 𝑈𝑟 ∩𝑀 .
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Доведення. Використовуючи те, що Γ ⊂ 𝐵𝑌 * – 1-нормуюча множина,

ми можемо обрати такий елемент 𝑏*0 ∈ Γ, що

|𝑇 *(𝑏*0)(𝑥0)| > 1− 𝜀

Позначимо 𝑈1 = {𝑥* ∈ 𝑋* : |𝑥*(𝑥0)| > 1− 𝜀}. Тодi ми маємо

𝑇 *(𝑏*0) ∈ 𝑈1 ∩ Γ ⊂ 𝑇 *(𝐵𝑌 *) ⊂ 𝐵𝑋*

Через те, що множина 𝑇 *(𝐵𝑌 *) є фрагментовною (Лема 4.2) та 𝑈1 ∩ 𝑀 –

не порожня множина, для будь-якого 𝑟 > 0 iснує 𝑤*-вiдкрита множина

𝑈2 ⊂ 𝑋*, що (𝑈1 ∩ 𝑀) ∩ 𝑈2 ̸= ∅ та

‖ · ‖ − diam(𝑈1 ∩𝑀 ∩ 𝑈2) 6 𝑟. (4.6)

Нехай 𝑈𝑟 := 𝑈1 ∩ 𝑈2. Зафiксуємо 𝑥*0 ∈ 𝑈𝑟 ∩𝑀 . Тодi ми маємо

1 > ‖𝑥*0‖ > |𝑥*0(𝑥0)| > 1− 𝜀. (4.7)

Тепер ми можемо застосувати Лему 4.7, i для будь-якого 𝜀/2 6 𝑘 < 1 ми

отримуємо такi 𝑦* ∈ 𝑆𝑋* та 𝑢𝑟 ∈ 𝑆𝑋 з |𝑦*(𝑢𝑟)| = 1, що

‖𝑥0 − 𝑢𝑟‖ 6
𝜀

𝑘
та ‖𝑥*0 − 𝑦*‖ 6 2𝑘. (4.8)

Нарештi, для довiльного елементу 𝑧* ∈ 𝑈𝑟 ∩𝑀 маємо

‖𝑧* − 𝑦*‖ 6 ‖𝑧* − 𝑥*0‖+
⃦⃦⃦⃦

𝑥*0
‖𝑥*0‖

− 𝑦*
⃦⃦⃦⃦

(4.6),(4.8)

6 𝑟 + 2𝑘.

2

4.2 ACK структура та властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша

для асплундових операторiв

Нагадаємо, що пiдмножина Γ ⊂ 𝐵𝑌 * зветься 1-нормуючою, якщо ‖𝑦‖ =

sup{|𝑦*(𝑦)| : 𝑦* ∈ Γ} для всiх 𝑦 ∈ 𝑌 .

Означення 4.9. Банаховий простiр 𝑌 має структуру ACK з

параметром 𝜌 ∈ (0, 1) (скорочено 𝑌 ∈ ACK𝜌), якщо iснує 1-нормуюча

множина Γ ⊂ 𝐵𝑌 * така, що для будь-якого 𝜀′ > 0 та для будь-якої вiдносно
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𝑤*-вiдкритої пiдмножини 𝑈 ⊂ Γ, 𝑈 ̸= ∅ iснують вiдносно 𝑤*-вiдкрита

пiдмножина 𝑉 ⊂ 𝑈 , 𝑉 ̸= ∅, функцiонал 𝑦*1 ∈ 𝑉 , елемент 𝑒 ∈ 𝑆𝑌 та оператор

𝐹 ∈ 𝐿(𝑌 ) з наступними властивостями:

(I) ‖𝐹 (𝑒)‖ = ‖𝐹‖ = 1;

(II) 𝑦*1(𝐹 (𝑒)) = 1;

(III) 𝐹 *(𝑦*1) = 𝑦*1;

(IV) |𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * −𝐹 *)(𝑦*)‖ 6 1 для будь-якого 𝑦* ∈ 𝑉 ;

(V) dist (𝐹 *(𝑦*), aconv{0, 𝑉 }) < 𝜀′ для будь-якого 𝑦* ∈ Γ;

(VI) |𝑣*(𝑒)− 1| 6 𝜀′ для будь-якого 𝑣* ∈ 𝑉 ;

(VII) |𝑣*(𝐹 (𝑒))| 6 𝜌 для будь-якого 𝑣* ∈ Γ ∖ 𝑉

Банаховий простiр 𝑌 має просту структуру ACK (𝑌 ∈ ACK), якщо

попереднє означення виконується з двома змiнами: по-перше, властивiсть

(IV) змiнюється на сильнiшу:

(IV)’ |𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖ 6 1 для будь-якого 𝑦* ∈ Γ,

i по друге, властивiсть (VII) зникає.

Зауваження 4.10. Якщо 𝑌 належить до класу ACK𝜌, то 𝑌

належить ACK𝜎 для кожного 𝜎 ∈ [𝜌, 1). Бiльш того, ACK ⊂ ACK𝜌

для будь-якого 𝜌 ∈ [0, 1).

Iдея назвати цю властивiсть структура ACK виникла завдяки iменам

авторiв статтi [10]: Арон(Aron), Каскалес (Cascales), та Кожушкiна (Ko-

zhushkina). У цьому означеннi ми видiлили усi властивостi простору 𝐶(𝐾)

та його рiвномiрних пiдалгебр, якi були потрiбнi, щоб довести Теорему 4.4.

Якщо уважно подивитися на формулу (4.1), можна побачити, що функцiя

𝑓 виконує двi ролi: роль оператора множення та роль елемента алгебри 𝐴.

У нашому означеннi ми вiдокремлюємо цi двi ролi. Головною причиною

ввести Означення 4.9 стала наступна теорема.
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Теорема 4.11. Якщо 𝑌 ∈ ACK або 𝑌 ∈ ACK𝜌, то 𝑌 має властивiсть

A-BPBp. Бiльш детально, нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝑌 ∈ ACK𝜌 та

𝑇 : 𝑋 → 𝑌 – асплундовий оператор з ‖𝑇‖ = 1, 𝑥0 ∈ 𝑆𝑋 , 0 < 𝜀 < 1, та

виконується, що ‖𝑇 (𝑥0)‖ > 1 − 𝜀. Тодi для будь-якого 𝜀/2 6 𝑘 < 1 та

будь-якого

𝜈 > 𝜀+ 2

(︂
𝑘 +

𝜀+ 2𝑘

1− 𝜌+ 𝜀+ 2𝑘

)︂
iснує 𝑢0 ∈ 𝑆𝑋 та асплундовий оператор ̃︀𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) такий, що ‖̃︀𝑇 (𝑢0)‖ =

1, ‖𝑥0−𝑢0‖ 6
𝜀

𝑘
та ‖𝑇− ̃︀𝑇‖ < 𝜈. Якщо 𝑌 ∈ ACK, то те саме виконується

для 𝜈 > 2𝑘.

Доведення. Спочатку розглянемо бiльш складний випадок 𝑌 ∈ ACK𝜌.

Зафiксуємо довiльнi числа 𝑟 > 0 та 0 < 𝜀′ < 1 i вiзьмемо множину Γ

з Означення 4.9. Ми отримуємо 𝑤*-вiдкриту множину 𝑈𝑟, точку 𝑢𝑟 та

функцiонал 𝑥*𝑟 ∈ 𝑆𝑋*, якi задовольняють умови Леми 4.8. Через те, що

𝑈𝑟 ∩ 𝑀 ̸= ∅ та 𝑇 * є 𝑤*-неперервним, ми можемо застосувати Означення

4.9 до 𝑈 = {𝑦* ∈ Γ: 𝑇 *𝑦* ∈ 𝑈𝑟} ≠ ∅ та 𝜀′ та отримати непорожню 𝑤*-

вiдкриту пiдмножину 𝑉, 𝑉 ⊂ 𝑈 ⊂ Γ, 𝑦*1 ∈ 𝑉 , 𝑒 ∈ 𝑌 , 𝐹 ∈ 𝐿(𝑌 ), якi мають

властивостi (I) – (VII). Тобто, для будь-якого 𝑧* ∈ 𝑉 , 𝑇 *𝑧* ∈ 𝑈𝑟, отже, з

означення множини 𝑈𝑟 ми маємо, що

‖𝑇 *(𝑧*)− 𝑥*𝑟‖ 6 𝑟 + 2𝑘. (4.9)

Визначимо лiнiйний оператор ̃︀𝑇 : 𝑋 → 𝑌 за такою формулою̃︀𝑇 (𝑥) = 𝑥*𝑟(𝑥)𝐹 (𝑒) + (1− ̃︀𝜀)(𝐼𝑌 − 𝐹 )𝑇 (𝑥), (4.10)

де числа ̃︀𝜀 ∈ [𝜀′, 1) будуть обранi таким чином, щоб

‖̃︀𝑇‖ 6 1. (4.11)

Для цього, використовуючи той факт, що Γ – 1-нормуюча множина, ми

можемо написати

‖̃︀𝑇‖ = ‖̃︀𝑇 *‖ = sup
𝑦*∈Γ

‖̃︀𝑇 *(𝑦*)‖.

Тепер наше перше завдання – оцiнити вираз

‖̃︀𝑇 *(𝑦*)‖ = ‖𝑦*(𝐹 (𝑒))𝑥*𝑟 + (1− ̃︀𝜀)𝑇 *(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖ (4.12)
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зверху для всiх 𝑦* ∈ Γ. Для 𝑦* ∈ 𝑉 оцiнка ‖̃︀𝑇 *(𝑦*)‖ 6 1 випливає

з властивостi (IV). Таким чином, залишилось розглянути випадок, коли

𝑦* ∈ Γ ∖ 𝑉 . У цьому випадку ми використовуємо властивостi (V) та (VII).

Завдяки (V) для будь-якого 𝑦* ∈ Γ, iснує такий елемент 𝑣* =
∑︀𝑛

𝑘=1 𝜆𝑘𝑣
*
𝑘 з

‖𝐹 *(𝑦*)− 𝑣*‖ < 𝜀′, (4.13)

що 𝑣*𝑘 ∈ 𝑉 , та
∑︀𝑛

𝑘=1 |𝜆𝑘| 6 1. Через те, що 𝑣*𝑘 ∈ 𝑉 , згiдно з (4.9) ми маємо

‖𝑇 *(𝑣*𝑘)− 𝑥*𝑟‖ 6 𝑟 + 2𝑘, i таким чином можемо написати

‖𝑣*(𝑒)𝑥*𝑟 − 𝑇 *(𝑣*)‖ 6
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝜆𝑘|‖𝑣*𝑘(𝑒)𝑥*𝑟 − 𝑇 *(𝑣*𝑘)‖

(VI)

6 𝜀′ +
𝑛∑︁

𝑘=1

|𝜆𝑘|‖𝑥*𝑟 − 𝑇 *(𝑣*𝑘)‖ 6 𝜀′ + 𝑟 + 2𝑘. (4.14)

Далi,

‖̃︀𝑇 *(𝑦*)‖ 6 ̃︀𝜀|𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− ̃︀𝜀)‖𝑦*(𝐹 (𝑒))𝑥*𝑟 + 𝑇 *(𝑦*)− 𝑇 *𝐹 *(𝑦*)‖
(VII)

6 ̃︀𝜀𝜌+ (1− ̃︀𝜀)‖𝑇 *(𝑦*)‖+ (1− ̃︀𝜀)‖(𝐹 *(𝑦*))(𝑒)𝑥*𝑟 − 𝑇 *𝐹 *(𝑦*)‖
(4.13)

6 ̃︀𝜀𝜌+ (1− ̃︀𝜀) + 2𝜀′(1− ̃︀𝜀) + (1− ̃︀𝜀)‖𝑣*(𝑒)𝑥*𝑟 − 𝑇 *(𝑣*)‖
(4.14)

6 ̃︀𝜀𝜌+ (1− ̃︀𝜀) + 2𝜀′(1− ̃︀𝜀) + (1− ̃︀𝜀)(𝜀′ + 𝑟 + 2𝑘)

6 ̃︀𝜀𝜌+ (1− ̃︀𝜀)(1 + 3𝜀′ + 𝑟 + 2𝑘).

Це означає, що, якщо ми оберемо

̃︀𝜀 = 3𝜀′ + 𝑟 + 2𝑘

1− 𝜌+ 3𝜀′ + 𝑟 + 2𝑘
, (4.15)

тодi ми матимемо нерiвнiсть (4.11). У цьому випадку,

1 = |𝑥*𝑟(𝑢𝑟)|
(II)
= |𝑦*1(𝑥*𝑟(𝑢𝑟)𝐹 (𝑒))| (III)

= |𝑦*1(̃︀𝑇 (𝑢𝑟))| 6 ‖̃︀𝑇 (𝑢𝑟)‖ 6 1

i таким чином ̃︀𝑇 досягає норми у точцi 𝑢0 := 𝑢𝑟 ∈ 𝑆𝑋 , для якої ми вже

маємо, що ‖𝑢0 − 𝑥0‖ 6
𝜀

𝑘
.

Тепер оцiнимо ‖̃︀𝑇 − 𝑇‖.

‖̃︀𝑇 − 𝑇‖ = ‖̃︀𝑇 * − 𝑇 *‖ = sup
𝑦*∈Γ

‖̃︀𝑇 *(𝑦*)− 𝑇 *(𝑦*)‖

6 sup
𝑦*∈Γ

‖𝑦*(𝐹 (𝑒))𝑥*𝑟 − 𝑇 *𝐹 *(𝑦*)‖+ 2̃︀𝜀 (4.16)
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Ми можемо дiяти таким самим чином, як i ранiше, використовуючи (4.13)

та (4.14). А саме,

‖(𝐹 *(𝑦*))(𝑒)𝑥*𝑟 − 𝑇 *𝐹 *(𝑦*)‖
(4.13)

6 2𝜀′ + ‖𝑣*(𝑒)𝑥*𝑟 − 𝑇 *(𝑣*)‖
(4.14)

6 3𝜀′ + 𝑟 + 2𝑘.

Разом з (4.16) та (4.15) ми отримуємо таку оцiнку

‖𝑇 − ̃︀𝑇‖ 6 3𝜀′ + 𝑟 + 2𝑘 + 2
3𝜀′ + 𝑟 + 2𝑘

1− 𝜌+ 3𝜀′ + 𝑟 + 2𝑘
. (4.17)

Через те, що 𝑟 > 0 та 0 < 𝜀′ < 1 є довiльними числами, ми отримуємо

бажану оцiнку ‖𝑇 − ̃︀𝑇‖ < 𝜈.

Щоб завершити доведення для випадку, коли 𝑌 ∈ ACK𝜌, зауважимо,

що ̃︀𝑇 також є асплундовим оператором, тому що простiр асплундових

операторiв є операторним iдеалом, який мiстить всi одновимiрнi

оператори (тобто, операцiї додавання асплундових операторiв та множення

асплундового оператора на довiльний неперервний оператор знов дають

асплундовий оператор).

Тепер розглянемо бiльш простий випадок 𝑌 ∈ ACK. Тодi ‖̃︀𝑇 *(𝑦*)‖ 6 1

для всiх 𝑦* ∈ Γ завдяки властивостi (IV)’. Отже, (4.11) виконується для

всiх ̃︀𝜀 ∈ [𝜀′, 1) та ми можемо обрати ̃︀𝜀 = 𝜀′. Тодi оцiнка (4.17) змiнюється

на ‖𝑇 − ̃︀𝑇‖ 6 3𝜀′+ 𝑟+2𝑘+2𝜀′, яка знов для достатньо маленьких значень

𝑟 та 𝜀′ дає потрiбну нам оцiнку ‖𝑇 − ̃︀𝑇‖ < 𝜈 для 𝜈 > 2𝑘. 2

У наступному наслiдку ми надамо оцiнки у бiльш елегантному виглядi,

коли оператор та вектор наближуються з однаковою точнiстю для випадку,

коли простiр 𝑌 має просту структуру ACK.

Наслiдок 4.12. Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝑌 ∈ ACK та 𝑇 : 𝑋 →
𝑌 – асплундовий оператор з ‖𝑇‖ = 1, 0 < 𝜀 < 1 та 𝑥0 ∈ 𝑆𝑋 – такий

елемент, що ‖𝑇 (𝑥0)‖ > 1−𝜀. Тодi iснує 𝑢0 ∈ 𝑆𝑋 та асплундовий оператор̃︀𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) такi, що ‖̃︀𝑇 (𝑢0)‖ = 1, та

max{‖𝑥0 − 𝑢0‖, ‖𝑇 − ̃︀𝑇‖} 6
√
2𝜀. (4.18)
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Доведення. Якщо 𝜀 ∈ (0, 1) ми можемо взяти

𝑘 =
√︀
𝜀/2,

i тодi виконується умова 𝑘 > 𝜀/2. Вiдповiдно, згiдно з Теоремою 4.11, ми

маємо

‖𝑥0 − 𝑢0‖ 6
𝜀

𝑘
=

√
2𝜀 та ‖𝑥* − 𝑦*‖ 6

√
2𝑘 =

√
2𝜀,

що завершує доведення. 2

У наступному роздiлi ми наведемо багато прикладiв просторiв зi

структурою ACK. Але також природним є питанням, якi з класичних

банахових просторiв не мають структуру ACK. З Теореми 4.11 випливає,

що, якщо для якогось банахового простору 𝑋 для пари (𝑋, 𝑌 )

не виконується властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для асплундових

операторiв, то простiр 𝑌 не має структури ACK. У [8, Corollary 9] було

доведено, що жодний нескiнченновимiрний рiвномiрно опуклий простiр не

має властивостi 𝐵 Лiнденштрауса. Тобто, якщо 𝑌 – нескiнченновимiрний

рiвномiрно опуклий простiр, а тож рефлексивний, i значить асплундовий,

то iснує такий простiр 𝑋, що пара (𝑋, 𝑌 ) не має властивостi Бiшопа-

Фелпса, тож 𝑌 не має властивостi A-BPBp (бо будь-який оператор, що дiє у

рефлексивний простiр є асплундовим). Таким чином, можна зрозумiти, що

жодний нескiнченновимiрнiй рiвномiрно опуклий простiр не має структури

ACK. У наступному твердженнi ми покажемо, що дiйсний простiр ℓ
(2)
2 не

має структури ACK, безпосередньо користуючись Означенням 4.9.

Твердження 4.13. Простiр ℓ(2)
2 не має структури ACK для жодного

параметра 𝜌 ∈ [0, 1) (тож не має i простої ACK структури).

Доведення. Припустимо вiд протилежного, що ℓ
(2)
2 ∈ ACK𝜌 з якимось

параметром 𝜌 ∈ [0, 1). Нехай Γ ⊂ 𝐵𝑌 * – це вiдповiдна 1-нормуюча

множина. Тодi має Γ ∪ (Γ) має мiстити у своєму замиканнi усю сферу

𝑆
ℓ
(2)
2
. Для будь-якого 𝜀′ > 0 та будь-якої вiдносно 𝑤*-вiдкритої пiдмножини

𝑈 ⊂ Γ, 𝑈 ̸= ∅, ми маємо 𝑉 ⊂ 𝑈 , 𝑦*1 ∈ 𝑉 , 𝑒 ∈ 𝑆
ℓ
(2)
2
, 𝐹 ∈ 𝐿(ℓ

(2)
2 ) з

властивостями (I) – (VI).
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Завдяки симетрiї одиничної сфери простору ℓ(2)
2 ми можемо припустити,

що 𝑒 =

(︃
1

0

)︃
. Тодi, для початку, ми покажемо, що оператор 𝐹 повинен

мати специфiчний вигляд, а саме:

𝐹 =

(︃
1 0

0 𝛿(𝜀′)

)︃
, 𝛿(𝜀′) −−→

𝜀′→0
0 (4.19)

Позначимо 𝐹 =

(︃
𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

)︃
. Тодi 𝐹 * =

(︃
𝑎 𝑐

𝑏 𝑑

)︃
. З властивостей (I) та

(II) ми маємо

𝑦*1 = 𝐹 (𝑒) =

(︃
𝑎

𝑐

)︃
∈ 𝑆

ℓ
(2)
2
. (4.20)

З властивостi (III) ми отримуємо рiвностi:

(︃
𝑎2 + 𝑐2

𝑎𝑏+ 𝑐𝑑

)︃
=

(︃
𝑎

𝑐

)︃
. Тодi

ми маємо 𝑎 = 1, 𝑐 = 0, 𝑏 = 0.

Якщо ми проаналiзуємо властивiсть (VI), ми можемо бачити, що 𝑉 ⊂
{(𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝐵

ℓ
(2)
2

: |𝑣1| > 1 − 𝜀′}, тодi aconv{0, 𝑉 } ⊂ {(𝑣1, 𝑣2) : |𝑣2| 6
√
2𝜀′}.

Застосуємо властивiсть (V) до 𝑦* ∈ Γ що прямує до

(︃
0

𝑠

)︃
, 𝑠 ∈ {1,−1}.

Тодi з нерiвностi

dist (𝐹 *(𝑦*), aconv{0, 𝑉 }) < 𝜀′

випливає, що |𝑑| 6
√
2𝜀′ + 𝜀′. Таким чином, оператор 𝐹 задовольняє

формулу (4.19).

Нарештi, проаналiзуємо властивiсть (IV). Якщо для будь-якого 𝑣* ∈
Γ∖𝑉1 ми маємо |𝑣*(𝐹 (𝑒))| 6 𝜌, тодi 𝑉1 ⊃ {(𝑣1, 𝑣2) ∈ Γ : |𝑣1| > 𝜌}. Нерiвнiсть
‖𝐹 *(𝑦*)‖+(1−𝜀′)‖(𝐼𝑌 *−𝐹 *)(𝑦*)‖ 6 1 повинна виконуватись для будь-якого

𝜀′ > 0 та будь-якого 𝑦* ∈ 𝑉1, зокрема, для 𝑦* = (𝜌,
√︀

1− 𝜌2). Тодi ми маємо

‖𝐹 *(𝑦*)‖ =
√︀

𝜌2 + 𝛿(𝜀)2(1− 𝜌2),

‖(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖ = (1− 𝛿(𝜀))
√︀
1− 𝜌2.
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Отже, √︀
𝜌2 + 𝛿(𝜀)2(1− 𝜌2) + (1− 𝜀′)(1− 𝛿(𝜀))

√︀
1− 𝜌2 6 1.

Переходячи до границi в останнiй нерiвностi ми отримуємо 𝜌 +√︀
1− 𝜌2 6 1 ⇔ 𝜌 6 𝜌2. Це протирiччя завершує доведення.

2

4.3 Приклади банахових просторiв зi структурою ACK

4.3.1 Рiвномiрнi алгебри

У цьому пiдроздiлi ми надамо приклади просторiв, якi мають

структуру ACK. По-перше, аналiз статтi [10] дає нам важливий клас при-

кладiв: а саме, кожна рiвномiрна алгебра має просту ACK структуру.

Спочатку наведемо деякi вiдомостi з теорiї банахових алгебр, якi ми будемо

використовувати надалi.

Нехай 𝑌 ⊂ 𝐶(𝐾) – рiвномiрна алгебра. Через 𝛿𝑡 ми позначаємо елемент

простору 𝑌 *, який дiє наступним чином: 𝛿𝑡(𝑓) = 𝑓(𝑡). Якщо 𝑌 – рiвномiрна

алгебра з одиницею (тобто, функцiя 1, яка тотожно дорiвнює одиницi,

належить 𝑌 ), то ми можемо визначити

𝑆 := {𝑥* ∈ 𝑌 * : ‖𝑥*‖ = 1, 𝑥*(1) = 1}.

Тодi Γ0 = {𝑡 ∈ 𝐾 : 𝛿𝑡 ∈ ext(𝑆)} є границею для 𝑌 (Γ0 називається границею

Шоке).

Якщо 𝑌 ⊂ 𝐶(𝐾) – рiвномiрна алгебра без одиницi (тобто 1 /∈ 𝑌 ), ми

можемо визначити ̃︀𝑌 := {𝑐1 + 𝑓 : 𝑐 ∈ C, 𝑓 ∈ 𝑌 } – рiвномiрну алгебру з

одиницею.

Без втрати загальностi можна вважати, що 𝐾 – це компакт Гельфанда

алгебри 𝑌 (тобто множина мультиплiкативних функцiоналiв у 𝑤*-

топологiї). Можемо розглянути границю Шоке алгебри ̃︀𝑌 – множину

Γ0(̃︀𝑌 ) ⊂ 𝐾. 𝑌 є максимальним iдеалом у ̃︀𝑌 (бо має корозмiрнiсть 1),

отже, являється ядром деякого мультиплiкативного функцiонала. Тобто

iснує такий елемент 𝜈 ∈ 𝐾, що 𝑌 = {𝑓 ∈ ̃︀𝑌 : 𝛿𝜈(𝑓) = 0}. Тодi множина
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Γ0 := Γ0(̃︀𝑌 ) ∖ {𝜈} є границею для 𝑌 . (Докладно про теорiю банахових

алгебр розповiдається у [57, Part III].)

Ми будемо використовувати факт, доведений у [10, Lemma 2.5 та Lemma

2.7] про iснування пiкових функцiй 𝑓 ∈ 𝑌 , якi мають маленьке значення за

межами деякої вiдкритої множини та 𝑓(𝐾) мiститься у так званiй областi

Штольця:

𝑆𝑡𝜀 = {𝑧 ∈ D : |𝑧|+ (1− 𝜀)|1− 𝑧| 6 𝜀}.

У роботi [10] було доведено наступне:

Лема 4.14. Нехай 𝑌 ⊂ 𝐶(𝐾) – рiвномiрна алгебра, Γ0 – границя для

𝑌 , яка була описана вище. Тодi для будь-якої вiдкритої множини 𝑊 ⊂ 𝐾

з 𝑊 ∩ Γ0 ̸= ∅ та 0 < 𝜀 < 1, iснує функцiя 𝑓 ∈ 𝑌 та точка 𝑡0 ∈ 𝑊 ∩ Γ0

така, що 𝑓(𝑡0) = ‖𝑓‖∞ = 1, |𝑓(𝑡)| < 𝜀 для всiх 𝑡 ∈ 𝐾 ∖𝑊 та 𝑓(𝐾) ⊂ 𝑆𝑡𝜀,

тобто

|𝑓(𝑡)|+ (1− 𝜀)|1− 𝑓(𝑡)| 6 1, для всiх 𝑡 ∈ 𝐾.

Для того, щоб уникнути необхiдностi розглядати окремо випадок

рiвномiрної алгебри з одиницею та рiвномiрної алгебри без одиницi ми

збираємось трохи модифiкувати Лему 4.14.

Лема 4.15. Нехай 𝑌 ⊂ 𝐶(𝐾) – рiвномiрна алгебра, Γ0 – як описано

вище. Тодi для будь-якої вiдкритої множини 𝑊1 ⊂ 𝐾 з 𝑊1 ∩ Γ0 ̸= ∅ та

0 < 𝜀 < 1, iснує вiдкрита пiдмножина 𝑊 ̸= ∅,𝑊 ⊂ 𝑊1 та iснують такi

𝑓, 𝑒 ∈ 𝑌 , 𝑡0 ∈ 𝑊 ∩ Γ0, що

𝑓(𝑡0) = ‖𝑓‖∞ = 1, 𝑒(𝑡0) = ‖𝑒‖∞ = 1; (4.21)

|𝑓(𝑡)| < 𝜀 для всiх 𝑡 ∈ 𝐾 ∖𝑊 ; (4.22)

|1− 𝑒(𝑡)| < 𝜀 для всiх 𝑡 ∈ 𝑊 ; (4.23)

|𝑓(𝑡)|+ (1− 𝜀)|1− 𝑓(𝑡)| 6 1 для всiх 𝑡 ∈ 𝐾. (4.24)

Доведення. Використовуючи Лему 4.14 для вiдкритої множини 𝑊1 ⊂
𝐾 ми отримуємо функцiю 𝑒 ∈ 𝑌 та точку 𝑡0 ∈ 𝑊1 ∩ Γ0, що

𝑒(𝑡0) = ‖𝑒‖∞ = 1 та 𝑒(𝐾) ⊂ 𝑆𝑡𝜀. (4.25)
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Нехай 𝑊 := {𝑡 ∈ 𝑊1 : |1− 𝑒(𝑡)| < 𝜀}. Тодi ми можемо визначити

𝑓(𝑡) := (𝑧𝑛 ∘ 𝑒)(𝑡) : 𝐾 → 𝑆𝑡𝜀.

Отже, 𝑓(𝑡0) = ‖𝑓‖∞ = 1. 𝑓(𝐾) ⊂ 𝑆𝑡𝜀, тому що, якщо 𝑧 належить до 𝑆𝑡𝜀, то

𝑧𝑛 ∈ 𝑆𝑡𝜀 (доведення цього факту можна знайти, наприклад, у [17, Lemma

4.3]). Для всiх 𝑡 ∈ 𝐾 ∖𝑊 ми маємо |𝑒(𝑡)| < 1 − 𝑟 для деякого числа 𝑟 > 0,

i таким чином, |𝑓(𝑡)| < 𝜀, якщо ми оберемо 𝑛 достатньо великим. 2

Теорема 4.16. Нехай 𝑌 ⊂ 𝐶(𝐾) – рiвномiрна алгебра. Тодi 𝑌 має

просту структуру ACK.

Доведення. Нехай Γ0 – множина з попереднiх лем. У якостi потрiбної

1-нормуючої пiдмножини кулi 𝐵𝑌 * вiзьмемо множину Γ = {𝛿𝑡 : 𝑡 ∈ Γ0}.
Зафiксуємо 𝜀′ > 0 та непорожню вiдносно 𝑤*-вiдкриту пiдмножину 𝑈 ⊂
Γ. Оскiльки вiдображення 𝑡 ↦→ 𝛿𝑡 що дiє з 𝐾 у (𝐵𝑌 *, 𝑤*) є неперервним,

вiдповiдна множина {𝑡 ∈ Γ0 : 𝛿𝑡 ∈ 𝑈} є вiдносно вiдкритою у Γ0, тобто iснує

вiдкрита множина 𝑊1 ⊂ 𝐾 така що 𝑈 = Γ ∩ {𝛿𝑡 : 𝑡 ∈ 𝑊1}. Застосуємо

Лему 4.15 для цiєї множини 𝑊1 та 𝜀′. Ми отримуємо вiдповiдну множину

𝑊 ⊂ Γ0, вiдповiднi 𝑡0 ∈ 𝑊, 𝑓(𝑡) ∈ 𝑌 та 𝑒(𝑡) ∈ 𝑌 . Тепер визначимо 𝑉 ,

𝑦*1 ∈ 𝑉 , 𝑒 ∈ 𝑆𝐶(𝐾,𝑌 ), та 𝐹 ∈ 𝐿(𝑌 ) таким чином:

𝑉 := {𝛿𝑡 : 𝑡 ∈ 𝑊}, 𝑦*1(𝑦) := 𝑦(𝑡0), 𝑒 := 𝑒(𝑡), 𝐹 (𝑦) := 𝑦 · 𝑓.

Легко бачити, що всi властивостi (I) -(III), (IV)’, (V) та (VI) дiйсно вико-

нуються. А саме,

(I) ‖𝐹‖ = 1 та ‖𝐹 (𝑒)‖ = 𝑒(𝑡0) · 𝑓(𝑡0)
(4.21)
= 1;

(II) 𝑦*1(𝐹 (𝑒)) = 𝑦*1(𝑓 · 𝑒) = 𝑒(𝑡0) · 𝑓(𝑡0) = 1;

(III) (𝐹 *(𝑦*1))(𝑦) = 𝑦(𝑡0) · 𝑓(𝑡0) = 𝑦(𝑡0) = 𝑦*1(𝑦), отже, 𝐹
*(𝑦*1) = 𝑦*1;

(IV)’ Для будь-якого 𝑦* ∈ Γ ми маємо

|𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖

6 |𝑓(𝑡)|+ (1− 𝜀′)|1− 𝑓(𝑡)|
(4.24)

6 1;
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(V) Нехай 𝑦* ∈ Γ. Якщо 𝑦*(𝑦) = 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ Γ0 ∖𝑊 , то ‖𝐹 *(𝑦*)‖
(4.22)
< 𝜀′. Якщо

𝑦*(𝑦) = 𝑦(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑊 , тодi 𝑦* ∈ 𝑉 . Таким чином, 𝐹 *(𝑦*) ∈ aconv{0, 𝑉 } Отже,
в обох випадках

dist (𝐹 *(𝑦*), aconv{0, 𝑉 }) < 𝜀′.

(VI) Для будь-якого 𝑣* ∈ 𝑉 ми маємо 𝑣*(𝑒) = 𝑒(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑊 . Отже,

|𝑣*(𝑒)− 1| = |𝑒(𝑡)− 1|
(4.23)

6 𝜀′;

2

4.3.2 Простори з властивiстю 𝛽

Iнший клас просторiв, який має структуру ACK – це простори

з властивiстю 𝛽 Лiнденштрауса. Для зручностi нагадаємо вiдповiдне

Означення 1.2.

Банаховий простiр 𝑌 має властивiсть 𝛽, якщо iснують двi множини

{𝑦𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆𝑌 , {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆*
𝑌 та число 0 6 𝜌 < 1 такi, що

виконуються наступнi умови

(I) 𝑦*𝛼(𝑦𝛼) = 1,

(II) |𝑦*𝛼(𝑦𝛾)| 6 𝜌 якщо 𝛼 ̸= 𝛾,

(III) ‖𝑦‖ = sup{|𝑦*𝛼(𝑦)| : 𝛼 ∈ Λ}, для всiх 𝑦 ∈ 𝑌 .

Теорема 4.17. Нехай банаховий простiр 𝑌 має властивiсть 𝛽. Тодi

𝑌 має структуру ACK з тим самим параметром 𝜌, як у Означеннi 1.2.

Доведення. Вiзьмемо множини {𝑦𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆𝑌 , {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆*
𝑌

та число 0 6 𝜌 < 1 з означення властивостi 𝛽. Вiдповiдно до пункту (III)

цього означення, множина Γ = {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} є 1-нормуючею пiдмножиною

кулi 𝐵𝑌 *. До того ж, з пункту (II) випливає, що кожна точка множини

Γ вiддiлена вiд iнших деяким слабким iз зiрочкою околом, тобто Γ є

дискретним простором у 𝑤*-топологiї. Для будь-якого 𝜀′ > 0 та будь-якої

вiдносно 𝑤*-вiдкритої непорожньої пiдмножини 𝑈 ⊂ Γ ми можемо обрати
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𝑦𝛼0
∈ 𝑈 . Визначимо необхiднi елементи 𝑉 , 𝑦*1 ∈ 𝑉 , 𝑒 ∈ 𝑆𝐶(𝐾,𝑌 ), та 𝐹 ∈ 𝐿(𝑌 )

наступним чином:

𝑉 := {𝑦*𝛼0
}, 𝑦*1 := 𝑦*𝛼0

, 𝑒 := 𝑦𝛼0
, 𝐹 (𝑦) := 𝑦*𝛼0

(𝑦)𝑦𝛼0
.

Перевiримо, що властивостi (I)-(VII) з Означення 4.9 насправдi викону-

ються.

(I) ‖𝐹‖ = 1 та ‖𝐹 (𝑒)‖ = ‖𝑦*𝛼0
(𝑦𝛼0

)𝑦𝛼0
‖ = ‖𝑦𝛼0

‖ = 1.

(II) 𝑦*1(𝐹 (𝑒)) = 𝑦*𝛼0
(𝑦𝛼0

) = 1.

(III) (𝐹 *(𝑦*1))(𝑦) = 𝑦*𝛼0
(𝑦*𝛼0

(𝑦)𝑦𝛼0
) = 𝑦*𝛼0

(𝑦), отже, 𝐹 *(𝑦*1) = 𝑦*1.

(IV) Для будь-якого 𝑦* ∈ 𝑉 виконується

|𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖

= |𝑦*𝛼0
(𝑦𝛼0

)|+ (1− 𝜀′)‖𝑦*𝛼0
− 𝐹 *𝑦*𝛼0

‖

= 1 + (1− 𝜀′)‖𝑦*𝛼0
− 𝑦*𝛼0

‖ = 1.

(V) 𝐹 *(𝑦*) ∈ aconv{0, 𝑉 } для всiх 𝑦* = 𝑦*𝛼 ∈ Γ, тому що

𝐹 *(𝑦*) = 𝑦*(𝑦𝛼0
)𝑦*𝛼0

.

(VI) Для всiх 𝑣* ∈ 𝑉 ми маємо

|𝑣*(𝑒)− 1| = |𝑦*𝛼(𝑦𝛼0
)− 1| = 0 6 𝜀′.

(VII) Для всiх 𝑣* = 𝑦*𝛼 ∈ Γ ∖ 𝑉 виконується

|𝑣*(𝐹 (𝑒))| = 𝑦*𝛼(𝑦𝛼0
) 6 𝜌, as 𝛼 ̸= 𝛼0.

2

Зауваження 4.18. Якщо 𝑌 = K, то множина Γ складається з однiєї

точки, 𝑉 = Γ та Γ ∖ 𝑉 = ∅. Таким чином, K має структуру ACK.

4.3.3 Iншi приклади

Теорема 4.19. Нехай 𝑌1 має структуру ACK з параметром 𝜌1 та

𝑌2 має структуру ACK з параметром 𝜌2. Тодi 𝑌 := 𝑌1

⨁︀
∞ 𝑌2 має

структуру ACK з параметром 𝜌 = max{𝜌1, 𝜌2}. Якщо 𝑌1, 𝑌2 ∈ ACK,

тодi 𝑌 ∈ ACK.
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Доведення. Розглянемо випадок, коли 𝑌𝑖 ∈ ACK𝜌𝑖, 𝑖 = 1, 2. Позначимо

𝜌 = max{𝜌1, 𝜌2}, тодi 𝑌1, 𝑌2 мають структуру ACK з параметром 𝜌. Нехай

Γ𝑖 ⊂ 𝐵𝑌 *
𝑖
– вiдповiднi 1-нормуючi множини iз Означення 4.9. Тодi

Γ := {(𝑦*1, 0), (0, 𝑦*2) : 𝑦*𝑖 ∈ Γ𝑖, 𝑖 = 1, 2}

є 1-нормуючею множиною для 𝐵𝑌 *. Розглянемо 𝑈 ̸= ∅ – вiдносно 𝑤*-

вiдкриту пiдмножину Γ. Тодi

𝑈 = {(𝑦*1, 0), (0, 𝑦*2) : 𝑦*𝑖 ∈ 𝑈𝑖},

де 𝑈𝑖 – 𝑤*-вiдкритi пiдмножини Γ𝑖, та хоча б одна з множин 𝑈𝑖 не порожня.

Ми можемо вважати, що 𝑈1 ̸= ∅. Зафiксуємо 𝜀′ > 0. Використовуючи

Означення 4.9 для 𝑌1, 𝜀′, та 𝑈1 ми отримуємо 𝑤*-вiдкриту пiдмножину

𝑉1 ̸= ∅, 𝑉1 ⊂ 𝑈1, 𝑦1
* ∈ 𝑉1, 𝑒1 ∈ 𝑆𝑌1

, 𝐹1 ∈ 𝐿(𝑌1) з властивостями (I)-(VII).

Спираючись на це, можемо визначити 𝑤*-вiдкриту пiдмножину 𝑉 ̸= ∅,
𝑦*1 ∈ 𝑉 , 𝑒 ∈ 𝑆𝑌 , 𝐹 ∈ 𝐿(𝑌 ) наступним чином:

𝑉 := {(𝑦*1, 0) : 𝑦*1 ∈ 𝑉1} ⊂ 𝑈,

𝑦*1 := (𝑦1
*, 0), 𝑒 := (𝑒1, 0),

𝐹 (𝑦1, 𝑦2) = (𝐹1(𝑦1), 0).

Перевiримо, що виконуються всi необхiднi властивостi.

(I) ‖𝐹‖ = 1 та ‖𝐹 (𝑒)‖ = ‖𝐹1(𝑒1)‖ = 1;

(II) 𝑦*1(𝐹 (𝑒)) = 𝑦1
*(𝐹1(𝑒1)) = 1;

(III) 𝐹 *(𝑦*1) = 𝑦*1, через те, що (𝐹1𝑦1
*, 0) = (𝑦1

*, 0);

(IV) Для всiх 𝑦* = (𝑦*1, 0) ∈ 𝑉 ми маємо

|𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖

= |𝑦*1(𝐹1𝑒1)|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 *
1
− 𝐹 *

1 )(𝑦
*
1)‖ 6 1.

Для випадку, коли 𝑌1, 𝑌2 ∈ ACK тут ми маємо перевiрити бiльш сильну

властивiсть:
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(IV’) Для всiх 𝑦* ∈ Γ або 𝑦* = (𝑦*1, 0), 𝑦
*
1 ∈ Γ, або ж 𝑦* = (0, 𝑦*2), 𝑦

*
2 ∈ Γ. У

першому випадку виконується

|𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖

= |𝑦*1(𝐹1(𝑒1))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 *
1
− 𝐹 *

1 )(𝑦
*
1)‖ 6 1,

а у другому

|𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * − 𝐹 *)(𝑦*)‖ = (1− 𝜀′)‖𝑦*2‖ 6 1.

(V) Нехай 𝑦* ∈ Γ. Якщо 𝑦* = (0, 𝑦*2), то 𝐹 *(𝑦*) = 0. Якщо 𝑦* = (𝑦*1, 0), то

dist (𝐹 *
1 (𝑦

*
1), aconv{0, 𝑉1}) < 𝜀′.

Отже, в обох випадках

dist (𝐹 *(𝑦*), aconv{0, 𝑉 }) < 𝜀′.

(VI) Для всiх 𝑣* = (𝑣*1, 0) ∈ 𝑉 виконується

|𝑣*(𝑒)− 1| = |𝑣*1(𝑒1)− 1| 6 𝜀′.

(I на цьому кроцi доведення для випадку, коли 𝑌1, 𝑌2 ∈ ACK завершується.)

(VII) Нехай 𝑣* ∈ Γ ∖ 𝑉 Тодi, якщо 𝑣* = (0, 𝑣*2), то 𝑣*(𝐹 (𝑒)) = 0 6 𝜌. Якщо

𝑣* = (𝑣*1, 0), це означає, що 𝑣*1 /∈ 𝑉1, отже,

|𝑣*(𝐹 (𝑒))| = |𝑣*1(𝐹1𝑒1)| 6 𝜌.

2

Наступна теорема частково узагальнює [4, Theorem 3.1], де властивiсть

A-BPBp була доведена для 𝐶(𝐾,𝑌 ), коли 𝑌 має властивiсть 𝛽.

Теорема 4.20. Нехай 𝐾 – компактний гаусдорфiв топологiчний

простiр. Тодi,

(𝑌 ∈ ACK𝜌) ⇒ (𝐶(𝐾,𝑌 ) ∈ ACK𝜌);

(𝑌 ∈ ACK) ⇒ (𝐶(𝐾,𝑌 ) ∈ ACK).
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Доведення. Нехай ̃︀Γ ⊂ 𝐵𝑌 * – 1-нормуюча множина з Означення 4.9.

Тодi множина

Γ := {𝛿𝑡 ⊗ 𝑦* : 𝑡 ∈ 𝐾, 𝑦* ∈ ̃︀Γ}
– це 1-нормуюча пiдмножина 𝐵𝐶(𝐾,𝑌 )*. Для будь-якого 𝜀′ > 0 та будь-якої

𝑤*-вiдкритої пiдмножини 𝑈 ̸= ∅, 𝑈 ⊂ Γ ми маємо 𝑡0 ∈ 𝐾 та 𝑦0
* ∈ ̃︀Γ, що

𝛿𝑡0 ⊗ 𝑦*0 ∈ 𝑈 . Ми можемо знайти вiдкритий окiл 𝐵 точки 𝑡0 в компактi 𝐾

та 𝑤*-вiдкритий окiл ̃︁𝑊 елемента 𝑦0
* у ̃︀Γ так, що

{𝛿𝑡 ⊗ 𝑦* : 𝑡 ∈ 𝐵, 𝑦* ∈ ̃︁𝑊} ⊂ 𝑈.

Використовуючи Означення 4.9 для 𝑌 , 𝜀′, та ̃︁𝑊 ми отримуємо 𝑤*-вiдкриту

пiдмножину ̃︀𝑉 ̸= ∅, ̃︀𝑉 ⊂ ̃︁𝑊 , 𝑦1
* ∈ ̃︀𝑉 , 𝑒 ∈ 𝑆𝑌 , ̃︀𝐹 ∈ 𝐿(𝑌 ) з властивостями

(I)-(VII) для випадку структури ACK𝜌, або модифiкованi властивостi для

випадку простої структури ACK. Тепер визначимо 𝑤*-вiдкриту пiдмно-

жину 𝑉 ̸= ∅ та вiдповiднi елементи 𝑦*1 ∈ 𝑉 , 𝑒 ∈ 𝑆𝐶(𝐾,𝑌 ), 𝐹 ∈ 𝐿(𝐶(𝐾,𝑌 ))

наступним чином:

𝑉 := {𝛿𝑡 ⊗ 𝑦* : 𝑡 ∈ 𝐵, 𝑦* ∈ ̃︀𝑉 } ⊂ 𝑈,

𝑦*1 := 𝛿𝑡0 ⊗ 𝑦1
*, 𝑒 := 𝑒,

(𝐹𝑓)(𝑡) := 𝑓0(𝑡) ̃︀𝐹 (𝑓(𝑡)),

де 𝑓0 : 𝐾 → [0, 1] – неперервнi функцiя з носiєм у множинi 𝐵 та 𝑓(𝑡0) = 1.

Перевiримо властивостi (I)-(VII).

(I) Очевидно, що ‖𝐹‖ = 1 та ‖𝐹 (𝑒)‖ = ‖𝑓0(𝑡0) ̃︀𝐹 (𝑒)‖ = 1.

(II) 𝑦*1(𝐹 (𝑒)) = 𝑦1
*(𝑓0(𝑡0) ̃︀𝐹 (𝑒)) = 1.

(III) 𝐹 *(𝑦*1) = 𝑦*1, тому що для всiх 𝑔 ∈ 𝐶(𝐾,𝑌 ) ми маємо

(𝐹 *(𝑦*1))(𝑔) = ̃︀𝐹 *(𝑦*1)(𝑔(𝑡0)) = 𝑦*1(𝑔(𝑡0)).

(IV) Для всiх 𝑦* ∈ 𝑉 (або 𝑦* ∈ Γ для випадку 𝑌 ∈ ACK), ми маємо

𝑦* = 𝛿𝑡 ⊗ 𝑦*, 𝑡 ∈ 𝐵, 𝑦* ∈ ̃︀𝑉 . Отже,
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|𝑦*(𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝐶(𝐾,𝑌 )* − 𝐹 *)(𝑦*)‖

6 𝑓0(𝑡)|𝑦*( ̃︀𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)
(︁
(1− 𝑓0(𝑡))‖𝑦*‖+ 𝑓0(𝑡)‖(𝐼𝑌 * − ̃︀𝐹 *)(𝑦*)‖

)︁
6 𝑓0(𝑡)

(︁
|𝑦*( ̃︀𝐹 (𝑒))|+ (1− 𝜀′)‖(𝐼𝑌 * − ̃︀𝐹 *)(𝑦*)‖

)︁
+ (1− 𝑓0(𝑡))‖𝑦*‖ 6 1.

(V) Перевiримо, що dist (𝐹 *(𝑦*), aconv{0, 𝑉 }) < 𝜀′ для всiх 𝑦* = 𝛿𝑡⊗ 𝑣* ∈ Γ.

Через те, що dist ( ̃︀𝐹 *(𝑦*), aconv{0, ̃︀𝑉 }) < 𝜀′, iснує 𝑧* ∈ aconv{0, ̃︀𝑉 }, що
‖ ̃︀𝐹 *𝑦*, 𝑧*‖ < 𝜀′. Тодi 𝑧* := 𝑓(𝑡)(𝛿𝑡 ⊗ 𝑧*) ∈ aconv{0, 𝑉 }, та

‖𝐹 *(𝑦*)− 𝑧*‖ 6 𝑓(𝑡)‖ ̃︀𝐹 *(𝑦*)− 𝑧*‖ < 𝜀′.

(VI) Для всiх 𝑣* = 𝛿𝑡 ⊗ 𝑣* ∈ 𝑉 ми маємо

|𝑣*(𝑒)− 1| = |𝑣*(𝑒)− 1| 6 𝜀′.

(VII) Для випадку 𝑌 ∈ ACK доведення вже закiнчено. Якщо 𝑌 ∈ ACK𝜌,

то для 𝑣* = 𝛿𝑡 ⊗ 𝑣* ∈ Γ ∖ 𝑉 ми маємо двi можливостi: 𝑡 /∈ 𝐵 або 𝑣* /∈ ̃︀𝑉 .
Якщо 𝑡 ∈ 𝐾 ∖𝐵, ми знаємо, що 𝑓0(𝑡) = 0, тож 𝐹 (𝑒) = 0. Якщо 𝑣* ∈ ̃︀Γ ∖ ̃︀𝑉 ,
тодi |𝑣*(𝐹 (𝑒))| 6 |𝑣*( ̃︀𝐹 (𝑒)| 6 𝜌.

2

4.4 Висновки до роздiлу 4

У цьому роздiлi ми ввели нову властивiсть банахових просторiв –

ACK структуру (Означення 4.9). Головний результат цього роздiлу –

Теорема 4.11 – стверджує, що якщо простiр 𝑌 має таку структуру,

то пара просторiв (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

асплундових операторiв, тобто будь-який асплундовий оператор 𝑇 з ‖𝑇‖ =

1, який дiє з простору 𝑋 в 𝑌 , та вектор 𝑥0 ∈ 𝑆𝑋 для якого вико-

нується ‖𝑇 (𝑥0)‖ > 1−𝜀, можна наблизити парою: асплундовим оператором̃︀𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) та вектором 𝑢0 ∈ 𝑆𝑋 таким чином, що ‖̃︀𝑇 (𝑢0)‖ = 1.

Далi ми довели, що рiвномiрнi алгебри та простори з властивiстю 𝛽

Лiнденштрауса мають структуру ACK. Також ми показали, що пряма

сума
⨁︀

∞ просторiв з ACK структурою має ACK структуру. Крiм того
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простiр неперервних функцiй на компактi зi значеннями у просторi з ACK

структурою має ACK структуру.

До основних результатiв цього роздiлу належать:

– Базова Лема 4.8, яка доводиться за допомогою Теореми Бiшопа-

Фелпса-Болобаша для лiнiйних функцiоналiв та того факту, що

оператор 𝑇 є асплундовим, отже, множина 𝑇 *(𝐵𝑌 *) є фрагментовною.

– Теорема 4.11, в якiй ми доводимо, що, якщо простiр 𝑌 має ACK

структуру, то для будь-якого простору 𝑋 пара (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть

Бiшопа-Фелпса-Болобаша для асплундових операторiв.

– Теорема 4.16, в якiй ми доводимо, що рiвномiрнi алгебри мають просту

структуру ACK.

– Теорема 4.17, в якiй ми доводимо, що простори з властивiстю 𝛽

Лiнденштрауса мають структуру ACK з параметром 𝜌.

– Теорема 4.19, в якiй ми доводимо, що структура ACK зберiгається при

операцiї
⨁︀

∞ мiж просторами, що мають структуру ACK.

– Теорема 4.20, в якiй ми доводимо, що, якщо 𝑌 має структуру ACK з

параметром 𝜌 , то простiр 𝐶(𝐾,𝑌 ) має структуру ACK з параметром

𝜌, а також якщо 𝑌 ∈ ACK, то 𝐶(𝐾,𝑌 ) ∈ ACK. Таким чином, разом

з Теоремою 4.11 ми отримуємо, що простiр 𝐶(𝐾,𝑌 ) має властивiсть

A-BPBp, коли 𝑌 має структуру ACK.

Результати дослiджень даного роздiлу наведено в публiкацiї [17].
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РОЗДIЛ 5

КIЛЬКIСНI ВЕРСIЇ ТЕОРЕМИ

БIШОПА-ФЕЛПСА-БОЛОБАША ДЛЯ ЛIНIЙНИХ

ОПЕРАТОРIВ, ЩО ДIЮТЬ У ПРОСТIР З ВЛАСТИВIСТЮ 𝛽

У цьому роздiлi ми знову повертаємося до розгляду виключно дiйсних

просторiв.

5.1 Модулi Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв

Нагадаємо, що у [2, Theorem 2.2] було показано, що, якщо банаховий

простiр 𝑌 має властивiсть 𝛽 Лiнденштрауса, то для будь-якого банахового

простору 𝑋, пара (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

операторiв (див. Означення 1.4 ). Нагадаємо ще раз означення властивостi

𝛽 та введемо деякi додатковi позначення.

Нехай 𝜌 ∈ [0, 1). Банаховий простiр 𝑌 має властивiсть 𝛽 з параметром

𝜌, якщо iснують двi множини {𝑦𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆𝑌 , {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆*
𝑌 такi,

що виконуються наступнi умови

(I) 𝑦*𝛼(𝑦𝛼) = 1,

(II) |𝑦*𝛼(𝑦𝛾)| 6 𝜌 якщо 𝛼 ̸= 𝛾,

(III) ‖𝑦‖ = sup{|𝑦*𝛼(𝑦)| : 𝛼 ∈ Λ} для всiх 𝑦 ∈ 𝑌 .

Ми будемо використовувати позначення 𝛽(𝑌 ) 6 𝜌, щоб показати, що

𝑌 має властивiсть 𝛽 з параметром 𝜌. Очевидно, якщо 𝜌1 6 𝜌2 < 1 та

𝛽(𝑌 ) 6 𝜌1, тодi 𝛽(𝑌 ) 6 𝜌2. Замiсть 𝛽(𝑌 ) 6 0 ми зазвичай будемо писати

𝛽(𝑌 ) = 0. У цьому роздiлi ми введемо аналог модулiв Бiшопа-Фелпса-

Болобаша (звичайного, сферичного, модифiкованого) для векторозначного

випадку та дослiдимо оцiнки для цих модулiв.

Означення 5.1. Нехай 𝑋, 𝑌 – банаховi простори. Модулем Бiшопа-

Фелпса-Болобаша (сферичним модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша) для
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пари просторiв (𝑋, 𝑌 ) називається функцiя Φ(𝑋, 𝑌, ·) : (0, 1) −→ R+

(Φ𝑆(𝑋, 𝑌, ·) : (0, 1) −→ R+), значення якої у точцi 𝜀 ∈ (0, 1) визначається

як iнфiмум тих 𝛿 > 0, що для будь-якої пари (𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝐵𝑋 × 𝐵𝐿(𝑋,𝑌 )

((𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) вiдповiдно) з ‖𝑇 (𝑥)‖ > 1 − 𝜀, iснує пара (𝑧, 𝐹 ) ∈
𝑆𝑋 × 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) з ‖𝐹 (𝑧)‖ = 1, ‖𝑥− 𝑧‖ < 𝛿 та ‖𝑇 − 𝐹‖ < 𝛿.

Введемо такi позначення

Π𝜀(𝑋, 𝑌 ) = {(𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝑋 × 𝐿(𝑋, 𝑌 ) : ‖𝑥‖ 6 1, ‖𝑇‖ 6 1, ‖𝑇 (𝑥)‖ > 1− 𝜀} ,
(5.1)

Π𝑆
𝜀 (𝑋, 𝑌 ) = {(𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝑋 × 𝐿(𝑋, 𝑌 ) : ‖𝑥‖ = ‖𝑇‖ = 1, ‖𝑇 (𝑥)‖ > 1− 𝜀} ,

(5.2)

Π(𝑋, 𝑌 ) = {(𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝑋 × 𝐿(𝑋, 𝑌 ) : ‖𝑥‖ = 1, ‖𝑇‖ = 1, ‖𝑇 (𝑥)‖ = 1} .
(5.3)

Тодi Означення 5.18 може бути переписано наступним чином:

Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) = sup
(𝑥,𝑇 )∈Π𝜀(𝑋,𝑌 )

inf
(𝑧,𝐹 )∈Π(𝑋,𝑌 )

max{‖𝑥− 𝑧‖, ‖𝑇 − 𝐹‖},

Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) = sup
(𝑥,𝑇 )∈Π𝑆

𝜀 (𝑋,𝑌 )

inf
(𝑧,𝐹 )∈Π(𝑋,𝑌 )

max{‖𝑥− 𝑧‖, ‖𝑇 − 𝐹‖}.

Очевидно, що Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀), тобто будь-яка оцiнка зверху для

Φ(𝑋, 𝑌, ·) є справедливою для Φ𝑆(𝑋, 𝑌, ·) та будь-яка оцiнка знизу для

Φ𝑆(𝑋, 𝑌, ·) є справедливою для Φ(𝑋, 𝑌, ·). Також очевидним є наступне

зауваження.

Зауваження 5.2. Нехай 𝑋, 𝑌 – банаховi простори, 𝜀1, 𝜀2 > 0 та

𝜀1 < 𝜀2. Тодi Π𝜀1(𝑋, 𝑌 ) ⊂ Π𝜀2(𝑋, 𝑌 ) та Π𝑆
𝜀1
(𝑋, 𝑌 ) ⊂ Π𝑆

𝜀2
(𝑋, 𝑌 ). Отже,

Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) та Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) є неспадними функцiями змiнної 𝜀.

Вiдзначимо також, що (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша тодi i тiльки тодi, коли Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) −−→
𝜀→0

0.

5.2 Оцiнка зверху для модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша

Нашим першим результатом є верхня границя для модуля Бiшопа-

Фелпса-Болобаша, коли простiр, у який дiє оператор, має властивiсть 𝛽.
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Теорема 5.3. Нехай 𝑋 та 𝑌 – банаховi простори, 𝜌 ∈ [0, 1) та 𝛽(𝑌 ) 6

𝜌. Тодi для будь-якого 𝜀 ∈ (0, 1)

Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 min

{︂√
2𝜀

√︂
1 + 𝜌

1− 𝜌
, 2

}︂
. (5.4)

Цей результат є кiлькiсною версiєю теореми [2, Theorem 2.2]. Наше

доведення схоже за конструкцiєю на [2, Theorem 2.2], але щоб отримати

оцiнку (5.4) ми мали бути бiльш уважними до деталей та мали зробити

деяку додаткову роботу. По-перше, нам потрiбен результат, який ми довели

у Роздiлi 2 та вже неодноразово використовували, а саме перша частина

Леми 2.17 :

Нехай 𝑋 – банаховий простiр, 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 , 𝑥* ∈ 𝐵𝑋*, 𝜀 ∈ (0, 2) та 𝑥*(𝑥) >

1− 𝜀. Тодi для будь-якого 𝑘 ∈ [𝜀/2, 1) iснує 𝑧* ∈ 𝑆𝑋* та 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 такi, що

𝑧*(𝑧) = 1, ‖𝑥− 𝑧‖ <
𝜀

𝑘
, ‖𝑥* − 𝑧*‖ < 2𝑘.

Доведення Теореми 5.3. Ми будемо використовувати множини {𝑦𝛼 : 𝛼 ∈
Λ} ⊂ 𝑆𝑌 та {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆*

𝑌 з означення властивостi 𝛽.

Розглянемо 𝑇 ∈ 𝐵𝐿(𝑋,𝑌 ) та 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 з ‖𝑇 (𝑥)‖ > 1 − 𝜀. Згiдно з (iii)

означення властивостi 𝛽, iснує 𝛼0 ∈ Λ, що |𝑦*𝛼0
(𝑇 (𝑥))| > 1 − 𝜀. За Лемою

2.17, для будь-якого 𝑘 ∈ [𝜀/2, 1) та для будь-якого 𝛿 > 0 iснує 𝑧* ∈ 𝑆𝑋* та

𝑧 ∈ 𝑆𝑋 , що |𝑧*(𝑧)| = 1, ‖𝑧 − 𝑥‖ < 𝜀/𝑘 та ‖𝑧* − 𝑇 *(𝑦*𝛼0
)‖ < 2𝑘.

Для 𝜂 = 2𝑘
𝜌

1− 𝜌
ми визначимо такий оператор 𝑆 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ):

𝑆(𝑣) = 𝑇 (𝑣) + [(1 + 𝜂)𝑧*(𝑣)− (𝑇 *(𝑦*𝛼0
))(𝑣)]𝑦𝛼0

. (5.5)

Помiтимо, що для всiх 𝑦* ∈ 𝑌 *

𝑆*(𝑦*) = 𝑇 *(𝑦*) + [(1 + 𝜂)𝑧* − 𝑇 *(𝑦*𝛼0
)]𝑦*(𝑦𝛼0

).

Згiдно з (iii) означення властивостi 𝛽 множина {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} є 1-нормуючею
𝑌 , тож ‖𝑆‖ = sup𝛼‖𝑆*(𝑦*𝛼)‖. Обчислимо норму оператора 𝑆.

‖𝑆‖ > ‖𝑆*(𝑦*𝛼0
)‖ = (1 + 𝜂)‖𝑧*‖ = 1 + 𝜂.

З одного боку, для всiх 𝛼 ̸= 𝛼0 ми маємо

‖𝑆*(𝑦*𝛼)‖ 6 1 + 𝜌(‖𝑧* − 𝑇 *(𝑦*𝛼0
)‖+ 𝜂‖𝑧*‖) < 1 + 𝜌(2𝑘 + 𝜂) = 1 + 𝜂.
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Таким чином,

‖𝑆‖ = ‖𝑆*(𝑦*𝛼0
)‖ = (1 + 𝜂)‖𝑧*‖ = |𝑦*𝛼0

(𝑆(𝑧))| 6 ‖𝑆(𝑧)‖ 6 ‖𝑆‖.

Тож, ми маємо ‖𝑆‖ = ‖𝑆(𝑧)‖ = 1+𝜂. Також, ‖𝑆−𝑇‖ 6 𝜂+‖𝑧*−𝑇 *(𝑦*𝛼0
)‖ <

𝜂 + 2𝑘.

Тепер визначимо потрiбний нам оператор 𝐹 :=
𝑆

‖𝑆‖
. Тодi ‖𝐹‖ =

‖𝐹 (𝑧)‖ = 1 та ‖𝑆 − 𝐹‖ = ‖𝑆‖
(︂
1− 1

1 + 𝜂

)︂
= 𝜂. So, ‖𝑇 − 𝐹‖ < 2𝑘 + 2𝜂.

Таким чином, ми маємо, що

‖𝑧 − 𝑥‖ < 𝜀/𝑘 та ‖𝑇 − 𝐹‖ < 2𝑘
1 + 𝜌

1− 𝜌
.

Тепер пiдставимо значення 𝑘 =

√︂
𝜀

2
· 1− 𝜌

1 + 𝜌

(︁
тут нам потрiбно, що 𝜀 6

2(1− 𝜌)

1 + 𝜌
щоб мати 𝑘 ∈ [𝜀/2, 1)

)︁
. Тодi ми отримуємо

max{‖𝑧 − 𝑥‖, ‖𝑇 − 𝐹‖} <
√
2𝜀

√︂
1 + 𝜌

1− 𝜌
.

Нарештi, якщо 𝜀 >
2(1− 𝜌)

1 + 𝜌
, ми можемо оцiнити за нерiвнiстю трикутника

max{‖𝑧 − 𝑥‖, ‖𝑇 − 𝐹‖} 6 2.

Наша наступна мета – дати оцiнку для випадку, коли 𝑋 є рiвномiрно

неквадратним простором, та показати, що у цьому випадку оцiнка

(5.4) завжди може бути покращена, як i було у ситуацiї з лiнiйними

функцiоналами. Нагадаємо, що параметром рiвномiрної неквадратностi

простора 𝑋 ми називаємо величину

𝛼(𝑋) := 2− sup
𝑥,𝑦∈𝐵𝑋

{︂
1

2
(‖𝑥+ 𝑦‖+ ‖𝑥− 𝑦‖)

}︂
.

У Роздiлi 2 у Теоремi 2.8 було показано, що для рiвномiрно

неквадратного простору 𝑋 з параметром рiвномiрної неквадратностi

𝛼(𝑋) > 𝛼0 > 0

Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6

√
2𝜀

√︂
1− 1

3
𝛼0 для 𝜀 ∈

(︂
0,

1

2
− 1

6
𝛼0

)︂
.
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Для того щоб отримати цей результат ми довели Твердження 2.6: нехай

𝑋 – банаховий простiр, 𝑘 ∈ (0, 1), 𝑟 ∈ (0, 𝑘), 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑋/{0} такi, що

‖𝑥− 𝑦‖ 6 𝑘 та

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑦‖

⃦⃦⃦⃦
> 2𝑘 − 𝑟, тодi

𝛼(𝑋) 6 max

{︂
3𝑟

2𝑘
,
𝑟(2− 𝑘)

2𝑘(1− 𝑘)

}︂
.

Прямим наслiдком цього факту є наступне твердження.

Наслiдок 5.4. Нехай 𝑋 – банаховий простiр з 𝛼(𝑋) > 𝛼0. Тодi для

будь-якого 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑋 та будь-якого 𝑘 ∈ (0, 1/2] , якщо ‖𝑥 − 𝑦‖ 6 𝑘 ,

то ⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑦‖

⃦⃦⃦⃦
6 2𝑘

(︂
1− 1

3
𝛼0

)︂
.

Доведення. Якщо ми припустимо, що

⃦⃦⃦⃦
𝑥− 𝑦

‖𝑦‖

⃦⃦⃦⃦
> 2𝑘

(︂
1− 1

3
𝛼0

)︂
, то

ми потрапляємо в умови Твердження 2.6 з 𝑟 = 2𝑘𝛼0/3, тож 𝛼(𝑋) 6

3𝑟/2𝑘 = 𝛼0, що суперечить нашим умовам. 2

Також нам знадобиться ще один допомiжний результат.

Лема 5.5. Нехай 𝑋 – банаховий простiр з 𝛼(𝑋) > 𝛼0. Тодi для будь-

якого 0 < 𝜀 < 1 та для будь-якої пари (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑆𝑋×𝐵𝑋* з 𝑥*(𝑥) > 1−𝜀, та

для будь-якого значення 𝑘 ∈
[︂

𝜀

2(1− 1/3𝛼0)
,
1

2

]︂
iснує така пара (𝑦, 𝑦*) ∈

Π(𝑋), що

‖𝑥− 𝑦‖ <
𝜀

𝑘
та ‖𝑥* − 𝑦*‖ < 2𝑘

(︂
1− 1

3
𝛼0

)︂
.

Доведення. Ми маємо, що
𝑥*

‖𝑥*‖
(𝑥) > 1−𝜂 для 𝜂 = 1− 1− 𝜀

‖𝑥*‖
, i можемо

застосувати Теорему 2.7 для будь-якого 𝑘 ∈ (0, 1/2]. Вiзьмемо

𝑘 =
𝑘(‖𝑥*‖ − (1− 𝜀))

𝜀‖𝑥*‖
.

З нерiвностi ‖𝑥*‖ > 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀 випливає, що 𝑘 > 0. З одного боку,

𝑘 = 𝑘

(︂
1

𝜀
− (1− 𝜀)

𝜀‖𝑥*‖

)︂
6 𝑘

(︂
1

𝜀
− (1− 𝜀)

𝜀

)︂
= 𝑘 < 1/2, тож для цього 𝑘 ми

можемо знайти 𝜁* ∈ 𝑋* та 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 , що

𝜁*(𝑧) = ‖𝜁*‖, ‖𝑥− 𝑧‖ <
𝜂

𝑘
, ‖ 𝑥*

‖𝑥*‖
− 𝜁*‖ < 𝑘.



113

Розглянемо 𝑧* =
𝜁*

‖𝜁*‖
. Згiдно з Наслiдком 5.4⃦⃦⃦⃦
𝑥*

‖𝑥*‖
− 𝑧*

⃦⃦⃦⃦
< 2𝑘

(︂
1− 1

3
𝛼0

)︂
.

Тодi ‖𝑥− 𝑧‖ < 𝜀/𝑘 та

‖𝑥* − 𝑧*‖ = ‖𝑥*‖ ·
⃦⃦⃦⃦

𝑥*

‖𝑥*‖
− 𝑧*

‖𝑥*‖

⃦⃦⃦⃦
6 ‖𝑥*‖

(︂⃦⃦⃦⃦
𝑥*

‖𝑥*‖
− 𝑧*

⃦⃦⃦⃦
+

⃦⃦⃦⃦
𝑧* − 𝑧*

‖𝑥*‖

⃦⃦⃦⃦)︂
= ‖𝑥*‖

(︂
2𝑘(1− 1/3𝛼0) +

⃒⃒⃒⃒
1− 1

‖𝑥*‖

⃒⃒⃒⃒)︂
= 2

𝑘(‖𝑥*‖ − (1− 𝜀))

𝜀
(1− 1/3𝛼0) + 1− ‖𝑥*‖ 6 2𝑘(1− 1/3𝛼0).

Остання нерiвнiсть виконується, тому що, якщо ми розглянемо функцiю

𝑓(𝑡) =
2𝑘(1− 1/3𝛼0) · (𝑡− (1− 𝜀))

𝜀
+ 1− 𝑡

з 𝑡 ∈ (1 − 𝜀, 1], то 𝑓 ′ > 0, якщо 𝑘 >
𝜀

2(1− 1/3𝛼0)
, тож max 𝑓 = 𝑓(1) =

2𝑘

(︂
1− 1

3
𝛼0

)︂
. 2

Теорема 5.6. Нехай 𝑋 та 𝑌 – такi банаховi простори, що

𝛽(𝑌 ) 6 𝜌, 𝑋 – рiвномiрно неквадратний простiр з 𝛼(𝑋) > 𝛼0, та

𝜀0 = min

{︂
2

(1− 1/3𝛼0)

1− 𝜌

1 + 𝜌
,
1

2

1 + 𝜌

1− 𝜌
(1− 1/3𝛼0)

}︂
. Тодi для будь-якого

𝜀 ∈ (0, 𝜀0)

Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6

√︃
2𝜀

(︂
1− 1

3
𝛼0

)︂√︂
1 + 𝜌

1− 𝜌
. (5.6)

Доведення. Доведення майже таке саме, як доведення Теореми 5.3.

Щоб отримати оцiнку (5.6) для 𝜀 < 𝜀0, ми розглянемо 𝑇 ∈ 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 )

та 𝑥 ∈ 𝑆𝑋 з ‖𝑇 (𝑥)‖ > 1 − 𝜀. Через те, що 𝑌 має властивiсть 𝛽, iснує

𝛼0 ∈ Λ, що |𝑦*𝛼0
(𝑇 (𝑥))| > 1 − 𝜀. Згiдно з Лемою 5.5, для будь-якого

𝑘 ∈
[︂

𝜀

2(1− 1/3𝛼0)
,
1

2

]︂
та для будь-якого 𝜀 > 0 iснує 𝑧* ∈ 𝑆𝑋* та 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 ,

що |𝑧*(𝑧)| = 1, ‖𝑧 − 𝑥‖ < 𝜀/𝑘 та ‖𝑧* − 𝑇 *(𝑦*𝛼0
)‖ < 2𝑘(1− 1/3𝛼0).

Для 𝜂 = 2𝑘(1 − 1/3𝛼0)
𝜌

1− 𝜌
ми визначимо 𝑆 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) за формулою

(5.5) i вiзьмемо 𝐹 :=
𝑆

‖𝑆‖
. Таким самим чином, як i у доведеннi Теореми
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5.3 ми отримуємо, що

‖𝑥− 𝑧‖ < 𝜀/𝑘 та ‖𝑇 − 𝐹‖ < 2𝑘

(︂
1− 1

3
𝛼0

)︂
1 + 𝜌

1− 𝜌
.

Пiдставимо 𝑘 =

√︂
𝜀

2(1− 1/3𝛼0)
· 1− 𝜌

1 + 𝜌
(тут нам потрiбно, що 𝜀 < 𝜀0). Ми

отримуємо

max{‖𝑧 − 𝑥‖, ‖𝑇 − 𝐹‖} <

√︃
2𝜀

(︂
1− 1

3
𝛼0

)︂√︂
1 + 𝜌

1− 𝜌
.

2

5.3 Оцiнки знизу для модуля Бiшопа-Фелпса-Болоба́ша

5.3.1 Покращення для Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀)

На жаль, нам не вдалось знайти приклад, який показував би точнiсть

оцiнки (5.4) у Теоремi 5.3. Тож ми збираємось навести приклади просторiв

(𝑋, 𝑌 ) в яких оцiнка знизу для Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) досить близька до оцiнки зверху

(5.4).

Теорема 5.6 показує, що для дослiдження точностi Теореми 5.3 потрiбно

розглядати тiльки такi простори 𝑋, якi не є рiвномiрно неквадратними.

Найпростiше з них – це 𝑋 = ℓ
(2)
1 . У [18, Example 2.5] завдяки цьому

прикладу була отримана точнiсть оцiнки модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша

для функцiоналiв. Але ситуацiя змiнюється, коли ми працюємо з модулем

Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв. А саме, наступна теорема

демонструє, що у просторi 𝑋 = ℓ
(2)
1 оцiнка, надана у (5.3) може бути

покращена.

Теорема 5.7. Нехай 𝑌 – банаховий простiр з 𝛽(𝑌 ) 6 𝜌. Тодi

Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) 6 Φ(ℓ

(2)
1 , 𝑌, 𝜀) 6 min

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
√
2𝜀

1 + 𝜌√︂
1− 𝜌2 +

𝜀

2
𝜌2 + 𝜌

√︂
𝜀

2

, 1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ . (5.7)

Щоб довести цю теорему, нам потрiбна така лема.
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Лема 5.8. Нехай 𝑌 – банаховий простiр з 𝛽(𝑌 ) 6 𝜌, 𝑦 ∈ 𝐵𝑌 , {𝑦𝛼 :

𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆𝑌 , {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆*
𝑌 - множини з Означення 1.2. Для даного

𝑟 ∈ (0, 1), припустимо, що 𝑦*𝛼0
(𝑦) > 1 − 𝑟 для деякого 𝛼0 ∈ Λ. Тодi iснує

такий елемент 𝑧 ∈ 𝑆𝑌 , що

(I) 𝑦*𝛼0
(𝑧) = 1;

(II) |𝑦*𝛼(𝑧)| 6 1 для всiх 𝛼 ∈ Λ;

(III) ‖𝑦 − 𝑧‖ 6
𝑟(1 + 𝜌)

1− 𝜌+ 𝜌𝑟
.

Доведення. Оберемо таке число 𝑟0 ∈ [0, 𝑟], що 𝑦*𝛼0
(𝑦) = 1−𝑟0, 𝑟0 ∈ [0, 𝑟].

Згiдно з (i) Означення 1.2 𝑦*𝛼0
(𝑦𝛼0

) = 1. Перевiримо властивостi (I)-(III) для

𝑧 :=
𝑟0

1− 𝜌+ 𝜌𝑟0
𝑦𝛼0

+

(︂
1− 𝑟0𝜌

1− 𝜌+ 𝜌𝑟0

)︂
𝑦.

(I) 𝑦*𝛼0
(𝑧) =

𝑟0

1− 𝜌+ 𝜌𝑟0
+

(︂
1− 𝑟0𝜌

1− 𝜌+ 𝜌𝑟0

)︂
(1− 𝑟0) = 1.

(II) Для всiх 𝛼 ̸= 𝛼0 ми маємо

|𝑦*𝛼(𝑧)| 6
𝑟0

1− 𝜌+ 𝜌𝑟0
· 𝜌+

(︂
1− 𝑟0𝜌

1− 𝜌+ 𝜌𝑟0

)︂
= 1.

(III) Через те, що {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆*
𝑌 – 1-нормуюча пiдмножина, ми маємо

‖𝑦 − 𝑧‖ = sup
𝛼∈Λ

|𝑦*𝛼(𝑦 − 𝑧)|. Помiтимо, що |𝑦*𝛼0
(𝑦 − 𝑧)| 6 𝑟, та для будь-якого

𝛼 ̸= 𝛼0 ми маємо

|𝑦*𝛼(𝑦 − 𝑧)| =
⃒⃒⃒⃒

𝑟0

1− 𝜌+ 𝜌𝑟0
𝑦*𝛼(𝑦)−

𝑟0

1− 𝜌+ 𝜌𝑟0
𝑦*𝛼(𝑦𝛼0

)

⃒⃒⃒⃒
6

𝑟0(1 + 𝜌)

1− 𝜌+ 𝜌𝑟0
6

𝑟(1 + 𝜌)

1− 𝜌+ 𝜌𝑟
.

Тож, ‖𝑦 − 𝑧‖ 6 max

{︂
𝑟,

𝑟(1 + 𝜌)

1− 𝜌+ 𝜌𝑟

}︂
=

𝑟(1 + 𝜌)

1− 𝜌+ 𝜌𝑟
.

Нарештi, з (I) та (II) випливає, що 𝑧 ∈ 𝑆𝑌 . 2

Зауваження 5.9. Для будь-якого оператора 𝑇 ∈ 𝐿(ℓ
(2)
1 , 𝑌 )

‖𝑇‖ = max{‖𝑇 (𝑒1)‖, ‖𝑇 (𝑒2)‖}.
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Бiльш того, якщо оператор 𝑇 ∈ 𝐿(ℓ
(2)
1 , 𝑌 ) досягає норми у деякiй точцi

𝑥 ∈ 𝑆
ℓ
(2)
1
, яка не збiгається з ±𝑒1 або з ±𝑒2, тодi сегмент [𝑇 (𝑒1), 𝑇 (𝑒2)]

або [𝑇 (𝑒1),−𝑇 (𝑒2)] повинен лежати на сферi ‖𝑇‖𝑆𝑌 .

Доведення Теореми 5.7. Позначимо 𝐴(𝜌, 𝜀) :=
√
2𝜀

1 + 𝜌√︂
1− 𝜌2 +

𝜀

2
𝜌2 + 𝜌

√︂
𝜀

2

.

Помiтимо, що 𝐴(𝜌, 𝜀) є зростаючою функцiєю вiд 𝜌. Зробимо необхiднi

обчислення, щоб переконатися в цьому:

(𝐴(𝜌, 𝜀))′𝜌 =

√
2𝜀(︂√︂

1− 𝜌2 +
𝜀

2
𝜌2 + 𝜌

√︂
𝜀

2

)︂2

×

⎛⎜⎜⎜⎝
√︂

1− 𝜌2 +
𝜀

2
𝜌2 + 𝜌

√︂
𝜀

2
− (1 + 𝜌)

⎛⎜⎜⎜⎝ −2𝜌+ 𝜀𝜌

2

√︂
1− 𝜌2 +

𝜀

2
𝜌2

+

√︂
𝜀

2

⎞⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎠ .

Перевiримо, що

√︂
1− 𝜌2 +

𝜀

2
𝜌2 + 𝜌

√︂
𝜀

2
− (1 + 𝜌)

⎛⎜⎜⎜⎝ −2𝜌+ 𝜀𝜌

2

√︂
1− 𝜌2 +

𝜀

2
𝜌2

+

√︂
𝜀

2

⎞⎟⎟⎟⎠ > 0.

Помножимо на знаменник:

2(1− 𝜌2 +
𝜀

2
𝜌2) + 2𝜌

√︂
𝜀

2

√︂
1− 𝜌2 +

𝜀

2
𝜌2

− (1 + 𝜌)(−2𝜌+ 𝜀𝜌)− 2(1 + 𝜌)

√︂
𝜀

2

√︂
1− 𝜌2 +

𝜀

2
𝜌2 > 0.

Елементарними перетвореннями зводимо до

2− 2𝜌2 + 𝜀𝜌2 + 2𝜌− 𝜀𝜌+ 2𝜌2 − 𝜀𝜌2 − 2

√︂
𝜀

2

√︂
1− 𝜌2 +

𝜀

2
𝜌2 > 0

i, нарештi, до

2 + 2𝜌− 𝜀𝜌− 2

√︂
𝜀

2

√︂
1− 𝜌2 +

𝜀

2
𝜌2 > 0.

Остання нерiвнiсть може бути легко перевiрена:

2 + 2𝜌− 𝜀𝜌− 2

√︂
𝜀

2

√︂
1− 𝜌2 +

𝜀

2
𝜌2 > 2− 2

√︂
𝜀

2

√︂
1− 𝜌2 +

𝜀

2
𝜌2 > 2− 2 > 0.
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Тож,
√
2𝜀 = 𝐴(0, 𝜀) 6 𝐴(𝜌, 𝜀) 6 𝐴(1, 𝜀) = 2.

Далi ми покажемо, що для будь-якої пари (𝑥, 𝑇 ) ∈ Π𝜀(ℓ
(2)
1 , 𝑌 ) iснує пара

(𝑦, 𝐹 ) ∈ Π(ℓ
(2)
1 , 𝑌 ) така, що

max{‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑇 − 𝐹‖} 6 min{𝐴(𝜌, 𝜀), 1}.

З мiркувань симетрiї можемо вважати, що 𝑥 = (𝑡(1− 𝛿), 𝑡𝛿), 𝛿 ∈ [0, 1/2], 𝑡 ∈
[1−𝜀, 1]. Очевидно, ‖𝑥‖ = 𝑡. По-перше, переконаємось, що Φ(ℓ(2)

1 , 𝑌, 𝜀) 6 1.

Дiйсно, ми завжди можемо наблизити пару (𝑥, 𝑇 ) парою 𝑦 := 𝑒1 та 𝐹 , який

визначається за такою формулою: 𝐹 (𝑒𝑖) := 𝑇 (𝑒𝑖)/‖𝑇 (𝑒𝑖)‖. Тодi ‖𝑥− 𝑒1‖ =

2𝑡𝛿 + 1− 𝑡 6 1 та ‖𝑇 − 𝐹‖ 6 1.

Залишилось перевiрити, що Φ(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) 6 𝐴(𝜌, 𝜀), коли 𝐴(𝜌, 𝜀) < 1.

Через те, що 𝐴(𝜌, 𝜀) >
√
2𝜀 ми повиннi розглядати 𝜀 ∈ (0, 1/2). Простiр 𝑌

має властивiсть 𝛽, тож, ми можемо обрати таке 𝛼0, що |𝑦*𝛼0
(𝑇 (𝑥))| > 1− 𝜀.

Без втрати загальностi ми можемо припустити, що 𝑦*𝛼0
(𝑇 (𝑥)) > 1− 𝜀. Тодi

𝑦*𝛼0

(︁
𝑇
(︁𝑥
𝑡

)︁)︁
> 1− 𝜀′, де 𝜀′ =

𝜀− (1− 𝑡)

𝑡
∈ (0, 𝜀). Отже,

𝑦*𝛼0
(𝑇 (𝑒1)) > 1− 𝜀′

1− 𝛿
та 𝑦*𝛼0

(𝑇 (𝑒2)) > 1− 𝜀′

𝛿
. (5.8)

Далi ми знайдемо апроксимувальну пару (𝑦, 𝐹 ) ∈ Π(ℓ
(2)
1 , 𝑌 ) для (𝑥, 𝑇 ).

Розглянемо два випадки:

Випадок I: 2𝑡𝛿 + 1− 𝑡 6 𝐴(𝜌, 𝜀). Тодi ми наближуємо (𝑥, 𝑇 ) вектором

𝑦 := 𝑒1 та оператором 𝐹 таким, що 𝐹 (𝑒1) :=
𝑇 (𝑒1)

‖𝑇 (𝑒1)‖
, 𝐹 (𝑒2) := 𝑇 (𝑒2). Отже,

‖𝑥− 𝑦‖ 6 2𝑡𝛿 + 1− 𝑡 6 𝐴(𝜌, 𝜀) та ‖𝑇 − 𝐹‖ 6 1− ‖𝑇 (𝑒1)‖ 6
𝜀

1− 𝛿
6 2𝜀

6 𝐴(𝜌, 𝜀).

Випадок II: 2𝑡𝛿+1− 𝑡 > 𝐴(𝜌, 𝜀). Помiтимо, що у цьому випадку 2𝑡𝛿+

1− 𝑡 >
√
2𝜀, тож, (тут ми використовуємо, що 𝐴(𝜌, 𝜀) >

√
2𝜀, 𝜀 ∈ (0, 1/2)

та 𝑡 ∈ (0, 1]),

𝛿 >

√
2𝜀− (1− 𝑡)

2𝑡
> 𝜀′.

Згiдно з (5.8) ми можемо застосувати Лему 5.8 для точок 𝑇 (𝑒1) та 𝑇 (𝑒2) з
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𝑟 =
𝜀′

𝛿
< 1. Тож, iснують такi 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝑆𝑌 , що 𝑦*𝛼0

(𝑧1) = 𝑦*𝛼0
(𝑧2) = 1 та

max{‖𝑇 (𝑒1)− 𝑧1‖, ‖𝑇 (𝑒2)− 𝑧2‖} 6

𝜀′

𝛿
(1 + 𝜌)

1− 𝜌+ 𝜌
𝜀′

𝛿

.

Позначимо 𝑦 := 𝑥/𝑡 ∈ 𝑆
ℓ
(2)
1
та визначимо оператор 𝐹 наступним чином:

𝐹 (𝑒1) := 𝑧1, 𝐹 (𝑒2) := 𝑧2.

Тодi ‖𝐹‖ = 1, ‖𝐹 (𝑦)‖ > 𝑦*𝛼0
(𝐹𝑦) = 1, тож 𝐹 досягає своєї норми в точцi 𝑦

та

‖𝑇 − 𝐹‖ 6

𝜀′

𝛿
(1 + 𝜌)

1− 𝜌+ 𝜌
𝜀′

𝛿

.

Тож, у будь-якому випадку

‖𝑥− 𝑦‖ 6 𝜀 6 𝐴(𝜌, 𝜀) та ‖𝑇 − 𝐹‖ 6
(1 + 𝜌)

𝜀− 1 + 𝑡

𝑡𝛿

1− 𝜌+ 𝜌
𝜀− 1 + 𝑡

𝑡𝛿

.

Щоб довести наше твердження, ми повиннi показати, що якщо 2𝑡𝛿 +

1− 𝑡 > 𝐴(𝜌, 𝜀), то

(1 + 𝜌)
𝜀− 1 + 𝑡

𝑡𝛿

1− 𝜌+ 𝜌
𝜀− 1 + 𝑡

𝑡𝛿

6 𝐴(𝜌, 𝜀).

Позначимо 𝑓(𝑡, 𝛿) = 2𝑡𝛿 + 1 − 𝑡 та 𝑔(𝑡, 𝛿) =
(1 + 𝜌)

𝜀− 1 + 𝑡

𝑡𝛿

1− 𝜌+ 𝜌
𝜀− 1 + 𝑡

𝑡𝛿

=

(1 + 𝜌)(𝜀− 1 + 𝑡)

(1− 𝜌)𝑡𝛿 + 𝜌(𝜀− 1 + 𝑡)
. Ми повиннi показати, що для всiх 𝛿 ∈ [0, 1/2]

та всiх 𝑡 ∈ [1− 𝜀, 1] має мiсце нерiвнiсть

min{𝑓(𝑡, 𝛿), 𝑔(𝑡, 𝛿)} 6 𝐴(𝜌, 𝜀). (5.9)

Для будь-якого фiксованого 𝑡 ∈ [1 − 𝜀, 1] функцiя 𝑓(𝑡, 𝛿) зростає вiд-

носно 𝛿 та 𝑔(𝑡, 𝛿) спадає вiдносно 𝛿. Тож, якщо ми знайдемо таке 𝛿0, що
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𝑓(𝑡, 𝛿0) = 𝑔(𝑡, 𝛿0), то min{𝑓(𝑡, 𝛿), 𝑔(𝑡, 𝛿)} 6 𝑓(𝑡, 𝛿0). Позначимо 𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝛿) =

2𝑡𝛿 + 1− 𝑡, i тодi наше рiвняння 𝑓(𝑡, 𝛿) = 𝑔(𝑡, 𝛿) перетвориться на

𝑢 = 2− 2(1− 𝜌)(𝑢− 𝜀)

(𝑡− 1 + 𝜀)(1 + 𝜌) + (𝑢− 𝜀)(1− 𝜌)
. (5.10)

Права частина рiвняння зростає, коли 𝑡 зростає, тому позитивне 𝑢𝑡 рiшення

рiвняння (5.10) також зростає. Це означає, що ми отримаємо найбiльше

можливе рiшення, якщо ми пiдставимо у нього 𝑡 = 1. Тодi ми отримуємо

рiвняння, яке набагато легше розв’язати:

𝑢21 + 𝜌

2
+ 𝑢𝜌𝜀− 𝜀(1 + 𝜌) = 0.

Звiдси 𝑢 = 𝐴(𝜌, 𝜀), тож нерiвнiсть (5.9) виконується.

5.3.2 Оцiнка знизу для Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀)

Тож ми побачили, що для 𝑋 = ℓ
(2)
1 , оцiнка модуля Бiшопа-Фелпса-

Болобаша є трошки кращою, нiж у Теоремi 5.3. Тим не менш, розглядаючи

простiр ℓ(2)
1 ми можемо отримати деякi цiкавi оцiнки знизу для Φ𝑆(ℓ

(2)
1 , 𝑌, 𝜀).

Вiдмiтимо, що оцiнки (5.4) та (5.7) дає одну i ту саму асимптотичну

поведiнку, коли 𝜀 прямує до 0. Наше наступне твердження дає оцiнку

для Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) знизу, коли 𝛽(𝑌 ) = 0.

Теорема 5.10. Для будь-якого банахового простору 𝑌

Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) > min{

√
2𝜀, 1}.

Зокрема, Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) = min{

√
2𝜀, 1}, якщо 𝛽(𝑌 ) = 0.

Доведення. Нам потрiбно показати, що Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) >

√
2𝜀 для 𝜀 ∈

(0, 1/2). Нерiвнiсть Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) > 1 для 𝜀 > 1/2 буде витiкати з

монотонностi Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, ·). Тож для будь-якого 𝜀 ∈ (0, 1/2) та будь-якого

𝛿 > 0 ми шукаємо таку пару (𝑥, 𝑇 ) ∈ Π𝑆
𝜀 (ℓ

(2)
1 , 𝑌 ), що

max {‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑇 − 𝐹‖} >
√
2𝜀− 𝛿

для будь-якої пари (𝑦, 𝐹 ) ∈ Π(ℓ
(2)
1 , 𝑌 ). Зафiксуємо 𝜉 ∈ 𝑆𝑌 та 𝜀0 < 𝜀 так,

щоб
√
2𝜀0 >

√
2𝜀− 𝛿. Розглянемо оператор 𝑇 ∈ 𝑆

𝐿(ℓ
(2)
1 ,𝑌 )

:

𝑇 (𝑧1, 𝑧2) = (𝑧1 + (1−
√
2𝜀0)𝑧2)𝜉
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та вiзьмемо 𝑥 = (1 −
√︀
𝜀0/2,

√︀
𝜀0/2) ∈ 𝑆

ℓ
(2)
1
. Тодi ‖𝑇 (𝑥)‖ = 1 − 𝜀0 > 1 − 𝜀.

Щоб наблизити пару (𝑥, 𝑇 ) парою (𝑦, 𝐹 ) ∈ Π(ℓ
(2)
1 , 𝑌 ), ми маємо лише двi

можливостi: або 𝑦 – це екстремальна точка шару 𝐵
ℓ
(2)
1
, або ж деяка точка

з множини conv{𝑒1, 𝑒2}, i тож 𝐹 досягає норми в обох точках 𝑒1, 𝑒2. У

першому випадку ми повиннi обрати 𝑦 = (1, 0), i тодi ‖𝑥 − 𝑦‖ =
√
2𝜀0 >

√
2𝜀 − 𝛿. У другому випадку ‖𝐹 − 𝑇‖ > ‖𝐹 (𝑒2) − 𝑇 (𝑒2)‖ > ‖𝐹 (𝑒2)‖ −

‖𝑇 (𝑒2)‖ =
√
2𝜀0 >

√
2𝜀− 𝛿. 2

Наша наступна мета – дати оцiнку знизу для сферичного модуля

Бiшопа-Фелпса-Болобаша для значень параметра 𝜌 мiж 1/2 та 1.

Зафiксуємо 𝜌 ∈ [1/2, 1) та позначимо 𝑌𝜌 лiнiйний простiр R2 з такою

нормою

‖𝑥‖𝜌 = max

{︂
|𝑥1 +

(︂
2− 1

𝜌

)︂
𝑥2|, |𝑥2 +

(︂
2− 1

𝜌

)︂
𝑥1|, |𝑥1 − 𝑥2|

}︂
. (5.11)

Iншими словами,

‖(𝑥1, 𝑥2)‖ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
|𝑥1 − 𝑥2|, якщо 𝑥1𝑥2 6 0;

|𝑥1 +

(︂
2− 1

𝜌

)︂
𝑥2|, якщо 𝑥1𝑥2 > 0 та |𝑥1| > |𝑥2|;

|𝑥2 +

(︂
2− 1

𝜌

)︂
𝑥1|, якщо 𝑥1𝑥2 > 0 та |𝑥1| 6 |𝑥2|.

та одинична куля 𝐵𝜌 простору 𝑋𝜌 – це шестикутник 𝑎𝑏𝑠𝑑𝑒𝑓 , де 𝑎 =

(1, 0); 𝑏 = (
𝜌

3𝜌− 1
,

𝜌

3𝜌− 1
); 𝑐 = (0, 1); 𝑑 = (−1, 0); 𝑒 = (− 𝜌

3𝜌− 1
,

𝜌

3𝜌− 1
);

та 𝑓 = (0,−1).

Спряжений простiр до 𝑌𝜌 – це R2 з такою нормою

‖𝑥‖*𝜌 = ‖(𝑥1, 𝑥2)‖* = max

{︂
|𝑥1|, |𝑥2|,

𝜌

3𝜌− 1
|𝑥1 + 𝑥2|

}︂
,

та одинична куля 𝐵*
𝜌 – це шестикутник 𝑎*𝑏*𝑐*𝑑*𝑒*𝑓 *, де 𝑎* = (1, 2− 1

𝜌
); 𝑏* =(︂

2− 1

𝜌
, 1

)︂
; 𝑐* = (−1, 1); 𝑑* = (−1,−

(︂
2− 1

𝜌

)︂
); 𝑒* = (−

(︂
2− 1

𝜌

)︂
,−1); та

𝑓 * = (1,−1). Вiдповiднi сфери 𝑆𝜌 та 𝑆*
𝜌 зображенi на Рис 5.1.
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-

6

𝑎

𝑦1

𝑏𝑦2
𝑐

𝑦3

𝑑

𝑒
𝑓

-

6

𝑑*

𝑐* = 𝑦*3 𝑏* = 𝑦*2

𝑎* = 𝑦*1

𝑓 *𝑒*

Рис 5.1 Сфери 𝑆𝑝 та 𝑆*
𝑝

Твердження 5.11. У просторi 𝑌 = 𝑌𝜌

𝛽(𝑌 ) 6 𝜌.

Доведення. Розглянемо двi множини:

{︂
𝑦1 =

(︂
2𝜌2

3𝜌− 1
,
𝜌− 𝜌2

3𝜌− 1

)︂
, 𝑦2 =

(︂
𝜌− 𝜌2

3𝜌− 1
,

2𝜌2

3𝜌− 1

)︂
, 𝑦3 =

(︂
−1

2
,
1

2

)︂}︂
⊂ 𝑆𝑌𝜌

та {𝑦*1 = (1, 2− 1

𝜌
), 𝑦*2 = (2− 1

𝜌
, 1), 𝑦*3 = (−1, 1)} ⊂ 𝑆𝑌 *

𝜌
.

Тодi ‖𝑦‖ = sup{|𝑦*𝑛(𝑦)| : 𝑛 = 1, 2, 3} для всiх 𝑦 ∈ 𝑌𝜌, 𝑦*𝑛(𝑦𝑛) = 1

для 𝑛 = 1, 2, 3 та |𝑦*𝑖 (𝑦𝑗)| 6 𝜌 для всiх 𝑖 ̸= 𝑗. Дiйсно, 𝑦*1(𝑦1) =
2𝜌2 + 2𝜌− 2𝜌2 − 1 + 𝜌

3𝜌− 1
= 1; 𝑦*1(𝑦2) =

𝜌− 𝜌2 + 4𝜌2 − 2𝜌

3𝜌− 1
= 𝜌; 𝑦*1(𝑦3) =

−1

2
+1− 1

2𝜌
= −1− 𝜌

2𝜌
> −𝜌, тож |𝑦*1(𝑦3)| 6 𝜌 (тут виникає обмеження 𝜌 >

1/2); 𝑦*2(𝑦1) = 𝑦*1(𝑦2) = 𝜌; 𝑦*2(𝑦2) = 𝑦*1(𝑦1) = 1; 𝑦*2(𝑦3) = −𝑦*1(𝑦3) 6 𝜌;

|𝑦*3(𝑦1)| =

⃒⃒⃒⃒
−2𝜌2 + 𝜌− 𝜌2

3𝜌− 1

⃒⃒⃒⃒
= 𝜌; 𝑦*3(𝑦2) = −𝑦*3(𝑦1) = 𝜌; та нарештi

𝑦*3(𝑦3) =
1

2
+

1

2
= 1. 2

Теорема 5.12. Нехай 𝜌 ∈ [1/2, 1), 0 < 𝜀 < 1. Тодi, у просторi 𝑌 = 𝑌𝜌

Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) > min

{︂√︂
2𝜌𝜀

1− 𝜌
, 1

}︂
.
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Доведення. Щоб довести наше твердження, ми повиннi показати, що

Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) >

√︂
2𝜌𝜀

1− 𝜌
для 𝜀 ∈

(︂
0,

1− 𝜌

2𝜌

)︂
. Нерiвнiсть Φ𝑆(ℓ

(2)
1 , 𝑌, 𝜀) > 1

для 𝜀 >
1− 𝜌

2𝜌
буде витiкати з монотонностi Φ𝑆(ℓ

(2)
1 , 𝑌, ·). Для будь-

якого 𝜀 ∈
(︂
0,

1− 𝜌

2𝜌

)︂
та будь-якого 𝛿 > 0 ми шукаємо таку пару

(𝑥, 𝑇 ) ∈ Π𝑆
𝜀 (ℓ

(2)
1 , 𝑌 ), що

max {‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑇 − 𝐹‖} >

√︂
2𝜌𝜀

1− 𝜌
− 𝛿

для всiх (𝑦, 𝐹 ) ∈ Π(ℓ
(2)
1 , 𝑌 ).

Зафiксуємо таке 𝜀0 < 𝜀, що

√︂
2𝜌𝜀0

1− 𝜌
>

√︂
2𝜌𝜀

1− 𝜌
− 𝛿. Розглянемо точку

𝑥 =

(︂
1−

√
2𝜌𝜀0

2
√
1− 𝜌

,

√
2𝜌𝜀0

2
√
1− 𝜌

)︂
∈ 𝑆

ℓ
(2)
1

та оператор 𝑇 ∈ 𝐿(ℓ
(2)
1 , 𝑌 ) такий, що

𝑇 (𝑒𝑖) =

√︂
2𝜌𝜀0

1− 𝜌
𝑒𝑖 +

(︂
1−

√︂
2𝜌𝜀0

1− 𝜌

)︂
· 𝑏,

де 𝑏 =

(︂
𝜌

3𝜌− 1
,

𝜌

3𝜌− 1

)︂
– екстремальна точка 𝑆𝑌 яка зображена на Рис

5.1. Вiдмiтимо, що ‖𝑇‖ = ‖𝑇 (𝑒1)‖ = ‖𝑇 (𝑒2)‖ = 1 та ‖𝑇 (𝑥)‖ = 1−𝜀0 > 1−𝜀.

Частина сфери 𝑆
ℓ
(2)
1
, що складається з точок, якi мають вiдстань до

𝑥 що менше або дорiвнює

√︂
2𝜌𝜀0

1− 𝜌
лежить на вiдрiзку [𝑒1, 𝑒2). Отже,

щоб наблизити пару (𝑥, 𝑇 ), ми маємо двi можливостi: наблизити точку

𝑥 точкою 𝑒1, i у цьому випадку обрати 𝐹 := 𝑇 ; або у якостi 𝐹 обрати

такий оператор, який досягає норми у деякiй точцi з (𝑒1, 𝑒2) (i отже у всiх

точках [𝑒1, 𝑒2]), i тодi ми можемо обрати 𝑦 := 𝑥.

У першому випадку ми маємо ‖𝑇 − 𝐹‖ = 0 та ‖𝑥 − 𝑦‖ =

√︂
2𝜌𝜀0

1− 𝜌
>√︂

2𝜌𝜀

1− 𝜌
− 𝛿. У другому випадку ми покажемо, що

‖𝑇 − 𝐹‖ = max
𝑖

‖𝑇 (𝑒𝑖)− 𝐹 (𝑒𝑖)‖ >

√︂
2𝜌𝜀0

1− 𝜌
.



123

Якщо це не так, то для 𝑖 = 1, 2 виконується

‖𝑇 (𝑒𝑖)− 𝐹 (𝑒𝑖)‖ <

√︂
2𝜌𝜀0

1− 𝜌
= ‖𝑇 (𝑒𝑖)− 𝑏‖.

Через те, що 𝐹 досягає норми в усiх точках з [𝑒1, 𝑒2], вiдрiзок 𝐹 ([𝑒1, 𝑒2])

цiлком лежить на одному вiдрiзку 𝑆𝑌 , але це неможливо, тому що 𝑇 (𝑒1)

та 𝑇 (𝑒2) лежать на рiзних вiдрiзках сфери 𝑆𝑌 з єдиною спiльною точкою

𝑏. 2

5.3.3 Перервнiсть модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша вiдносно

простору

З [20, Theorem 3.3] вiдомо, що обидвi модулi Бiшопа-Фелпса-Болобаша

(звичайний та сферичний) для функцiоналiв є неперервними вiдносно

простору 𝑋. Наслiдком Теореми 5.12 є той факт, що модуль Бiшопа-

Фелпса-Болобаша пари просторiв (𝑋, 𝑌 ) як функцiя вiд простору 𝑌 не

є неперервним вiдносно вiдстанi Банаха-Мазура.

Нехай 𝑋 та 𝑌 – iзоморфнi простори. Нагадаємо, щовiдстанню Банаха-

Мазура мiж 𝑋 та 𝑌 називається величина

𝑑(𝑋, 𝑌 ) = inf{‖𝑇‖‖𝑇−1‖ : 𝑇 : 𝑋 → 𝑌 iзоморфiзм}.

Послiдовнiсть банахових просторiв 𝑍𝑛 збiгається до простору 𝑍 у сенсi

вiдстанi Банаха-Мазура, якщо 𝑑(𝑍𝑛, 𝑍) −→
𝑛→∞

1. Очевидно, що 𝑌𝜌 −→
𝜌→1

ℓ
(2)
1 .

Теорема 5.13. Нехай 𝜌 ∈ [1/2, 1) та 𝑌𝜌 – простiр з нормою,

визначеною в (5.11). Тодi для будь-якого 𝜀 ∈ (0, 1/2)

Φ(ℓ
(2)
1 , 𝑌𝜌, 𝜀) −̸→

𝜌→1
Φ(ℓ

(2)
1 , ℓ

(2)
1 , 𝜀), та Φ𝑆(ℓ

(2)
1 , 𝑌𝜌, 𝜀) −̸→

𝜌→1
Φ𝑆(ℓ

(2)
1 , ℓ

(2)
1 , 𝜀).

Доведення. З теореми 5.3 з 𝜌 = 0 ми отримуємо для 𝜀 ∈ (0, 1/2), що

Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , ℓ

(2)
1 , 𝜀) 6 Φ(ℓ

(2)
1 , ℓ

(2)
1 , 𝜀) 6

√
2𝜀 < 1.

Водночас, Теорема 5.12 дає, що Φ(ℓ
(2)
1 , 𝑌𝜌, 𝜀) > Φ𝑆(ℓ

(2)
1 , 𝑌𝜌, 𝜀) >

min

{︂√︂
2𝜌𝜀

1− 𝜌
, 1

}︂
−−→
𝜌→1

1. 2
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5.3.4 Поведiнка Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀), коли 𝜀 → 0

У пiдроздiлi 5.3.2, за допомогою двовимiрного простору 𝑌 , ми були

здатнi надати оцiнку лише для 𝜌 ∈ [1/2, 1). Це не є дивним, тому що у

будь-якому 𝑛-вимiрному банаховому просторi з властивiстю 𝛽 ми маємо

𝜌 >
1

𝑛
або 𝜌 = 0. Нижче ми доводимо цей факт.

Твердження 5.14. Нехай 𝑌 (𝑛) – банаховий простiр розмiрностi 𝑛 з

𝛽(𝑌 (𝑛)) 6 𝜌 <
1

𝑛
. Тодi 𝑌 (𝑛) iзометрично до простору ℓ

(𝑛)
∞ , тобто 𝛽(𝑌 (𝑛)) =

0.

Нам потрiбен такий допомiжний результат.

Лема 5.15. Нехай 𝑌 (𝑛) – банаховий простiр розмiрностi 𝑛 з 𝛽(𝑌 (𝑛)) 6

𝜌 <
1

𝑛
та {𝑦𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆𝑌 , {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} ⊂ 𝑆*

𝑌 – множини з Означення

1.2. Тодi |Λ| = 𝑛.

Доведення. |Λ| > 𝑛, тому що {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} є 1-нормуючею множиною.

Припустимо, що |Λ| > 𝑛. Ми покажемо, що будь-яка пiдмножина

{𝑦𝛼𝑖
}𝑛+1
𝑖=1 ⊂ {𝑦𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} є лiнiйно незалежною.

Розглянемо вiдповiдну лiнiйну комбiнацiю
𝑛+1∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖𝑦𝛼𝑖
з max |𝑎𝑖| = 1 та

перевiримо, що
𝑛+1∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖𝑦𝛼𝑖
̸= 0. Нехай 𝑗 6 𝑛 + 1 – це такий номер, що

|𝑎𝑗| = 1. Тодi ми можемо оцiнити:

‖
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑦𝛼𝑖
‖ >

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑦*𝛼𝑗

(︃
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑦𝛼𝑖

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒

=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒𝑎𝑗𝑦*𝛼𝑗

(𝑦𝛼𝑗
) +

𝑛+1∑︁
𝑖=1
�̸�=𝑗

𝑎𝑖𝑦
*
𝛼𝑗
(𝑦𝛼𝑖

)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ > 1−

𝑛+1∑︁
𝑖=1
𝑖 ̸=𝑗

|𝑎𝑖|𝜌 > 0.

Отже, 𝑌 (𝑛) мiстить 𝑛 + 1 лiнiйно незалежних векторiв. Це протирiччя

завершує доведення. 2

Доведення Твердження 5.14. Згiдно з Означенням 1.2 разом з Лемою 5.15

iснують двi множини {𝑦𝑖}𝑛𝑖=1 ⊂ 𝑆𝑌 (𝑛), {𝑦*𝑖 }𝑛𝑖=1 ⊂ 𝑆*
𝑌 (𝑛) такi, що
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𝑦*𝑖 (𝑦𝑖) = 1,

|𝑦*𝑖 (𝑦𝑗)| < 1/𝑛 якщо 𝑖 ̸= 𝑗,

‖𝑦‖ = sup{|𝑦*𝑖 (𝑦)| : 𝑖 = 1, ..., 𝑛}, для всiх 𝑦 ∈ 𝑌.

Визначимо оператор 𝑈 : 𝑌 (𝑛) → ℓ
(𝑛)
∞ за такою формулою:

𝑈(𝑦) := (𝑦*1(𝑦), 𝑦
*
2(𝑦), ..., 𝑦

*
𝑛(𝑦)).

Очевидно, ‖𝑈(𝑦)‖ = ‖𝑦‖ для всiх 𝑦 ∈ 𝑌 (𝑛), тож 𝑈 – це iзометричний

оператор. Через те, що dim𝑌 (𝑛) = dim ℓ
(𝑛)
∞ , оператор 𝑈 є бiєктивним. Це

означає, що 𝑌 (𝑛) – простiр iзометричний до ℓ
(𝑛)
∞ , отже, 𝛽(𝑌 (𝑛)) = 𝛽(ℓ

(𝑛)
∞ ) =

0.

Таким чином, щоб отримати всi можливi значення параметру 𝜌,

ми повиннi розглядати простори бiльших розмiрностей. Для кожної

фiксованої розмiрностi 𝑛 зафiксуємо 𝜌 ∈ [1/𝑛, 1) та позначимо 𝑍 = 𝑍
(𝑛)
𝜌

лiнiйний простiр R𝑛 з нормою

‖𝑥‖ = max

{︃
|𝑥1|, |𝑥2|, ..., |𝑥𝑛|,

1

𝜌𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒
}︃
. (5.12)

Твердження 5.16. Нехай 𝑍 = 𝑍
(𝑛)
𝜌 з 𝑛 > 2 та 𝜌 ∈ [1/𝑛, 1). Тодi

𝛽(𝑍) 6 𝜌.

Доведення. Розглянемо двi множини:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩𝑦𝑗 = − 1

𝑛− 1 + 𝜌𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1
�̸�=𝑗

𝑒𝑖 + 𝑒𝑗, 𝑧 = 𝜌

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ⊂ 𝑆𝑍

{︃
𝑦*𝑗 = 𝑒𝑗, 𝑧

* =
1

𝜌𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑒𝑖

}︃
⊂ 𝑆𝑍*.

З формули (5.12) ми маємо, що пiдмножина
{︀
{𝑦*𝑗}𝑛𝑖=1, 𝑧

*}︀ є 1-

нормуючею. Також,

𝑦*𝑖 (𝑦𝑖) = 1, |𝑦*𝑗 (𝑦𝑖)| =

⃒⃒⃒⃒
− 1

𝑛− 1 + 𝜌𝑛

⃒⃒⃒⃒
6 𝜌, 𝑦*𝑗 (𝑧) = 𝜌, 𝑧*(𝑧) =

1, 𝑧*(𝑦𝑖) =
1

𝑛− 1 + 𝜌𝑛
6 𝜌. 2
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Зауважимо, що у всiх наших оцiнках Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) виникає множник
√
2𝜀.

Тож, щоб вимiряти асимптотичну поведiнку Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) в нулi, зручно

ввести таку характеристику

Ψ(𝑋, 𝑌 ) := lim sup
𝜀→0

Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀)√
2𝜀

.

Також визначимо величину

Ψ(𝜌) := sup
𝑌 :𝛽(𝑌 )=𝜌

sup
𝑋

Ψ(𝑋, 𝑌 ),

яка вимiрює найгiршу можливу поведiнку коло 0 модуля Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀), коли

𝛽(𝑌 ) 6 𝜌. З Теореми 5.3 ми знаємо, що

Ψ(𝜌) 6

√︂
1 + 𝜌

1− 𝜌
.

Оцiнимо Ψ(𝜌) знизу.

Теорема 5.17.

Ψ(𝜌) > max

{︂√︂
2𝜌

1− 𝜌
, 1

}︂
для всiх значень 𝜌 ∈ (0, 1).

Доведення. З Теореми 5.10 ми маємо, що Ψ(𝜌) > 1. Тож, ми повиннi

перевiрити, що Ψ(𝜌) >

√︂
2𝜌

1− 𝜌
. Щоб оцiнити Ψ(𝜌) знизу для малень-

ких значень 𝜀, ми розглянемо пару просторiв (ℓ
(2)
1 , 𝑍

(𝑛)
𝜌 ). Позначимо

𝑧* =
1

𝜌𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑒𝑖 та Γ = {𝑥 ∈ 𝑆𝑍 : 𝑧*(𝑥) = 1}. Розглянемо точку 𝑥 = (1− 𝛿, 𝛿)

та такий оператор 𝑇 :

𝑇 (𝑒1) = 𝜌
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑒𝑖 та 𝑇 (𝑒2) = 𝑡
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑒𝑖 +
𝑛∑︁

𝑖=𝑘+1

𝑒𝑖,

з 𝑘 =
1

2
𝑛(1− 𝜌) + 1 + 𝜃 ∈ N – найближчим натуральним числом до

1

2
𝑛(1− 𝜌) + 1 (тож, |𝜃| 6 1/2), та

𝑡 = −1 +
4 + 4𝜃 − 2𝑛𝜌

𝜀0

𝛿
𝑛− 𝑛𝜌+ 2 + 2𝜃

, (5.13)
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де 𝛿 > 0 буде визначено пiзнiше, 𝜀0 < 𝜀. Тодi 𝑧*(𝑇 (𝑥)) = 1 − 𝜀0 > 1 − 𝜀,

тож (𝑥, 𝑇 ) ∈ Π𝑆
𝜀 (ℓ

(2)
1 , 𝑍

(𝑛)
𝜌 ). Тепер ми шукаємо найкраще наближення (𝑥, 𝑇 )

парою (𝑦, 𝐹 ) ∈ Π(ℓ
(2)
1 , 𝑍

(𝑛)
𝜌 ). Як завжди, у нас є два варiанти:

I. Ми можемо наблизити точку 𝑥 точкою 𝑒1 i тодi можемо взяти 𝐹 = 𝑇 .

У цьому випадку ми маємо

‖𝑥− 𝑦‖ = 2𝛿. (5.14)

II. Ми можемо обрати такий оператор 𝐹 , який досягає норми на всьому

вiдрiзку [𝑒1, 𝑒2], i тодi можемо взяти 𝑦 = 𝑥. У цьому випадку 𝐹 (𝑒1) та 𝐹 (𝑒2)

повиннi лежати на однiй гранi. Крiм того, якщо 𝐹 (𝑒1) ̸∈ Γ для маленьких

значень 𝜀, ми маємо ‖𝑇 (𝑒1)−𝐹 (𝑒1)‖ = 1−𝜌 >
√
2𝜀

√︂
2𝜌

1− 𝜌
. Щоб отримати

найкращу оцiнку, необхiдно, щоб 𝐹 (𝑒1) ∈ Γ i, таким чином, 𝐹 (𝑒2) ∈ Γ. Тодi

‖𝑇 − 𝐹‖ > ‖𝑇 (𝑒2)− 𝐹 (𝑒2)‖ > inf
ℎ∈Γ

‖𝑇 (𝑒2)− ℎ‖.

Оцiнимо вiдстань вiд 𝑇 (𝑒2) до гранi Γ.

Якщо ℎ =
𝑛∑︀

𝑖=1

ℎ𝑖 ∈ Γ, тодi |ℎ𝑖| 6 1 та 𝑧*(ℎ) =
1

𝜌𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

ℎ𝑖 = 1. Отже,

𝑘∑︀
𝑖=1

ℎ𝑖 > 𝜌𝑛− (𝑛− 𝑘), та

maxℎ𝑖 >
1

𝑘
(𝜌𝑛− (𝑛− 𝑘)) = −1 +

4 + 4𝜃

𝑛(1− 𝜌) + 2 + 2𝜃
.

Таким чином,

‖𝑇 (𝑒2)− ℎ‖ > max
16𝑖6𝑘

|𝑡− ℎ𝑖| > |𝑡−maxℎ𝑖| =
2𝑛𝜌

𝜀0

𝛿
𝑛(1− 𝜌) + 2 + 2𝜃

. (5.15)

Тепер визначимо 𝛿 як позитивне рiшення рiвняння:

2𝛿 =
2𝑛𝜌

𝜀0

𝛿
𝑛(1− 𝜌) + 2 + 2𝜃

.

Тодi 𝛿 =
1

2

√
2𝜀0

√︂
2𝜌

1− 𝜌+ (2 + 𝜃)/𝑛
. Позначимо 𝐶(𝜀, 𝜌, 𝑛, 𝜃) :=

√
2𝜀

√︂
2𝜌

1− 𝜌+ (2 + 𝜃)/𝑛
та 𝐶0 = 𝐶(𝜀0, 𝜌, 𝑛, 𝜃). З таким значенням 𝛿 оцiнка

(5.14) дає нам, що

‖𝑥− 𝑦‖ = 2𝛿 = 𝐶0,
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та оцiнка (5.15) дає нам, що

‖𝑇 − 𝐹‖ >
2𝑛𝜌

𝜀0

𝛿
𝑛(1− 𝜌) + 2 + 2𝜃

= 𝐶0.

Таким чином, ми показали, що Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑍

(𝑛)
𝜌 , 𝜀) > 𝐶0. Через те, що 𝜀0

можна вибрати довiльно близько до 𝜀 ми маємо, що Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑍

(𝑛)
𝜌 , 𝜀) >

𝐶(𝜀, 𝜌, 𝑛, 𝜃) з 𝜃 ∈ [−1/2, 1/2]. Отже, ми отримали, що Ψ(ℓ
(2)
1 , 𝑍

(𝑛)
𝜌 ) >√︃

2𝜌

1− 𝜌+ (2 + 𝜃)/𝑛
. Коли 𝑛 → ∞, ми отримуємо бажану оцiнку Ψ(𝜌) >√︂

2𝜌

1− 𝜌
. 2

5.4 Модифiкований модуль Бiшопа-Фелпса-Болоба́ша

У пiдроздiлi 2.3 ми ввели поняття модифiкованого модуля Бiшопа-

Фелпса-Болобаша для функцiоналiв та дослiдили точнiсть його оцiнки.

У цьому роздiлi ми введемо i дослiдимо аналогiчну характеристику для

операторiв.

Означення 5.18. Модифiкованим модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша

(модифiкованим сферичним модулем Бiшопа-Фелпса-Болобаша) для пари

просторiв (𝑋, 𝑌 ) називається функцiя ̃︀Φ(𝑋, 𝑌, ·) : (0, 1) −→ R+

(̃︀Φ𝑆(𝑋, 𝑌, ·) : (0, 1) −→ R+), значення якої у точцi 𝜀 ∈ (0, 1) визначається

як iнфiмум тих 𝛿 > 0, що для будь-якої пари (𝑥, 𝑇 ) ∈ 𝐵𝑋×𝐵𝐿(𝑋,𝑌 ) ((𝑥, 𝑇 ) ∈
𝑆𝑋 × 𝑆𝐿(𝑋,𝑌 ) вiдповiдно) з ‖𝑇𝑥‖ > 1− 𝜀, iснує пара (𝑦, 𝐹 ) ∈ 𝑆𝑋 × 𝐿(𝑋, 𝑌 )

з 𝐹𝑦 = ‖𝐹‖, ‖𝑥− 𝑦‖ < 𝛿 та ‖𝑇 − 𝐹‖ < 𝛿.

За аналогiєю з Теоремою 5.3 ми доводимо такий результат.

Теорема 5.19. Нехай 𝑋 та 𝑌 – банаховi простори, 𝑌 має

властивiсть 𝛽 з параметром 𝜌. Тодi пара (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть

Бiшопа-Фелпса-Болобаша, та для будь-якого 𝜀 ∈ (0, 1)

̃︀Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 ̃︀Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 min

{︂√
𝜀

√︂
1 + 𝜌

1− 𝜌
, 1

}︂
. (5.16)
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Доведення майже повторює доведення Теореми 5.3, але воно має деякi

модифiкацiї, i ми надаємо його тут для чiткостi.

Доведення. Розглянемо 𝑇 ∈ 𝐵𝐿(𝑋,𝑌 ) та 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 такi, що ‖𝑇 (𝑥)‖ > 1− 𝜀

з 𝜀 ∈
(︂
0,

1− 𝜌

1 + 𝜌

)︂
. Через те, що 𝑌 має властивiсть 𝛽, iснує 𝛼0 ∈ Λ, що

|𝑦*𝛼0
(𝑇 (𝑥))| > 1 − 𝜀. Таким чином, якщо ми позначимо 𝑥* = 𝑇 *(𝑦*𝛼0

), ми

маємо 𝑥 ∈ 𝐵𝑋 , 𝑥
* ∈ 𝐵𝑋* з 𝑥*(𝑥) > 1− 𝜀. Ми можемо застосувати формулу

(2.15) з Леми 2.17, для будь-якого значення 𝑘 ∈ (0, 1). Для довiльного

𝑘 ∈ [𝜀, 1) вiзьмемо

𝑘 =
𝑘(‖𝑥*‖ − (1− 𝜀))

𝜀‖𝑥*‖
.

Нерiвнiсть ‖𝑥*‖ > 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀 означає, що 𝑘 > 0. З iншого боку, 𝑘 =

𝑘

(︂
1

𝜀
− (1− 𝜀)

𝜀‖𝑥*‖

)︂
6 𝑘

(︂
1

𝜀
− (1− 𝜀)

𝜀

)︂
= 𝑘 < 1, тобто, для цього 𝑘 ми можемо

знайти 𝜁* ∈ 𝑋* та 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 такi, що iснують 𝑧* ∈ 𝑋* та 𝑧 ∈ 𝑆𝑋 з |𝑧*(𝑧)| =
‖𝑧*‖ та

‖𝑥− 𝑧‖ <

1− 1− 𝜀

‖𝑥*‖
𝑘

та ‖𝑧* − 𝑥*‖ < 𝑘‖𝑥*‖.

Для дiйсного числа 𝜂, для якого виконується нерiвнiсть

𝜂 >
𝜌(𝑘‖𝑥*‖+ ‖𝑥*‖ · |1− ‖𝑧*‖|)

‖𝑧*‖(1− 𝜌)
ми визначимо оператор 𝑆 ∈ 𝐿(𝑋, 𝑌 ) за

такою формулою:

𝑆(𝑡) = ‖𝑧*‖𝑇 (𝑡) + [(1 + 𝜂)𝑧*(𝑡)− ‖𝑧*‖𝑇 *(𝑦*𝛼0
)(𝑡)]𝑦𝛼0

.

Тепер оцiнимо 𝑆. Нагадаємо, що ми позначили 𝑥* = 𝑇 *(𝑦*𝛼0
). Таким чином,

для всiх 𝑦* ∈ 𝑌 *,

𝑆*(𝑦*) = ‖𝑧*‖𝑇 *(𝑦*) + [(1 + 𝜂)𝑧* − ‖𝑧*‖𝑥*]𝑦*(𝑦𝛼0
).

Через те, що множина {𝑦*𝛼 : 𝛼 ∈ Λ} – 1-нормуюча для 𝑌 , то ‖𝑆‖ =

sup𝛼‖𝑆*𝑦*𝛼‖.
‖𝑆‖ > ‖𝑆*(𝑦*𝛼0

)‖ = (1 + 𝜂)‖𝑧*‖.

Для 𝛼 ̸= 𝛼0 ми маємо

‖𝑆*(𝑦*𝛼)‖ 6 ‖𝑧*‖+ 𝜌[‖𝑧* − 𝑥*‖+ ‖𝑥*‖ · |1− ‖𝑧*‖|+ 𝜂‖𝑧*‖] 6 (1 + 𝜂)‖𝑧*‖.
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Таким чином,

‖𝑆‖ = ‖𝑆*(𝑦*𝛼0
)‖ = ‖𝑧*‖ = |𝑦*𝛼0

(𝑆(𝑧))| 6 ‖𝑆(𝑧)‖ 6 ‖𝑆‖.

Отже, ми маємо, що ‖𝑆‖ = ‖𝑆(𝑧)‖ = (1 + 𝜂)‖𝑧*‖.
Тепер оцiнимо ‖𝑆 − 𝑇‖.

‖𝑆 − 𝑇‖ = sup
𝛼
‖𝑆*(𝑦*𝛼)− 𝑇 *(𝑦*𝛼)‖.

Помiтимо, що

|1− ‖𝑧*‖| 6 ‖𝑥* − 𝑧*‖+ 1− ‖𝑥*‖ < 𝑘‖𝑥*‖+ 1− ‖𝑥*‖.

Для 𝛼 = 𝛼0 ми отримуємо

‖𝑆*(𝑦*𝛼0
)− 𝑇 *(𝑦*𝛼0

)‖ = ‖(1 + 𝜂)𝑧* − 𝑥*‖ 6 ‖𝑧* − 𝑥*‖+ 𝜂‖𝑧*‖

<
𝑘‖𝑥*‖(1 + 𝜌‖𝑥*‖) + 𝜌‖𝑥*‖(1− ‖𝑥*‖)

1− 𝜌
.

Тодi ‖𝑥− 𝑧‖ <
𝜀

𝑘
та

‖𝑆*(𝑦*𝛼0
)− 𝑇 *(𝑦*𝛼0

)‖ <
𝑘
‖𝑥*‖ − (1− 𝜀)

𝜀
(1 + 𝜌‖𝑥*‖) + 𝜌‖𝑥*‖(1− ‖𝑥*‖)

1− 𝜌

6
𝑘(1 + 𝜌)

1− 𝜌
.

Остання нерiвнiсть виконується, тому що, якщо ми розглянемо функцiю

𝑓(𝑡) =
𝑘
𝑡− (1− 𝜀)

𝜀
(1 + 𝜌𝑡) + 𝜌𝑡(1− 𝑡)

1− 𝜌

з 𝑡 ∈ (1 − 𝜀, 1), то 𝑓 ′ > 0, тож з монотонностi випливає, що максимальне

значення функцiї – це 𝑓(1) =
𝑘(1 + 𝜌)

1− 𝜌
. Для 𝛼 ̸= 𝛼0 ми маємо

‖𝑆*(𝑦*𝛼)− 𝑇 *(𝑦*𝛼)‖ 6 |1− ‖𝑧*‖|+ 𝜌(‖𝑧* − 𝑥*‖+ ‖𝑥*‖ · |1− ‖𝑧*‖|+ 𝜂‖𝑧*‖)

< 𝑘‖𝑥*‖+ 1− ‖𝑥*‖+ 𝜌

1− 𝜌
[𝑘‖𝑥*‖ − 𝜌𝑘‖𝑥*‖+ ‖𝑥*‖ · |1− ‖𝑧*‖|

− 𝜌‖𝑥*‖ · |1− ‖𝑧*‖|+ 𝜌𝑘‖𝑥*‖+ 𝜌‖𝑥*‖ · |1− ‖𝑧*‖|]

6 𝑘‖𝑥*‖+ 1− ‖𝑥*‖+ 𝜌

1− 𝜌
[𝑘‖𝑥*‖+ ‖𝑥*‖ · (𝑘‖𝑥*‖+ 1− ‖𝑥*‖)].
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Пiдставляючи значення 𝑘 ми отримуємо

‖𝑆*(𝑦*𝛼)− 𝑇 *(𝑦*𝛼)‖ <
1− 𝜌(1− ‖𝑥*‖)

1− 𝜌

[︂
𝑘
‖𝑥*‖ − (1− 𝜀)

𝜀
+ 1− ‖𝑥*‖

]︂
+

𝜌𝑘

1− 𝜌

‖𝑥*‖ − (1− 𝜀)

𝜀
6

𝑘(1 + 𝜌)

1− 𝜌
.

Знов, остання нерiвнiсть виконується тому, що функцiя

𝑓1(𝑡) =
1− 𝜌(1− 𝑡)

1− 𝜌

[︂
𝑘
𝑡− (1− 𝜀)

𝜀
+ 1− 𝑡

]︂
+

𝜌𝑘

1− 𝜌

𝑡− (1− 𝜀)

𝜀

є неспадною на (1− 𝜀, 1). Таким чином, ‖𝑇 − 𝑆‖ 6
𝑘(1 + 𝜌)

1− 𝜌
.

Пiдставимо 𝑘 =

√︂
𝜀(1− 𝜌)

1 + 𝜌
(тут нам потрiбно, що 𝜀 <

1 + 𝜌

1− 𝜌
, i це вико-

нується для всiх 𝜀 ∈ (0, 1)). Тодi ми отримуємо

max{‖𝑧 − 𝑥‖, ‖𝑇 − 𝑆‖} 6

√︃
𝜀(1 + 𝜌)

1− 𝜌
.

Нарештi, якщо 𝜀 >
1− 𝜌

1 + 𝜌
, ми завжди можемо наблизити (𝑥, 𝑇 ) тiєю ж

самою точкою та нульовим оператором, тож max{‖𝑧−𝑥‖, ‖𝑇 −𝑆‖} 6 1. 2

З цiєї теореми випливає, що якщо 𝛽(𝑌 ) = 0, тодi ̃︀Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6̃︀Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6
√
𝜀. Ми збираємось показати, що ця оцiнка є точною для

простору 𝑋 = ℓ
(2)
1 , 𝑌 = R.

Теорема 5.20. ̃︀Φ𝑆(ℓ
(2)
1 ,R, 𝜀) = ̃︀Φ(ℓ(2)

1 ,R, 𝜀) =
√
𝜀, 𝜀 ∈ (0, 1).

Доведення. Ми повиннi показати, що для будь-якого 0 < 𝜀 < 1 i для

будь-якого 𝛿 > 0 iснує така пара (𝑥, 𝑥*) з Π𝑆
𝜀 (ℓ

(2)
1 ,R), що для будь-якої пари

(𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆
ℓ
(2)
1

× ℓ
(2)
∞ з |𝑦*(𝑦)| = ‖𝑦*‖ виконується

max {‖𝑥− 𝑦‖, ‖𝑥* − 𝑦*‖} >
√
𝜀− 𝛿. (5.17)

Зафiксуємо 𝜀0 < 𝜀 так, що
√
𝜀0 >

√
𝜀 − 𝛿. Розглянемо точку 𝑥 :=(︂

1−
√
𝜀0

2

)︂
𝑒1 +

(︂√
𝜀0

2

)︂
𝑒2, та функцiонал 𝑥*(𝑧) := 𝑧1 + (1 − 2

√
𝜀0)𝑧2.

Помiтимо, що 𝑥*(𝑥) = 1− 𝜀0 > 1− 𝜀.

Розглянемо множину 𝑈 тих 𝑦 ∈ 𝑆𝑋 , що ‖𝑥− 𝑦‖ <
√
𝜀0. 𝑈 – це перетин

𝑆𝑋 з вiдкритим шаром радiуса
√
𝜀0 з центром у 𝑥. Через те, що ‖𝑥− 𝑒1‖ =
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√
𝜀0, та ‖𝑥 − 𝑒2‖ = 2 − √

𝜀0 >
√
𝜀0, ми маємо, що 𝑈 ⊂]𝑒1, 𝑒2[, тож для

кожного 𝑦 = 𝑎𝑒1 + 𝑏𝑒2 ∈ 𝑈 виконується, що 𝑎 > 0 та 𝑏 > 0.

Припустимо, що |𝑦*(𝑦)| = ‖𝑦*‖ для деякого 𝑦 ∈ 𝑈 та ‖𝑥* − 𝑦*‖ 6
√
𝜀0. Тодi ми вимушенi брати 𝑦* = (𝑦*(𝑒1), 𝑦

*(𝑒2)), де |𝑦*(𝑒1)| = |𝑦*(𝑒2)| та
𝑦*(𝑒1) · 𝑦*(𝑒2) > 0. Зауважимо, що

|𝑥*(𝑒1)− 𝑦*(𝑒1)| = |1− 𝑦*(𝑒1)| 6 ‖𝑥* − 𝑦*‖ 6
√
𝜀 ⇒ 𝑦*(𝑒1) > 1−

√
𝜀0,

|𝑥*(𝑒2)−𝑦*(𝑒2)| = |1−2
√
𝜀0−𝑦*(𝑒2)| 6 ‖𝑥*−𝑦*‖ 6

√
𝜀0 ⇒ 𝑦*(𝑒2) 6 1−

√
𝜀0.

Тодi 𝑦* = (1 − √
𝜀0, 1 − √

𝜀0), тож ‖𝑥* − 𝑦*‖ =
√
𝜀0 >

√
𝜀 − 𝛿. Звiдси

випливає, що нерiвнiсть (5.17) виконується, як нам i потрiбно. 2

Дiючи таким самим чином, розглядаючи простiр 𝑌 = 𝑌𝜌, ми можемо

отримати оцiнку знизу, яка майже збiгається з оцiнкою (5.16) зверху для

значень 𝜌 близьких до 1.

Теорема 5.21. Нехай 𝜌 ∈ [1/2, 1), 0 < 𝜀 < 1. Тодi у просторi 𝑌 = 𝑌𝜌

̃︀Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) > min

{︂√
𝜀

√︂
2𝜌

1− 𝜌
, 1

}︂
.

Ми хочемо завершити цю главу навiвши одне природне питання, яке є

невирiшеним, хоча i не виглядає складним.

Питання 5.22. Чи є правдою, що Φ𝑆(𝑋,R, 𝜀) 6 min{
√
2𝜀, 1} для всiх

банахових просторiв 𝑋?

Щоб пояснити, що ми маємо на увазi, нагадаємо, що оцiнка для

звичайного модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша

Φ𝑆
𝑋(𝜀) 6

√
2𝜀 (5.18)

виконується для всiх 𝑋. Iншими словами, для будь-якої пари (𝑥, 𝑥*) ∈
𝑆𝑋 × 𝑆𝑋* з 𝑥*(𝑥) > 1 − 𝜀, iснує пара (𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝑋* з 𝑦*(𝑦) = 1, що

max{‖𝑥− 𝑦‖ <
√
2𝜀, ‖𝑥* − 𝑦*‖} <

√
2𝜀.

Якщо ми розглянемо 𝑌 = R у означеннi Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀), єдина вiдмiннiсть з

Φ𝑆
𝑋(𝜀) полягає в тому, що пiд досягненням норми ми розумiємо |𝑦*(𝑦)| = 1,
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а не 𝑦*(𝑦) = 1. Тобто у випадку Φ𝑆(𝑋,R, 𝜀) ми маємо бiльше можливостей
наближати (𝑥, 𝑥*) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝑋* з 𝑥*(𝑥) > 1− 𝜀:

(𝑦, 𝑦*) ∈ 𝑆𝑋 × 𝑆𝑋* з 𝑦*(𝑦) = 1 або 𝑦*(𝑦) = −1.

Оцiнка (5.18) є точною для двовимiрного простору ℓ1:

Φ𝑆

ℓ
(2)
1

(𝜀) =
√
2𝜀, (5.19)

але, як ми показали у Теоремi 5.10

Φ𝑆(ℓ
(2)
1 ,R, 𝜀) = min{

√
2𝜀, 1}. (5.20)

Оцiнки (5.19) та (5.20) збiгаються для 𝜀 ∈ (0, 1/2), але для бiльших

значень 𝜀 мають iстотну рiзницю. Ми не знаємо чи оцiнка Φ𝑆(𝑋,R, 𝜀) 6

min{
√
2𝜀, 1} виконується для всiх просторiв 𝑋.

До речi, у всiх вiдомих нам прикладах ми були здатнi оцiнити

Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) зверху одиницею. Тож ми не знаємо, чи можна покращити

Теорему 5.3, щоб мати оцiнку

Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) 6 min

{︂√
2𝜀

√︂
1 + 𝜌

1− 𝜌
, 1

}︂
.

5.5 Висновки до роздiлу 5

У цьому роздiлi ми ввели поняття модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша

для операторiв. Ми дослiдили випадок, коли оператори дiють у простiр

з властивiстю 𝛽, а саме, ми отримали кiлькiсну версiю теореми Акости,

Арона, Гарсiї та Маестро, що якщо простiр 𝑌 має властивiсть 𝛽, то

пара просторiв (𝑋, 𝑌 ) мають властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

будь-якого банахового простору 𝑋. По аналогiї з модулем Бiшопа-

Фелпса-Болобаша для лiнiйних функцiоналiв ми дослiджували звичайний

модуль Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀), сферичний модуль Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀), модифiкований модуль̃︀Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) та сферичний модифiкований модуль ̃︀Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀). Також у

цьому роздiлi ми дослiдили деякi властивостi просторiв, якi мають

властивiсть 𝛽 та навели приклади просторiв рiзних розмiрностей з цiєю
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властивiстю. Твердження 5.14 встановлює зв’язок мiж розмiрнiстю

простору та допустимими значеннями параметру 𝜌.

До основних результатiв цього роздiлу належать:

– Теорема 5.3, в якiй ми отримали верхню границю для Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) та

Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀).

– Теорема 5.3, в якiй ми покращили оцiнку для Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀) для випадку,

коли простiр 𝑋 є рiвномiрно неквадратним.

– Теорема 5.10 та Теорема 5.12, в якiй ми оцiнили Φ𝑆(ℓ
(2)
1 , 𝑌, 𝜀) знизу i,

таким чином, показали, що оцiнка зверху не є дуже далекою вiд точної.

– Теорема 5.17, в якiй ми вимiрили найгiршу можливу поведiнку бiля

𝜀 = 0 модуля Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀).

– Теорема 5.13, в якiй ми встановили, що Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) не є неперервною

функцiєю вiдносно простору 𝑌 .

– Теорема 5.19, в якiй ми отримали верхню границю для ̃︀Φ(𝑋, 𝑌, 𝜀) та̃︀Φ𝑆(𝑋, 𝑌, 𝜀).

Результати дослiджень даного роздiлу наведено в публiкацiї [45].
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ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

Дисертацiйна робота присвячена властивостi Бiшопа-Фелпса-Болобаша

та її зв’язку з геометричними властивостями банахових просторiв. У

першому роздiлi ми зробили огляд вiдомих результатiв. У другому роздiлi

ми дослiдили деякi властивостi параметра рiвномiрної неквадратностi та

встановили зв’язок з iншими характеристиками рiвномiрно неквадратних

просторiв. Ми отримали кiлькiсну версiю теореми, що рiвномiрно неква-

дратнi простори не можуть мати максимальне можливе значення модуля

Бiшопа-Фелпса-Болобаша. Також ми ввели означення модифiкованих

модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша для функцiоналiв, отримали для них

верхню границю, а також показали, що на вiдмiну вiд звичайного модуля,

оцiнка зверху залишається точною в деяких рiвномiрно неквадратних

просторах. У третьому роздiлi ми розглянули два поняття досягнення

норми для лiпшицевих функцiй: досягнення норми у строгому сенсi та

досягнення норми за напрямком. Ми ввели властивiсть Бiшопа-Фелпса-

Болобаша для лiпшицевих функцiй та довели аналог теореми Бiшопа-

Фелпса-Болобaша для рiвномiрно опуклих просторiв. У четвертому роздiлi

ми ввели нову властивiсть банахових просторiв – ACK структуру – та

показали, що якщо простiр 𝑌 має таку структуру, то пара просторiв (𝑋, 𝑌 )

має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для асплундових операторiв.

Далi ми навели приклади просторiв, якi мають структуру ACK. В

останньому, п’ятому, роздiлi ми ввели поняття модулiв Бiшопа-Фелпса-

Болобаша для операторiв. Ми отримали оцiнки зверху i знизу для модулiв

у випадку, коли оператори дiють у простiр з властивiстю 𝛽 Лiнденштрауса.

У дисертацiї отриманi наступнi новi результати:

– Отримана оцiнка для сферичного модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша

через параметр рiвномiрної неквадратностi.

– Доведено, що модуль Бiшопа-Фелпса-Болобаша не виражається через
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параметр рiвномiрної неквадратностi.

– Введено поняття модифiкованих модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша та

отримана точна оцiнка зверху.

– Наведенi приклади рiвномiрно неквадратних просторiв, у яких оцiнка

для модифiкованого модуля Бiшопа-Фелпса-Болобаша залишається

точною.

– Наведено приклад, коли множина лiпшицевих функцiй, якi досягають

норми у строгому сенсi не є щiльною у просторi лiпшицевих функцiй.

– Введено властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для лiпшицевих

функцiй у сенсi досягнення норми за напрямком.

– Доведено, що рiвномiрно опуклi простори мають властивiсть Бiшопа-

Фелпса-Болобаша для лiпшицевих функцiй.

– Введена властивiсть ACK та наведенi приклади просторiв, якi мають

цю властивiсть, та просторiв, якi не мають цiєї властивостi.

– Доведено, що якщо простiр 𝑌 має ACK структуру, то для будь-якого

простору 𝑋 пара (𝑋, 𝑌 ) має властивiсть Бiшопа-Фелпса-Болобаша для

асплундових операторiв.

– Доведено, що якщо 𝑌 має структуру ACK з параметром 𝜌, то простiр

𝐶(𝐾,𝑌 ) має структуру ACK з тим самим параметром.

– Встановлено, що структура ACK зберiгається при операцiї
⨁︀

∞ мiж

просторами.

– Введено поняття модулiв Бiшопа-Фелпса-Болобаша для операторiв,

отриманi оцiнки зверху для цих модулiв, коли простiр, у який дiють

оператори, має властивiсть 𝛽 та виконано дослiдження цих оцiнок на

точнiсть.

Всi основнi результати дисертацiї наведенi з повними i строгими

математичними доведеннями. Отриманi результати мають теоретичний
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характер та можуть бути використанi у функцiональному аналiзi, теорiї

операторiв, та при роботi з лiпшицевими функцiями.
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Додаток Б: порiвняльна таблиця.

Таблиця 1.1

Властивiсть Бiшопа-Фелпса i Бiшопа-Фелпса-Болобаша

Простiр 𝑋 Простiр 𝑌 BPp BPBp посилання

мають BPp i BPBp

𝑋 – будь-який 𝑌 одновимiрний + + [13], 1961

[14], 1970

𝑋 – скiнченновимiрний 𝑌 – скiнченновимiрний + + [2], 2008

тодi i тiльки тодi, коли

𝑋 = ℓ1 𝑌 має властивiсть AHSP + + [2], 2008

(зокрема, 𝑌 – скiнченновимiрний,

рiвномiрно опуклий,

𝑌 = 𝐿1(𝜇), 𝑌 = 𝐶(𝐾) )

𝑋 – будь-який 𝑌 має властивiсть 𝛽 + + [2], 2008

𝑋 = 𝐿1(𝜇) 𝑌 = 𝐿∞[0, 1] + + [9], 2011

𝜇 – 𝜎-скiнченна мiра [27], 1998

𝑋 – рiвномiрно опуклий 𝑌 – будь-який + + [47], 2014

𝑋 = ℓ𝑛∞ + + [2], 2008

𝑋 = 𝑐0 𝑌 – рiвномiрно опуклий + + [46], 2013

𝑋 = 𝐶(𝐾) (дiйсний) + + [48], 2015

𝑋 = 𝐿∞(𝜇) + + [49], 2016

𝑋 = 𝐶(𝐾) (комплексний) 𝑌 – C-рiвномiрно опуклий + + [6], 2016

𝑋 = 𝐶(𝐾) 𝑌 = 𝐶(𝑆) + + [3], 2014;

[35], 1979
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Продовження таблицi 1.1

Простiр 𝑋 Простiр 𝑌 BPp BPBp посилання

𝑋 = 𝐿1(𝜇) 𝑌 = 𝐿1(𝜈) + + [22], 2014

[30], 1979

𝑋 – простiр Асплунда 𝑌 – рiвномiрна алгебра, + + [10], 2011

зокрема 𝑌 = 𝐶(𝐾) [16], 2013

мають BPp, але не обов’язково мають BPBp

𝑋 – рефлексивний 𝑌 – будь-який + - [50], 1963

𝑋 = ℓ1 𝑌 – будь-який + - [50], 1963

не мають BPp

𝑋 = 𝑐0 𝑌 – строго опуклий, iзоморфний 𝑐0 - - [50], 1963

𝑋 = 𝐿1[0, 1] 𝑌 = 𝐶[0, 1] - - [58], 1983

iснує 𝑋 𝑌 = ℓ𝑝(1 < 𝑝 < ∞) - - [29], 1990

iснує 𝑋 𝑌 = 𝐿1[0, 1] - - [1], 1999
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