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АНОТАЦIЯ

Шань М. О. “Усувнi особливостi розв’язкiв анiзотропних

параболiчних рiвнянь”. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах

рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.01.02 "Диференцiальнi рiвнян-

ня" - Донецький нацiональний унiверситет iменi Василя Стуса, Харкiв-

ський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна Мiнiстерства освiти

i науки України, Харкiв, 2019.

Дисертацiйна робота складається з вступу, чотирьох роздiлiв, ви-

сновкiв, списку використаних джерел i додатку зi списком публiкацiй

автора за темою дисертацiї.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, визначено ме-

ту, завдання, об’єкт та предмет дослiдження, вказано методи дослiджен-

ня, сформульовано наукову новизну, теоретичне та практичне значення

одержаних результатiв. Надано вiдомостi про публiкацiї, особистий вне-

сок здобувача та апробацiю результатiв дисертацiї.

Перший роздiл присвячено огляду та аналiзу лiтератури.

Бурхливий розвиток теорiї усувностi iзольованих особливостей по-

чинається у 1960-х роках у зв’яку з виходом роботи Дж. Серрiна, який

отримав умови усувностi сингулярностей для квазiлiнiйних елiптичних

рiвнянь дивергентного вигляду. Адже до цього часу об’єктом дослiджен-

ня були тiльки лiнiйнi рiвняння та рiвняння Лапласу з абсорбцiйним

членом або джерелом вигляду 𝑢𝑞 i при цьому розглядались лише радi-

альнi розв’язки цих рiвнянь. Рiзкий розвиток теорiї нелiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь в частинних похiдних у 80-х роках спричинив ще один

прорив - дослiдження нерадiальних сингулярних розв’язкiв рiвняння

Лапласу з абсорбцiйним членом або джерелом вигляду 𝑢𝑞, який був iнi-

цiйований Б. Гiдасом, Д. Спарком, П. Л. Лiонсом та Л. Вероном. Пiсля

цього було опублiковано багато статей з урахуванням рiзних аспектiв

задачi сингулярностi для вищезазначених рiвнянь, а також для еволю-
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цiйного рiвняння Лапласу з абсорбцiйним членом або джерелом вигляду

𝑢𝑞. Серед науковцiв, якi отримали вагомi результати, можна вiдмiтити

Х. Брезiса, Д. Васкеса, Л. Верона, Л. Нiренберга, П. Бараса. Що сто-

сується нелiнiйних елiптичних та параболiчних рiвнянь, то першi значнi

результати усувностi особливостей пов’язанi з Х. Брезiсом, А. Фрiдма-

ном, С. Камiном, Л. Пелет’єром, В.А. Галактiоновим, С.П. Курдюмовим,

А.А. Самарським та iн. Останнiми десятилiттями зростає зацiкавленiсть

до анiзотропних параболiчних та елiптичних рiвнянь завдяки їхньому

застосуванню в моделюваннi нелiнiйних фiзичних процесiв, що вiдбува-

ються у неоднорiдних середовищах.

Вищезазначенi результати i деякi iншi, якi висвiтлено в даному

роздiлi, отриманi для рiвнянь, для яких якiсна теорiя здобула повно-

ту й завершенiсть. Водночас, для анiзотропних параболiчних рiвнянь,

якi є об’єктом дослiдження дисертацiйної роботи, залишається бага-

то не- розв’язаних питань, зокрема усувнiсть iзольованих особливостей

розв’язкiв, при цьому дослiдження цього питання ускладнюється тим,

що точний вигляд фундаментального розв’язку для таких рiвнянь невi-

домий.

Пiд час огляду лiтератури було визначено актуальнi напрямки до-

слiджень та важливi вiдкритi проблеми у цiй галузi, сформульовано мету

роботи.

Другий роздiл присвячено дослiдженню слабких розв’язкiв квазi-

лiнiйного параболiчного рiвняння з дивергентною головною частиною

𝑢𝑡 − div𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) = 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 ,

якi задовольняють початкову умову

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω ∖ {𝑥0},

де Ω𝑇 := Ω×(0, 𝑇 ), Ω обмежена область в 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 3, 𝑥0 ∈ Ω, 0 < 𝑇 <∞.

Припускається, що коефiцiєнти 𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍), 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍) визначенi

при (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , 𝑢 ∈ 𝑅, 𝜍 ∈ 𝑅𝑛, задовольняють умовi Каратеодорi та
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мають мiсце нерiвностi

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍)𝜍 ≥ 𝜈1

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢|𝑚𝑖−1|𝜍𝑖|2,

|𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍)| ≤ 𝜈2|𝑢|
𝑚𝑖−1

2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑢|𝑚𝑗−1|𝜍𝑗|2
)︃ 1

2

, 𝑖 = 1, 𝑛,

|𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍)| ≤ 𝜈2|𝑢|
𝑚−1
2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑢|𝑚𝑗−1|𝜍𝑗|2
)︃ 1

2

де 𝜈1, 𝜈2 додатнi сталi i

min
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖 > 1− 2
𝑛 , max

1≤𝑖≤𝑛
𝑚𝑖 < 𝑚+ 2

𝑛 , 𝑚 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖.

Введемо необхiднi означення для формулювання головного резуль-

тату роздiлу.

Означення 2.1 Будемо казати, що функцiя 𝜑 належить просто-

ру 𝑉𝑚(Ω𝑇 ), якщо 𝜑 ∈ 𝐶(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) i
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀∫︀
Ω𝑇

|𝜑|𝑚𝑖−1
⃒⃒⃒
𝜕𝜑
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡 <∞.

Означення 2.2 Пiд слабким розв’язком поставленої зада-

чi будемо розумiти функцiю 𝑢 ≥ 0, яка задовольняє включенню

𝑢𝜓 ∈ 𝑉𝑚(Ω𝑇 ) ∩ 𝐿2(0, 𝑇,𝑊 1,2(Ω)) i виконується iнтегральна тотожнiсть∫︁
Ω

𝑢(𝑥, 𝜏)𝜙𝜓 𝑑𝑥−
𝜏∫︁

0

∫︁
Ω

𝑢
𝜕(𝜙𝜓)

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

𝑎𝑖

(︂
𝑥, 𝑡, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
𝜕(𝜙𝜓)

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑑𝑡−

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

𝑏

(︂
𝑥, 𝑡, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
𝜙𝜓 𝑑𝑥𝑑𝑡= 0

для будь-якого 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ), для будь-якої пробної функцiї

𝜙 ∈ 𝑉𝑚(Ω𝑇 ) ∩ 𝐿2(0, 𝑇,
𝑜

𝑊
1,2

(Ω)) й для будь-якої функцiї 𝜓 ∈ 𝐶1(Ω𝑇 ), яка

обертається в 0 в околi точки (𝑥0, 0).

Означення 2.3 Будемо казати, що слабкий розв’язок 𝑢 має усув-

ну особливiсть в точцi (𝑥0, 0), якщо iнтегральна тотожнiсть у попередньо-

му означеннi має мiсце для функцiї 𝜓 ≡ 1.

Умова усувностi особливостi сформульована у термiнах поведiнки

функцiї 𝑀𝑢(𝑟) = ess sup{|𝑢(𝑥, 𝑡)| : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷(𝑅0) ∖ 𝐷(𝑟)}, де 𝑅0 таке
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достатньо маленьке фiксоване додатнє число, що 𝐷(𝑅0) ⊂ Ω𝑇 i

𝐷(𝑟)=

{︃
(𝑥, 𝑡)∈Ω𝑇 :

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
|𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖 |
𝑟𝑘𝑖

)︂2

+
𝑡

𝑟𝑘
≤1

}︃
, 𝑘=𝑛(𝑚−1)+2, 𝑘𝑖=

2+𝑛(𝑚−𝑚𝑖)

2
.

Основним результатом роздiлу є така теорема.

Теорема 2.1 Нехай 𝑢 є слабким розв’язком поставленої задачi.

Якщо виконується умова

lim
𝑟→0

𝑀𝑢(𝑟)𝑟
𝑛 = 0.

тодi особливiсть розв’язку 𝑢 в точцi (𝑥0, 0) є усувною.

У третьому роздiлi дослiджуються слабкi розв’язки анiзотропних

параболiчних рiвнянь з абсорбцiєю i градiєнтною абсорбцiєю, для яких

отримано поточковi верхнi оцiнки, якi записанi в термiнах вiдстанi до ме-

жi областi. Такi оцiнки називаються оцiнками типу Келлера-Оссермана,

вони мають багато застосувань, зокрема за допомогою них отримано не-

рiвнiсть Гарнака у цьому роздiлi та умови усувностi особливостi в наступ-

ному роздiлi.

У пiдроздiлi 3.1 розглянуто подвiйно нелiнiйне параболiчне рiв-

няння з абсорбцiйним членом, який залежить тiльки вiд розв’язку:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
𝑢(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)|𝑢𝑥𝑖

|𝑝𝑖−2𝑢𝑥𝑖

)︁
𝑥𝑖

+ 𝑓(𝑢) = 0, 𝑚𝑖 > 1, 𝑝𝑖 ≥ 2.

Основним результатом є оцiнки типу Келлера-Оссермана для розв’язкiв

цього рiвняння та бiльш точна верхня оцiнка розв’язкiв при додатковiй

умовi на абсорбцiйний член, якi сформульованi у теоремi 3.1 та

твердженнi 3.1.

Пiдроздiл 3.2 мiстить дослiдження слабких розв’язкiв квазiлiнiй-

ного параболiчного рiвняння, модельним випадком якого є анiзотропне

рiвняння пористого середовища з абсорбцiєю

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+ 𝑓(𝑢) = 0,

де частина показникiв 𝑚𝑖 бiльше 1, частина менше 1.

Головний результат сформульован у теоремi 3.2, в якiй встановлено

оцiнки типу Келлера-Оссермана для розв’язкiв розглядаємого рiвняння.
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У пiдроздiлi 3.3 розглядається анiзотропне рiвняння пористого се-

редовища з градiєнтною абсорбцiєю

𝑢𝑡 −
𝑛∑︀

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+

𝑛∑︀
𝑖=1

|𝑢𝑥𝑖
| 𝑞𝑖 = 0,

де частина показникiв 𝑚𝑖 > 1, а iнша частина 𝑚𝑖 < 1, i
2+𝑛𝑚
1+𝑛 ≤ 𝑞 < 2, max

0≤𝑖≤𝑛
𝑞𝑖 < 𝑞

(︀
1 + 1

𝑛

)︀
, 1

𝑞 =
1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

1
𝑞𝑖
.

Для такого рiвняння отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана, цей

результат є ключовим у пiдроздiлi i сформульован у теоремi 3.3.

Результати дослiдження з першого пiдроздiлу застосовуються для

доведення нерiвностi Гарнака для нелiнiйного iзотропного параболiчного

рiвняння з абсорбцiйним членом у пiдроздiлi 3.4 (теорема 3.4).

У четвертому роздiлi дослiджується питання усувностi iзольова-

ної особливостi для слабких розв’язкiв рiвнянь, якi розглянутi в поперед-

ньому роздiлi.

У пiдроздiлi 4.1 розглядається анiзотропне рiвняння пористого се-

редовища з абсорбцiйним членом вигляду 𝑢𝑞

𝑢𝑡 −
𝑛∑︀

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+ 𝑢𝑞 = 0.

У першому пунктi цього пiдроздiлу дослiджується випадок, коли

𝑚𝑖 ≥ 1, 𝑖 = 1, 𝑛. У другому пунктi розглядається рiвняння, в якого час-

тина показникiв 𝑚𝑖 < 1, 𝑖 = 1, 𝑠 (сингулярний випадок), а iнша частина

𝑚𝑖 > 1, 𝑖 = 𝑠+ 1, 𝑛 (вироджений випадок).

В обох випадках умова усувностi виражається в умовi на показник

абсорбцiї 𝑞 ≥ 𝑚 + 2
𝑛 , при виконаннi якої особливiсть в точцi (0, 0) є

усувною (теорема 4.1, теорема 4.2).

У пiдроздiлi 4.2 розглядається анiзотропне рiвняння пористого се-

редовища з градiєнтною абсорбцiєю, яке було дослiджено у пiдроздiлi

3.3. Для слабких розв’язкiв цього рiвняння отримана умова усувностi

особливостi: якщо 𝑞 = 2+𝑛𝑚
1+𝑛 i 𝑞𝑖 = 2+𝑛𝑚

1+𝑛+𝑛
2 (𝑚−𝑚𝑖)

, 𝑖 = 1, 𝑛 тодi особливiсть

в точцi (0, 0) є усувною. Результат сформульован у теоремi 4.3

Ключовi слова: анiзотропнi параболiчнi рiвняння, абсорбцiя, гра-

дiєнтна абсорбцiя, слабкi розв’язки, усувнiсть iзольованих особливостей,

оцiнки типу Келлера-Оссермана.
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ABSTRACT

Shan Mariia. “Removable singularities for solutions of anisotropic

parabolic equations”. – Qualification scientific paper, manuscript.

Thesis for a Candidate degree in Physics and Mathematics on specialty

01.01.02 "Differential equations" – Vasul’ Stus Donetsk National Universi-

ty, V. N. Karazin Kharkiv National University, Ministry of Education and

Science of Ukraine, Kharkiv, 2019.

Thesis consists of introduction, four sections, conclusions, bibliography

and appendix with the author’s publications list.

The introduction substantiates the relevance of the studied problems,

defines the purpose, objectives, object and subject of the research, indicates

the methods of research, formulated scientific novelty, theoretical and practi-

cal significance of the obtained results. The information about publications,

personal contribution and the approbation of results are provided.

First section is devoted to the survey and analysis of the literature.

The active development of the theory of removable singularity began

in the 1960s in connection with J. Serrin’s work, in which was obtained the

condition for removability of singularity for quasilinear elliptic equations of

the divergent form. Because before only linear equations and Laplace equati-

on with an absorption term or the source of the form 𝑢𝑞 have been the object

of the study, and only radial solutions of these equations were considered.

Around 1980 the sharp development of nonlinear partial differential equati-

ons theory allowed another breakthrough in the study of nonradial singular

solutions of the Laplace equation with an absorption term or source of the

form 𝑢𝑞. This was initiated by B. Gidas, D. Spark, P. L. Lions and L. Veron.

After this first period, many articles have been published taking into account

the different aspects of the singularity problem for the above equations and

also for the evolution Laplace equation with an absorption term or a source

of the form 𝑢𝑞. Among the people who published significative results in this

directions are H. Brezis, D. Vazquez, L. Veron, L. Nirenberg, and P. Baras. As

for the nonlinear parabolic equations, the first significative results about the
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singularity problem are due to H. Breisis, A. Friedman, S. Kamin, L. Peleti-

er, V.A. Galactionov, S.P. Kurdyumov, A.A. Samarskii and others. During

the last decade has been growing interest in anisotropic parabolic and elliptic

equations due to their use in modeling nonlinear physical processes occurring

in heterogeneous environments.

The above results and some of the others, which were discussed in

this section, are obtained for equations for which the qualitative theory is

complete. At the same time, many unresolved issues are remained for ani-

sotropic parabolic equations which are the subject of dissertation research in

particular the removability of isolated singularities. The study of this question

is complicated by the fact that the fundamental solution for such equations

is unknown.

During the review of the literature, current research areas and important

open issues in this area were identified, and the purpose of the work was

formulated.

The second section is devoted to the study of weak solutions of a

quasilinear parabolic equation in a divergent form

𝑢𝑡 − div 𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) = 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 ,

satisfying a initial condition

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω ∖ {𝑥0},

where Ω𝑇 := Ω × (0, 𝑇 ), Ω is a bounded domain in

𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 3, 𝑥0 ∈ Ω, 0 < 𝑇 <∞.

We suppose that the functions 𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍), 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 ,

𝑢 ∈ 𝑅, 𝜍 ∈ 𝑅𝑛 satisfy the Caratheodory conditions and the following

structure conditions hold

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍)𝜍 ≥ 𝜈1

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢|𝑚𝑖−1|𝜍𝑖|2,

|𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍)| ≤ 𝜈2|𝑢|
𝑚𝑖−1

2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑢|𝑚𝑗−1|𝜍𝑗|2
)︃ 1

2

, 𝑖 = 1, 𝑛,
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|𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍)| ≤ 𝜈2|𝑢|
𝑚−1
2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑢|𝑚𝑗−1|𝜍𝑗|2
)︃ 1

2

where 𝜈1, 𝜈2 are positive constants and

min
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖 > 1− 2
𝑛 , max

1≤𝑖≤𝑛
𝑚𝑖 < 𝑚+ 2

𝑛 , 𝑚 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖.

Let us introduce the necessary definitions to formulate the main result

of the section.

Definition 2.1 We say that 𝜑 ∈ 𝑉𝑚(Ω𝑇 ) if 𝜑 ∈ 𝐶(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) and
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀∫︀
Ω𝑇

|𝜑|𝑚𝑖−1
⃒⃒⃒
𝜕𝜑
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡 <∞.

Definition 2.2 By a weak solution of the problem we mean the function

𝑢(𝑥, 𝑡) ≥ 0 satisfying the inclusion 𝑢𝜓 ∈ 𝑉𝑚(Ω𝑇 ) ∩ 𝐿2(0, 𝑇,𝑊 1,2(Ω)) and

the integral identity∫︁
Ω

𝑢(𝑥, 𝜏)𝜙𝜓 𝑑𝑥−
𝜏∫︁

0

∫︁
Ω

𝑢
𝜕(𝜙𝜓)

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

𝑎𝑖

(︂
𝑥, 𝑡, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
𝜕(𝜙𝜓)

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑑𝑡−

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

𝑏

(︂
𝑥, 𝑡, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
𝜙𝜓 𝑑𝑥𝑑𝑡= 0

holds true for 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ), any testing function

𝜙 ∈ 𝑉𝑚(Ω𝑇 ) ∩ 𝐿2(0, 𝑇,
𝑜

𝑊
1,2

(Ω)) and any 𝜓 ∈ 𝐶1(Ω𝑇 ), vanishing in a

neighborhood of (𝑥0, 0).

Definition 2.3 We say that a weak solution 𝑢 has a removable si-

ngularity at the point (𝑥0, 0) if the integral identity in the previous definition

holds for the function 𝜓 ≡ 1.

We formulate the removability result in the form of behavior of the

function 𝑀𝑢(𝑟) = ess sup{|𝑢(𝑥, 𝑡)| : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷(𝑅0) ∖ 𝐷(𝑟)}, where 𝑅0 is

some sufficiently small fixed positive number such that 𝐷(𝑅0) ⊂ Ω𝑇 and

𝐷(𝑟)=

{︃
(𝑥, 𝑡)∈Ω𝑇 :

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
|𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖 |
𝑟𝑘𝑖

)︂2

+
𝑡

𝑟𝑘
≤1

}︃
, 𝑘=𝑛(𝑚−1)+2, 𝑘𝑖=

2+𝑛(𝑚−𝑚𝑖)

2
.

The main result of the section is the following theorem.

Theorem 2.1 Let 𝑢 be a weak solution of the problem. Then the

singularity of solution 𝑢 at the point (𝑥0, 0) is removable if



10

lim
𝑟→0

𝑀𝑢(𝑟)𝑟
𝑛 = 0.

In the third section weak solutions of anisotropic parabolic equations

with absorption and gradient absorption are investigated, pointwise upper

bounds in terms of distance to the boundary for these solutions are obtai-

ned. Such estimates are called estimates of Keller-Osserman type. They have

many application in particular using these estimate we establish the Harnack

inequality in this section and the sufficient condition for removability of si-

ngularity for solutions of such equations in the next section.

In subsection 3.1 we deal with double nonlinear parabolic equation

with absorption term which depends only on the solution:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
𝑢(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)|𝑢𝑥𝑖

|𝑝𝑖−2𝑢𝑥𝑖

)︁
𝑥𝑖

+ 𝑓(𝑢) = 0, 𝑚𝑖 > 1, 𝑝𝑖 ≥ 2.

The main results are the Keller-Osserman estimates for the solutions

of the equation and a more precise sub-estimate of the solutions under the

additional condition for the absorption term, which are formulated in theorem

3.1 and statement 3.1.

Subsection 3.2 is devoted to the study of quasilinear parabolic equati-

ons model of which is anisotropic porous medium equation with absorption

term

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+ 𝑓(𝑢) = 0,

where part of 𝑚𝑖 < 1 and another part of 𝑚𝑖 > 1.

The main result is formulated in theorem 3.2, in which we obtain the

Keller-Osserman type estimates for solutions of the equation under consi-

deration.

In subsection 3.3 anisotropic porous medium equation with gradient

absorption term

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖 = 0

are considered under the condition that some 𝑚𝑖 can be less than 1 and the

other 𝑚𝑖 can be greater than 1, and
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2+𝑛𝑚
1+𝑛 ≤ 𝑞 < 2, max

0≤𝑖≤𝑛
𝑞𝑖 < 𝑞

(︀
1 + 1

𝑛

)︀
, 1

𝑞 =
1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

1
𝑞𝑖
.

The main result in the section is the Keller-Osserman type estimates

which is formulated in theorem 3.3

The results of the research in subsection 3.1 are used to prove the

Harnack inequality for a nonlinear isotropic parabolic equation with absorpti-

on term in subsection 3.4 (theorem 3.4).

In the forth section we consider the question of the removability of

isolated singularity for the solutions of the equations, which were investigated

in the previous section.

In subsection 4.1 we deal with anisotropic porous medium equation

with absorption term of the form 𝑢𝑞

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+ 𝑢𝑞 = 0.

The case 𝑚𝑖 ≥ 1, 𝑖 = 1, 𝑛 are investigated in the first paragraph of this

subsection. In the second paragraph we consider equation in which one part

of 𝑚𝑖 < 1 (singular case) and another part of 𝑚𝑖 > 1 (degenerate case).

In both paragraphs, the condition of the removability of isolated si-

ngularity is expressed in terms of the absorption exponent: 𝑞 ≥ 𝑚+ 2
𝑛 . Under

this condition the singularity at the point (0, 0) is removable (theorem 4.1,

theorem 4.2).

In subsection 4.2 we consider the anisotropic porous medium equati-

on with gradient absorption term, which was investigated in subsection 3.3.

Condition of the removability of isolated singularity for the nonnegative

solutions of the equation is obtained. If 𝑞 = 2+𝑛𝑚
1+𝑛 and 𝑞𝑖 = 2+𝑛𝑚

1+𝑛+𝑛
2 (𝑚−𝑚𝑖)

,

𝑖 = 1, 𝑛 then the singularity at the point (0, 0) is removable. The result is

formulated in theorem 4.3

Keywords: anisotropic parabolic equations, absorption, gradient

absorption term, weak solution, removability of isolated singularity, Keller-

Osserman type estimates.
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження.

Задача про усувнiсть особливостей розв’язкiв диференцiальних рiв-

нянь в частинних похiдних привертає увагу великої кiлькостi науков-

цiв. Сформулювати її можна наступним чином. Нехай функцiя 𝑢 є

розв’язком деякого рiвняння на вiдкритiй пiдмножинi Ω в 𝑅𝑛 за виклю-

ченням однiєї точки. Задача полягає в тому, щоб продовжити функцiю

𝑢 на всю множину Ω, щоб нова функцiя 𝑢̃ задовольняла цьому ж рiв-

нянню на всiй множинi Ω. Перша теорема усувностi особливостi була

отримана Рiманом. У своїй докторськiй дисертацiї вiн встановив усув-

нiсть iзольованої особливостi в точцi 𝑥0 для гармонiчної функцiї двох

дiйсних змiнних при умовi, що модуль градiєнту функцiї веде себе як

𝑜(|𝑥− 𝑥0|−1), коли 𝑥→ 𝑥0.

Довгий час проблема усувностi особливостей вивчалась тiльки для

лiнiйних рiвнянь та радiальних розв’язкiв рiвняння Лапласу з абсорб-

цiйним членом або джерелом вигляду 𝑢𝑞. Значнi результати для цих

рiвнянь були отриманi М. Пiкардом, М. Гевреєм, М. Бочером, Д. Гiл-

баргом, Дж. Серрiном. А. Соммерфелдом, С. Чандрасекаром, Е. Хiллем

та iншими. Поштовхом для подальшого розвитку теорiї усувностi iзольо-

ваних особливостей стала робота Дж. Серрiна, який отримав у 1965 роцi

умови усувностi сингулярностей для квазiлiнiйних елiптичних рiвнянь з

дивергентною головною частиною. Рiзкий розвиток теорiї нелiнiйних ди-

ференцiальних рiвнянь в частинних похiдних у 80-х роках спричинив ще

один прорив - дослiдження нерадiальних сингулярних розв’язкiв рiвня-

ння Лапласу з абсорбцiйним членом або джерелом вигляду 𝑢𝑞, який був

iнiцiйований Б. Гiдасом, Д. Спарком, П. Л. Лiонсом та Л. Вероном. Пi-

сля цього було опублiковано багато статей з урахуванням рiзних аспектiв

задачi сингулярностi для вищезазначених рiвнянь, а також для еволю-

цiйного рiвняння Лапласу з абсорбцiйним членом або джерелом вигляду

𝑢𝑞. Серед науковцiв, якi отримали вагомi результати, можна вiдмiтити

Х. Брезiса, Д. Васкеса, Л. Верона, Л. Нiренберга, П. Бараса. Що стосу-
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ється нелiнiйних елiптичних та параболiчних рiвнянь, то першi

значнi результати усувностi особливостей пов’язанi з Х. Брезiсом,

А. Фрiдманом, С. Камiном, Л. Пелет’єром, В. А. Галактiоновим,

С. П. Курдюмовим, А. А. Самарським та iн.

Останнiм часом спостерiгається зацiкавленiсть до вивчення

розв’язкiв анiзотропних елiптичних та параболiчних рiвнянь, якi

застосовуються в моделюваннi нелiнiйних фiзичних процесiв. Для

цих рiвнянь якiс- на теорiя ще не побудована, тому доцiльним є їх

дослiдження.

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню асимптотичної пове-

дiнки розв’язкiв квазiлiнiйних параболiчних рiвнянь в околi сингулярної

точки. Модельними випадками таких рiвнянь є рiвняння анiзотропного

пористого середовища (0.1), зокрема з абсорбцiєю (0.2) та градiєнтною

абсорбцiєю (0.3):

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
= 0, (0.1)

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+ 𝑓(𝑢) = 0, (0.2)

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖 = 0, (0.3)

де частина показникiв 𝑚𝑖 < 1, 𝑖 = 1, 𝑠 (сингулярний випадок), а iнша

частина 𝑚𝑖 > 1, 𝑖 = 𝑠+ 1, 𝑛 (вироджений випадок).

Також розглянуто подвiйно нелiнiйне анiзотропне параболiчне рiв-

няння
𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
𝑢(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)|𝑢𝑥𝑖

|𝑝𝑖−2𝑢𝑥𝑖

)︁
𝑥𝑖

+ 𝑓(𝑢) = 0, (0.4)

де 𝑚𝑖 > 1, 𝑝𝑖 ≥ 2, 𝑖 = 1, 𝑛

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є

дослiдження асимтотичної поведiнки розв’язкiв анiзотропних парабо-
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лiчних рiвнянь, встановлення для них умов усувностi особливостей, отри-

мання поточкових оцiнок та оцiнок типу Келлера-Оссермана.

Об’єкт дослiдження – анiзотропнi параболiчнi рiвняння з диверген-

тною головною частиною (зокрема рiвняння з абсорбцiйним членом).

Предмет дослiдження – точнi поточковi оцiнки та оцiнки типу

Келлера-Оссермана для розв’язкiв анiзотропних параболичних рiвнянь

(зокрема рiвнянь з абсорбцiйним членом), умови усувностi особливостей

для цих розв’язкiв.

Завдання дослiдження:

∙ розвинути метод точних поточкових оцiнок розв’язкiв типу "нелi-

нiйного потенцiалу" для дослiдження слабких розв’язкiв анiзотроп-

них параболiчних рiвнянь;

∙ дослiлити поведiнку розв’язкiв анiзотропних параболiчних рiвнянь

в околi особливостi;

∙ отримати оцiнки типу Келлера-Оссермана для розв’язкiв анiзотроп-

них параболiчних рiвнянь з абсорбцiєю i градiєнтною абсорбцiєю;

∙ встановити умови усувностi особливостей для розв’язкiв анiзотроп-

них параболiчних рiвнянь в околi особливостi;

∙ побудувати i застосувати спецiальнi пробнi функцiї, використовую-

чи структурнi особливостi рiвняння та ранiше наробленi приклади,

таким чином, щоб доведення основних результатiв не залежало вiд

показникiв анiзотропiї 𝑚𝑖.

Методи дослiдження. Для вирiшення поставлених задач у дисерта-

цiйнiй роботi використанi iтерацiйна технiка Де Джорджi, метод локаль-

них енергетичних оцiнок, метод точних поточкових оцiнок розв’язкiв ти-

пу "нелiнiйного потенцiалу" , який був запропонований I. В. Скрипнiком

для елiптичних дивергентних квазiлiнiйних рiвнянь, розвинутий

I. I. Скрипнiком для параболiчних рiвнянь та адаптований в поданiй ро-

ботi для анiзотропних параболiчних рiвнянь.
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Наукова новизна одержаних результатiв. У роботi дослiджено

розв’язки анiзотропних параболiчних рiвнянь, як було зазначено вище,

модельними випадками яких є рiвняння анiзотропного пористого сере-

довища, зокрема з абсорбцiйним потенцiалом. Важливим моментом є те,

що в рiвняннях (0.1) - (0.3) частина показникiв 𝑚𝑖 < 1, а iнша частина

𝑚𝑖 > 1. Зазвичай у лiтературi цi два випадки розглядаються окремо, для

кожного випадку вводяться свої означення розв’язку i проводяться окре-

мi доведення при дослiдженнi якiсних властивостей розв’язкiв, навiть в

iзотропному випадку ( 𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑛). В дисертацiйнiй роботi

вдалося знайти унiверсальний пiдхiд в дослiдженнях властивостей

розв’язкiв анiзотропного рiвняння пористого середовища, який не зале-

жить вiд значень показникiв анiзотропiї𝑚𝑖. А саме в роботi було введено

одне означення слабкого розв’язку i проведено одне доведення для обох

випадкiв одночасно та отриманi такi результати:

∙ отримано достатню умову усувностi iзольованих особливостей

розв’язкiв анiзотропних параболiчних рiвнянь;

∙ отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана для подвiйно нелiнiйного

анiзотропного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним членом, який

залежить тiльки вiд розв’язку;

∙ отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана для анiзотропних пара-

болiчних рiвнянь з абсорбцiйним членом 𝑓(𝑢);

∙ отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана для анiзотропних пара-

болiчних рiвнянь з градiєнтною абсорбцiєю;

∙ доведено нерiвнiсть Гарнака зi сталою, яка не залежить вiд

розв’язку, для нелiнiйного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним

членом;

∙ отримано достатню умову усувностi iзольованих особливостей для

розв’язкiв анiзотропних параболiчних рiвнянь з абсорбцiйним чле-

ном вигляду 𝑢𝑞;
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∙ отримано достатню умову усувностi iзольованих особливостей для

розв’язкiв анiзотропних параболiчних рiвнянь з градiєнтним абсорб-

цiйним членом.

Практичне значення отриманих результатiв. Робота має те-

оретичний характер. Важливим є те, що знайдено унiверсальний пiд-

хiд дослiдження розв’язкiв анiзотропних параболiчних рiвнянь, який не

залежить вiд показникiв анiзотропiї. Отриманi результати можуть слу-

гувати пiдґрунтям для проведення подальших наукових дослiджень у

вiдповiднiй проблематицi та можуть бути використанi при розробцi, чи-

таннi курсiв для пiдготовки фахiвцiв з диференцiальних рiвнянь, мате-

матичної фiзики, а також сумiжних напрямкiв.

Особистий внесок здобувача. Постановки задач належать нау-

ковому керiвниковi. Зi статей, якi опублiкованi у спiвавторствi, у дисер-

тацiю включенi лише тi результати, якi належать автору. А саме: робо-

ти [79], [81] написанi у спiвавторствi з науковим керiвником, особистий

внесок здобувача у статтi [79] - це Proposition 1.3, Proposition 1.4, Theorem

1.2, Theorem 1.4., у роботi [81] науковому керiвнику належить постанов-

ка задачi та загальний план дослiдження. Решта результатiв отримано

автором дисертацiї самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Основнi результати дисертацiї були представленi на конференцi-

ях всеукраїнського та мiжнародного рiвнiв: Мiжнароднiй конференцiї з

Диференцiальних рiвнянь, присвяченiй 110 - рiччю Я.Б. Лопатинсько-

го (Львiв, 2016); V Мiжнароднiй конференцiї з Диференцiальних рiв-

нянь та їх застосувань для молодих вчених iменi Я.Б. Лопатинського

(Київ, 2016); XVII Мiжнароднiй науковiй конференцiї з диференцiаль-

них рiвнянь "Єругiнськi читання-2017"(Мiнськ, 2017); Мiжнароднiй кон-

ференцiї з Диференцiальних рiвнянь, математичної фiзики та застосу-

вань (Черкаси, 2017); науковiй конференцiї професорсько-викладацького

складу, наукових працiвникiв i здобувачiв вищої освiти за пiдсумка-
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ми науково-дослiдної роботи за перiод 2015-2016 рр., присвяченiй 80-

рiччю Донецького нацiонального унiверситету (Вiнниця, 2017); Мiжна-

роднiй науковiй конференцiї “Сучаснi проблеми механiки та математики”

(Львiв, 2018); Мiжнародному конгресi математикiв, 1-9 серпня (Рiо-де-

Жанейро, Бразилiя, 2018); Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Сучаснi

проблеми математики та її застосування в природничих науках i iнфор-

мацiйних технологiях" (Чернiвцi, 2018); науковiй конференцiї "Сучасний

аналiз i нелiнiйнi граничнi задачi" , присвяченiй 80-рiччю проф. Б.В. Ба-

залiя, 17-19 жовтня (Слов’янськ, 2018); VI Мiжнароднiй Школi-Семiнарi

з Диференцiальних рiвнянь та їх застосувань iменi Я.Б. Лопатинського,

18-20 червня (Вiнниця, 2019); Мiжнароднiй математичнiй лiтнiй школi

"Прикладнi математичнi задачi в геофiзицi" , (Четраро, Iталiя, 2019).

В цiлому дисертацiя доповiдалась на семiнарi кафедри математи-

чного аналiзу i диференцiальних рiвнянь факультету математики та iн-

формацiйних технологiй Донецького нацiонального унiверситету iменi

Василя Стуса (лютий 2018 р.), а також на науковому семiнарi вiддiлу

диференцiальних рiвнянь та геометрiї (керiвник - проф. Є. Я. Хруслов)

Фiзико-технiчного iнституту низьких температур iм. Б. I. Вєркiна НАН

України (березень 2018 р.) та науковому семiнарi вiддiлу нелiнiйного ана-

лiзу та рiвнянь математичної фiзики (керiвник - доц. I. I. Скрипнiк)

Iнституту прикладної математики та механiки НАН України

(червень 2018 р.).

Публiкацiї.

Результати дисертацiйної роботи повною мiрою вiдображено в 16

наукових працях, з них 5 статтей надрукованi у виданнях, внесених до

мiжнародних наукометричних баз [78–82], 1 стаття опубликована у фа-

ховому виданнi України [14], з яких чотири написано без спiвавторiв, i в

тезах виступiв [15,83–91] на 10 конференцiях. Робота пройшла необхiдну

апробацiю на наукових семiнарах та мiжнародних конференцiях.

Структура дисертацiї Дисертацiя складається з анотацiї, змiсту,
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вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв до дисертацiї, списку використаних

джерел, який мiстить 102 найменування, та 1 додатку. Повний обсяг

роботи – 144 сторiнки. Обсяг основної частини дисертацiї – 111 сторiнок.

Роздiл 1, присвячений огляду лiтератури, займає 19 сторiнок.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiйну роботу виконано на кафедрi математичного аналiзу i ди-

ференцiальних рiвнянь факультету математики та iнформацiйних техно-

логiй Донецького нацiонального унiверситету iменi Василя Стуса у вiд-

повiдностi до тематики прiоритетних дослiджень кафедри та в рамках

державних науково-дослiдних робiт:

∙ НДР «Метричнi простори, гармонiчний аналiз функцiй i операторiв,

сингулярнi та некласичнi задачi для диференцiальних рiвнянь», но-

мер державної реєстрацiї - 0115U000136;

∙ НДР «Властивостi cингулярних розв’язкiв диференцiальних рiв-

нянь, спектральний аналiз рiзницевих систем та моделювання не-

лiнiйних процесiв», номер державної реєстрацiї - 0118U003138.

А також частково у вiддiлi нелiнiйного аналiзу та рiвнянь матема-

тичної фiзики Iнституту прикладної математики та механiки НАН Укра-

їни у вiдповiдностi до тематики прiоритетних дослiджень вiддiлу.

НДР «Регулярнiсть та точнi поточковi оцiнки сингулярних

розв’язкiв квазiлiнiйних елiптичних та параболiчних рiвнянь структу-

ри дифузiї-сильної нелiнiйної абсорбцiї», що фiнансувалась Державним

фондом фундаментальних дослiджень згiдно договорiв:

№ Ф71/66-2016 вiд 12.07.2016 р., номер державної реєстрацiї -

0116U007160, термiн виконання: липень - грудень 2016 року;

№ Ф71/42-2017 вiд 11.05.2017 р., номер державної реєстрацiї -

0117U006053, термiн виконання: травень - жовтень 2017 року.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

Роздiл присвячен викладенню основних досягнень математикiв у питаннi

усувностi iзольованих особливостей для розв’язкiв квазiлiнiйних елiптич-

них та параболiчних рiвнянь другого порядку, модельними випадками

яких є рiвняння
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑝𝑖−2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑝𝑖−2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
= 0,

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︂
|𝑢|𝑚𝑖−1 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︂
= 0,

зокрема з абсорбцiйним членом. В першому пiдроздiлi розглядаються

iзотропнi рiвняння, тобто 𝑝1 = 𝑝2 = ... = 𝑝𝑛, 𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑛, в дру-

гому пiдроздiлi - анiзотропнi. В третьому пiдроздiлi висвiтлюються ре-

зультати, якi стосуються оцiнок типу Келлера-Оссермана для розв’язкiв

рiвнянь з абсорбцiєю. В четвертому пiдроздiлi представлено методи, якi

застосовуються в дисертацiйнiй роботi.

1.1 Основнi результати для iзотропних рiвнянь

Два типи рiвнянь, якi будуть розглянутi в цьому пiдроздiлi, є квазiлiнiй-

ними рiвняннями елiптичного та параболiчного типу другого порядку у

дивергентнiй формi

−div𝐴(𝑥, 𝑢,∇𝑢) +𝐵(𝑥, 𝑢,∇𝑢) = 0, (1.1)

𝑢𝑡 − div𝐴(𝑥, 𝑢,∇𝑢) +𝐵(𝑥, 𝑢,∇𝑢) = 0, (1.2)

де 𝐴,𝐵 векторнi, дiйснозначнi функцiї. У зв’язку з задачею усувностi,

яка сформульована у вступi, закономiрно виникає питання, чи дiйсно
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iснують розв’язки рiвнянь (1.1) або (1.2) з деякою допустимою поведiн-

кою в околi особливостi. Розглянемо, наприклад, гармонiчну функцiю

𝑢(𝑥) у 𝑅𝑛∖{0}, вона має розклад в ряд за сферичними гармонiками

𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑟, 𝜎) =
∞∑︁
𝑖=0

𝜇(𝑖)(𝑟)𝜓𝑖(𝜎) +
∞∑︁
𝑖=0

𝑟𝑖 ̃︀𝜓𝑖(𝜎),

де (𝑟, 𝜎) - cферичнi координати у 𝑅𝑛∖{0}, 𝜇− фундаментальний

розв’язок рiвняння Лапласу i 𝜓𝑖, ̃︀𝜓𝑖− сферичнi гармонiки степенi 𝑛.

Якщо 𝑢(𝑥) = 𝑜(𝜇(|𝑥|)), 𝑥 → 0, тодi 𝑢(𝑥) регулярна гармонiчна фун-

кцiя у всьому 𝑅𝑛, але, якщо 𝑢(𝑥) = 𝑂(𝜇(𝑘)(|𝑥|)), 𝑥→ 0 для невiд’ємного

цiлого 𝑘, тодi 𝑢(𝑥) допускає асимптотичний розклад наступного вигляду

𝑢(𝑥) = 𝑢(𝑟, 𝜎) =
𝑘∑︁

𝑖=0

𝜇(𝑖)(𝑟)𝜓𝑖(𝜎) +
∞∑︁
𝑖=0

𝑟𝑖 ̃︀𝜓𝑖(𝜎).

Отже, можна зробити висновок, що питання про можливу усувнiсть особ-

ливостi в точцi 0 явно обумовлено швидкiстю росту функцiї 𝑢(𝑥) в околi

цiєї точки. Тому важливим кроком при дослiдженнi таких задач є отри-

мання апрiорних оцiнок розв’язку в околi сингулярностi.

Умови усувностi особливостей залежать вiд порядку зростання мо-

лодшого члена 𝐵. Якщо ми просто розглядаємо нелiнiйнiсть з тим же

порядком зростання, що i 𝐴, то її ефект, в певному сенсi, незначний.

Але якщо порядок зростання молодшого члену 𝐵 бiльше, нiж у 𝐴, то

ситуацiя ускдаднюється i багато параметрiв взаємодiють у задачi сингу-

лярностi. Наприклад, розглянемо рiвняння Лапласу з асбосрбцiєю (1.3)

та джерелом (1.4)

△𝑢 = 𝑢𝑞 (1.3)

−△𝑢 = 𝑢𝑞 (1.4)

з 𝑞 > 1. Якщо шукати радiально-степеневi розв’язки вигляду 𝑟 → 𝛼𝑟𝛽,

тодi 𝛼 = 2
𝑞−1 i 𝛽 =

[︁
2

𝑞−1

(︁
𝑁 − 2𝑞

𝑞−1

)︁]︁ 1
𝑞−1

для рiвняння (1.4), але 𝛽

iснує тодi i тiльки тодi, коли 𝑛 > 2 i 𝑞 > 𝑛
𝑛−2 . Для рiвняння (1.3)

𝛽 =
[︁

2
𝑞−1

(︁
2𝑞
𝑞−1 − 𝑛

)︁]︁ 1
𝑞−1

i це 𝛽 iснує тодi i тiльки тодi, коли 1 < 𝑞 < 𝑁
𝑁−2 ,
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без обмежень навiть коли 𝑛 = 2. Тому зрозумiло, що значення 𝑞 по вiд-

ношенню до 𝑛
𝑛−2 є вирiшальним при вивченнi розв’язкiв (1.3) або (1.4) з

особливiстю в 0. Таке спостереження було зроблено В. Р. Емденом [35],

який опублiкував у 1897 роцi першу роботу про радiальнi розв’язки рiв-

няння (1.4). Пiзнiше, на початку столiття, Р. Х. Фаулер [36] провiв перше

майже повне дослiдження радiальних розв’язкiв рiвнянь (1.3) i (1.4).

Довгий час проблема усувностi особливостей вивчалась тiльки для

лiнiйних рiвнянь та радiальних розв’язкiв рiвнянь типу (1.3), (1.4). Пош-

товхом для її подальшого розвитку послугували роботи Дж. Серрiна

[76], [77], який отримав у 1964-1965 роках умови усувностi сингулярнос-

тей для квазiлiнiйних рiвнянь загального типу. Вiн розглянув нелiнiйне

елiптичне рiвняння другого порядку у дивергентнiй формi, модельним

випадком, якого є наступне рiвняння

−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑝−2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
+ 𝑔𝑢|𝑢|𝑝−2 = 𝑓, 𝑥 ∈ Ω ∖ {𝑥0}, 𝑝 > 1, (1.5)

де 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑞(Ω), 𝑞 >
𝑛
𝑝 . Для довiльного розв’язку 𝑢(𝑥) вiн отримав слабку

умову усувностi особливостi

𝑢(𝑥) = 𝑂
(︁
|𝑥− 𝑥0|−

𝑛−𝑝
𝑝−1+𝜀

)︁
, 𝑥→ 𝑥0, 1 < 𝑝 < 𝑛, 𝜀 > 0, (1.6)

𝑢(𝑥) = 𝑂

(︂
ln1−𝜀 1

|𝑥− 𝑥0|

)︂
, 𝑥→ 𝑥0, 𝑝 = 𝑛, 𝜀 > 0. (1.7)

та точну умови для невiд’ємних розв’язкiв

𝑢(𝑥) = 𝑜
(︁
|𝑥− 𝑥0|

𝑝−𝑛
𝑝−1

)︁
, 𝑥→ 𝑥0, 1 < 𝑝 < 𝑛, (1.8)

𝑢(𝑥) = 𝑜

(︂
ln

1

|𝑥− 𝑥0|

)︂
, 𝑥→ 𝑥0, 𝑝 = 𝑛. (1.9)

Точнiсть умови пiдверджує вiдомий фундаментальний розв’язок рiвнян-

ня p-Лапласу

𝑢(𝑥) = |𝑥− 𝑥0|
𝑝−𝑛
𝑝−1 , 1 < 𝑝 < 𝑛, (1.10)

𝑢(𝑥) = ln
1

|𝑥− 𝑥0|
, 𝑝 = 𝑛. (1.11)
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Рiзкий розвиток теорiї нелiнiйних диференцiальних рiвнянь

в частинних похiдних у 80-х роках спричинив ще один прорив -

дослiдження нерадiальних сингулярних розв’язкiв рiвнянь, який був

iнiцiйований Б. Гiдасом, Д. Спарком [43], П. Л. Лiонсом [55] та Л. Веро-

ном [100], [101]. Пiсля цього було опублiковано багато статей з урахува-

нням рiзних аспектiв задачi сингулярностi для вищезазначених рiвнянь,

а також для еволюцiйного рiвняння Лапласу з абсорбцiйним членом або

джерелом:

𝑢𝑡 −△𝑢− 𝑢𝑞 = 0

𝑢𝑡 −△𝑢+ 𝑢𝑞 = 0

Оглянемо роботи тих, хто отримав значнi результати в цьому на-

прямку. Почнемо з роботи Ф. Нiколосi, I. I. Скрипнiка, I. В. Скрипнi-

ка [68], якi розглянули нелiнiйне елiптичне рiвняння у дивергентному

виглядi

−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑎𝑖

(︂
𝑥, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+ 𝑎0

(︂
𝑥, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
= 0 (1.12)

Ω ∖ {𝑥0}. Припускається, що коефiцiєнти рiвняння 𝑎𝑖 (𝑥, 𝑢, 𝜉) , 𝑖 = 1, ..., 𝑛

визначенi при 𝑥 ∈ Ω, 𝑢 ∈ 𝑅1, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, задовольняють умовi Каратеодорi,

та виконано нерiвностi

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑢, 𝜉)𝜉𝑥𝑖
≥ 𝑐1|𝜉|𝑝 − 𝑔1(𝑥)|𝑢|𝑝 − 𝑓1(𝑥),

|𝑎𝑖(𝑥, 𝑢, 𝜉)| ≤ 𝑐2|𝜉|𝑝−1 + 𝑔2(𝑥)|𝑢|𝑝−1 + 𝑓2(𝑥), 𝑖 = 1, 𝑛,

𝑎0(𝑥, 𝑢, 𝜉)𝜉𝑥𝑖
≤ ℎ(𝑥)|𝜉|𝑝−1 + 𝑔3(𝑥)|𝑢|𝑝−1 + 𝑓3(𝑥),

(1.13)

де ℎ(𝑥), 𝑔𝑖(𝑥), 𝑓𝑖(𝑥), 𝑖 = 1, 2, 3 невiд ємнi функцiї, якi належать деяким

класам 𝐿𝑟0(Ω), 𝑟0 >
𝑛
𝑝 . Модельним випадком рiвняння є рiвняння (1.5),

результат усувностi для якого був отриманий Дж. Серрiном (див. ви-

ще). Сформулюємо його умову усувностi особливостi (1.6), (1.7) у тер-

мiнах поведiнки функцiї 𝑀𝑢(𝑟) = sup{|𝑢(𝑥)| : 𝑟 < |𝑥 − 𝑥0| < 𝑅0}, де
𝑅0 <

1
2 min{dist(𝑥0, 𝜕Ω), 1}. Для того, щоб особливiсть в точцi 𝑥0 для
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довiльного розв’язку рiвняння (1.5) була усувною, достатньо, щоб

𝑀𝑢(𝑟) ≤ 𝛾𝑟−
𝑛−𝑝
𝑝−1+𝜀, 1 < 𝑝 < 𝑛, (1.14)

𝑀𝑢(𝑟) ≤ 𝛾

[︂
ln

1

𝑟

]︂1−𝜀

, 𝑝 = 𝑛 (1.15)

з деякими додатнiми сталими 𝛾, 𝜀.

У данiй роботi авторами посилюється твердження Дж. Серрiна:

Теорема 1.1. Якщо 𝑢(𝑥) - розв’язок рiвняння (1.12), виконана умова

(1.13). Припустимо також, що

lim
𝑟→0

𝑀𝑢(𝑟)𝑟
𝑛−𝑝
𝑝−1 = 0, 1 < 𝑝 < 𝑛, (1.16)

lim
𝑟→0

𝑀𝑢(𝑟)

[︂
ln

1

𝑟

]︂−1

= 0, 𝑝 = 𝑛, (1.17)

тодi особливiсть в точцi 𝑥0 для розв’язку рiвняння (1.12) є усувною.

Це твердження є висновком результату Дж. Серрiна та наступної

теореми.

Теорема 1.2. Нехай виконанi всi умови попередньої теореми. Тодi iсну-

ють такi додатнi сталi 𝐴, 𝑎 якi залежать вiд вiдомих даних задачi,

що справедливi нерiвностi

𝑀𝑢(𝜌) ≤

(︃
𝑀𝑢(𝑟)

(︂
𝑟

𝜌

)︂𝑝−𝑛
𝑝−1

+ 𝜌𝑎−
𝑝−𝑛
𝑝−1

)︃
, 𝑝 < 𝑛

𝑀𝑢(𝜌) ≤

(︃
𝑀𝑢(𝑟)

ln 𝜌

ln 𝑟
+

(︂
ln

1

𝜌

)︂1−𝑎
)︃
, 𝑝 = 𝑛,

для будь-яких 0 < 𝑟 < 𝜌 < 𝑅0.

Якщо в останнiх нерiвностях перейти до границi при 𝑟 → 0, в си-

лу умов (1.16), (1.17) ми отримаємо для 𝑢(𝑥) оцiнки (1.6), (1.7), звiдки

прямує усувнiсть особливостi в точцi 𝑥0.

У роботi [67] попереднiми авторами було дослiджено початкову за-

дачу для нестацiонарного рiвняння p-Лапласу

𝑢𝑡 − div(|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇∖{𝑥0, 𝑡0},
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𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω∖{𝑥0}

де Ω𝑇 = Ω× [0, 𝑇 ], 0 < 𝑇 <∞, 𝑥0 ∈ Ω, 𝑡0 ∈ [0, 𝑇 ), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐿∞(Ω), 𝑝 ≥ 2.

Встановлено, що якщо справедлива асимптотична оцiнка

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑜

(︂(︁
|𝑥− 𝑥0|+ |𝑡− 𝑡0|

1
𝑝+𝑛(𝑝−2)

)︁−𝑛
)︂
, (𝑥, 𝑡) → (𝑥0, 𝑡0),

тодi особливiсть в точцi (𝑥0, 𝑡0) усувається. Точнiсть умови гарантує вi-

домий автомодельний розв’язок, який отриманий у роботi [3]

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡−
𝑛

𝑝+𝑛(𝑝−2)max
𝑝−1
𝑝−2

{︃
𝐾1 −𝐾2

(︂
|𝑥|

𝑡
1

𝑝+𝑛(𝑝−2)

)︂ 𝑝
𝑝−1

, 0

}︃
.

У статтi Х. Брезiса i Л. Верона [27] розглянуто рiвняння Лапласу з

абсорбцiйним членом

−△ 𝑢+ |𝑢|𝑞−1𝑢 = 0, 𝑥 ∈ Ω
′
= Ω ∖ {0}, Ω ∈ 𝑅𝑛, 𝑛 > 2,

та отримано умову усувностi особливостi в точцi 0 для двiчi неперервно-

диференцiйованого розв’язку, яка виражається в умовi на показник 𝑞 :

𝑞 ≥ 𝑛

𝑛− 2
.

У статтi [37] Х. Брезiсом i А. Фрiдманом дослiджено розв’язки рiв-

няння теплопровiдностi з абсорбцiйним членом

𝑢𝑡 −△𝑢+ |𝑢|𝑞−1𝑢 = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω× (0, 𝑇 ), (1.18)

якi задовольняють початкову умову

𝑢(𝑥, 0) = 𝛿(𝑥), 𝑥 ∈ Ω, (1.19)

де Ω ∈ 𝑅𝑛, 0 < 𝑝 <∞, 0 < 𝑇 <∞. Встановлено, що при

𝑞 ≥ 𝑛+ 2

𝑛
(1.20)

не iснує розв’язку задачi (1.18), (1.19), тобто отримана умова неiснування

розв’язку з точковою особливiстю.
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У 2005 роцi I. I. Скрипнiк [12] отримав точну умову усувностi iзольо-

ваної особливостi для нестацiонарного рiвняння p-Лапласу з абсорбцiєю,

була розглянута початкова задача

𝑢𝑡 − div(|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢) + 𝑢𝑞 = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇∖{𝑥0, 𝑡0}, (1.21)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω∖{𝑥0} (1.22)

де Ω𝑇 = Ω× [0, 𝑇 ], 0 < 𝑇 <∞, 𝑥0 ∈ Ω, 𝑡0 ∈ [0, 𝑇 ), 𝑢0(𝑥) ∈ 𝐿∞(Ω), 𝑝 ≥ 2.

Доведено, що при виконаннi умови на показник абсорбцiйного члену

𝑞 ≥ 𝑝− 1 +
𝑝

𝑛
.

особливiсть в точцi (𝑥0, 𝑡0) розв’язку задачi (1.21), (1.22) є усувною. Ана-

логiчний результат був отриманий А. Гмiром [45] тiльки у випадку ну-

льової початкової умови.

Згадаємо декiлька результатiв для рiвнянь з градiєнтним абсорбцiй-

ним членом. Iснування та неiснування сингулярних розв’язкiв для рiв-

няння р-Лапласу з градiєнтною абсорбцiєю

−div(|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢) + |∇𝑢|𝑞 = 0

було розглянуто у роботах [16, 18, 24, 41, 53, 58, 69, 73]. Зокрема, при на-

ступних значеннях показника 𝑞

𝑞 ≥ 𝑛(𝑝− 1)

𝑛− 1
,

доведена усувнiсть iзольованої особливостi для розв’язкiв цього рiвнян-

ня.

У роботi [93] П. Ши отримав умову усувностi особливостi для неста-

цiонарного рiвняння p-Лапласу, розглянувши початкову задачу

𝑢𝑡 −△(|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢) + |∇𝑢|𝑞 = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅𝑛 × (0,∞),

𝑢(𝑥, 0) = 𝛿(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛,

де 𝑝 > 2, 𝑞 > 1. Умова неiснування розв’язку з точковою особливiстю

має вигляд

𝑞 ≥ 𝑝− 1 +
𝑝

𝑛
.
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Оскiльки в дисертацiйниiй роботi дослiджуються анiзотропнi пара-

болiчнi рiвняння, зокрема з абсорбцiєю i градiєнтною абсорбцiєю, тому

зробимо огляд результатiв усувностi для модельних випадкiв таких рiв-

нянь в iзотропному випадку (𝑚1 = . . . = 𝑚𝑛 = 𝑚):

𝑢𝑡 −△(𝑢𝑚) = 0, (1.23)

𝑢𝑡 −△(𝑢𝑚) + 𝑢𝑞 = 0, (1.24)

𝑢𝑡 −△(𝑢𝑚) + |∇𝑢|𝑞 = 0. (1.25)

Будемо розглядати розв’язки у 𝑅𝑛× (0,∞), якi задовольняють початко-

вiй умовi з сингулярними даними

𝑢(𝑥, 0) = 𝛿(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, (1.26)

Акцентуємо увагу на те, що як заначалось у вступi, що вироджений

(𝑚 > 1) та сингулярний (𝑚 < 1) випадки авторами розглядались окре-

мо.

Рiвняння пористого середовища (1.23) дослiджувалось багатьма ав-

торами завдяки його застосуванню при моделюваннi таких фiзичних

процесiв, якi включають дифузiю та теплообмiн. Найвiдомiшi з них -

це опис потоку iзоентропiчного газу через пористе середовище або ви-

промiнювання тепла в плазмi та iн. (див. [98], [22]). Що стосується умови

усувностi особливостi, то вона має вигляд асимптотичної оцiнки

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑜

(︂(︁
|𝑥− 𝑥0|+ 𝑡

1
𝑛(𝑚−1)+2

)︁−𝑛
)︂
, (𝑥, 𝑡) → (𝑥0, 0),

точнiсть якої гарантує вiдомий автомодельний сингулярний розв’язок

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥) = 𝑡−
𝑛

𝑛(𝑚−1)+2

(︂
𝐶 − (𝑚− 1)

2𝑚(𝑛(𝑚− 1) + 2))

|𝑥|2

𝑡
2

𝑛(𝑚−1)+2

)︂ 1
𝑚−1

+

, 𝐶 > 0,

який був знайдений у роботах [3], [71], [102].

Неiснування розв’язкiв задачi Кошi з сингулярною початковою умо-

вою (1.26) для рiвняння пористого середовища з абсорбцiйним членом
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(1.24) було встановлено С. Камiном, Л. Пелет’єром [50]. Умова неiснува-

ння має вигляд

𝑞 ≥ 𝑚+
2

𝑛
(1.27)

i отримана у випадку повiльної дифузiї (𝑚 > 1). Сингулярний випадок(︁(︀
1− 2

𝑛

)︀+
< 𝑚 < 1

)︁
був розглянут Л. А. Пелетьєром й Ж. Чжао у ро-

ботi [72] i отримана умова неiснування розв’язку з точковою особливiстю

має вигляд (1.27). Коли 𝑚 = 1, отримуємо рiвняння теплопровiдностi с

абсорбцiєю, результат усувностi для якого вже зазначен вище (1.20).

Рiвняння швидкої дифузiї
(︁(︀

1− 2
𝑛

)︀+
< 𝑚 < 1

)︁
з градiєнтним аб-

сорбцiйним членом було дослiджено у роботi [92]. Для невiд’ємних

розв’язкiв задачi Кошi (1.25), (1.26) була доведена умова усувностi iзо-

льованої особливостi:
2 +𝑚𝑛

𝑛+ 1
≤ 𝑞 < 2. (1.28)

У випадку, коли 1 ≤ 𝑚 < 𝑞 < 2, умова має такий самий вигляд як (1.28)

i була вона отримана Ю. В. Ци, М. Х. Ваном у статтi [74]. Хоча останнiй

результат включає випадок 𝑚 = 1, вiдмiтимо, що вiн був дослiджен та-

кож у статтi [23] М. Ф. Бiдаут-Вероном, Н. А. Дао. Коли𝑚 = 1, рiвняння

(1.25) є рiвняння Гамiльтона-Якобi:

𝑢𝑡 −△𝑢+ |∇𝑢|𝑞 = 0

та умова усувностi особливостi для невiд’ємних розв’язкiв має вигляд:

𝑞 ≥ 𝑛+ 2

𝑛+ 1
.

1.2 Огляд результатiв для анiзотропних рiвнянь

Перейдемо тепер до огляду результатiв для анiзотропних елiптичних i

параболiчних рiвнянь другого порядку, зацiкавленiсть до яких зростає

останнiми десятилiттями. Протатипами таких рiвнянь є

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
|𝑢𝑥𝑖

|𝑝𝑖−2𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
= 0, (1.29)
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𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
|𝑢𝑥𝑖

|𝑝𝑖−2𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
= 0, (1.30)

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
|𝑢|𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
= 0. (1.31)

Дослiдження цих рiвнянь ускладнюється тим, що загальна якiсна тео-

рiя для них не побудована, крiм того, точний вигляд фундаментального

розв’язку невiдомий.

Почнемо з роботи Ю. В. Намлеєвої , I. I. Скрипнiка, А. Є. Ши-

шкова [64], якi дослiдили локальну поведiнку довiльного узагальненого

розв’язку квазiлiнiйного анiзотропного елiптичного рiвняння

−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖
𝑎𝑖

(︂
𝑥, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
+ 𝑎0

(︂
𝑥, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
= 0, ∀𝑥 ∈ Ω ∖ {𝑥0}. (1.32)

в околi сингулярної точки 𝑥0 ∈ Ω ∈ 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2. Припускає-

ться, що коефiцiєнти рiвняння 𝑎𝑖 (𝑥, 𝑢, 𝜉) , 𝑖 = 1, ..., 𝑛 визначенi при

𝑥 ∈ Ω, 𝑢 ∈ 𝑅1, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛, задовольняють умовi Каратеодорi та викона-

но нерiвностi
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥, 𝑢, 𝜉)𝜉𝑥𝑖
≥ 𝑐1

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖|𝑝𝑖 − 𝑔1(𝑥)|𝑢|𝑝 − 𝑓1(𝑥),

|𝑎𝑖(𝑥, 𝑢, 𝜉)| ≤ 𝑐2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝜉𝑗|𝑝𝑗
)︃1− 1

𝑝𝑖

+ 𝑔2(𝑥)|𝑢|
𝑝
(︁
1− 1

𝑝𝑖

)︁
+ 𝑓2(𝑥), 𝑖 = 1, 𝑛,

𝑎0(𝑥, 𝑢, 𝜉) ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

ℎ𝑖(𝑥)|𝜉𝑖|𝑝𝑖(1−
1
𝑝) + 𝑔3(𝑥)|𝑢|𝑝−1 + 𝑓3(𝑥),

(1.33)

де 𝑐1, 𝑐2 додатнi сталi i

1 < 𝑝1 ≤ 𝑝2 ≤ . . . ≤ 𝑝𝑛 <∞,
1

𝑝
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑝𝑖
, 𝑝 ≤ 𝑛. (1.34)

Рiвняння анiзотропного p-Лапласу (1.29) є найпростiшим прикладом рiв-

нянь класу (1.32). Явний вигляд фундаментального розв’язку цього рiв-

няння у формi подiбнiй до (1.10), (1.11) (iзотропний випадок рiвняння

(1.5), коли 1 < 𝑝1 = 𝑝2 = . . . = 𝑝𝑛 = 𝑝 ≤ 𝑛,) невiдомий. Але iснува-

ння невiд’ємного фундаментального розв’язку було доведено в [25] при
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наступному додатковому обмеженнi:

1 < 𝑝1 ≤ 𝑝2 ≤ . . . ≤ 𝑝𝑛 <
𝑝(𝑛− 1)

𝑛− 𝑝
, якщо 𝑝 < 𝑛.

Крiм того, було доведено, що такий фундаментальний розв’язок нале-

жить анiзотропному простору Соболєва

𝑊 1
(𝑞)(Ω) :=

{︂
𝑣 ∈ 𝑊 1,1(Ω) :

𝜕𝑣

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝐿𝑞𝑖(Ω), 𝑖 = 1, 𝑛

}︂
,

де показники 𝑞𝑖 задовольняють наступним умовам

1 < 𝑞𝑖 <
𝑛𝑝𝑖(𝑝− 1)

𝑝(𝑛− 1)
𝑖 = 1, 𝑛.

Локальна обмеженiсть розв’язкiв рiвняння була отримана у роботах [38],

[4] при умовi

1 < 𝑝1 ≤ 𝑝2 ≤ . . . ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝑛𝑝

𝑛− 𝑝
, 𝑝 < 𝑛. (1.35)

Умова є точною, це пiдтверджує приклад, побудований М. Джаквiн-

та [42] та П. Марселлiнi [56], якi показали, що при порушеннi умови,

тобто при 𝑝𝑛 >
𝑛𝑝
𝑛−𝑝 розв’язки рiвняння (1.29) є нерегулярними та нео-

бмеженими. Локальна обмеженiсть градiєнта розв’язку була доведена в

роботах [56], [57] при виконаннi умови (1.35) та достатнiй гладкостi коефi-

цiєнтiв. Оскiльки ми не можемо побудувати фундаментальний розв’язок

рiвняння (1.29), до останнього часу не було зрозумiло, як можна встано-

вити точну умову для усувностi iзольованої особливостi розв’язкiв таких

рiвнянь. Це питання було успiшно вирiшено авторами цiєї роботи, голов-

ним результатом якої є точна умова усувностi iзольованої особливостi

для розв’язкiв рiвняння (1.32). Окрiм цього, для розв’язкiв з неусувною

точковою особливiстю отриманi точнi верхнi i нижнi оцiнки в околi син-

гулярної точки. Сформулюємо лише результат усувностi.

Теорема 1.3. Нехай 𝑢(𝑥) - розв’язок рiвняння (1.32) на множинi

Ω∖{𝑥0}, парметри 𝑝𝑖 задовольняють умовам (1.32), (1.32). Якщо спра-

ведливi асимптотичнi оцiнки

𝑢(𝑥) = 𝑜

⎛⎝(︃ 𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖 |𝑏𝑖
)︃− (𝑛−𝑝)

𝑝−1

⎞⎠ , 𝑥→ 𝑥0, 1 < 𝑝 < 𝑛
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𝑢(𝑥) = 𝑜

⎛⎝ln

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖 |𝑝𝑖
)︃−1

⎞⎠ , 𝑥→ 𝑥0, 𝑝 = 𝑛

де 𝑏𝑖 =
𝑝𝑖(𝑝−1)

𝑝(𝑝𝑖−1)+𝑛(𝑝−𝑝𝑖)
, 𝑖 = 𝑖, 𝑛, тодi сингулярнiсть в точцi 𝑥0 є усувною.

Попереднiми авторами також було розглянуто розв’язки подвiйно

нелiнiйного анiзотропного параболiчного рiвняння [65]

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃
|𝑢|(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑝𝑖−2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
= 0,

якi задовольняють початковiй умовi

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω ∖ {0}.

На показники рiвняння накладаються наступнi обмеження

2 ≤ 𝑝1 ≤ 𝑝2 ≤ . . . ≤ 𝑝𝑛, min
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖 ≥ 1, max
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖(𝑝𝑖−1) < 1+
𝜅

𝑛
,

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑝𝑖
> 1,

де

𝑘 = 𝑛(𝑝(𝑚− 𝑑)− 1) + 𝑝, 𝑘𝑖 =
𝑝+ 𝑛(𝑝(𝑚− 𝑑)−𝑚𝑖(𝑝𝑖 − 1))

𝑝𝑖
,

𝑑 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖, 𝑑 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖

𝑝𝑖
,

1

𝑝
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑝𝑖
.

У випадку 2 = 𝑝1 = 𝑝2 = . . . = 𝑝𝑛, маємо анiзотропне рiвняння пористого

середовища (1.31), а коли 1 = 𝑚1 = 𝑚2 = . . . = 𝑚𝑛 - еволюцiйне рiвняння

p-Лапласу (1.30) Для розв’язкiв цих рiвнянь встановлена умова усувностi

особливостi в точцi (𝑥0, 0) у виглядi асимптотичної оцiнки:

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑜

(︃(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖 |
1
𝑘𝑖 + 𝑡

1
𝑘

)︃−𝑛)︃
, (𝑥, 𝑡) → (𝑥0, 0).

Рiвняння (1.29) з абсорбцiйним членом вигляду 𝑢𝑞 було дослiдже-

но Скрипнiком I.I. [13]. Було доведено, що iзольована особливiсть для

розв’язку такого рiвняння усувається, якщо виконуються нерiвностi для

показникiв:

1 ≤ 𝑝1 ≤ . . . ≤ 𝑝𝑛 ≤ 𝑛− 1

𝑛− 𝑝
𝑝,

1

𝑝
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑝𝑖
, 𝑝 < 𝑛,



37

𝑞 ≥ 𝑛(𝑝− 1)

𝑛− 𝑝
.

Рiвняння анiзотропного p-Лапласу з градiєнтною абсорбцiєю

−
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑝𝑖−2
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︃
+

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖 = 0, 𝑥 ∈ Ω ∖ {0} (1.36)

було дослiджено тим же автором у статтi [94], де показники 𝑝𝑖, 𝑞𝑖 задо-

вольняють нерiвностям

1 < 𝑝1 ≤ 𝑝2 ≤ . . . ≤ 𝑝𝑛 < min

(︂
𝑞 + 1, 𝑝

𝑛− 1

𝑛− 𝑝

)︂
,
1

𝑝
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑝𝑖
, (1.37)

𝑛(𝑝− 1)

𝑛− 1
≤ 𝑞 < 𝑝,

1

𝑞
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑞𝑖
. (1.38)

Встановлено достатню умову для усувностi особливостi розв’язкiв цього

рiвняння.

Теорема 1.4. Нехай 𝑢(𝑥) - слабкий розв’язок рiвняння (1.36) на мно-

жинi Ω ∖ {0}. I нехай виконанi умови (1.37), (1.38). Припустимо та-

кож, що якщо

𝑞 =
𝑛(𝑝− 1)

𝑛− 1
,

тодi

𝑞𝑖 =
𝑛(𝑝− 1)

𝑛− 1

𝑝𝑖
𝑝
, 𝑖 = 1, 𝑛

i особливiсть в точцi 0 усувається.

1.3 Оцiнки типу Келлера-Оссермана

Доведення усувностi iзольованих особливостей розв’язкiв рiвнянь з аб-

сорбцiйним членом базується на оцiнках типу Келлера-Оссермана, це

поточковi верхнi оцiнки, якi записанi в термiнах вiдстанi до межi обла-

стi. Оцiнки такого типу беруть свiй початок в роботах Дж. Келлера [51],

Р. Оссермана [70].

У цих роботах було розглянуто рiвняння Лапласу з абсорбцiєю

−△𝑢+ 𝑓(𝑢) = 0, (1.39)
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де 𝑓(𝑢) дiйснозначна неперевна функцiя однiєї змiнної, для якої iснує

така додатня неспадна неперервна функцiя ℎ
′
(𝑥), що 𝑓(𝑢) ≥ ℎ

′
(𝑥) i

∞∫︁
0

⎡⎣ ∞∫︁
0

ℎ
′
(𝑧)𝑑𝑧

⎤⎦ 𝑑𝑥 <∞.

Використовуючи теореми порiвняння та радiальнi розв’язки, для

розв’язкiв рiвняння (1.39) було доведено, що iснує неспадна функцiя

𝑔 : (0,∞) → 𝑅, для якої виконуються умови

lim
𝑅→0

𝑔(𝑅) = ∞,

lim
𝑅→∞

𝑔(𝑅) = −∞,

що справедлива нерiвнiсть

𝑢(𝑥) ≤ 𝑔(dist(𝑥, 𝜕Ω)), 𝑥 ∈ Ω.

Тут dist(𝑥, 𝜕Ω) - евклiдова вiдстань вiд 𝑥 ∈ Ω до межi 𝜕Ω, функцiя 𝑔

визначається лише через 𝑓 , розмiрнiсть простору 𝑛 i не залежить вiд

областi Ω.

Оцiнки такого типу вiдiграють важливу роль у теорiї великих

розв’язкiв, а саме застосовуються для доведення iснування або неiснува-

ння великих розв’язкiв. Це питання також було розглянуто Дж. Келле-

ром (див. Теорему III в [51]) для рiвняння (1.39). Пiд великим розв’язком

рiвняння (1.39) маємо на увазi розв’язок 𝑢(𝑥) в обмеженiй областiΩ, який

при наближеннi до межi областi прямує на нескiнченнiсть

𝑢(𝑥) −→ ∞ при 𝑥→ 𝜕Ω.

Велику роль вiдiграють роботи К. Бандл, М. Маркуса, М. Ессе-

на [19–21], якi привернули увагу науковцiв до вивчення таких розв’язкiв.

Але всi вiдомi оцiнки великих розв’язкiв елiптичних та параболiчних рiв-

нянь пов’язанi з рiвняннями, для яких є деякi порiвняльнi властивостi.

Для огляду цих результатiв дивiться [52,59,75,99] та посилання в них.

Наприклад, для елiптичного рiвняння з абсорбцiйним членом

−△𝑝𝑢+ 𝑓(𝑢) = 0,
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будь-який невiд’ємний розв’язок 𝑢 задовольняє нерiвностям

𝑢(𝑥) ≤ 𝑐 dist(𝑥, 𝜕Ω)−
𝑝

𝑞−𝑝+1 , 𝑓(𝑢) = 𝑢𝑞, 𝑞 > 𝑝− 1

𝑢(𝑥) ≤ 𝑐 |ln dist(𝑥, 𝜕Ω)| , 𝑓(𝑢) = 𝑒𝑢.

Анiзотропнi елiптичнi та параболiчнi рiвняння були об’єктом дослi-

дження невеликого кола науковцiв, оскiльки загалом порiвняльнi вла-

стивостi для таких рiвнянь не мають мiсце. Основнi роботи стосуються

рiвнянь лише при конкретному виборi члену абсорбцiї, а саме 𝑓(𝑢) = 𝑢𝑞

або рiвнянь з градiєнтною абсорбцiєю (див. [13,39,94,95]).

Наприклад, у роботi [94] для розв’язкiв рiвняння анiзотропного p-

Лапласу з градiєнтною абсорбцiєю (1.36) маємо: якщо виконана умо-

ва на показники (1.37), тодi iснує стала 𝛾, яка залежить тiльки вiд

𝑛, 𝑝1, ..., 𝑝𝑛, 𝑞1, ..., 𝑞𝑛 та dist(𝑥, 𝜕Ω), при яких справедливi оцiнки

|𝑢(𝑥)| ≤ 𝛾

(︃ ∞∑︁
𝑖=0

|𝑥𝑖|
𝑝𝑖

𝑝+(𝑞−𝑝)𝑝𝑖

)︃𝑞−𝑝

𝑞 < 𝑝

|𝑢(𝑥)| ≤ −𝛾 ln
∞∑︁
𝑖=0

|𝑥𝑖|
𝑝𝑖
𝑝 𝑞 = 𝑝

для будь-якого 𝑥 ∈ Ω ∖ {0}.

1.4 Методи дослiджень

Доведення усувностi iзольваної особливостi розв’язкiв анiзотропних па-

раболiчних рiвнянь реалiзується в декiлька крокiв. Напишемо схему до-

ведення в термiнах поведiнки функцiї

𝑀𝑢(𝑟) = ess sup{|𝑢(𝑥, 𝑡)| : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷(𝑅0) ∖𝐷(𝑟)}, (1.40)

де 𝐷(𝑟) = {(𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 :
𝑛∑︀

𝑖=1

|𝑥𝑖|
𝑎𝑖
2 + 𝑡𝑏 < 𝑟}, будемо вважати, що особли-

вiсть знаходиться в точцi (0, 0). Як було зазначено в першому пiдроздiлi

важливим кроком при отриманнi результату усувностi є встановлення

апрiорних оцiнок розв’язку в околi сингулярностi, це i є основними пун-

ктами плану:
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1. На першому етапi ми встановлюємо оцiнку

𝑀𝑢(𝑟) ≤ 𝛾𝑟−𝑛.

2. Покращуємо попередню поточкову оцiнку, отримуючи в показнику

додатнiй доданок

𝑀𝑢(𝑟) ≤ 𝛾𝑟𝜆−𝑛, де 𝜆 > 0.

3. Використовуючи нерiвнiсть з другого пункту, доводимо обмеженiсть

розв’язку.

4. Оскiльки, в роботi розв’язок розумiється в сенсi iнтегральної тото-

жностi, яка повинна виконуватись для будь-якої пробної функцiї

та для будь-якої функцiї, яка обертається в 0 в околi особливостi,

будемо вважати, що особливiсть є усувної, якщо тотожнiсть справе-

длива при значеннi цiєї функцiї тотожньо рiвному 1, що ми i маємо,

застосовуючи результати попереднiх пунктiв.

Методи дослiдження, якi використовуються при виконаннi вказано-

го плану, тiсно пов’язанi з пiдходами до вивчення властивостей розв’язкiв

параболiчних та елiптичних рiвнянь, а саме:

∙ iтерацiйна технiка Де Джорджi;

∙ метод локальних енергетичних оцiнок;

∙ метод точних поточкових оцiнок розв’язку типу "нелiнiйного потен-

цiалу".

Вiдмiтемо, що метод точних поточкових оцiнок розв’язку типу "нелi-

нiйного потенцiалу" був запропонований I. В. Скрипнiком для елiпти-

чних дивергентних квазiлiнiйних рiвнянь [10] та адаптований для пара-

болiчних рiвнянь I. I. Скрипнiком [11], [67], [68], та пристосований для

анiзотропних параболiчних рiвнянь в данiй роботi. Що стосується iте-

рацiйної технiки Де Джорджi, то вона є важливим iнструментом при
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вивченнi регулярностi розв’язкiв елiптичних i параболiчних рiвнянь. Вiн

її ввiв у 1957 роцi [34] для вирiшення 19-ї проблеми Гiльберта. У цiй

роботi вiн показав регулярнiсть розв’язку варiацiйної задачi для нелi-

нiйних елiптичних рiвнянь. Незалежно вiд Де Джорджi, Дж. Неш ввiв

подiбну технiку в 1958 роцi [66]. Згодом Мозер запропонував нове фор-

мулювання доведення в [61]. Цей метод зазвичай називають методом Де

Джорджi-Неша-Мозера. Вiн поширився спочатку на виродженi випадки

елiптичних рiвянь [7], а для параболiчних рiвнянь був висвiтлен пiзнiше

Е. ДiБенедетто [30] (див. також роботи Е. ДiБенедетто, У. Джiаназа та

В. Веспрi [31–33]).

Зауважимо, що у роботi оцiнки типу Келлера-Оссермана доведенi

без використання принципу порiвняння та радiальних розв’язкiв. А при

доведеннi нерiвностi типу Гарнака для подвiйно нелiнiйного анiзотро-

пного рiвняння у пiдроздiлi 3.4 використовується принцип поширення

додатньостi, який описаний у монографiї [33].

Запишемо допомiжнi леми, якi будуть використовуватись далi у ро-

ботi. Перша лема - це лема про геометричну збiжнiсть послiдовностi чи-

сел, яка лежить в основi iтерацiйної технiки Де Джорджi [29].

Лема 1.1. Нехай {𝑌𝑗}, 𝑗 = 0, 1 . . . послiдовнiсть додатнiх чисел, якi

задовольняють рекурентним нерiвностям

𝑌𝑗+1 ≤ 𝐶𝑏𝑗𝑌 1+𝛼
𝑗 ,

де 𝐶, 𝑏 > 1 i 𝛼 > 0. Якщо

𝑌0 ≤ 𝐶− 1
𝛼𝑏−

1
𝛼2 ,

тодi послiдовнiсть 𝑌𝑗 збiгається до 0, коли 𝑗 → ∞.

Наступнi твердження - це теореми вкладення.

Лема 1.2. [2] Нехай Ω ⊂ 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 3 обмежена область i 𝜈 довiльна

функцiя з простору Соболєва 𝑊 1,1
0 , для якої справелива нерiвнiсть∫︁

Ω

∫︁
𝐸𝑅

|𝜈|𝛼𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜈

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑝𝑖
𝑑𝑥 <∞,
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де 𝑝𝑖 ≥ 1, 1 + 𝛼𝑖

𝑝𝑖
> 0, 𝑖 = 1, ..., 𝑛,

𝑛∑︀
𝑖=1

1
𝑝𝑖
> 1. Тодi

𝜈 ∈ 𝐿𝑞*(Ω), 𝑞* =
𝑛𝑝

𝑛− 𝑝

(︃
1 +

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘

𝑝𝑘

)︃
(1.41)

де 1
𝑝 =

1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

1
𝑝𝑖
i iснує така додатня стала 𝐾, яка залежить тiльки вiд

𝑛, 𝛼𝑖, 𝑝𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑛, що спрпведлива нерiвнiсть

‖ 𝜈 ‖𝐿𝑞*(Ω)
≤ 𝐾

𝑛∏︁
𝑖=1

⎛⎝∫︁
Ω

|𝜈|𝛼𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜈

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑝𝑖
𝑑𝑥

⎞⎠ 1

𝑝𝑖𝑛

(︃
1+ 1

𝑛

𝑛∑︀
𝑘=1

𝛼𝑘
𝑝𝑘

)︃
(1.42)

Лема 1.3. [7] Нехай Ω ∈ 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2 обмежена область, 𝑢 ∈
𝑜

𝑊 1,1(Ω),

тодi має мiсце оцiнка

‖𝑢‖𝐿𝑞(Ω) ≤ 𝛾

𝑛∏︁
𝑖=1

⎛⎝∫︁
Ω

|𝑢𝑥𝑖
|𝑑𝑥

⎞⎠ 1
𝑛

, 𝑞 =
𝑛

𝑛− 1
,

де 𝛾 додатня стала, яка залежить тiльки вiд 𝑛.

Висновки до роздiлу 1

Бурхливий розвиток теорiї усувностi iзольованих особливостей починає-

ться у 1960-х роках у зв’яку з виходом робiт Дж. Серрiна [76], [77], який

отримав умови усувностi сингулярностей для квазiлiнiйних елiптичних

рiвнянь дивергентного вигляду. Адже до цього часу об’єктом дослiдже-

ння були тiльки лiнiйнi рiвняння та рiвняння Лапласу з абсорбцiйним

членом або джерелом вигляду 𝑢𝑞 i при цьому розглядались лише радi-

альнi розв’язки цих рiвнянь. Рiзкий розвиток теорiї нелiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь в частинних похiдних у 80-х роках спричинив ще один

прорив - дослiдження нерадiальних сингулярних розв’язкiв рiвняння

Лапласу з абсорбцiйним членом або джерелом вигляду 𝑢𝑞, який був iнi-

цiйований Б. Гiдасом, Д. Спарком, П. Л. Лiонсом та Л. Вероном. Пiсля

цього було опублiковано багато статей з урахуванням рiзних аспектiв
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задачi сингулярностi для вищезазначених рiвнянь, а також для еволю-

цiйного рiвняння Лапласу з абсорбцiйним членом або джерелом вигляду

𝑢𝑞. Серед науковцiв, якi отримали вагомi результати, можна вiдмiтити

Х. Брезiса, Д. Васкеса, Л. Верона, Л. Нiренберга, П. Бараса. Що сто-

сується нелiнiйних елiптичних та параболiчних рiвнянь, то першi значнi

результати усувностi особливостей пов’язанi з Х. Брезiсом, А. Фрiдма-

ном, С. Камiном, Л. Пелет’єром, В.А. Галактiоновим, С.П. Курдюмовим,

А.А. Самарським та iн.

Останнiми десятилiттями зростає зацiкавленiсть до анiзотропних па-

раболiчних та елiптичних рiвнянь завдяки їхньому застосуванню в моде-

люваннi нелiнiйних фiзичних процесiв, що вiдбуваються у неоднорiдних

середовищах. Але на вiдмiну вiд iзотропних рiвнянь, для яких резуль-

тати усувностi висвiтленi в даному роздiлi i для яких якiсна теорiя здо-

була повноту й завершенiсть, для анiзотропних параболiчних i елiпти-

чних рiвнянь залишається багато нерозв’язаних питань, зокрема усув-

нiсть iзольованих особливостей розв’язкiв, при цьому дослiдження цьо-

го питання ускладнюється тим, що точний вигляд фундаментально-

го розв’язку для таких рiвнянь невiдомий. Найбiльш вагомi результати

в теорiї усувностi особливостей для таких рiвнянь були отриманi I.

I. Скрипнiком [13], [94], [95], I. I. Скрипнiком, А. Є. Шишковим, Ю. В.

Намлеєвої [64], [65].
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РОЗДIЛ 2

УСУВНIСТЬ IЗОЛЬОВАНИХ ОСОБЛИВОСТЕЙ

АНIЗОТРОПНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

В поданому роздiлi дослiджується розв’язки квазiлiнiйного параболiчно-

го рiвняння, модельним випадком якого є анiзотропне рiвняння пористо-

го середовища

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
= 0, (2.1)

де частина показникiв 𝑚𝑖 < 1, а iнша частина 𝑚𝑖 > 1. Як вiдомо, багато

робiт присвячено випадку, коли 𝑚1=𝑚2 = ... = 𝑚𝑛, тобто рiвнянню iзот-

ропного пористого середовища, для огляду результатiв можна зверну-

тись до монографiй [17], [29] та посилань у них. Однак опублiковано мало

робiт для анiзотропного рiвняння (2.1), хоча воно має cильний фiзичний

сенс. Наприклад, якщо розглянути рух води в анiзотропному пористому

середовищi, тодi електропровiднiсть середовища буде розрiзнятись в за-

лежностi вiд напрямку, тому вiдповiдно i сталi 𝑚𝑖 в (2.1) повиннi вiдрiз-

нятися один вiд одного (детальнiше див. [22]). Дослiдження анiзотроп-

ного рiвняння пористого середовища розпочалося нещодавно. На даний

момент нам вiдомо, що Санг Б. Х., Цзянь Х. Ю. [97] довели iснуван-

ня фундаментального розв’язку, локальна обмеженiсть розв’язку була

отримана Колодiєм I.М. [5]. У роботi [46] встановлено, що локальний

обмежений невiд’ємний слабкий розв’зок рiвняння анiзотропного порис-

того середовища є локально неперервним. Умова усувностi особливостi

розв’язку рiвняння (2.1) у випадку, коли 𝑚𝑖 ≥ 1, 𝑖 = 1, 𝑛 була отримана

Ю. В. Намлеєвою , I. I. Скрипнiком, А. Є. Шишковим [64].

2.1 Формулювання задачi i основного результату.

Розглянемо розв’язки квазiлiнiйного параболiчного рiвняння в диверген-

тнiй формi

𝑢𝑡 − div𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) = 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , (2.2)
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якi задовольняють початкову умову

𝑢(𝑥, 0) = 0 𝑥 ∈ Ω ∖ {𝑥0}, (2.3)

де Ω𝑇 := Ω × (0, 𝑇 ), Ω обмежена область в 𝑅𝑛, 𝑥0 ∈ Ω, 0 < 𝑇 < ∞,

𝑛 ≥ 3.

На коефiцiєнти рiвняння 𝐴 : Ω𝑇 × 𝑅 × 𝑅𝑛 −→ 𝑅𝑛 i

𝑏 : Ω𝑇 ×𝑅×𝑅𝑛 −→ 𝑅𝑛 будемо накладати наступнi умовi

∙ 𝐴(·, ·, 𝑢, 𝜍), 𝑏(·, ·, 𝑢, 𝜍) є вимiрними за Лебегом для усiх

𝑢 ∈ 𝑅, 𝜍 ∈ 𝑅𝑛;

∙ 𝐴(𝑥, 𝑡, ·, ·), 𝑏(𝑥, 𝑡, ·, ·) неперервнi для майже усiх точок

(𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , 𝐴 = (𝑎1, 𝑎2, ...𝑎𝑛);

∙

𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍)𝜍 ≥ 𝜈1

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢|𝑚𝑖−1|𝜍𝑖|2,

|𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍)| ≤ 𝜈2|𝑢|
𝑚𝑖−1

2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑢|𝑚𝑗−1|𝜍𝑗|2
)︃ 1

2

, 𝑖 = 1, 𝑛, (2.4)

|𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜍)| ≤ 𝜈2|𝑢|
𝑚−1
2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑢|𝑚𝑗−1|𝜍𝑗|2
)︃ 1

2

,

де 𝜈1, 𝜈2 додатнi сталi.

Будемо вважати, що показники рiвняння задовольняють нерiвностям

min
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖 > 1− 2

𝑛
, max

1≤𝑖≤𝑛
𝑚𝑖 < 𝑚+

2

𝑛
, (2.5)

де 𝑚 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖.

Введемо позначення

𝐷(𝑟) =

{︃
(𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 :

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
|𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖 |
𝑟𝑘𝑖

)︂2

+
𝑡

𝑟𝑘
≤ 1

}︃
, (2.6)

де

𝑘 = 𝑛(𝑚− 1) + 2, 𝑘𝑖 =
2 + 𝑛(𝑚−𝑚𝑖)

2
. (2.7)
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Результат усувностi сформулюємо в термiнах поведiнки функцiї

𝑀𝑢(𝑟) = ess sup{| 𝑢(𝑥, 𝑡) |: (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷(𝑅0) ∖𝐷(𝑟)}, (2.8)

де 𝑅0 достатньо маленьке фiксоване додатнє число: 𝐷(𝑅0) ⊂ Ω𝑇 . Вiд-

мiтимо, що для будь-якого 𝑟 > 0 функцiя 𝑀𝑢(𝑟) є скiнченним числом

згiдно з [5].

Перед тим, як дати означення слабкого розв’язку задачi (2.2), (2.3),

введемо означення простору.

Означення 2.1. Через 𝑉𝑚(Ω𝑇 ) будемо позначати клас фун-

кцiй 𝐶(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)), для елементiв якого має мiсце нерiвнiсть
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀∫︀
Ω𝑇

| · |𝑚𝑖−1
⃒⃒⃒
𝜕·
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡 <∞.

Означення 2.2. Пiд слабким розв’язком задачi (2.2), (2.3) бу-

демо розумiти функцiю 𝑢 ≥ 0, яка задовольняє включенню

𝑢𝜓 ∈ 𝑉𝑚(Ω𝑇 ) ∩ 𝐿2(0, 𝑇,𝑊 1,2(Ω)) i виконується iнтегральна тото-

жнiсть ∫︁
Ω

𝑢(𝑥, 𝜏)𝜙𝜓𝑑𝑥−
𝜏∫︁

0

∫︁
Ω

𝑢
𝜕(𝜙𝜓)

𝜕𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

𝑎𝑖

(︂
𝑥, 𝑡, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
𝜕(𝜙𝜓)

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑑𝑡−

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

𝑏

(︂
𝑥, 𝑡, 𝑢,

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︂
𝜙𝜓 𝑑𝑥𝑑𝑡= 0 (2.9)

для будь-якого 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ), для будь-якої пробної функцiї

𝜙 ∈ 𝑉𝑚(Ω𝑇 ) ∩ 𝐿2(0, 𝑇,
𝑜

𝑊
1,2

(Ω)) й для будь-якої функцiї 𝜓 ∈ 𝐶1(Ω𝑇 ), яка

обертається в 0 в околi точки (𝑥0, 0).

Означення 2.3. Будемо казати, що слабкий розв’язок 𝑢 задачi (2.2),

(2.3 має усувну особливiсть в точцi (𝑥0, 0), якщо iнтегральна тото-

жнiсть (2.9) має мiсце для функцiї 𝜓 ≡ 1.

Головним результатом роздiлу є така теорема.

Теорема 2.1. Нехай виконанi умови (2.4),(2.5) i 𝑢 є слабким розв’язком

задачi (2.2), (2.3). Якщо виконується наступна умова

lim
𝑟→0

𝑀𝑢(𝑟)𝑟
𝑛 = 0, (2.10)
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тодi особливiсть розв’язку 𝑢 в точцi (𝑥0, 0) є усувною.

Доведення теореми 2.1 ґрунтується на наступних двох лемах.

Лема 2.1. Нехай виконанi умови теореми 2.1. Тодi iснують такi дода-

тнi сталi 𝐾1, 𝛽, якi залежать тiльки вiд вiдомих параметрiв 𝜈1, 𝜈2, 𝑛,

𝑚1, ...,𝑚𝑛,𝑚,𝑅0, що виконується наступна нерiвнiсть

𝑀𝑢(𝜌) ≤ 𝐾1𝜌
−𝑛+𝛽, 0 < 𝜌 < 𝑅0. (2.11)

Лема 2.2. Нехай виконанi умови теореми 2.1. Тодi iснує така дода-

тня стала 𝐾2, яка залежить тiльки вiд вiдомих параметрiв 𝜈1, 𝜈2, 𝑛,

𝑚1, ...,𝑚𝑛,𝑚,𝑅0, що справедлива наступна оцiнка

|𝑢(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝐾2, ∀(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷

(︂
𝑅0

2

)︂
. (2.12)

2.2 Iнтегральнi оцiнки розв’язкiв

Будемо вважати, що

lim
𝑟→0

𝑀𝑢(𝑟) = ∞. (2.13)

Зафiксуємо достатньо маленьке число 𝑅0 :𝑀𝑢(𝑅0) ≥ 1. Для кож-

ного 𝜌 : 2𝜌 ≤ 𝑅0 будемо використовувати наступнi позначення:

𝑢2𝜌(𝑥, 𝑡) = (𝑢(𝑥, 𝑡)−𝑀𝑢(2𝜌))+, 𝐸2𝜌 = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷(2𝜌) : 𝑢(𝑥, 𝑡) > 𝑀𝑢(2𝜌)}.
В подальшому через 𝛾 будемо позначати сталу, яка залежить тiльки

вiд вiдомих параметрiв 𝜈1, 𝜈2, 𝑛, 𝑚1, ...,𝑚𝑛,𝑚,𝑅0 i може змiнюватися вiд

рядка до рядка.

Нехай 𝜂𝑟 ∈ 𝐶∞(Ω𝑇 ) така зрiзаюча функцiя, що

(i) 0 ≤ 𝜂𝑟(𝑥, 𝑡) ≤ 1 в областi Ω𝑇 ,

(ii) 𝜂𝑟 ≡ 0 на множинi 𝐷(𝑟), 𝜂𝑟 ≡ 1 зовнi 𝐷(2𝑟),

(iii)
⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
≤ 𝛾𝑟−𝑘,

⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
≤ 𝛾𝑟−𝑘𝑖, де 𝑘, 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 визначенi рiвностями (2.7).

Лема 2.3. Нехай виконанi умови теореми 2.1. Тодi для кожного

𝑟 : 0 < 𝑟 < 𝜌 < 𝑅0 справедлива наступна нерiвность

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
Ω

𝑢𝜃+1(𝑥, 𝑡)𝜂2𝑟(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+
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+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸2𝜌

𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝜃−1
2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾𝑀 𝜃

𝑢(𝑟) (2.14)

де 𝜃 ∈
(︂
0, min

1≤𝑖≤𝑛
𝑚𝑖

)︂
.

Доведення. В iнтегральну тотожнiсть (2.9) у якостi пробної функцiї пiд-

ставимо

𝜙(𝑥, 𝑡) = 𝑢𝜃2𝜌(𝑥, 𝑡)𝜂𝑟(𝑥, 𝑡), 𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝜂𝑟(𝑥, 𝑡).

Застосуємо структурнi нерiвностi (2.4)

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
Ω

𝑢𝜃+1
2𝜌 (𝑥, 𝑡)𝜂2𝑟(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+

∫︁∫︁
𝐸2𝜌

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢|𝑚𝑖−1𝑢𝜃−1
2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸2𝜌

|𝑢|
𝑚𝑖−1

2 𝑢𝜃2𝜌

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑢|𝑚𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2 ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜂𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸2𝜌

|𝑢|
𝑚−1
2 𝑢𝜃2𝜌

(︃
|𝑢|𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2

𝜂2𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝛾

∫︁∫︁
𝐸2𝜌

𝑢𝜃+1
2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜂𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

Пiсля використання нерiвностi Юнга отримаємо

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
Ω

𝑢𝜃+1
2𝜌 (𝑥, 𝑡)𝜂2𝑟(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸2𝜌

𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝜃−1
2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐸2𝜌

𝑢𝜃+1
2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜂𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝛾

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸2𝜌

𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝜃+1
2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾

∫︁∫︁
𝐸2𝜌

𝑢𝑚−1𝑢𝜃+1
2𝜌 𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡. (2.15)

Перший i другий доданки у правiй частинi останньої нерiвностi оцiнимо,

використовуючи означення функцiй 𝑀𝑢(𝑟) та 𝜂𝑟(𝑥, 𝑡)

𝛾

∫︁∫︁
𝐸2𝜌

𝑢𝜃+1
2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜂𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝛾

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸2𝜌

𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝜃+1
2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤𝛾𝑀 𝜃
𝑢(𝑟)

(︃
𝑀𝑢(𝑟)𝑟

−𝑘+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑀𝑚𝑖
𝑢 (𝑟)𝑟−2𝑘𝑖

)︃
|𝐷(2𝑟)∖𝐷(𝑟)| ≤ 𝛾𝑀 𝜃

𝑢(𝑟) (2.16)
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Легко побачити, що останнiй член у правiй частинi (2.15) можна оцiнити

наступним чином:∫︁∫︁
𝐸2𝜌

𝑢𝑚−1𝑢𝜃+1
2𝜌 𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡≤𝛾𝑀 𝜃

𝑢(𝑟)

∫︁∫︁
𝐸2𝜌

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖|
1
𝑘𝑖 + 𝑡

1
𝑘

)︃−𝑛𝑚

𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾𝑀 𝜃
𝑢(𝑟) (2.17)

Поєднуючи формули (2.15)-(2.17), ми отримаємо необхiдну оцiнку (2.14).

Щоб сформулювати наступну лему введемо позначення

Φ𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡)) = min{𝑢2𝜌,𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌)},

𝐸(𝜌, 2𝜌) = {(𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 : 0 < 𝑢2𝜌(𝑥, 𝑡) < 𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌)},

𝜀(𝑟) =𝑀𝑢(𝑟)𝑟
𝑛 + 𝑟2(𝑀𝑢(𝑟)𝑟

𝑛)𝑚 +
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑀𝑢(𝑟)𝑟
𝑛)𝑚𝑖.

Лема 2.4. Нехай виконанi умови теореми 2.1. Тодi має мiсце наступна

нерiвность

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
Ω

Φ2
𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))𝜂

2
𝑟(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌,2𝜌)

𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2

𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾𝜀(𝑟)(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌)) + 𝛾(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
1−𝛿1, (2.18)

де 𝛿1 ∈
(︀
0, 2𝑛
)︀
, 0 < 𝑟 < 𝜌 < 𝑅.

Доведення. Пiдставимо в iнтегральну тотожнiсть (2.9) пробну функцiю

вигляду

𝜙(𝑥, 𝑡) = Φ𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))𝜂𝑟(𝑥, 𝑡), 𝜓(𝑥, 𝑡) = 𝜂𝑟(𝑥, 𝑡).

Використавши структурнi нерiвностi (2.4), отримаємо

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
Ω

Φ2
𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))𝜂

2
𝑟(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+

∫︁∫︁
𝐸(𝜌,2𝜌)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤
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≤ 𝛾(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢
𝑚𝑖−1

2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑢𝑚𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2 ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜂𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

Φ𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2

𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾

∫︁∫︁
𝐸𝜌

Φ2
𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜂𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡. (2.19)

Застосуємо нервнiсть Гьольдера, лему 2.3 до першого члену у правiй

частинi нерiвностi (2.19) i використаємо означення функцiї Φ𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢
𝑚𝑖−1

2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑢𝑚𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2 ⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤

⎛⎜⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

|𝑢|𝑚𝑖−1𝑢1−𝜃
2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2
⎛⎜⎝ 𝑛∑︁

𝑗=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

|𝑢|𝑚𝑗−1𝑢𝜃−1
2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2

≤

≤ 𝛾

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀
𝑚𝑖−𝜃

2
𝑢 (𝑟)𝑟

𝑛+𝑘
2 −𝑘𝑖

⎛⎜⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢𝑚𝑗−1𝑢𝜃−1
2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2

≤

≤ 𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

[𝑀𝑢(𝑟)𝑟
𝑛]

𝑚𝑖
2 ≤ 𝛾𝜀(𝑟). (2.20)

Другий доданок у правiй частинi формули (2.19) можна представити

таким чином:

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

Φ𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2

𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

Φ𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2

𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌,2𝜌)

Φ𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2

𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡. (2.21)



51

Оцiнимо другий iнтеграл в правiй частинi (2.21):

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌,2𝜌)

Φ𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2

𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌,2𝜌)

|𝑢|𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁∫︁
𝐸(𝜌,2𝜌)

Φ2
𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))|𝑢|𝑚−1𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌,2𝜌)

𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝛾(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))

1−𝛿1. (2.22)

Об’єднуючи оцiнки (2.19) - (2.22), отримаємо необхiдну нерiвнiсть (2.18),

що завершує доведення леми 2.4.

Лема 2.5. Нехай виконанi умови теореми 2.1. Тодi має мiсце наступна

оцiнка

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢−𝑞
2𝜌 𝑢

𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
2(1−𝑞) + 𝛾(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))

1−𝑞𝜀(𝑟) (2.23)

з 1 < 𝑞 < 1 + min
[︀
2
𝑛 ,

1
2

]︀
.

Доведення. В iнтегральну тотожнiсть (2.9) пiдставимо наступну пробну

функцiю

𝜙 =
(︀
[𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌)]

1−𝑞 − [max(𝑢2𝜌,𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))]
1−𝑞
)︀
+
𝜂𝑟, 𝜓 = 𝜂𝑟.

Оскiльки за визначенням 𝐸𝜌 = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷(𝜌) : 𝑢(𝑥, 𝑡) > 𝑀𝑢(𝜌)}, тодi

𝑢2𝜌 = 𝑢(𝑥, 𝑡)−𝑀𝑢(2𝜌) > 𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌)

i пробна функцiя має вигляд 𝜙 = ([𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(𝑅)]
1−𝑞 − 𝑢1−𝑞

2𝜌 )𝜂𝑟.

Використовуючи структурнi нерiвностi (2.4) та нерiвнiсть Юнга,

отримаємо

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢−𝑞
2𝜌 𝑢

𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤



52

≤ 𝛾(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
1−𝑞

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢
𝑚𝑖−1

2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒ (︃ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑢𝑚𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2

𝜂𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
1−𝑞

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑢𝑚𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2

𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾 (𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
2(1−𝑞)

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝜂𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡. (2.24)

Перший доданок у парвiй частинi останньої неррiвностi оцiнимо за

допомогою нерiностi Гьольдера i леми 2.5

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢
𝑚𝑖−1

2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒ (︃ 𝑛∑︁
𝑗=1

𝑢𝑚𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2

𝜂𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤

⎛⎜⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢𝑚𝑖−1𝑢1−𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2

×

×

⎛⎜⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢𝑚𝑗−1𝑢𝜃−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2

≤ 𝛾𝑟
𝑛𝜃
2

(︀
𝛾𝑀 𝜃

𝑢(𝑟)
)︀ 1

2 ≤ 𝛾𝜀(𝑟). (2.25)

Застосувавши нерiвнiсть Юнга i умову (2.7) до другого доданку у правiй

частинi нерiвностi (2.24), матимемо

(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
1−𝑞

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑢𝑚𝑗−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2

𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ (𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
2(1−𝑞)𝜌2+𝑛(1−𝑞) +

𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢𝑚𝑗−1𝑢−𝑞
2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡.

(2.26)

I оцiнимо останнiй доданок у нерiвностi (2.24), використовуючи означа-

ння зрiзаючої функцiї∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝜂𝑟

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾𝑟−𝑘|𝐷(2𝑟) ∖𝐷(𝑟)| ≤ 𝛾. (2.27)
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Об’єднуючи оцiнки (2.24)-(2.27), ми отримаємо необхiдну нерiвнiсть

(2.23).

Комбiнуючи леми 2.4 й 2.5, отримали наступний результат:

Лема 2.6. Нехай виконанi умови теореми 2.1. Tодi виконується на-

ступна нерiвнiсть

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
Ω

Φ2
𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))𝜂

2
𝑟(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌,2𝜌)

𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾𝜀(𝑟)(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌)) + 𝛾𝜀(𝑟)(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
2−𝑞+

+𝛾(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
1−𝛿1 + 𝛾(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))

1−𝛿2, (2.28)

де 0 < 𝛿1, 𝛿2 < 1.

Доведення. В силу нерiвностi Юнга маємо

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2)︃ 1
2

𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢−𝑞
2𝜌 𝑢

𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝛾

∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢𝑞2𝜌𝑢
𝑚−1𝜂2𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡. (2.29)

Оцiнимо останнiй iнтеграл у правiй частинi (2.29) аналогiчно (2.17)∫︁∫︁
𝐸𝜌

𝑢𝑞2𝜌𝑢
𝑚−1𝜂𝑘𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾𝜌2+𝑛(1−𝑞). (2.30)

Комбiнуючи нерiвностi (2.18), (2.23), (2.29), (2.30), отримаємо необхiдну

оцiнку (2.28).

Враховуючи умову (2.10), перейдемо до границi, коли 𝑟 → 0, у не-

рiвностi (2.28) та отримаємо наступне твердження.

Зауваження 2.1. Нехай виконанi умови теореми 2.1. Тодi справедлива

наступна оцiнка

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
Ω

Φ2
𝜌,2𝜌(𝑢(𝑥, 𝑡))𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌,2𝜌

𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
1−𝛿1 + 𝛾(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))

1−𝛿2, (2.31)

де 𝛿1, 𝛿2 ∈ (0, 1).
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2.3 Поточковi оцiнки розв’язкiв

Нехай (̃︀𝑥,̃︀𝑡) довiльна точка в 𝐷(𝑅0) ∖ 𝐷(𝜌). Для будь-яких додатнiх

чисел 𝜌 : 0 < 𝑟 < 𝜌 < 𝑅 та ℎ ми визначимо послiдовностi чисел

𝜌𝑗 :=
𝜌
2(1 + 2−𝑗), ℎ𝑗 := ℎ(1− 2−𝑗), 𝑗 = 1, 𝑛 та сiм’ю множин:

𝑄(𝜌𝑗) :=

⎧⎨⎩(𝑥, 𝑡) :
𝑛∑︁

𝑖=1

(︃
| 𝑥𝑖 − ̃︀𝑥𝑖 |

𝜌𝑘𝑖𝑗

)︃2

+
| 𝑡− ̃︀𝑡 |
𝜌𝑘𝑗

< 1

⎫⎬⎭ ,

𝐴𝑗 := {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄(𝜌𝑗) : 𝑢2𝜌 > ℎ𝑗} .

Позначемо через 𝜁𝑗 ∈ 𝐶∞
0 (𝑄(

𝜌𝑗+𝜌𝑗+1

2 )) функцiю, яка задовольняє на-

ступним умовам:

(i) 𝜁𝑗(𝑥, 𝑡) ≡ 1 ззовнi множини 𝑄(𝜌𝑗),

(ii)𝜁𝑗(𝑥, 𝑡) ≡ 0 для (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄(𝜌𝑗+1);

(iii)
⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
≤ 𝛾2𝑗𝑘𝜌−𝑘,

⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
≤ 𝛾2𝑗𝑘𝑖𝜌−𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛.

Пiдставимо в iнтегральну тотожнiсть (2.9) функцiю

𝜙 = (𝑢2𝜌 − ℎ𝑗)+𝜁𝑗, 𝜓 = 𝜁𝑗.

Застосовуючи умову (2.4), нерiвнiсть Юнга та властивостi зрiзаючої

функцiї 𝜁𝑗, отримаємо

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐴𝑗(𝑡)

(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗)
2
+𝜁

2
𝑗 𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑗

𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜁2𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑗

𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗)

2
+𝜁𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑗

(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗)
2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜁𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑗

𝑢𝑚−1(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗)
2
+𝜁

2
𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡. (2.32)

Застосуємо означення функцiї 𝑀𝑢(𝜌) i умову (2.10)

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑗

𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗)

2
+𝜁𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤
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≤ 𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

22𝑗𝑘𝑖𝜌−2𝑘𝑖𝑀𝑚𝑖+1
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
|𝐴𝑗| =

= 𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

22𝑗𝑘𝑖𝜌−2𝑘𝑖
(︁
𝑀𝑢

(︁𝜌
2

)︁(︁𝜌
2

)︁𝑛)︁𝑚𝑖+1

|𝐴𝑗|
(︁𝜌
2

)︁−𝑛(𝑚𝑖+1)

≤

≤ 𝛾2𝑗𝛾𝜌−𝑛(𝑚+1)−2 |𝐴𝑗| , (2.33)∫︁∫︁
𝐴𝑗

(𝑢2𝜌−ℎ𝑗)2+
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜁𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾2𝑗𝑘𝜌−𝑘𝑀 2

𝑢

(︁𝜌
2

)︁
|𝐴𝑗| =

= 𝛾2𝑗𝑘𝜌−𝑘
(︁
𝑀𝑢

(︁𝜌
2

)︁(︁𝜌
2

)︁𝑛)︁2
|𝐴𝑗|

(︁𝜌
2

)︁−2𝑛

≤ 𝛾2𝑗𝑘𝜌−𝑛(𝑚+1)−2 |𝐴𝑗| , (2.34)∫︁∫︁
𝐴𝑗

𝑢𝑚−1(𝑢2𝜌−ℎ𝑗)2+𝜁2𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾𝑀𝑚+1
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
|𝐴𝑗| =

= 𝛾
(︁
𝑀𝑢

(︁𝜌
2

)︁(︁𝜌
2

)︁𝑛)︁𝑚+1

|𝐴𝑗|
(︁𝜌
2

)︁−𝑛(𝑚+1)

≤ 𝛾𝜌−𝑛(𝑚+1) |𝐴𝑗| . (2.35)

Поєднуючи нерiвностi (2.33)-(2.35), отримаємо наступну додаткову

iнтегральну оцiнку

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐴𝑗(𝑡)

(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗)
2
+𝜁

2
𝑗 𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑗

𝑢𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜁2𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾2𝑗𝛾𝜌−𝑛(𝑚+1)−2 |𝐴𝑗| . (2.36)

Позначимо через 𝑖0 такi номери, що 𝑚𝑖 < 1, 𝑖 = 0, 𝑖0

та 𝑚𝑖 > 1, 𝑖 = 𝑖0 + 1, 𝑛. Приймаючи до уваги, що

𝑢 ≤ 𝑀𝑢(
𝜌
2), 𝑢 > 𝑀𝑢(2𝜌) + ℎ𝑗 > ℎ𝑗 на множинi 𝐴𝑗, отримаємо на-

ступну лему iз нерiвностi (2.36)

Лема 2.7. Нехай виконанi умови теореми 2.1. Тодi справедлива насту-

пна оцiнка

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︀
𝐴𝑗(𝑡)

(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗)
2
+𝜁

2
𝑗 𝑑𝑥+

𝑖0∑︀
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖−1
(︀
𝜌
2

)︀ ∫︀∫︀
𝐴𝑗

⃒⃒⃒
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒2
𝜁2𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=𝑖0+1

ℎ𝑚𝑖−1
𝑗

∫︁∫︁
𝐴𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜁2𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾2(𝑗+1)𝛾𝜌−𝑛(𝑚+1)−2 |𝐴𝑗| . (2.37)

де 𝑚
′
= 1

𝑖0

𝑖0∑︀
𝑖=0

𝑚𝑖, 𝑚
′′
= 1

𝑛−𝑖0

𝑛∑︀
𝑖=𝑖0+1

𝑚𝑖.
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Тепер перейдемо до доведення теореми 2.1. Будемо використовувати

лему 1.1 про геометричну збiжнiсть послiдовностi чисел, у якостi 𝑌𝑗+1

вiзьмемо
∫︀∫︀

𝐴𝑗+1

(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡, та застосуємо нерiвнiсть Гьольдера

∫︁∫︁
𝐴𝑗+1

(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

∫︁∫︁
𝐴𝑗+1

(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗+1)
2
+𝜁

2
𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡

≤

⎛⎜⎝∫︁∫︁
𝐴𝑗+1

((𝑢2𝜌 − ℎ𝑗+1)+𝜁𝑗)
2(𝑛+2)

𝑛 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑛

𝑛+2
⎛⎜⎝∫︁∫︁

𝐴𝑗+1

1𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
2

𝑛+2

≤

≤ |𝐴𝑗+1|
2

𝑛+2

⎛⎜⎝∫︁∫︁
𝐴𝑗+1

((𝑢2𝜌 − ℎ𝑗+1)+𝜁𝑗)
2+ 4

𝑛𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑛

𝑛+2

≤

≤ |𝐴𝑗+1|
2

𝑛+2

⎛⎜⎜⎝
𝑡∫︁

0

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑗+1(𝑥)

((𝑢2𝜌 − ℎ𝑗+1)+𝜁𝑗)
2𝑛
𝑛−2𝑑𝑥

⎞⎟⎠
𝑛−2
𝑛

×

×

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑗+1(𝑥)

(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗+1)
2
+𝜁

2
𝑗 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2
𝑛

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑛

𝑛+2

.

Один з множникiв в останнiй нерiвностi винесемо з пiд знаку iнтеграла,

оцiнюючи суттєвим супремумом по 𝑡, а до другого застосуємо лему 1.2 з

𝛼𝑖 = 0, 𝑝𝑖 = 2, 𝑖 = 1, ..., 𝑛:

∫︁∫︁
𝐴𝑗+1

(𝑢2𝜌−ℎ𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ |𝐴𝑗+1|

2
𝑛+2 ess sup

0<𝑡<𝑇

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑗+1(𝑥)

(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗+1)
2
+𝜁

2
𝑗 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2

𝑛+2

×

×

⎛⎜⎜⎝
𝑡∫︁

0

𝑛∏︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑗+1(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑢𝜁𝑗)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑛

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑛

𝑛+2

. (2.38)
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Далi до першого i другого множника попередньої оцiнки застосуємо лему

2.7, тiльки спочатку другий множник приведемо до необхiдного вигляду

𝑇∫︁
0

𝑛∏︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑗+1(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑢𝜁𝑗)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑛

𝑑𝑡 =

(︃
𝑀

(1−𝑚
′
)𝑖0

𝑛

(︁𝜌
2

)︁
ℎ

(1−𝑚
′′
)(𝑛−𝑖0)
𝑛

𝑗+1 ×

×
𝑇∫︁

0

𝑖0∏︁
𝑖=1

𝑀
(𝑚𝑖−1)

𝑛

(︁𝜌
2

)︁⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑗+1(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑢𝜁𝑗)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑛

×

×
𝑛∏︁

𝑖=𝑖0+1

ℎ
(𝑚𝑖−1)

𝑛

𝑗+1

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑗+1(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑢𝜁𝑗)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑛

𝑑𝑡 ≤

≤𝑀
(1−𝑚

′
)𝑖0

𝑛+2
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
ℎ

(1−𝑚
′′
)(𝑛−𝑖0)

𝑛+2

𝑗+1

⎛⎜⎝ 𝑖0∑︁
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖−1
𝑢

(︁𝜌
2

)︁∫︁∫︁
𝐴𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑢𝜁𝑗)

⃒⃒⃒⃒2
𝜙2
𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=𝑖0+1

ℎ𝑚𝑖−1
𝑗

∫︁∫︁
𝐴𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑢𝜁𝑗)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑛

𝑛+2

≤

≤𝑀
(1−𝑚

′
)𝑖0

𝑛+2
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
ℎ

(1−𝑚
′′
)(𝑛−𝑖0)

𝑛+2

𝑗+1

⎛⎜⎝ 𝑖0∑︁
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖−1
𝑢

(︁𝜌
2

)︁∫︁∫︁
𝐴𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜁2𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=𝑖0+1

ℎ𝑚𝑖−1
𝑗

∫︁∫︁
𝐴𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜁2𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡+

𝑖0∑︁
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖−1
𝑢

(︁𝜌
2

)︁∫︁∫︁
𝐴𝑗

𝑢2
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡 +

+
𝑛∑︁

𝑖=𝑖0+1

ℎ𝑚𝑖−1
𝑗

∫︁∫︁
𝐴𝑗

𝑢2
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠ (2.39)

Комбiнуючи нерiвностi (2.38), (2.40), застосовуючи лему 2.7 i використо-

вуючи оцiнку (2.33), отримаємо∫︁∫︁
𝐴𝑗+1

(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤
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≤ 𝛾2𝑗𝛾𝜌−𝑛(𝑚+1)−2𝑀
(1−𝑚

′
)𝑖0

𝑛+2
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
ℎ

(1−𝑚
′′
)(𝑛−𝑖0)

𝑛+2

𝑗+1 |𝐴𝑗+1|1+
2

𝑛+2 .

Використаємо очевидну нерiвнiсть

|𝐴𝑗+1| ≤ 2𝑗𝛾ℎ−2

∫︁∫︁
𝐴𝑗

(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗)
2
+ 𝑑𝑥𝑑𝑡, (2.40)

яку можна отримати з наступної оцiнки, проiнтегрувавши її за множи-

ною 𝐴𝑗+1

1 =

(︂
ℎ𝑗+1 − ℎ𝑗
ℎ𝑗+1 − ℎ𝑗

)︂2

≤
(︂
𝑢2𝜌 − ℎ𝑗
ℎ𝑗+1 − ℎ𝑗

)︂2

=

(︂
(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗)2

𝑗+1

ℎ

)︂2

.

Будемо мати пiсля застосування (2.40):∫︁∫︁
𝐴𝑗+1

(𝑢2𝜌−ℎ𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾𝜌−𝑛(𝑚+1)−2𝑀

− 𝑖0(𝑚
′
−1)

𝑛+2
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
×

×ℎ−
(𝑛−𝑖0)(𝑚

′′
−1)

𝑛+2 −2(1+ 2
2+𝑛)

⎛⎜⎝∫︁∫︁
𝐴𝑗

(𝑢2𝜌 − ℎ𝑗)
2𝑑𝑥 𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1+ 2

2+𝑛

.

Або в наших позначеннях

𝑌𝑗+1 ≤ 𝛾𝜌−𝑛(𝑚+1)−2𝑀
− 𝑖0(𝑚

′
−1)

𝑛+2
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
ℎ−

(𝑛−𝑖0)(𝑚
′′
−1)

𝑛+2 −2(1+ 2
2+𝑛)𝑌

1+ 2
2+𝑛

𝑗 .

Оберемо ℎ з умови

𝜌−𝑛(𝑚+1)−2+
𝑖0𝑛(𝑚

′
−1)

𝑛+2 ℎ−
(𝑛−𝑖0)(𝑚

′′
−1)

𝑛+2 −2(1+ 2
2+𝑛)

⎛⎜⎝∫︁∫︁
𝑄(𝜌)

𝑢22𝜌𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
2

2+𝑛

≤ 1

та використовуючи лему 1.1, отримаємо(︁
𝑀𝑢

(︁𝜌
2

)︁
−𝑀𝑢(2𝜌)

)︁ 1
2 (𝑛−𝑖0)(𝑚

′′−1)+𝑛+4

≤

≤ 𝛾𝜌−(𝑛(𝑚+1)+2)𝑛+2
2 +

𝑖0𝑛(𝑚
′
−1)

2 +𝑘 sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝑄(𝜌)

𝑢22𝜌𝑑𝑥. (2.41)

З нерiвностi (2.41) та з зауваження 2.1, маємо
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𝑀𝑢

(︁𝜌
2

)︁
−𝑀𝑢(2𝜌) ≤ 𝛾𝜌−𝑛+𝛽,

або

𝑀𝑢 (𝜌)−𝑀𝑢(4𝜌) ≤ 𝛾𝜌−𝑛+𝛽, (2.42)

де

𝛽 =
𝑛𝛿

1
2(𝑛− 𝑖0)(𝑚

′′ − 1) + 𝑛+ 4
> 0, 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2}.

Позначимо через 𝜌𝑗 i 𝑚𝑗 наступнi послiдовностi

𝜌𝑗 =
𝑅1

4𝑗
, 𝑚𝑗 =𝑀𝑢(𝜌𝑗), 𝑗 = 1, 2...

Перепишемо нерiвнiсть (2.42) у наших позначеннях

𝑚𝑗 −𝑚𝑗−1 ≤ 𝛾4𝑗(𝑛−𝛽)𝑅−𝑛+𝛽
1 , 𝑗 = 1, 2... (2.43)

Cумуючи, цю нерiвнiсть по 𝑗 вiд 1 до 𝐽 , будемо мати

𝑚𝐽 −𝑚0 ≤ 𝛾𝑅−𝑛+𝛽
1

𝐽∑︁
𝑗=1

4𝑗(𝑛−𝛽) (2.44)

З нерiвностi (2.44) отримаємо необхiдну оцiнку (2.11), що доводить лему

2.1.

2.4 Доведення обмеженостi розв’язку

Для 𝑗 = 0, 1, 2 . . . визначимо додатнi послiдовностi чисел

𝜌𝑗 := 𝑅0

2

(︀
1 + 2−𝑗

)︀
, 𝜌𝑗 := 1

2 (𝜌𝑗 + 𝜌𝑗+1) , ℎ𝑗 = ℎ
(︀
1− 2−𝑗

)︀
та сiм’ю

множин 𝐴ℎ𝑗 ,𝜌𝑗 :=
{︀
(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄(𝜌𝑗) : 𝑢

𝜆 > ℎ𝑗
}︀
, де ℎ додатня стала, яка

залежить тiльки вiд вiдомих парметрiв, якi будуть вказанi пiзнi-

ше, та 0 < 𝜆 < min{min
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖,
𝛽

𝑛−𝛽 ,
(1− 2

𝑛)𝛽+𝑛

𝑛−𝛽 } з 𝛽 iз (2.11). Нехай

𝜉𝑗 ∈ 𝐶∞
0 (𝐷(𝜌𝑗)), 0 ≤ 𝜉𝑗 ≤ 1, 𝜉𝑗 = 1 на множинi 𝐷(𝜌𝑗+1) i⃒⃒⃒

𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑅−𝑘

0 ,
⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑅−𝑘𝑖

0 , 𝑖 = 1, 𝑛, де 𝑘, 𝑘𝑖 визначенi в (2.7).

Пiдставимо в iнтегральну тотожнiсть (2.9) пробну функцiю

𝜙 =
(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀
+
𝜉2𝑗𝜂𝑟, 𝜓 = 𝜂𝑟,

де функцiя 𝜂𝑟 визначена в пiдроздiлi 2.2.
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Використовуючи структурнi нерiвностi (2.4) та нерiвнiсть Юнга, ми

отримаємо∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝑢𝑡
(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀
+
𝜉2𝑗𝜂

2
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝑢𝑚𝑖+𝜆−2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜉2𝑗𝜂

2
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀
+
𝑢𝑚𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜉2𝑗𝜂𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀
+
𝑢𝑚𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜉𝑗𝜂

2
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀
+
𝑢𝑚𝑖𝜉2𝑗𝜂

2
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡. (2.45)

Пiдiнтегральну функцiю першого доданку у лiвiй частинi останньої фор-

мули представимо як похiдну вiд iнтегралу зi змiнною верхньою межею

𝑢𝑡
(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀
+
=

𝜕

𝜕𝑡

⎛⎜⎜⎝
(𝑢𝜆−ℎ𝑗+1)

+∫︁
0

(𝑠+ ℎ𝑗+1)
1−𝜆
𝜆 𝑠 𝑑𝑠

⎞⎟⎟⎠ .

Тепер оцiнимо цей доданок знизу та проiнтегруємо частинами

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝜕

𝜕𝑡

⎛⎜⎜⎝
(𝑢𝜆−ℎ𝑗+1)

+∫︁
0

(𝑠+ ℎ𝑗+1)
1−𝜆
𝜆 𝑠 𝑑𝑠

⎞⎟⎟⎠ 𝜉2𝑗𝜂
2
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≥

≥
∫︁∫︁

𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝜕

𝜕𝑡

⎛⎜⎜⎝
(𝑢𝜆−𝜇𝑗+1)

+∫︁
0

𝑠
1−𝜆
𝜆 +1 𝑑𝑠

⎞⎟⎟⎠ 𝜉2𝑗𝜂
2
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝜕

𝜕𝑡

(︁(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀ 1
𝜆+1

+
𝑑𝑠
)︁
𝜉2𝑗𝜂

2
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑡)

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀ 1
𝜆+1

+
𝜉2𝑗𝜂

2
𝑟𝑑𝑥−

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀ 1
𝜆+1

+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜉2𝑗𝜂𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡−
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−
∫︁∫︁

𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀ 1
𝜆+1

+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜉2𝑗𝜂𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

З урахуванням перетворень першого доданку нерiвнiсть (2.45) запишемо

у наступному виглядi

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑡)

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀ 1
𝜆+1

+
𝜉2𝑗𝜂

2
𝑟𝑑𝑥+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝑢𝑚𝑖+𝜆−2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜉2𝑗𝜂

2
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

5∑︁
𝑖=1

𝐽𝑖, (2.46)

де

𝐽1 =
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝑢𝑚𝑖+𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜉2𝑗𝜂𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡,

𝐽2 =

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝑢𝜆+1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜂𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜉2𝑗𝜂𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡,

𝐽3 =
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝑢𝑚𝑖+𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜉𝑗𝜂

2
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡,

𝐽3 =
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝑢𝑚𝑖+𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜉𝑗𝜂

2
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡,

𝐽4 =

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝑢𝜆+1𝜂2𝑟𝜉𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡,

𝐽5 =

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝑢𝑚+𝜆𝜉2𝑗𝜂
2
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡.

Щоб оцiнити цi доданки використаємо оцiнку (2.11), яка доведена у

попередньому пiдроздiлi, i означення зрiзаючих функцiй

𝐽1 ≤ 𝛾𝑟(𝑚𝑖+𝜆)(𝛽−𝑛)𝑟−2𝑘𝑖𝑟𝑛+𝑘 = 𝛾𝑟𝑚𝑖𝛽+𝜆(𝛽−𝑛)+𝑛,

𝐽2 ≤ 𝛾𝑟(𝜆+1)(𝛽−𝑛)𝑟−𝑘𝑟𝑛+𝑘 ≤ 𝛾𝑟𝛽(𝜆+1)−𝑛𝛽,

𝐽3 + 𝐽4 ≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑅
−𝑛(𝑚+𝜆)−2
0

⃒⃒
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

⃒⃒
, (2.47)
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𝐽5 ≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑅
−𝑛(𝑚+𝜆)
0

⃒⃒
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

⃒⃒
.

Комбiнуючи оцiнки (2.46), (2.47) i переходячи до границi, коли

𝑟 → 0, отримаємо

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑡)

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀ 1
𝜆+1

+
𝜉2𝑗𝑑𝑥+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝑢𝑚𝑖+𝜆−2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜉2𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑅

−𝑛(𝑚+𝜆)−2
0

⃒⃒
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

⃒⃒
. (2.48)

Застосуємо лему 1.1, позначивши 𝑌𝑗+1 =
∫︀∫︀

𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗+1

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀𝑚+𝜆
𝜆

+
𝑑𝑥𝑑𝑡.

Встановлюючи ̃︀𝑞 = 𝑚+𝜆
𝜆 + 1+𝜆

𝜆
2
𝑛 , 𝑎 = 2(𝑚 + 𝜆)max

(︂
1

1+𝜆 ,
1

min
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖+𝜆

)︂
i

використовуючи нерiвнiсть Гьольдера, будемо мати

𝑌𝑗+1 =

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗+1

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀𝑚+𝜆
𝜆

+
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀𝑚+𝜆
𝜆

+
𝜉𝑎𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀̃︀𝑞
+
𝜉

𝑎𝜆̃︀𝑞
𝑚+𝜆

𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞 ⃒⃒

𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

⃒⃒1−𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞 ≤

≤

⎛⎜⎜⎝
𝑇∫︁

0

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(︂(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀
+
𝜉

𝑎𝜆
𝑚+𝜆

𝑗

)︂𝑛(𝑚+𝜆)
(𝑛−2)𝜆

𝑑𝑥

⎞⎟⎠
𝑛−2
𝑛

×

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑡)

(︁(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀
+
𝜉𝑗

)︁ 1
𝜆+1

𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2
𝑛

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞

×
⃒⃒
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

⃒⃒1−𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞 .

Застосовуючи лему 1.2 з 𝛼𝑖 =
𝑚𝑖−𝜆
𝜆 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛, отримаємо

𝑌𝑗+1 =

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗+1

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀𝑚+𝜆
𝜆

+
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

⎛⎜⎝ sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑡)

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀ 1+𝜆
𝜆

+
𝜉2𝑗𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2
𝑛

𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞

×
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×

⎛⎜⎝ 𝑇∫︁
0

𝑛∏︁
𝑖=0

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑡)

(︂(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀
+
𝜉

𝑎𝜆
𝑚+𝜆

𝑗

)︂𝑚𝑖−𝜆

𝜆

×

×
⃒⃒⃒⃒
𝜕

𝜕𝑥𝑖

{︂
(𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1)+𝜉

𝑎𝜆
𝑚+𝜆

𝑗

}︂⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

)︃ 1
𝑛

𝑑𝑡

⎞⎠𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞

≤

≤ 𝛾

⎛⎜⎝ sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑡)

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀ 1+𝜆
𝜆

+
𝜉2𝑗𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2
𝑛

𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞 ⃒⃒

𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

⃒⃒1−𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞 ×

×

⎛⎜⎝ 𝑇∫︁
0

𝑛∏︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑡)

𝑢𝑚𝑖+𝜆−2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜉

𝑎(𝑚𝑖+𝜆)

𝑚+𝜆

𝑗 𝑑𝑥 +

+

∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑡)

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀𝑚𝑖+𝜆

𝜆

+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜉

𝑎(𝑚𝑖+𝜆)−2(𝑚+𝜆)

𝑚+𝜆

𝑗 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑛

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞
.

Використаємо тепер нерiвнiсть Юнга i визначення сталої 𝑎

𝑌𝑗+1 ≤ 𝛾

⎛⎜⎝ sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑡)

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀ 1+𝜆
𝜆

+
𝜉2𝑗𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2
𝑛

𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞 ⃒⃒

𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

⃒⃒1−𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞 ×

×

⎛⎜⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

𝑢𝑚𝑖+𝜆−2

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜉2𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁∫︁
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

(︀
𝑢𝜆 − ℎ𝑗+1

)︀𝑚𝑖+𝜆

𝜆

+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
⎞⎟⎠

𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞
.

Застосуємо оцiнку (2.48)

𝑌𝑗+1 ≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑅
−(𝑛(𝑚+𝜆)+2)𝑚+𝜆

𝜆̃︀𝑞 (1+ 2
𝑛)

0

⃒⃒
𝐴ℎ𝑗+1,𝜌𝑗

⃒⃒1+ 2
𝑛

𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞 .

Остаточно отримаємо оцiнку

𝑌𝑗+1 ≤ 𝛾2𝑗𝛾ℎ−
𝑚+𝜆
𝜆 (1+ 2

𝑛
𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞 )𝑅−(𝑛(𝑚+𝜆)+2)𝑚+𝜆

𝜆̃︀𝑞 (1+ 2
𝑛)

0 𝑌
1+ 2

𝑛
𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞

𝑗 . (2.49)
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Застосувавши лему 1.1 до цiєї нерiвностi, отримаємо,

що 𝑌𝑗 → 0, коли 𝑗 → ∞, якщо ℎ задовольняє умовi

ℎ
𝑚+𝜆
𝜆 (1+𝑛

2
𝜆̃︀𝑞

𝑚+𝜆) = 𝛾𝑅
−(𝑛(𝑚+𝜆)+2)𝑚+𝜆

𝜆̃︀𝑞 (1+ 2
𝑛)

0 𝑌
2
𝑛

𝑚+𝜆
𝜆̃︀𝑞

0 , з цього витiкає

ess sup

{︂
|𝑢| : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷

(︂
𝑅0

2

)︂}︂𝑚+𝜆
𝜆 +𝑛𝜆̃︀𝑞

2

≤

≤ 𝛾𝑅
−(𝑛(𝑚+𝜆)+2)(1+𝑛

2 )
0

∫︁∫︁
𝐷(𝑅0)

|𝑢|𝑚+𝜆𝑑𝑥𝑑𝑡. (2.50)

Завдяки нашому вибору 𝜆 iнтеграл у правiй частинi нерiвностi (3.46)

є скiнченним. Це завершує доведення леми 2.2.

2.5 Кiнець доведення теореми 2.1

Нехай 𝐾 компактна пiдмножина в Ω i функцiя 𝜂 ∈ 𝐶∞
0 (Ω𝑇 ) така, що

𝜂 =

⎧⎨⎩0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜕Ω× (0, 𝑇 )

1, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐾 × (0, 𝑇 )
. В iнтегральну тотожнiсть (2.9) у якостi

пробної функцiї пiдставимо 𝜙 = 𝑢𝜂𝜂𝑟, 𝜓 = 𝜂𝑟. Використовуючи умову

(2.4), нерiвнiсть Юнга, обмеженiсть розв’язку i переходячи до границi,

коли 𝑟 → 0, отримаємо

ess sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐾

𝑢2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑡∫︁
0

∫︁
𝐾

|𝑢|𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛼. (2.51)

Тепер в iнтегральну тотожнiсть (2.9) пiдставимо 𝜙𝜂𝑟, де 𝜙 довiльна фун-

кцiя, яка належить простору
𝑜

𝑉 𝑚(Ω𝑇 ). Використовуючи умову (3.47),

обмеженiсть розв’язку i переходячи до границi, коли 𝑟 → 0, ми отри-

маємо iнтегральну тотожнiсть (2.9) з довiльною функцiєю 𝜙 ∈
𝑜

𝑉 𝑚(Ω𝑇 ) i

𝜓 ≡ 1. Що доводить теорему 2.1.

Висновки до роздiлу 2

У роздiлi 2 було розглянуто слабкi розв’язки квазiлiнiйного параболiчно-

го рiвняння з дивергентною головною частиною, модельним випадком
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якого є анiзотропне рiвняння пористого середовища. У першому пiдроз-

дiлi поставлена задача i введено означення слабких розв’язкiв. Допомi-

жнi iнтегральнi оцiнки розв’язкiв отриманi у другому пiдроздiлi. Третiй

пiдроздiл мiстить доведення поточкової оцiнки розв’язку в околi сингу-

лярної точки. В четвертому, п’ятому пiдроздiлах знаходится доведення

основних результатiв роздiлу. Сформулюємо їх:

∙ отримана поточкова оцiнка розв’язку задачi (2.2), (2.3) в околi осо-

бливостi (лема 2.3);

∙ встановлено обмеженiсть слабкого розв’язку задачi (2.2), (2.3) (лема

2.4);

∙ отримана умова усувностi iзольованої особливостi для розв’язкiв

анiзотропного рiвняння пористого середовища (теорема 2.1).

Основнi результати, якi викладенi у цьому роздiлi, опублiкованi у

роботi [78].
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РОЗДIЛ 3

ОЦIНКИ ТИПУ КЕЛЛЕРА-ОССЕРМАНА

В даному роздiлi дослiджуються слабкi розв’язки квазiлiнiйних па-

раболiчних рiвнянь, модельними випадками яких є подвiйно нелiнiйне

анiзотропне параболiчне рiвняння з абсорбцiйним членом

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
𝑢(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)|𝑢𝑥𝑖

|𝑝𝑖−2𝑢𝑥𝑖

)︁
𝑥𝑖

+ 𝑓(𝑢) = 0,

з 𝑚𝑖 > 1, 𝑝𝑖 ≥ 2, анiзотропне рiвняння пористого середовища з абсорбцi-

єю i градiєнтною абсорбцiєю вiдповiдно

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+ 𝑓(𝑢) = 0,

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖 = 0,

де частина показникiв 𝑚𝑖 бiльше 1, частина менше 1.

3.1 Оцiнки типу Келлера-Оссермана для подвiйно нелiнiйного

анiзотропного параболiчного рiвняння

В областi Ω𝑇 = Ω × (0, 𝑇 ), де Ω− обмежена область в R𝑛,

0 < 𝑇 < ∞, 𝑛 ≥ 2, розглянемо слабкi розв’язки квазiлiнiйного пара-

болiчного рiвняння другого порядку у дивергентному виглядi

𝑢𝑡 − div𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) + 𝑎0(𝑢) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 . (3.1)

На коефiцiєнти рiвняння 𝐴 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) i 𝑎0 будемо накладати на-

ступнi умови:

∙ 𝐴 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) i 𝑎0 задовольняють умовi Каратеодорi;

∙

𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜉)𝜉 ≥ 𝜈1

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢|(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)|𝜉𝑖|𝑝𝑖,
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|𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜉)| ≤ 𝜈2𝑢
(𝑚𝑖−1)

𝑝𝑖−1

𝑝𝑖

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑢|(𝑚𝑗−1)(𝑝𝑗−1)|𝜉𝑗|𝑝𝑗
)︃1− 1

𝑝𝑖

, 𝑖 = 1, 𝑛,

(3.2)

𝑎0(𝑢) ≥ 𝜈1𝑓(𝑢),

де 𝜈1, 𝜈2 додатнi сталi , 𝑓(𝑢)− неперервна, додатня функцiя та для

показникiв 𝑚𝑖, 𝑝𝑖 справедливi нерiвностi

2 ≤ 𝑝1 ≤ ... ≤ 𝑝𝑛, min
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖 > 1, max
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖(𝑝𝑖− 1) ≤ 1+
𝜅

𝑛
, 𝑝 < 𝑛, (3.3)

де 𝜅 = 𝑛(𝑝(𝑚− 𝑑)− 1) + 𝑝, 𝑑 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖

𝑝𝑖
.

Не втрачаючи спiльностi, будемо вважати, що 𝑚𝑛 = max
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖.

Визначимо анiзотропний простiр Соболєва

𝑢 ∈ 𝑊 1,𝑝(Ω) :=

{︂
𝑢 ∈ 𝑊 1,1(Ω) :

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
∈ 𝐿𝑝𝑖(Ω), 𝑖 = 1, 𝑛

}︂
i введемо необхiднi означення.

Означення 3.1. Будемо казати, що функцiя 𝜙 належить простору

𝑉𝑝,𝑚(Ω𝑇 ), якщо 𝜙 ∈ 𝐶(0, 𝑇, 𝐿2(Ω)) i
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀∫︀
Ω𝑇

|𝜙|(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1) |𝜙𝑥𝑖
|𝑝𝑖 𝑑𝑥𝑑𝑡 <∞.

Означення 3.2. Будемо казати, що 𝑢 слабкий розв’язок рiвняння

(3.1), якщо 𝑢 ∈ 𝑉𝑝,𝑚(Ω𝑇 ) ∩ 𝐿𝑝(0, 𝑇,𝑊 1,𝑝(Ω)) i для будь-якого iнтерва-

лу (𝑡1, 𝑡2) ⊂ (0, 𝑇 ) справедлива iнтегральна тотожнiсть∫︁
Ω

𝑢𝜙 𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡2

𝑡1

+

𝑡2∫︁
𝑡1

∫︁
Ω

{−𝑢𝜙𝑡 + 𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)∇𝜙+ 𝑎0(𝑢)𝜙} 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0 (3.4)

для всiх 𝜙 ∈ 𝑊 1,𝑝(0, 𝑇, 𝐿𝑝(Ω)) ∩ 𝐿𝑝(0, 𝑇,
𝑜

𝑊
1,𝑝

(Ω)).

Зауваження 3.1. Умова (3.3) гарантує локальну обмеженiсть слабкого

розв’язку рiвняння (3.1) ( [5]).

Для формулювання головного результата введемо наступнi по-

значення. Зафiксуємо довiльну точку (𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 для будь-

яких 𝜏, 𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑛 > 0, 𝜃 = (𝜃1, ..., 𝜃𝑛) визначимо цилiндри
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𝑄𝜃,𝜏(𝑥
0, 𝑡0) := {(𝑥, 𝑡) : |𝑡 − 𝑡0| < 𝜏, |𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖 | < 𝜃𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛} i позначимо

𝑀𝑢(𝜃, 𝜏) := sup
𝑄𝜃,𝜏 (𝑥0,𝑡0)

𝑢, 𝛿(𝜃, 𝜏) := sup
𝑄𝜃,𝜏 (𝑥0,𝑡0)

𝛿(𝑢), Φ(𝜃, 𝜏) := sup
𝑄𝜃,𝜏 (𝑥0,𝑡0)

Φ(𝑢),

Φ(𝑢) =
𝑢∫︀
0

𝑔(𝑠)𝑑𝑠, 𝑔(𝑠) = 𝑠𝑚𝑛−1𝑓(𝑠), 𝐹 (𝑢) =
𝑢∫︀
0

𝑓(𝑠)𝑑𝑠.

Теорема 3.1. Нехай виконанi умови (3.2), (3.3) i 𝑢 невiд’ємний слаб-

кий розв’язок рiвняння (3.1), припустимо також, що 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑅1
+)

i 𝑓
′
(𝑢) ≥ 0. Зафiксуємо точку (𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 i нехай ста-

ла 𝜎 ∈ (0, 1), 𝜏 ∈ (0,min(𝜃𝑝𝑛𝑛 , 𝑡
0, 𝑇 − 𝑡0)), 𝜃𝑖 ∈ (0, 𝜃𝑛) для

𝑖 ∈ 𝐼
′
= {𝑖 = 1, 𝑛 : 𝑚𝑖(𝑝𝑖 − 1) < 𝑚𝑛(𝑝𝑛 − 1)} i 𝜃𝑖 = 𝜃𝑛 для

𝑖 ∈ 𝐼
′′
= {𝑖 = 1, 𝑛 : 𝑚𝑖(𝑝𝑖 − 1) = 𝑚𝑛(𝑝𝑛 − 1)}. Тодi iснують додатнi

сталi 𝑐1, 𝑐2, якi залежать лише вiд 𝑛, 𝜈1, 𝜈2,𝑚1, ...,𝑚𝑛, 𝑝1, ..., 𝑝𝑛, що ви-

конується

𝑢(𝑥0, 𝑡0) ≤ (𝜏−1𝜌𝑝𝑛)
1

𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−1 +
∑︁
𝑖∈𝐼 ′

(𝜃−1
𝑖 𝜃

𝑝𝑛
𝑝𝑖
𝑛 )

𝑝𝑖
𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−𝑚𝑖(𝑝𝑖−1) , (3.5)

або

Φ(𝜎𝜃, 𝜎𝜏) ≤ 𝑐1(1− 𝜎)−𝑐2𝜃−𝑝𝑛
𝑛 𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀𝑚𝑛𝑝𝑛−1

𝑢 (𝜃, 𝜏). (3.6)

У випадку, коли 𝐼
′

пуста множина, тобто

𝑚1(𝑝1 − 1) = 𝑚2(𝑝2 − 1) = ... = 𝑚𝑛(𝑝𝑛 − 1), або справедлива оцiн-

ка

𝑢(𝑥0, 𝑡0) ≤ (𝜏−1𝜃𝑝𝑛𝑛 )
1

𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−1 , (3.7)

або (3.5) має мiсце.

Цiкаво отримати бiльш точну верхню оцiнку розв’язкiв. Для цього

скористаємося наступною додатковою умовою. Будемо казати, що неспа-

дна неперервна функцiя 𝜓 задовольняє умовi (𝐴), якщо для будь-якого

𝜀 ∈ (0, 1) iснує таке значення 𝑢0(𝜀) ≥ 1, що справедлива нерiвнiсть

𝜓(𝜀𝑢) ≤ 𝜀𝜇𝜓(𝑢), (𝐴)

з деякою сталою 𝜇 > 0 i для всiх 𝑢 ≥ 𝑢0(𝜀).

Твердження 3.1. Нехай виконанi умови (3.2), (3.3) i 𝑢 невiд’ємний

слабкий розв’язок рiвняння (3.1), 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑅1
+) та 𝑓

′
(𝑢) ≥ 0. Нехай 𝜕Ω𝑇



69

параболiчна межа областi Ω𝑇 , припустимо, що lim
(𝑥,𝑡)→𝜕Ω𝑇

𝑢(𝑥, 𝑡) = +∞ i

має мiсце нерiвнiсть з деякими сталими 0 ≤ 𝑎 ≤ 1, 𝑐 > 0

𝛿(𝑢) =
𝐹 (𝑢)

𝑓(𝑢)
≤ 𝑐 𝑢𝑎. (3.8)

Нехай 𝜓(𝑢) = 𝑢−1Φ
1

𝑚𝑛𝑝𝑛+𝑎−1 (𝑢) задовольняє умовi (𝐴), (𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 i

8𝜌 = 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥0, 𝜕Ω). Зафiксуємо 𝜏 ∈ (0,min(𝜌𝑝𝑛, 𝑡0, 𝑇 − 𝑡0)) i 𝜃𝑖 ∈ (0, 𝜌)

для 𝑖 ∈ 𝐼
′
, тодi iснує така додатня стала 𝑐3, яка залежить тiльки

вiд вiдомих параметрiв 𝑛, 𝜈1, 𝜈2,𝑚1, ...,𝑚𝑛, 𝑝1, ..., 𝑝𝑛, що або справедлива

нерiвнiсть (3.6), або

Φ(𝑢(𝑥0, 𝑡0)) ≤ 𝑐3𝜃
−𝑝𝑛
𝑛 𝑢𝑚𝑛𝑝𝑛+𝑎−1(𝑥0, 𝑡0). (3.9)

З iншого боку, якщо множина 𝐼
′

пуста, тобто

𝑚1(𝑝1 − 1) = 𝑚2(𝑝2 − 1) = ... = 𝑚𝑛(𝑝𝑛 − 1) i 𝜓(𝑢) = 𝑢−1Φ
1

𝑚𝑛𝑝𝑛+𝑎−1 (𝑢)

задовольняє умовi (𝐴), тодi або виконується оцiнка (3.7), або (3.9) має

мiсце.

Приклад 3.1. Першим приклад функцiї 𝑓 , яка задовольняє умовам Твер-

дження 3.1, є 𝑢𝑞, 𝑞 > 𝑚𝑛(𝑝𝑛 − 1) з 𝑎 = 1. Припустимо для простоти, що

dist(𝑥0, 𝜕Ω) = |𝑥0|, i обираючи 𝜏, 𝜃𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼
′
з умов(︀

𝜏−1𝜌𝑝𝑛
)︀ 1

𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−1 𝜌−
𝑝𝑛

𝑞−𝑚𝑛(𝑝𝑛−1) ,(︁
𝜃−1
𝑖 𝜌

𝑝𝑛
𝑝𝑖

)︁ 𝑝𝑖
𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−𝑚𝑖(𝑝𝑖−1)

= 𝜌−
𝑝𝑛

𝑞−𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)

отримаємо, що

𝜏 = 𝜌
𝑝𝑛(𝑞−1)

𝑞−𝑚𝑛(𝑝𝑛−1) ,

𝜃𝑖 = 𝜌
𝑝𝑛
𝑝𝑖

𝑞−𝑚𝑖(𝑝𝑖−1)

𝑞−𝑚𝑛(𝑝𝑛−1) .

З нерiвностей (3.5), (3.9) виводимо, що справедлива оцiнка

𝑢(𝑥0, 𝑡0) ≤ 𝑐

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑥0𝑖 |
𝑝𝑖

𝑞−𝑚𝑖(𝑝𝑖−1) + (𝑡0)
1

𝑞−1

)︃−1

.

У випадку, коли 𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑛 = 1 нерiвнiсть була отримана

у роботi [95].
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Приклад 3.2. Наведемо ще один приклад функцiї 𝑓 , яка задовольняє

умовам Твердження 3.1. Це експоненцiальна функцiя: 𝑓(𝑢) = 𝑒𝑢 з 𝑎 = 0.

Будемо вважати, що (8𝜌)𝑝𝑛 = |𝑥0|𝑝𝑛 + 𝑡0. Оберемо 𝜏, 𝜃𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼
′
з умов(︀

𝜏−1𝜌𝑝𝑛
)︀ 1

𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−1 =
(︁
𝜃−1
𝑖 𝜌

𝑝𝑛
𝑝𝑖

)︁ 𝑝𝑖
𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−𝑚𝑖(𝑝𝑖−1)

= ln(1 + 𝜌−𝑝𝑛),

тодi з (3.5), (3.9) отримаємо оцiнку

𝑢(𝑥(0), 𝑡(0)) ≤ 𝑐| ln(|𝑥(0)|𝑝𝑛 + 𝑡(0))|.

Для анiзотропного випадку ця оцiнка є новою.

Твердження 3.2. Нехай виконанi умови (3.2), 𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑛 = 1,

2 < 𝑝 = 𝑝1 = 𝑝2 = ... = 𝑝𝑛 i 𝑢 невiд’ємний слабкий розв’язок

рiвняння (3.1), припустимо також, що 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑅1
+), 𝑓

′ ≥ 0 i фун-

кцiя Ψ(𝑢) = 𝑢−1Φ
1
𝑝 (𝑢) задовольняє умовi (𝐴). Нехай (𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 i

𝑄8𝜌,8𝜏(𝑥
0, 𝑡0) ⊂ Ω𝑇 , тодi iснує така додатня стала 𝑐4, яка залежить

тiльки вiд 𝑛, 𝜈1, 𝜈2, 𝑝, що справедлива або оцiнка

𝑢(𝑥0, 𝑡0) ≤ (𝜏−1𝜌𝑝)
1

𝑝−2 ,

або

Φ(𝑢(𝑥, 𝑡)) ≤ 𝑐4𝜌
−𝑝𝑢𝑝(𝑥, 𝑡),

для майже всiх точок (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝜌,𝜏(𝑥
0, 𝑡0).

3.1.1 Допомiжнi результати

Зафiксуємо довiльну точку (𝑥̄, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , для будь-яких

𝜂1, ..., 𝜂𝑛 > 0, 𝜂 = (𝜂1, ..., 𝜂𝑛) i 𝑠 > 0 визначимо цилiндри

𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡) := 𝑄𝜂(𝑥̄)× (𝑡− 𝑠, 𝑡+ 𝑠), щоб 𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡) ⊂ Ω𝑇 , через 𝜁 позначимо

невiд’ємну кусково-гладку функцiю, що обертається в 0 на параболiчнiй

межi 𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡). Будемо вважати, що

2 ≤ 𝑝1 ≤ ... ≤ 𝑝𝑛−1 < 𝑝𝑛, min
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖 > 1, 𝑚𝑛(𝑝𝑛−1) ≤ 1+
𝜅

𝑛
, 𝑝 < 𝑛. (3.10)

Через 𝛾 позначемо сталу, яка залежить тiльки вiд 𝑛, 𝜈1, 𝜈2, 𝑝1,

..., 𝑝𝑛,𝑚1, ...,𝑚𝑛 i змiнюється вiд рядка до рядка.
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Лема 3.1. Нехай 𝑢 - невiд’ємний слабкий розв’язок рiвняння (3.1)

i нехай виконанi умови (3.2), (3.3). Тодi для кожного цилiндру

𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡) ⊂ Ω𝑇 i для кожної додатньої сталої 𝑘 виконується нерiв-

нiсть

sup
|𝑡−𝑡|<𝑠

∫︁
𝑄𝜂(𝑥̄)

(Φ(𝑢)− 𝑘)2+𝜁
𝑝𝑛𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘,𝜂,𝑠

𝑔2(𝑢)𝑢(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)|𝑢𝑥𝑖
|𝑝𝑖𝜁𝑝𝑛𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁∫︁
𝐴𝑘,𝜂,𝑠

𝑓(𝑢)𝑔(𝑢)(Φ(𝑢)− 𝑘)+𝜁
𝑝𝑛𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑘,𝜂,𝑠

(Φ(𝑢)− 𝑘)2+|𝜁𝑡|𝜁𝑝𝑛−1𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘,𝜂,𝑠

(Φ(𝑢)− 𝑘)2+𝛿
𝑝𝑖−2(𝑢)𝑢(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)|𝜁𝑥𝑖

|𝑝𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡, (3.11)

де 𝐴𝑘,𝜂,𝑠 = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡) : Φ(𝑢) > 𝑘}.

Доведення. В iнтегральну тотожнiсть (3.4) пiдставимо пробну функцiю

𝜙 = (Φ(𝑢)− 𝑘)+𝑔(𝑢)𝜁
𝑝. Застосувавши умову (3.2), отримаємо

sup
|𝑡−𝑡|<𝑠

∫︁
𝑄𝜂(𝑥̄)

(Φ(𝑢)− 𝑘)2+𝜁
𝑝𝑛𝑑𝑥+

∫︁∫︁
𝐴𝑘,𝜂,𝑠

𝑓(𝑢)𝑔(𝑢)(Φ(𝑢)− 𝑘)+𝜁
𝑝𝑛𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘,𝜂,𝑠

(︁
𝑔2(𝑢) + 𝑔

′
(𝑢)(Φ(𝑢)− 𝑘)+

)︁
𝑢(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)|𝑢𝑥𝑖

|𝑝𝑖𝜁𝑝𝑛𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑘,𝜂,𝑠

(Φ(𝑢)− 𝑘)2+|𝜁𝑡|𝜁𝑝𝑛−1𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘,𝜂,𝑠

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑔2(𝑢)𝑢(𝑚𝑗−1)(𝑝𝑗−1)|𝑢𝑥𝑗
|𝑝𝑗𝜁𝑝𝑛

)︃1− 1
𝑝𝑖

×

×𝑔
2
𝑝𝑖
−1
(𝑢)𝑢

(𝑚𝑖−1)
𝑝𝑖−1

𝑝𝑖 (Φ(𝑢)− 𝑘)+|𝜁𝑥𝑖
|𝜁

𝑝𝑛
𝑝𝑖
−1
𝑑𝑥𝑑𝑡.

З останньої формули, використовуючи нерiвнiсть Юнга з показника-

ми 𝑝𝑖,
𝑝𝑖

𝑝𝑖−1 i очевидну нерiвнiсть
Φ(𝑢)
𝑔(𝑢) ≤ 𝛿(𝑢), приходимо до оцiнки (3.11).
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3.1.2 Доведення теореми 3.1

Розглянемо цилiндр 𝑄𝜃,𝜏(𝑥
0, 𝑡0) i нехай (𝑥̄, 𝑡) довiльна точка у

𝑄𝜎𝜃,𝜎𝜏(𝑥
0, 𝑡0). Якщо

𝑢(𝑥0, 𝑡0)≥(𝜏−1𝜌𝑝𝑛)
1

𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−1 +
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(︁
𝜃−1
𝑖 𝜌

𝑝𝑛
𝑝𝑖

)︁ 𝑝𝑖
𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−𝑚𝑖(𝑝𝑖−1)

,

тодi

𝑀𝑢(𝜃, 𝜏)=max(𝑀𝑢(𝜃, 𝜏), 𝛿(𝜃, 𝜏))≥(𝜏−1𝜌𝑝𝑛)
1

𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−1+
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(︁
𝜃−1
𝑖 𝜌

𝑝𝑛
𝑝𝑖

)︁ 𝑝𝑖
𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)−𝑚𝑖(𝑝𝑖−1)

,

i отже 𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡) ⊂ 𝑄𝜃,𝜏(𝑥
0, 𝑡0), де 𝑠 = (1 − 𝜎)𝜃𝑝𝑛𝑛 𝑀

1−𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)
𝑢 (𝜃, 𝜏),

𝜂𝑖 = (1 − 𝜎)𝜃
𝑝𝑛
𝑝𝑖
𝑛 𝑀

𝑚𝑖(𝑝𝑖−1)−𝑚𝑛(𝑝𝑛−1)
𝑢 (𝜃, 𝜏), 𝑖 = 1, 𝑛. Для фiксованої ста-

лої 𝑘 > 0 i 𝑙, 𝑗 = 0, 1, 2... визначимо 𝛼𝑙 = 1
4(1 + 2−1 + ... + 2𝑙),

𝜂𝑖,𝑗,𝑙 = (𝛼𝑙 + 1
42

−𝑗−𝑙−1)𝜂𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝜂𝑗,𝑙 = (𝜂1,𝑗,𝑙, ..., 𝜂𝑛,𝑗,𝑙),

𝑠𝑗,𝑙 = (𝛼𝑙 + 1
42

−𝑗−𝑙−1)𝑠, 𝑘𝑗 = 𝑘(1 − 2−𝑗), 𝑄𝑗,𝑙 = 𝑄𝜂𝑗,𝑙,𝑠𝑗,𝑙(𝑥̄, 𝑡),

𝐴𝑘𝑗 ,𝑗,𝑙 = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑗,𝑙 : 𝐹 (𝑢) > 𝑘𝑗}. Нехай 𝜁𝑗 ∈ 𝐶∞
0 (𝑄𝑗,𝑙),

0 ≤ 𝜁𝑗 ≤ 1, 𝜁𝑗 = 1 у 𝑄𝑗+1,𝑙,
⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
≤ 𝛾2𝑗+𝑙−1𝜂𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛,

⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
≤ 𝛾2𝑗+𝑙𝑠−1.

Застосувавши нерiвнiсть Гьольдера i лему 1.3, отримаємо∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

(︀
Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)

2
+𝜁

𝑝𝑛
𝑗

)︀𝑛+1
𝑛 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑛

𝑛+1

|𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙|
1

𝑛+1 ≤

≤

⎛⎜⎜⎝
𝑡+𝑠𝑗,𝑙∫︁

𝑡−𝑠𝑗,𝑙

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

(︀
Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)

2
+𝜁

𝑝𝑛
𝑗

)︀ 𝑛
𝑛−1 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
𝑛−1
𝑛

×

×

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝜁

𝑝𝑛
𝑗 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑛

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑛

𝑛+1

|𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙|
1

𝑛+1 ≤
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≤ 𝛾

⎛⎜⎝ sup
|𝑡−𝑡|<𝑠𝑗,𝑙

∫︁
𝑄𝜂𝑗,𝑙

(𝑥̄)

(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝜁

𝑝𝑛
𝑗 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1

𝑛+1

×

×

⎛⎜⎜⎝
𝑡+𝑠𝑗,𝑙∫︁

𝑡−𝑠𝑗,𝑙

𝑛∏︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙

×𝑡

⃒⃒⃒(︀
(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)

2
+𝜁

𝑝𝑛
𝑗

)︀
𝑥𝑖

⃒⃒⃒
𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑛

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑛

𝑛+1

|𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙|
1

𝑛+1

≤ 𝛾

⎛⎜⎝ sup
|𝑡−𝑡|<𝑠𝑗,𝑙

∫︁
𝑄𝜂𝑗,𝑙

(𝑥̄)

(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝜁

𝑝𝑛
𝑗 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1

𝑛+1

×

×
𝑛∏︁

𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙

⃒⃒⃒(︀
(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)

2
+𝜁

𝑝𝑛
𝑗

)︀
𝑥𝑖

⃒⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑛

𝑛+1

|𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙|
1

𝑛+1 .

(3.12)

Використовуючи нерiвностi Φ(𝑢) − 𝑘𝑗 ≥ 𝑘
2𝑗+1 , яка справедлива на

множинi 𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙, i
Φ(𝑢)
𝑔(𝑢) ≤ 𝛿(𝑢), оцiнимо другий множник у правiй частинi

(3.12):∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙

⃒⃒⃒(︀
(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)

2
+𝜁

𝑝𝑛
𝑗

)︀
𝑥𝑖

⃒⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙

𝑔(𝑢)(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)+|𝑢𝑥𝑖
|𝜁𝑝𝑛𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+ 𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙

(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜁𝑝𝑛−1
𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙

(𝑔(𝑢))
2(𝑝𝑖−1)

𝑝𝑖 (𝑔(𝑢))
2
𝑝𝑖×

×(𝑔(𝑢))−1(Φ(𝑢)−𝑘𝑗+1)
𝑝𝑖−1

𝑝𝑖
+ (Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)

1
𝑝𝑖
+ 𝑢

(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)

𝑝𝑖 𝑢
− (𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)

𝑝𝑖 |𝑢𝑥𝑖
|𝜁𝑝𝑛𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+ 𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙

(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜁𝑝𝑛−1
𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑘
−𝑝𝑖−1

𝑝𝑖

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙

𝑔2(𝑢)𝑢(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)|𝑢𝑥𝑖
|𝑝𝑖𝜁𝑝𝑛𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝𝑖

×

×

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙

(︂
Φ(𝑢)

𝑔(𝑢)

)︂ 𝑝𝑖
𝑝𝑖−1

𝑔(𝑢)𝑢𝑚𝑛−𝑚𝑖𝑓(𝑢)(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗)+𝜁
𝑝𝑛
𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑝𝑖−1

𝑝𝑖

+
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+ 𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗)
2
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜁𝑝𝑛−1
𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑘
−𝑝𝑖−1

𝑝𝑖𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀
𝑚𝑛−𝑚𝑖

𝑝𝑖
(𝑝𝑖−1)

𝑢 (𝜃, 𝜏)

⎛⎜⎝∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

𝑔2(𝑢)𝑢(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)|𝑢𝑥𝑖
|𝑝𝑖𝜁𝑝𝑛𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝𝑖

×

×

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

𝑔(𝑢)𝑓(𝑢)(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗)+𝜁
𝑝𝑛
𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1− 1

𝑝𝑖

+

+𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗)
2
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡. (3.13)

Комбiнуючи оцiнки (3.12), (3.13), будемо мати

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

⎛⎜⎝ sup
|𝑡−𝑡|<𝑠𝑗,𝑙

∫︁
𝑄𝜂𝑗,𝑙

(𝑥̄)

(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝜁

𝑝𝑛
𝑗 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1

𝑛+1

×

×
𝑛∑︁

𝑖=1

⎛⎜⎝2𝑗𝛾𝑘
−𝑝𝑖−1

𝑝𝑖 𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀
𝑚𝑛−𝑚𝑖

𝑝𝑖
(𝑝𝑖−1)

𝑢 (𝜃, 𝜏)

⎛⎜⎝∫︁∫︁
𝐴𝑘,𝜂,𝑠

(Φ(𝑢)− 𝑘)2+|𝜁𝑡|𝜁𝑝𝑛−1𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘,𝜂,𝑠

(Φ(𝑢)− 𝑘)2+𝛿
𝑝𝑖−2(𝑢)𝑢(𝑚𝑖−1)(𝑝𝑖−1)|𝜁𝑥𝑖

|𝑝𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠ +

+

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗)
2
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑛

𝑛+1

|𝐴𝑘𝑗+1,𝑗,𝑙|
1

𝑛+1 . (3.14)

Обираючи 𝑘 з умови

𝑘 ≥ 𝜃−𝑝𝑛
𝑛 𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀𝑚𝑛𝑝𝑛−1

𝑢 (𝜃, 𝜏)

та використовуючи лему 1.1, з (3.14) маємо

𝑦𝑗+1,𝑙 =

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

(Φ(𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤
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≤ 𝛾(1− 𝜎)−𝛾2(𝑗+𝑙)𝛾𝑘−
2

𝑛+1 |𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡)|−
1

𝑛+1 𝑦
1+ 1

𝑛+1

𝑗,𝑙 .

Нехай 𝑄𝑙 = 𝑄𝛼𝑙𝜂,𝛼𝑙𝑠,Φ𝑙 = sup
𝑄𝑙

Φ(𝑢), з леми 1.1 випливає, що 𝑦𝑗,𝑙 → 0,

коли 𝑗 → ∞, за умови, що 𝑘 задовольняє рiвностi

𝑘2 = 𝛾(1− 𝜎)−𝛾2𝛾𝑙 |𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡)|−1

∫︁∫︁
𝑄𝑙+1

Φ2(𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑡.

Якщо 𝜀 ∈ (0, 1), 𝑙 = 0, 1, 2..., тодi з попередньої нерiвностi отримаємо

Φ𝑙 ≤ 𝛾𝜃−𝑝𝑛
𝑛 𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀𝑚𝑛𝑝𝑛−1

𝑢 (𝜃, 𝜏)+

+ 𝛾(1− 𝜎)−𝛾2𝛾𝑙𝛿
1
2 (𝜃, 𝜏)𝑀

𝑚𝑛−1
2

𝑢 (𝜃, 𝜏)Φ
1
2

𝑙+1 |𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡)|−
1
2 ×

×

⎛⎜⎜⎝ ∫︁∫︁
𝑄𝜂

2 , 𝑠2
(𝑥̄,𝑡)

𝑓(𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠
1
2

≤ 𝜀Φ𝑙+1 + 𝛾𝜃−𝑝𝑛
𝑛 𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀𝑚𝑛𝑝𝑛−1

𝑢 (𝜃, 𝜏)+

+ 𝛾𝜀−1(1− 𝜎)−𝛾2𝛾𝑙𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀𝑚𝑛−1
𝑢 (𝜃, 𝜏) |𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡)|−1

∫︁∫︁
𝑄𝜂

2 , 𝑠2
(𝑥̄,𝑡)

𝑓(𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑡.

За допомогою iтерацiй приходимо до оцiнки

Φ(𝑢(𝑥̄, 𝑡)) ≤ Φ0 ≤ 𝜀𝑙Φ𝑙+𝛾𝜀
−1𝜎−𝛾

𝑙−1∑︁
𝑖=0

(𝜀2𝛾)𝑖×

×

⎛⎜⎜⎝𝜃−𝑝𝑛
𝑛 𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀𝑚𝑛𝑝𝑛−1

𝑢 (𝜃, 𝜏)+𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀𝑚𝑛−1
𝑢 (𝜃, 𝜏) |𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡)|−1

∫︁∫︁
𝑄𝜂

2 , 𝑠2
(𝑥̄,𝑡)

𝑓(𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠,
для кожного 𝑙 ≥ 1.

Оберемо 𝜀 = 2−𝛾−1, щоб сума у правiй частинi попередньої нерiвностi

була збiжним рядом, коли 𝑙 → ∞:

Φ(𝑢(𝑥̄, 𝑡)) ≤ 𝛾(1−𝜎)−𝛾𝜃−𝑝𝑛
𝑛 𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀𝑚𝑛𝑝𝑛−1

𝑢 (𝜃, 𝜏)𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾(1− 𝜎)−𝛾𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀𝑚𝑛−1
𝑢 (𝜃, 𝜏) |𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡)|−1

∫︁∫︁
𝑄𝜂

2 , 𝑠2
(𝑥̄,𝑡)

𝑓(𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑡. (3.15)

Нехай 𝜉 ∈ 𝐶∞
0 (𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡)), 0 ≤ 𝜉 ≤ 1, 𝜉 = 1 у 𝑄𝜂

2 ,
𝑠
2
(𝑥̄, 𝑡),⃒⃒⃒

𝜕𝜉
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
≤ 𝛾𝜂−1

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛,
⃒⃒⃒
𝜕𝜉
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
≤ 𝛾𝑠−1. Щоб оцiнити iнтеграл у правiй ча-

стинi формули (3.15) в iнтегральну тотожнiсть (3.4) пiдставимо функцiю
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𝜙 = 𝑢
𝑢+𝜀𝜉

𝑝𝑛. Використовуючи умову (3.2), нерiвнiсть Гьольдера i перехо-

дячи до границi, коли 𝜀→ 0, отримаємо∫︁∫︁
𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄,𝑡)

𝑓(𝑢)𝜉𝑝𝑛𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄,𝑡)

𝑢|𝜉𝑡|𝜉𝑝𝑛−1𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

⎛⎜⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁∫︁
𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄,𝑡)

|𝑢𝑥𝑖
|𝑝𝑗𝜉𝑝𝑛𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1− 1

𝑝𝑖

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄,𝑡)

|𝜉𝑥𝑖
|𝑝𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑝𝑖

.

Тепер пiдставляючи в iнтегральну тотожнiсть (3.4) пробну функцiю

𝜙 = 𝑢𝜉𝑝𝑛, використовуючи умову (3.2) i нерiвнiсть Юнга, матимемо∫︁∫︁
𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄,𝑡)

𝑓(𝑢)𝜉𝑝𝑛𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾𝑀𝑢(𝜃, 𝜏)|𝑄𝜂(𝑥̄)|. (3.16)

Комбiнуючи нерiвностi (3.15), (3.16), приходимо до оцiнки

Φ(𝑢(𝑥̄, 𝑡)) ≤ 𝛾𝜎−𝛾𝜃−𝑝𝑛
𝑛 𝛿(𝜃, 𝜏)𝑀𝑚𝑛𝑝𝑛−1

𝑢 (𝜃, 𝜏). (3.17)

Оскiльки (𝑥̄, 𝑡) була довiльною точкою з цилiндру 𝑄𝜎𝜃,𝜎𝜏(𝑥
0, 𝑡0), тодi

з нерiвностi (3.17) виходить необхiдна оцiнка (3.6), що доводить

теорему 3.1.

3.1.3 Доведення твердження 3.1

Спочатку звернiмо увагу на нерiвнiсть, яка є безпосереднiм наслiдком

нашого вибору 𝜓

𝜓(𝑢)𝑣 ≤ 𝜀−1𝜓(𝑢)𝑢+ 𝜓(𝜀𝑣)𝑣, 𝜀, 𝑢, 𝑣 > 0. (3.18)

Дiйсно, якщо 𝑣 ≤ 𝜀−1𝑢, тодi 𝜓(𝑢)𝑣 ≤ 𝜀−1𝜓(𝑢)𝑢, i якщо 𝑣 ≥ 𝜀−1𝑢, тодi

𝜓(𝑢)𝑣 ≤ 𝜓(𝜀𝑣)𝑣, тобто в обох випадках нерiвнiсть (3.18) залишається

справедивою.

Для 𝑗 = 0, 1, 2... визначимо послiдовностi {𝜎𝑗}, {𝜃𝑗}, {𝑀𝑗} насту-

пним чином

𝜎𝑗 :=
1− 2−𝑗−1

1− 2−𝑗−2
, 𝜃𝑗 := (𝜃1𝑗, 𝜃2𝑗, ..., 𝜃𝑛𝑗),
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𝜃𝑖𝑗 = 𝜃𝑖

(︂
1 +

1

2
+ ...+

1

2𝑗

)︂
, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝑀𝑗 := sup

𝑄
𝜃𝑗(𝑥

(𝑜))

𝑢.

У випадку, коли нерiвнiсть (3.5) не виконується, використовуючи умову

(3.8) запишемо оцiнку (3.6) для пари цилiндрiв 𝑄𝜃𝑗(𝑥
0) i 𝑄𝜃𝑗+1

(𝑥0) :

𝑀𝑗𝜓(𝑀𝑗) ≤ 𝛾2𝑗𝛾𝜌−
𝑝𝑛

𝑚𝑛𝑝𝑛+𝑎−1𝑀𝑗+1.

Якщо 𝜀 ∈ (0, 1), тодi з (3.18), у випадку, коли 𝑢 = 𝑀𝑗, 𝑣 = 𝑀𝑗+1, отри-

маємо

𝜓(𝑀𝑗)𝑀𝑗+1 ≤ 𝜀−1𝜓(𝑀𝑗)𝑀𝑗 + 𝜓(𝜀𝑀𝑗+1)𝑀𝑗+1,

Комбiнуючи останнi двi нерiвностi, будемо мати

𝜓(𝑀𝑗) ≤ 𝜓(𝜀𝑀𝑗+1) +
1

𝜀

𝜓(𝑀𝑗)𝑀𝑗

𝑀𝑗+1
≤ 𝜓(𝜀𝑀𝑗+1) + 𝜀−1𝛾2𝑗𝛾𝜌−

𝑝𝑛
𝑚𝑛𝑝𝑛+𝑎−1 .

Використаємо тепер умову (𝐴), яка приведе до реккурентних спiв-

вiдношень

𝜓(𝑀𝑗) ≤ 𝜀𝜇𝜓(𝑀𝑗+1) + 𝜀−1𝛾2𝑗𝛾𝜌−
𝑝𝑛

𝑚𝑛𝑝𝑛+𝑎−1 , 𝑗 = 0, 1, 2...

Шляхом iтерацiй, отримаємо

𝜓(𝑀𝑜) ≤ 𝜀𝑗𝜇𝜓(𝑀𝑗) + 𝜀−1𝛾𝜌−
𝑝𝑛

𝑚𝑛𝑝𝑛+𝑎−1

𝑗−1∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖𝜇2𝑖𝛾,

для кожного 𝑗 ≥ 1.

Оберемо 𝜀𝜇 = 2−𝛾−1, щоб ряд у правiй частинi останньої нерiвностi

був збiжним i перейдемо до границi, коли 𝑗 → ∞ :

𝜓(𝑢(𝑥0)) ≤ 𝜓(𝑀𝑜) ≤ 𝛾𝜌−
𝑝𝑛

𝑚𝑛𝑝𝑛+𝑎−1 .

Це доводить твердження 3.1.

3.2 Оцiнки типу Келлера-Оссермана для анiзотропного пара-

болiчного рiвняння з абсорбцiєю

Розглянемо розв’язки квазiлiнiйного параболiчного рiвняння в диверген-

тному виглядi

𝑢𝑡 − div𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) + 𝑎0(𝑢) = 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , (3.19)
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якi задовольняють початкову умову

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω ∖ {0}, (3.20)

де Ω𝑇 = Ω× (0, 𝑇 ), Ω− обмежена область в 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2, 0 < 𝑇 <∞.

Будемо вважати, що коефiцiєнти рiвняння 𝐴 = (𝑎1, ..., 𝑎𝑛) i 𝑎0 задо-

вольняють умовi Каратеодорi та структурним нерiвностям

𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜉)𝜉 ≥ 𝜈1

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢|𝑚𝑖−1|𝜉𝑖|2,

|𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜉)| ≤ 𝜈2𝑢
(𝑚𝑖−1) 12

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

|𝑢|𝑚𝑗−1|𝜉𝑗|2
)︃ 1

2

, 𝑖 = 1, 𝑛, (3.21)

𝑎0(𝑢) ≥ 𝜈1𝑓(𝑢),

де 𝜈1, 𝜈2 додатнi сталi , 𝑓(𝑢)− неперервна, додатня функцiя та для пока-

зникiв 𝑚𝑖 справедливi нерiвностi

min
1≤𝑖≤𝑛

𝑚𝑖 > 1− 2

𝑛
, max

1≤𝑖≤𝑛
𝑚𝑖 < 𝑚+

2

𝑛
, (3.22)

де 𝑚 = 1
𝑛

𝑛∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖. Не втрачаючи спiльностi, будемо вважати, що

𝑚1 ≤ 𝑚2 ≤ . . . ≤ 𝑚𝑛.

Введемо необхiднi означення.

Означення 3.3. Будемо казати, що функцiя 𝜙 належить просто-

ру 𝑉2,𝑚(Ω𝑇 ), якщо 𝜙 ∈ 𝐶𝑙𝑜𝑐(0, 𝑇, 𝐿
1+𝑚−

𝑙𝑜𝑐 (Ω)) i має мiсце нерiвнiсть
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀∫︀
Ω𝑇

|𝜙|𝑚𝑖+𝑚−−2 |𝜙𝑥𝑖
|2 𝑑𝑥𝑑𝑡 <∞ з 𝑚− = min(𝑚1, 1).

Означення 3.4. Слабким розв’язком задачi (3.19), (3.20) будемо

називати невiд’ємну функцiю 𝑢(𝑥, 𝑡), яка задовольняє включенню

𝑢𝜓 ∈ 𝑉2,𝑚(Ω𝑇 ) ∩ 𝐿2
𝑙𝑜𝑐(0, 𝑇 ;𝑊

1,2(Ω)) та iнтегральнiй тотожностi∫︁
Ω

𝑢(𝑥, 𝜏)𝜓𝜙𝑑𝑥+

+

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

{−𝑢(𝜓𝜙)𝑡 + 𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)∇(𝜓𝜙) + 𝑎0(𝑢)𝜓𝜙} 𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0 (3.23)
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для будь-якої пробної функцiї 𝜙∈𝑊 1,2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;
𝑜

𝑊
1,2

(Ω)),

будь-якої функцiї 𝜓 з 𝐶1(Ω𝑇 ), яка обертається в нуль в околi точки

(0, 0) й для будь-якого 𝜏 ∈ (0, 𝑇 ) .

Щоб сформулювати головний результат пiдроздiлу вве-

демо позначення. Нехай (𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 , для довiльних

𝜏, 𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑛 > 0, 𝜃 = (𝜃1, ..., 𝜃𝑛) визначимо цилiндричну область

𝑄𝜃,𝜏(𝑥
0, 𝑡0):={(𝑥, 𝑡):

⃒⃒
𝑡− 𝑡0

⃒⃒
<𝜏,

⃒⃒
𝑥𝑖 − 𝑥0𝑖

⃒⃒
< 𝜃𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛} та позначимо

𝑀𝑢(𝜃, 𝜏) := sup
𝑄𝜃,𝜏 (𝑥0,𝑡0)

𝑢, 𝐹 (𝜃, 𝜏) := sup
𝑄𝜃,𝜏 (𝑥0,𝑡0)

𝐹 (𝑢), 𝐹 (𝑢) =
𝑢∫︀
0

𝑠𝑚
−−1 𝑓(𝑠)𝑑𝑠,

𝑚+ = max(𝑚𝑛, 1).

Теорема 3.2. Нехай виконанi умови (3.21), (3.22) i 𝑢− слаб-

кий невiд’ємний розв’язок рiвняння (3.19), припустимо також, що

𝑓 ∈ 𝐶1(𝑅1
+) i 𝑓

′
(𝑢) ≥ 0. Нехай (𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 , зафiксуємо 𝜎 ∈ (0, 1) i

нехай 𝑄8𝜃,8𝜏(𝑥
0, 𝑡0) ⊂ Ω𝑇 , 𝜌 =

{︃
𝜃𝑛, if 𝑚𝑛 > 1,

𝜏
1
2 , if 𝑚𝑛 < 1.

Тодi iснують такi до-

датнi сталi 𝑐4, 𝑐5, якi залежать тiльки вiд 𝑛, 𝜈1, 𝜈2,𝑚1, ...,𝑚𝑛, що або

справедлива нерiвнсть

𝑢(𝑥0, 𝑡0) ≤
(︂
𝜃2𝑛
𝜏

)︂ 1
𝑚𝑛−1

+
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(︂
𝜌

𝜃𝑖

)︂ 2
𝑚+−𝑚𝑖

, (3.24)

або

(𝑀𝑢(𝜎𝜃, 𝜎𝜏))
1−𝑚−+𝑛(𝑚−𝑚−)

2 𝐹 (𝑀𝑢(𝜎𝜃, 𝜎𝜏)) ≤

≤ 𝑐4(1− 𝜎)−𝛾𝜌−2(𝑀𝑢(𝜃, 𝜏))
𝑚++1+𝑛(𝑚−𝑚−)

2 . (3.25)

Якщо виконується умова

𝐹 (𝜀𝑢) ≤ 𝜀𝑚
++𝑚−+𝛽𝐹 (𝑢), 𝛽 > 0, (3.26)

тодi

𝐹 (𝑀𝑢(𝜃, 𝜏)) ≤ 𝑐5(1− 𝜎)−𝛾𝑀𝑚++𝑚−

𝑢 (𝜃, 𝜏)𝜌−2, (3.27)

Приклад 3.3. Прикладом функцiї 𝑓 , яка задовольняє умовi (3.26), є

степенева фцнкцiя 𝑢𝑞, 𝑞 ≥ 𝑚 + 2
𝑛 . Припускаючи для простоти, що

dist(𝑥0, 𝜕Ω) = |𝑥0|, й обираючи 𝜏, 𝜃𝑖, з умов
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∙ 𝑚𝑛 > 1:
(︁
𝜃2𝑛
𝜏

)︁ 1
𝑚𝑛−1

= 𝜃
− 2

𝑞−𝑚𝑛
𝑛 , тобто 𝜏= 𝜃

2(𝑞−1)
𝑞−𝑚𝑛
𝑛 ,

(︁
𝜃𝑛
𝜃𝑖

)︁ 2
𝑚𝑛−𝑚𝑖 = 𝜃

− 2
𝑞−𝑚𝑛

𝑛 =⇒

𝜃𝑖 = 𝜃
𝑞−𝑚𝑖
𝑞−𝑚𝑛
𝑛 ,

∙ 𝑚𝑛 < 1:
(︁
𝜃2𝑛
𝜏

)︁ 1
𝑚𝑛−1

= 𝜏−
1

𝑞−𝑚𝑛 , тобто 𝜏= 𝜃
2(𝑞−1)
𝑞−𝑚𝑛
𝑛 ,

(︁
𝜏
1
2

𝜃𝑖

)︁ 2
1−𝑚𝑖

= 𝜏−
1

𝑞−1 =⇒

𝜃𝑖 = 𝜏
𝑞−𝑚𝑖
2(𝑞−1) ,

i нерiвностей (3.24), (3.27) отримаємо оцiнку

𝑢(𝑥0, 𝑡0) ≤ 𝑐

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑥0𝑖 |
2

𝑞−𝑚𝑖 + (𝑡0)
1

𝑞−1

)︃−1

. (3.28)

3.2.1 Iнтегральнi оцiнки розв’язкiв

Розглянемо цилiндр 𝑄𝜃,𝜏(𝑥
0, 𝑡0) i нехай (𝑥̄, 𝑡) довiльна точка у

𝑄𝜎𝜃,𝜎𝜏(𝑥
0, 𝑡0). Якщо

𝑢(𝑥0, 𝑡0) ≥
(︂
𝜃2𝑛
𝜏

)︂ 1
𝑚𝑛−1

+
𝑛−1∑︁
𝑖=1

(︂
𝜌

𝜃𝑖

)︂ 2
𝑚+−𝑚𝑖

,

тодi

𝑀𝑢(𝜃, 𝜏) = max(𝑀𝑢(𝜃, 𝜏), 𝛿(𝜃, 𝜏)) ≥ (𝜏−1𝜃𝑛)
1

𝑚𝑛−1 +
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝜃−1
𝑖 𝜌)

2
𝑚+−𝑚𝑖 ,

i отже 𝑄𝜂,𝑠(𝑥̄, 𝑡) ⊂ 𝑄𝜃,𝜏(𝑥
0, 𝑡0), де 𝑠 = (1 − 𝜎)𝑀 1−𝑚+

𝑢 (𝜃, 𝜏)𝜌2,

𝜂𝑖 = (1 − 𝜎)𝑀
𝑚𝑖−𝑚+

2
𝑢 (𝜃, 𝜏)𝜌, 𝑖 = 1, 𝑛. Введемо наступнi позначення

для фiксованого 𝑘 > 0 i 𝑙, 𝑗 = 0, 1, 2... 𝛼𝑙 = 1
4(1 + 2−1 + ... + 2−𝑙),

𝑘𝑗 = 𝑘(1 − 2−𝑗), 𝜂𝑖,𝑗,𝑙 = (𝛼𝑙 + 1
42

−𝑗−𝑙−1)𝜂𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛,

𝜂𝑗,𝑙 = (𝜂1,𝑗,𝑙, ..., 𝜂𝑛,𝑗,𝑙), 𝑠𝑗,𝑙 = (𝛼𝑙 +
1
42

−𝑗−𝑙−1)𝑠, 𝑄𝑗,𝑙 = 𝑄𝜂𝑗,𝑙,𝑠𝑗,𝑙(𝑥̄, 𝑡),

𝐴𝑘𝑗 ,𝑗,𝑙 = {𝑥 ∈ 𝑄𝑗,𝑙(𝑥̄, 𝑡) : 𝐹 (𝑢) > 𝑘𝑗}. Нехай 𝜉𝑗 ∈ 𝐶∞
0 (𝑄𝑗,𝑙(𝑥̄, 𝑡)),

0 ≤ 𝜉𝑗 ≤ 1, 𝜉𝑗 = 1 у 𝑄𝑗+1,𝑙(𝑥̄, 𝑡),
⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
≤ 𝛾2𝑗+𝑙𝑠−1,

⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
≤ 𝛾2𝑗+𝑙𝜂−1

𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛.

Надалi через 𝛾 будемо позначати сталу, яка залежить тiльки вiд

𝑛, 𝜈1, 𝜈2,𝑚1, .., 𝑚𝑛 i може змiнюватись вiд рядка до рядка.

Лема 3.2. Нехай виконанi умови (3.21), (3.22) i 𝑢 слабкий невiд’ємний

розв’язок рiвняння (3.19). Тодi для будь-якого 𝑗 ≥ 0 справедлива насту-



81

пна нерiвнiсть

𝑙1−𝑚−

𝑗

∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

(𝑡)

(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗)
2
+𝜉

2
𝑗𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑙𝑚𝑖−𝑚−

𝑗

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

|∇((𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗)+)|2 𝜉2𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗)+𝑓
2(𝑢)𝜉2𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

𝛾𝑀𝑚+−𝑚−

𝑢 (𝜃, 𝜏)𝜌−2

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 (3.29)

де 𝑙𝑗 = 𝐹−1(𝑘𝑗), 𝑗 = 0, 1, 2, ...

Доведення. В iнтегральну тотожнiсть (3.23) пiдставимо функцiю

𝜙 = (𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗)+𝑓(𝑢)𝜉
2
𝑗 , використовуючи умову (3.21), отримаємо∫︁∫︁

𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

𝑢𝑡𝑓(𝑢)(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗)+𝜉
2
𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

𝑢𝑚𝑖+𝑚−−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝑓 2(𝑢)𝜉2𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗)+𝑓
2(𝑢)𝜉2𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗,𝑙

𝑢
𝑚𝑖−1

2

(︃
𝑛∑︁
𝑙=1

𝑢𝑚𝑙−1|𝑢𝑥𝑙
|2
)︃ 1

2

(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗)+𝑓(𝑢)𝜉𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡.

Звiдси, застосувавши нерiвнiсть Юнга i очевидну нерiвнiсть

𝑙𝑗 < 𝑢(𝑥, 𝑡) < 𝑀𝑢(𝜃, 𝜏) на 𝐴𝑘𝑗 ,𝑗,𝑙 приходимо до необхiдної оцiнки

(3.29).

3.2.2 Доведення теореми 3.2

Будемо використовувати лему 1.1 про геометричну збiжнiсть послiдовно-

стi чисел, у якостi 𝑌𝑗+1,𝑙 вiзьмемо
∫︀∫︀

𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

(𝐹 (𝑢)−𝑘𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡, застосувавши

нерiвнiсть Гьольдера, маємо

𝑌𝑗+1,𝑙 =

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤
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≤
⃒⃒
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

⃒⃒ 2
𝑛+2

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

((𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)+𝜉𝑗)
2(𝑛+2)

𝑛 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑛

𝑛+2

≤

≤
⃒⃒
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

⃒⃒ 2
𝑛+2

⎛⎜⎜⎝
𝑡∫︁

0

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

((𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)+𝜉𝑗)
2𝑛
𝑛−2𝑑𝑥

⎞⎟⎠
𝑛−2
𝑛

×

×

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

((𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝜉

2
𝑗𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2
𝑛

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑛

𝑛+2

.

Один з множникiв в останнiй нерiвностi винесемо з пiд знаку iнте-

грала, оцiнюючи суттєвим супремумом по 𝑡 i застосувавши лему 1.2 з

𝛼𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 𝑛, отримаємо∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤
⃒⃒
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

⃒⃒ 2
𝑛+2 ess sup

0<𝑡<𝑇

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙(𝑡)

(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝜉

2
𝑗𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2

𝑛+2

×

×

⎛⎜⎜⎝
𝑇∫︁

0

𝑛∏︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙(𝑡)

|((𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)+𝜉𝑗)𝑥𝑖
|2 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑛

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑛

𝑛+2

≤

≤
⃒⃒
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

⃒⃒ 2
𝑛+2 ess sup

0<𝑡<𝑇

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙(𝑡)

(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝜉

2
𝑗𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2

𝑛+2

×

×

⎛⎜⎝ 𝑇∫︁
0

𝑛∏︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙(𝑡)

|((𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)+)𝑥𝑖
|2 𝜉2𝑗𝑑𝑥+

+

∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙(𝑡)

(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑛

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠
𝑛

𝑛+2
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𝑌𝑗+1 ≤
⃒⃒
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

⃒⃒ 2
𝑛+2 ess sup

0<𝑡<𝑇

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙(𝑡)

(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+𝜉

2
𝑗𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2

𝑛+2

×

×

⎛⎜⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

|((𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)+)𝑥𝑖
|2 𝜉2𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1,𝑙

(𝐹 (𝑢)− 𝑘𝑗+1)
2
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
𝑛

⎞⎟⎟⎠
𝑛

𝑛+2

Позначимо 𝑄𝑙 = 𝑄𝛼𝑙𝜂,𝛼𝑙𝑠,𝑀𝑙 = sup
𝑄𝑙

𝑢, використовуючи (3.27), отримаємо

з леми 1.1, що 𝑦𝑗,𝑙 → 0, коли 𝑗 → ∞, що забезпечується вибором 𝑘 з

умови

𝑘2 = 𝛾2𝑙𝛾𝑙
𝑚−−1+𝑛(𝑚−−𝑚)

2

𝑗 𝑀
(𝑛+2)(𝑚+−𝑚−)

2

𝑙+1 (𝜃, 𝜏)𝜌−𝑛−2

∫︁∫︁
𝑄𝑙+1

𝐹 2(𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑡

Звiдси ми маємо

𝑀
1−𝑚−+𝑛(𝑚−𝑚−)

2

𝑙 𝐹 2(𝑀𝑙) ≤

≤ 𝛾(1− 𝜎)−𝛾2𝑙𝛾𝑀
(𝑛+2)(𝑚+−𝑚−)

2

𝑙+1 𝜌−𝑛−2

∫︁∫︁
𝑄𝑙+1

𝐹 2(𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑡

Зробивши перепозначення𝑀
1−𝑚−

2 +𝑛(𝑚−𝑚−)
4

𝑙 𝐹 (𝑀𝑙) =𝑀
𝑎
2

𝑙 𝐹 (𝑀𝑙) = Ψ𝑙, отри-

маємо оцiнку вигляду

Ψ2
𝑙 ≤ 𝛾(1− 𝜎)−𝛾2𝑙𝛾Ψ𝑙+1𝑀

(𝑛+2)(𝑚+−𝑚−)
2 −𝑎

2

𝑙+1 𝜌−𝑛−2

∫︁∫︁
𝑄𝑙+1

𝐹 (𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝜀Ψ2
𝑙+1 +

1

𝜀
(1− 𝜎)−𝛾𝛾2𝑙𝛾(𝑀𝑢(𝜃, 𝜏))

(𝑛+2)(𝑚+−𝑚−)−𝑎×

×𝜌−2(𝑛+2)

⎛⎜⎝∫︁∫︁
𝑄𝑙+1

𝐹 (𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
2
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Ψ2(𝑢(𝑥̄, 𝑡)) ≤ Ψ2
0 ≤ 𝜀𝑙Ψ2

𝑙 +
1

𝜀
𝛾(1− 𝜎)−𝛾

𝑙−1∑︁
𝑖=0

(𝜀2𝛾)𝑖×

×(𝑀𝑢(𝜃, 𝜏))
(𝑛+2)(𝑚+−𝑚−)−𝑎𝜌−2(𝑛+2)

⎛⎜⎝∫︁∫︁
𝑄𝑙+1

𝐹 (𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
2

Оберемо 𝜀 = 2−𝛾−1 i перейдемо до границi, коли 𝑙 → ∞:

(𝑢(𝑥̄, 𝑡))1−𝑚−+𝑛(𝑚−𝑚−)
2 𝐹 (𝑢(𝑥̄, 𝑡))) ≤

≤ 𝛾(1− 𝜎)−𝛾𝜌−𝑛−2(𝑀𝑢(𝜃, 𝜏))
(𝑛+2)(𝑚+−𝑚−)

2

∫︁∫︁
𝑄𝜂

2 , 𝑠2
(𝑥̄,𝑡)

𝑓(𝑢)𝑢𝑚
−
𝑑𝑥𝑑𝑡 (3.30)

Щоб оцiнити iнтеграл у правiй частинi нерiвностi (3.30), пiдставимо

в iнтегральну тотожнiсть функiю 𝜙 = 𝑢𝑚
−
𝜁2, використовуючи умову

(3.22) й нерiвнiсть Гьольдера, отримаємо∫︁∫︁
𝑄𝜂

2 , 𝑠2
(𝑥̄,𝑡)

𝑓(𝑢)𝑢𝑚
−
𝜁2𝑑𝑥𝑑𝑡≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝑄𝜂

2 , 𝑠2
(𝑥̄,𝑡)

𝑢𝑚
−+1|𝜁𝑡|𝜁𝑑𝑥𝑑𝑡+𝛾

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝑄𝜂

2 , 𝑠2
(𝑥̄,𝑡)

𝑢𝑚𝑖+𝑚−|𝜁𝑥𝑖
|2𝑑𝑥𝑑𝑡≤

≤ 𝛾𝜌−2𝑀𝑚++𝑚−

𝑢 (𝜃, 𝜏)|𝑄𝜂
2 ,

𝑠
2
(𝑥̄, 𝑡)| ≤ 𝛾𝜌𝑛𝑀

𝑚−+1+𝑚−𝑚+

2 𝑛
𝑢 (𝜃, 𝜏). (3.31)

Оскiльки (𝑥̄, 𝑡) є довiльною точкою у 𝑄𝜎𝜃,𝜎𝜏(𝑥
0, 𝑡0), з (3.30), (3.31)

приходимо до нерiвностi

(𝑀𝑢(𝜎𝜃, 𝜎𝜏))
1−𝑚−+𝑛(𝑚−𝑚−)

2 𝐹 (𝑀𝑢(𝜎𝜃, 𝜎𝜏)) ≤

≤ 𝛾(1− 𝜎)−𝛾𝜌−2(𝑀𝑢(𝜃, 𝜏))
𝑚++1+𝑛(𝑚−𝑚−)

2 . (3.32)

Визначимо такi послiдовностi {𝜎𝑗}, {𝜃𝑗}, {𝜏𝑗}, {𝑀𝑗} : 𝜎𝑗 := 1−2−𝑗−1

1−2−𝑗−2 ,

𝜃𝑗 := (𝜃1𝑗, 𝜃2𝑗, ..., 𝜃𝑛𝑗), 𝜃𝑖𝑗 = 𝜃𝑖
(︀
1 + 1

2 + ...+ 1
2𝑗

)︀
, 𝑖 = 1, 𝑛,

𝜏𝑗 = 𝜏
(︀
1 + 1

2 + ...+ 1
2𝑗

)︀
, 𝑀𝑗 := sup

𝑄𝜃𝑗 ,𝜏𝑗
(𝑥0)

𝑢, Γ(𝑀𝑗)=

[︂
𝐹 (𝑀𝑗)

𝑀𝑚++𝑚−
𝑗

]︂ 1

𝑚++1+
𝑛(𝑚−𝑚−)

2 .

Запишимо оцiнку (3.32) для пари цилiндрiв 𝑄𝜃𝑗 ,𝜏𝑗(𝑥
0, 𝑡0) й

𝑄𝜃𝑗+1,𝜏𝑗+1
(𝑥0, 𝑡0). Отже, маємо

𝑀𝑗Γ(𝑀𝑗) ≤ 𝛾(1− 𝜎)−𝛾2𝑗𝛾𝜌
−2

𝑚++1+
𝑛(𝑚−𝑚−)

2 𝑀𝑗+1.
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Якщо 𝜀 ∈ (0, 1), 𝜇 = 𝛽

𝑚++1+𝑛(𝑚−𝑚−)
2

, тодi можемо застосувати нерiв-

нiсть (3.18)

Γ(𝑀𝑙) ≤ Γ(𝜀𝑀𝑙+1) +
1

𝜀

Γ(𝑀𝑙)𝑀𝑙

𝑀𝑙+1
≤

≤ Γ(𝜀𝑀𝑙+1) + 𝜀−1𝛾(1− 𝜎)−𝛾2𝑙𝛾𝜌
−2

𝑚++1+
𝑛(𝑚−𝑚−)

2 ≤

≤ 𝜀𝜇Γ(𝑀𝑙+1) + 𝜀−1𝛾(1− 𝜎)−𝛾2𝑙𝛾𝜌
−2

𝑚++1+
𝑛(𝑚−𝑚−)

2 .

Проiтерувавши останню нерiвнiсть, маємо

Γ(𝑀0) ≤ 𝜀𝑙𝜇Γ(𝑀𝑖+1) + 𝜀−1𝛾(1− 𝜎)−𝛾
𝑙∑︁

𝑖=0

(𝜀𝑖𝜇2𝑖𝛾)𝜌
−2

𝑚++1+
𝑛(𝑚−𝑚−)

2 .

Оберемо 𝜀𝜇 = 2−𝛾−1 i перейдемо до границi, коли 𝑙 → ∞:

Γ(𝑢(𝑥0, 𝑡0)) ≤ 𝛾(1− 𝜎)−𝛾𝜌
−2

𝑚++1+
𝑛(𝑚−𝑚−)

2 .

Повертаючись до попереднiх позначень

𝐹 (𝑢(𝑥0, 𝑡0)) ≤ 𝛾(1− 𝜎)−𝛾(𝑀𝑢(𝜃, 𝜏))
𝑚++𝑚−

𝜌−2, (3.33)

отримаємо твердження теореми 3.2.

3.3 Оцiнки типу Келлера-Оссермана для анiзотропного пара-

болiчного рiвняння з градiєнтною абсорбцiєю

Розглянемо слабкi розв’язки квазiлiнiйного параболiчного рiвняння з ди-

вергентною головною частиною

𝑢𝑡 − div𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢) + 𝑔(𝑥, 𝑡,∇𝑢) = 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , (3.34)

де Ω𝑇 = Ω× (0, 𝑇 ), Ω обмежена область в 𝑅𝑛, 𝑛 ≥ 2, 0 < 𝑇 < +∞, 0 ∈ Ω,

якi задововольняють початкову умову

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω ∖ {0}. (3.35)

Будемо припускати, що коефiцiєнти рiвняння 𝐴 : Ω×𝑅1
+×𝑅1

+×𝑅𝑛 → 𝑅𝑛,

𝑔, 𝑏 : Ω×𝑅1
+ ×𝑅1

+ ×𝑅𝑛 → 𝑅1 задовольняють наступним умовам:
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∙ 𝐴(·, ·, 𝑢, 𝜉), 𝑔(·, ·, 𝜉), 𝑏(·, ·, 𝑢, 𝜉) є вимiрними за Лебегом для всiх

𝑢 ∈ 𝑅1
+, 𝜉 ∈ 𝑅𝑛;

∙ 𝐴(𝑥, 𝑡, ·, ·), 𝑔(𝑥, 𝑡, ·), 𝑏(𝑥, 𝑡, ·, ·) неперервнi майже для всiх

(𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , 𝐴 = (𝑎1, 𝑎2, ...𝑎𝑛);

∙

𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜉)𝜉 ≥ 𝜈1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑢𝑚𝑖−1|𝜉𝑖|2,

|𝑎𝑖(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜉)| ≤ 𝜈2𝑢
𝑚𝑖−1|𝜉𝑖|, 𝑖 = 1, 𝑛,

𝜈1

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖|𝑞𝑖 ≤ 𝑔(𝑥, 𝑡, 𝜉) ≤ 𝜈2

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜉𝑖|𝑞𝑖,

|𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢, 𝜉)| ≤ 𝜈2𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑢𝑚𝑖−1|𝜉𝑖|2
)︃ 1

2

,

(3.36)

де 𝜈1, 𝜈2 деякi додатнi сталi.

Припускається, що для показникiв рiвняння виконуються нерiвностi

1− 2

𝑛
< 𝑚1 ≤ 𝑚2 ≤ . . . ≤ 𝑚𝑛 < 𝑚+

2

𝑛
, 𝑚 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖, (3.37)

2 + 𝑛𝑚

1 + 𝑛
≤ 𝑞 < 2, max

0≤𝑖≤𝑛
𝑞𝑖 < 𝑞

(︂
1 +

1

𝑛

)︂
,

1

𝑞
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1

𝑞𝑖
. (3.38)

Означення 3.5. Будемо казати, що функцiя 𝑢 належить простору

𝐿𝑞(0, 𝑇 ;𝑊 1,𝑞(Ω)), якщо
∫︀∫︀
Ω𝑇

|𝑢|𝑞𝑑𝑥𝑑𝑡+
𝑛∑︀

𝑖=1

∫︀∫︀
Ω𝑇

|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡 <∞.

Означення 3.6. Будемо казати, що функцiя 𝑢 належить простору

𝑉𝑚(Ω𝑇 ), якщо 𝑢 ∈ 𝐶(0, 𝑇 ;𝐿1+𝑚−
(Ω)) i

𝑛∑︀
𝑖=1

∫︀∫︀
Ω𝑇

|𝑢|𝑚𝑖+𝑚−−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝑑𝑥𝑑𝑡 < ∞,

де 𝑚− = min(1,𝑚1).

Означення 3.7. Слабким розв’язком задачi (3.34), (3.35) будемо

називати невiд’ємну функцiю 𝑢(𝑥, 𝑡), яка задовольняє включенню

𝑢𝜓 ∈ 𝑉𝑚(Ω𝑇 ) ∩ 𝐿𝑞(0, 𝑇 ;𝑊 1,𝑞(Ω)) та виконується iнтегральна тото-
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жность∫︁
Ω

𝑢(𝑥, 𝜏)𝜓𝑝 𝜙𝑑𝑥+

𝜏∫︁
0

∫︁
Ω

(−𝑢(𝜓𝑝𝜑)𝑡 + 𝐴(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)∇(𝜓𝑝𝜙)+

+𝑔(𝑥, 𝑡,∇𝑢)𝜓𝑝𝜙− 𝑏(𝑥, 𝑡, 𝑢,∇𝑢)𝜓𝑝 𝜙 ) 𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0,

(3.39)

для 𝑝 = max(2 +𝑚𝑛, max
1≤𝑖≤𝑛

𝑞𝑖), будь-якого 0 < 𝜏 < 𝑇, i будь-якої пробной

функцiї 𝜙: 𝜙 ∈ 𝑊 1,2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω))∩𝐿2(0, 𝑇 ;
𝑜

𝑊
1,2

(Ω)) й будь-якої 𝜓∈𝐶1(Ω𝑇 ),

яка обертається в 0 в околi точки (0, 0).

Сформулюємо головний результат пiдроздiлу.

Теорема 3.3. Нехай виконанi умови (3.36)-(3.38). Тодi iснує додатня

стала 𝑐6, яка залежить тiльки вiд 𝜈1, 𝜈2, 𝑛,𝑚1, . . . ,𝑚𝑛, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, що

справедлива наступна оцiнка

𝑢(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑐6

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖|
2

(2−𝑚)𝑞+(𝑞−2)𝑚𝑖 + 𝑡
1

𝑞(1−𝑚)+2(𝑞−1)

)︃𝑞−2

(3.40)

для (𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 ∖ {(0, 0)}.

3.3.1 Iнтегральнi оцiнки розв’язкiв

Для 𝑟 > 0 позначимо

𝐷(𝑟) =

{︃
(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅𝑛 ×𝑅1

+ :
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑥𝑖|
2(𝑞−𝑚)

(2−𝑚)𝑞+(𝑞−2)𝑚𝑖 + 𝑡
𝑞−𝑚

𝑞(1−𝑚)+2(𝑞−1) < 𝑟

}︃
.

Зафiксуємо таку сталу 𝑅0, щоб 𝐷(𝑅0) ⊂ Ω𝑇 , й для 0 < 𝑟 < 𝑅0 визначимо

𝑀𝑢(𝑟) := ess sup{𝑢(𝑥, 𝑡) : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷(𝑅0) ∖𝐷(𝑟)}.

Через 𝛾 будемо позначати додатню сталу, яка залежить тiльки вiд

вiдомих параметрiв 𝑙, 𝜈1, 𝜈2, 𝑛,𝑚1, . . . , 𝑚𝑛, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑛, 𝑅0 i змiнюється вiд

рядка до рядка.

Нехай 0 < 𝜌 < 𝑅0

2 , 0 < 𝜎 < 1
2 ,

𝜌
2 ≤ 𝑠(1 − 𝜎) ≤ 𝑠 ≤ 3

2𝜌,

𝑢2𝜌 = (𝑢 − 𝑀𝑢(2𝜌))+, для 𝑘 > 0 та 𝑗 = 0, 1, 2, . . . покладемо

𝑠𝑗 = 𝑠(1− 𝜎2−𝑗), 𝑠𝑗+1 =
1
2(𝑠𝑗 + 𝑠𝑗+1), 𝑘𝑗 = 𝑘(1− 2−𝑗), 𝑄𝑠𝑗 = 𝑅𝑛+1

+ ∖𝐷(𝑠𝑗),
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𝐴𝑘𝑗 ,𝑠𝑗 = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑠𝑗 : 𝑢2𝜌(𝑥, 𝑡) > 𝑘𝑗}, 𝑙 ≥ 𝑝 + 1. Нехай 𝜍𝑗 ∈ 𝐶∞(𝑅𝑛+1
+ ),

0 ≤ 𝜍𝑗 ≤ 1, 𝜍𝑗 = 1 в 𝑄𝑠𝑗+1
, 𝜍𝑗 = 0 у 𝐷(𝑠𝑗), й

⃒⃒⃒
𝜕𝜍𝑗
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
≤ 𝛾𝜎−𝛾2𝑗𝛾𝑠−

𝑞(1−𝑚)+2(𝑞−1)
𝑞−𝑚 ,⃒⃒⃒

𝜕𝜍𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
≤ 𝛾𝜎−𝛾2𝑗𝛾𝑠−

(2−𝑚)𝑞+(𝑞−2)𝑚𝑖
2(𝑞−𝑚) , 𝑖 = 1, 𝑛.

Лема 3.3. Нехай виконанi умови теореми 3.3, тодi

sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
Ω

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝜍

𝑙
𝑗𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
Ω𝑇

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)+|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜍 𝑙𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾𝜎−𝛾2𝑗𝛾𝜌−
2+𝑞(1−𝑚)

𝑞−𝑚 𝐻(𝑠, 𝜌)|𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1
|, (3.41)

де 𝐻(𝑠, 𝜌) =
(︁
𝜌

2−𝑞
𝑞−𝑚𝑀𝑢(𝑠(1− 𝜎))

)︁2
+

𝑛∑︀
𝑖=1

(︁
𝜌

2−𝑞
𝑞−𝑚𝑀𝑢(𝑠(1− 𝜎))

)︁𝑚𝑖+1

+

+𝜌2
(︁
𝜌

2−𝑞
𝑞−𝑚𝑀𝑢(𝑠(1− 𝜎))

)︁𝑚+1

.

Доведення. В iнтегральну тотожнiсть (3.39) пiдставимо пробну функцiю

𝜙 = (𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)+𝜍
𝑙−𝑝
𝑗 , 𝜓 = 𝜍𝑗, використовуючи структурнi нерiвностi

(3.36), будемо мати

sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
Ω

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝜍

𝑙
𝑗𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
Ω𝑇

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)+|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜍 𝑙𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
Ω𝑇

𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2𝜍 𝑙𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

∫︁∫︁
Ω𝑇

(𝑢2𝜌−𝑘𝑗+1)+𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2
)︃ 1

2

𝜍 𝑙𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)+𝑢
𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖

|
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜍𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜍 𝑙−1
𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝜍

𝑙−1
𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜍𝑗
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡

Застосувавши нерiвнiсть Юнга, отримаємо

sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
Ω

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝜍

𝑙
𝑗𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
Ω𝑇

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)+|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜍 𝑙𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
Ω𝑇

𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2𝜍 𝑙𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

∫︁∫︁
Ω𝑇

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝑢

𝑚−1𝜍 𝑙𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡+
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+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝑢

𝑚𝑖−1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜍𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜍 𝑙−1
𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝜍

𝑙−1
𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜍𝑗
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡

Використовуючи означення функцiй 𝜍𝑗 i 𝑀𝑢(𝑟), з останньої нерiвностi

прийдемо до необхiдної оцiнки (3.39).

3.3.2 Доведення теореми 3.3

Перейдемо до доведення теореми 3.3. Будемо використовувати лему 1.1

про геометричну збiжнiсть послiдовностi чисел, у якостi 𝑌𝑗+1 вiзьмемо∫︀∫︀
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 та застосуємо нерiвнiсть Гьольдера:

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

((𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)+𝜍
𝑙
𝑗)

𝑞+1+ 2𝑞
𝑛 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
2

𝑞+1+
2𝑞
𝑛

×

×|𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1
|
1− 2

𝑞+1+
2𝑞
𝑛 ≤ 𝛾

⎛⎜⎜⎝
𝑇∫︁

0

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑡)

((𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)+𝜍
𝑙
𝑗)

𝑛(𝑞+1)
𝑛−𝑞 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
𝑛−𝑞
𝑛

×

×

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑡)

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝜍

𝑙
𝑗𝑑𝑥

⎞⎟⎠
𝑞
𝑛

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎠
2

𝑞+1+
2𝑞
𝑛

|𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1
|
1− 2

𝑞+1+
2𝑞
𝑛 .

Застосувавши лему 1.2 з 𝛼𝑖 = 1, 𝑝𝑖 = 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, отримаємо∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

⎛⎜⎝ sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

×{𝑡}

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝜍

𝑙
𝑗𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2𝑞

𝑛(𝑞+1+
2𝑞
𝑛 )

×
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×

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑇∫︁

0

⎛⎜⎜⎝ 𝑛∏︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑡)

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)+|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜍 𝑙𝑗𝑑𝑥

⎞⎟⎠
𝑞

𝑛𝑞𝑖(1+𝑞)

⎞⎟⎟⎠
𝑞+1

𝑑𝑡

⎞⎟⎟⎟⎠
2

𝑞+1+
2𝑞
𝑛

×

×|𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1
|
1− 2

𝑞+1+
2𝑞
𝑛 ≤ 𝛾

⎛⎜⎝ sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

×{𝑡}

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝜍

𝑙
𝑗𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2𝑞

𝑛(𝑞+1+
2𝑞
𝑛 )

×

×

⎛⎜⎜⎝ 𝑛∏︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)+|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜍 𝑙𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑞

𝑛𝑞𝑖

⎞⎟⎟⎠
2

𝑞+1+
2𝑞
𝑛

|𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1
|
1− 2

𝑞+1+
2𝑞
𝑛 ≤

≤ 𝛾

⎛⎜⎝ sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

×{𝑡}

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝜍

𝑙
𝑗𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2𝑞

𝑛(𝑞+1+
2𝑞
𝑛 )

×

×

⎛⎜⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)+|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜍 𝑙𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
2

𝑞+1+
2𝑞
𝑛

|𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1
|
1− 2

𝑞+1+
2𝑞
𝑛 .

З останньої оцiнки, використовуючи нерiвнiсть

|𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1
| ≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑘−2

∫︀∫︀
𝐴𝑘𝑗,𝑠𝑗

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡, отримаємо для 𝑗 = 0, 1, 2 . . .

𝑦𝑗+1 =

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑠𝑗+1

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾𝜎−𝛾2𝑗𝛾𝑘

−2

(︂
1+ 2𝑞

𝑛(𝑞+1+
2𝑞
𝑛 )

)︂
×

×𝜌
− 2+𝑞(1−𝑚)

𝑞−𝑚 (1+ 𝑞
𝑛)

2

𝑞+1+
2𝑞
𝑛 (𝐻(𝑠, 𝜌))

(1+ 𝑞
𝑛)

2

𝑞+1+
2𝑞
𝑛 𝑦

1+ 2𝑞

𝑛(𝑞+1+
2𝑞
𝑛 )

𝑗 ,

Згiдно з лемою 1.1 𝑦𝑗 → 0 при 𝑗 → ∞, якщо обрати 𝑘 з умови

𝑘4+𝑛+𝑛
𝑞 = 𝜌−

2+𝑞(1−𝑚)
𝑞−𝑚 (1+𝑛

𝑞 )𝐻1+𝑛
𝑞 (𝑠, 𝜌)

∫︁∫︁
𝑄𝑠𝑜

𝑢22𝜌𝑑𝑥𝑑𝑡. (3.42)

Оцiнимо iнтеграл у правiй частинi нерiвностi (3.42). Нехай

𝜍 ∈ 𝐶∞(𝑅𝑛+1
+ ), 0 ≤ 𝜍 ≤ 1, 𝜍 = 1 у 𝑄𝑠0, 𝜍 = 0 у 𝐷(𝑠(1 − 𝜎)), й⃒⃒

𝜕𝜍
𝜕𝑡

⃒⃒
≤ 𝛾𝜎−𝛾𝑠−

𝑞(1−𝑚)+2(𝑞−1)
𝑞−𝑚 ,

⃒⃒⃒
𝜕𝜍
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
≤ 𝛾𝜎−𝛾𝑠−

(2−𝑚)𝑞+(𝑞−2)𝑚𝑖
2(𝑞−𝑚) , 𝑖 = 1, 𝑛.
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Пiдставимо в iнтегральну тотожнiсть (3.39) пробну функцiю

𝜙 = 𝑢2𝜌𝜍
𝑙−𝑝, 𝜓 = 𝜍 та застосуємо нерiвнiсть 𝐷(𝑠) ≤ 𝛾𝑠𝑛+

𝑞(1−𝑚)+2(𝑞−1)
𝑞−𝑚 , ана-

логiчно як в (3.41) виводимо∫︁∫︁
𝑄𝑠0

𝑢22𝜌𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾𝑠
𝑞(1−𝑚)+2(𝑞−1)

𝑞−𝑚 sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝑄𝑠0

×{𝑡}

𝑢22𝜌𝜍
𝑙𝑑𝑥 ≤

≤ 𝛾𝜎−𝛾𝜌𝑛+2 𝑞(1−𝑚)+2(𝑞−1)
𝑞−𝑚 − 2+𝑞(1−𝑚)

𝑞−𝑚 𝐻(𝑠, 𝜌).

З оцiнки (3.42) з урахуванням останньої нерiвностi виходить, що

(𝑀𝑢(𝑠)−𝑀𝑢(2𝜌))
4+𝑛+𝑛

𝑞 ≤ 𝛾𝜎−𝛾𝜌𝑛+2 𝑞(1−𝑚)+2(𝑞−1)
𝑞−𝑚 − 2+𝑞(1−𝑚)

𝑞−𝑚 (2+𝑛
𝑞 )𝐻2+𝑛

𝑞 (𝑠, 𝜌).

Якщо 𝜀 ∈ (0, 1), тодi з (3.37), (3.38), нерiвностi Юнга та останньої

оцiнки маємо

𝑀𝑢(𝑠) ≤ 𝜀𝑀𝑢(𝑠(1− 𝜎)) +𝑀𝑢(2𝜌) + 𝛾𝜎−𝛾𝜀−𝛾𝜌
𝑞−2
𝑞−𝑚 . (3.43)

Позначимо через {𝜎𝑗}, {𝑠𝑗}, {𝑀𝑗} 𝑗 = 0, 1, 2 . . . послiдовностi 𝜎𝑗 := 1
2+2𝑗 ,

𝑠𝑗 := 𝜌
2(1 + 2−𝑗+1), 𝑀𝑗 = 𝑀𝑢(𝑠𝑗), з (3.43) ми приходимо до рекурсивної

нерiвностi

𝑀𝑗 ≤ 𝜀𝑀𝑗+1 +𝑀𝑢(2𝜌) + 𝛾2𝑗𝛾𝜀−𝛾𝜌
𝑞−2
𝑞−𝑚 , 𝑗 = 0, 1, 2 . . .

Iтеруючи останню нерiвнiсть, отримаємо

𝑀0 ≤ 𝜀𝑗𝑀𝑗+1 +𝑀𝑢(2𝜌)

𝑗∑︁
𝑖=0

𝜀𝑖 + 𝛾𝜀−𝛾𝜌
𝑞−2
𝑞−𝑚

𝑗∑︁
𝑖=0

(𝜀2𝛾)𝑖

для кожного 𝑗 ≥ 1. Ми обираємо 𝜀 ≤ 2−𝛾−1𝜀0 таким чином, щоб сума в

другому доданку праворуч була з збiжним рядом при 𝑗 → ∞

𝑀𝑢(𝜌) ≤𝑀0 ≤ (1− 𝜀)−1𝑀𝑢(2𝜌) + 𝛾𝜀−𝛾𝜌
𝑞−2
𝑞−𝑚 .

Визначимо послiдовнiсть 𝜌𝑗 := 2−𝑗𝑅0, 𝑗 = 0, 1, 2 . . ., тодi попередня не-

рiвнiсть може бути представлена у виглядi

𝑀𝑢(𝜌𝑗) ≤ (1− 𝜀)−1𝑀𝑢(𝜌𝑗−1) + 𝛾𝜀−𝛾𝜌
𝑞−2
𝑞−𝑚

𝑗 , 𝑗 = 1, 2 . . .
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Звiдси, за допомогою iтерацiй виводимо, що

𝑀𝑢(𝜌𝑗) ≤ (1− 𝜀)−𝑗𝑀𝑢(𝑅0) + 𝛾𝜀−𝛾𝜌
𝑞−2
𝑞−𝑚

𝑗

𝑗∑︁
𝑖=0

(︃
2−

2−𝑞
𝑞−𝑚

1− 𝜀

)︃𝑖

,

Обираючи 𝜀 з умови 𝜀 < 1 − 2−
𝑞−2
𝑞−𝑚 таким чином, що сума в правiй

частинi попередньої нерiвностi може бути мажорирована збiжним рядом,

отримаємо

𝑀(𝜌𝑗) ≤ 𝛾𝜌
𝑞−2
𝑞−𝑚

𝑗

(︂
𝑅

2−𝑞
𝑞−𝑚

0 𝑀𝑢(𝑅0) + 1

)︂
, 𝑗 = 1, 2, . . .

що доводить теорему 3.3.

3.4 Нерiвнiсть Гарнака для нелiнiйного параболiчного рiвня-

ння з абсорбцiєю

Нерiвнiсть Гарнака отримана для рiвняння (3.1) з першого пiдроз-

дiлу цього роздiлу у випадку, коли 2 < 𝑝1 = 𝑝2 = ... = 𝑝𝑛,

𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑛 = 1. Модельним випадком є таке рiвняння

𝜕𝑢

𝜕𝑡
−

𝑛∑︁
𝑖=1

(︀
|𝑢𝑥𝑖

|𝑝−2𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+ 𝑓(𝑢) = 0. (3.44)

Теорема 3.4. Нехай 𝑢 невiд’ємний слабкий розв’язок рiвняння (3.1)

на множинi Ω𝑇 , виконана умова (3.2) i 2 < 𝑝1 = 𝑝2 = ... = 𝑝𝑛,

𝑚1 = 𝑚2 = ... = 𝑚𝑛 = 1. Припустимо також, що 𝑎0(𝑢) ≤ 𝜈2𝑓(𝑢) i

нехай 𝑓 ∈ 𝐶1(𝑅1
+), 𝑓 ≥ 0, i функцiя Ψ(𝑢) = 𝑢−1𝐹

1
𝑝 (𝑢) задовольняє умовi

(𝐴). Тодi iснують такi додатнi сталi 𝑐7, 𝑐8, якi залежать тiльки вiд

𝜈1, 𝜈2, 𝑛, 𝑝 i не залежать вiд самого розв’язку 𝑢, що має мiсце нерiв-

нiсть

𝑢(𝑥0, 𝑡0) ≤ 𝑐7 inf
𝐵𝜌(𝑥0)

𝑢(𝑥, 𝑡0 + 𝜏), 𝜏 = 𝜌𝑝
(︂

𝑐8
𝑢(𝑥0, 𝑡0)

)︂𝑝−2

, (3.45)

для всiх цилiндрiв 𝑄8𝜃,8𝜏(𝑥
0, 𝑡0) ⊂ Ω𝑇 .

Формулювання теореми 3.4 таке саме, як в класичних роботах [29,

32, 62, 63, 76], однак, через наявнiсть молодшого члену, результати [29,
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32, 62, 63, 76] не можуть бути застосованi. Якщо 𝑓(𝑢) = 𝑢𝑞, 𝑞 > 𝑝 − 1,

тодi нерiвнiсть Гарнака є простим наслiдком оцiнки Келлера-Оссермана

(див. [6, 60]). Головна новизна цих результатiв полягає в тому, що сталi

𝑐7, 𝑐8 не залежать вiд розв’язку 𝑢.

3.4.1 Локальнi енергетичнi оцiнки

Нехай (𝑥0, 𝑡0) така довiльна точка, що 𝑢(𝑥0, 𝑡0)) > 0. Для 𝑟, 𝜂 > 0 побу-

дуємо цилiндри

𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄, 𝑡) ⊂ 𝑄2𝜌,2𝜃(𝑥
0, 𝑡0) ⊂ Ω𝑇 , 𝜃 = 𝜌𝑝

(︂
𝑐14

𝑥0, 𝑡0))

)︂𝑝−2

. (3.46)

Нехай 𝜁 ∈ 𝐶∞
0 (𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄, 𝑡)), 0 ≤ 𝜁 ≤ 1, 𝜁 = 1 in 𝑄𝜎𝑟,𝜎𝜂(𝑥̄, 𝑡),

|∇𝜁| ≤ (1− 𝜎)−1𝑟−1, |𝜁𝑡| ≤ (1− 𝜎)−1𝜂−1.

Лема 3.4. Нехай виконанi всi умови теореми 3.4, тодi для кожного

0 < 𝑘 < sup
𝑄2𝜌,2𝜏 (𝑥(0),𝑡(0))

𝑢 справедливi оцiнки

sup
𝑡−𝜂<𝑡<𝑡+𝜂

∫︁
𝐵𝑟(𝑥̄)

(𝑢−𝑘)2+𝜁𝑝𝑑𝑥+
∫︁∫︁

𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄,𝑡)

|∇(𝑢−𝑘)+|𝑝𝜁𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾(1−𝜎)−1𝜂−1

∫︁∫︁
𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄,𝑡)

(𝑢−𝑘)2+𝑑𝑥𝑑𝑡+𝛾(1−𝜎)−𝑝𝑟−𝑝

∫︁∫︁
𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄,𝑡)

(𝑢−𝑘)𝑝+𝑑𝑥𝑑𝑡, (3.47)

sup
𝑡−𝜂<𝑡<𝑡+𝜂

∫︁
𝐵𝑟(𝑥̄)

(𝑘−𝑢)2+𝜁𝑝𝑑𝑥+
∫︁∫︁

𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄,𝑡)

|∇(𝑘−𝑢)+|𝑝𝜁𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾(1− 𝜎)−1
(︀
𝑘2𝜂−1 + 𝑘𝑝𝜂−𝑝

)︀
|𝐴−

𝑘,𝑟,𝜂|, (3.48)

де 𝐴−
𝑘,𝑟,𝜂 = 𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄, 𝑡)

⋂︀
{𝑢 < 𝑘}.

Доведення. В iнтегральну тотожiнсть (3.4) пiдставимо пробну функцiю

𝜙 = (𝑢 − 𝑘)+𝜁
𝑝, використаємо умови (2.3) з 𝑝 = 𝑝1 = ... = 𝑝𝑛,

𝑚1 = ... = 𝑚𝑛 = 1, нерiвнiсть Юнга i прийдемо до wнеобхiдної оцiн-

ки (3.47). Щоб довести оцiнку (3.48) в iнтегральну тотожнiсть (3.4) пiд-

ставимо 𝜙 = (𝑘 − 𝑢)+𝜁
𝑝, використовуючи структурнi нерiвностi (3.2) з
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𝑝 = 𝑝1 = ... = 𝑝𝑛, 𝑚1 = ... = 𝑚𝑛 = 1 i нерiвнiсть Юнга, отримаємо

sup
𝑡−𝜂<𝑡<𝑡+𝜂

∫︁
𝐵𝑟(𝑥̄)

(𝑘−𝑢)2+𝜁𝑝𝑑𝑥+
∫︁∫︁

𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄,𝑡)

|∇(𝑘−𝑢)+|𝑝𝜁𝑝𝑑𝑥 ≤

≤ 𝛾(1− 𝜎)−1𝜂−1

∫︁∫︁
𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄,𝑡)

(𝑘 − 𝑢)2+𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝛾(1− 𝜎)−𝑝𝑟−𝑝

∫︁∫︁
𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄,𝑡)

(𝑘 − 𝑢)𝑝+𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾

∫︁∫︁
𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄,𝑡)

𝑓(𝑢)(𝑘 − 𝑢)+𝜁
𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡.

Використовуючи твердження 3.2 з 𝑚1 = 𝑚2 = . . . = 𝑚𝑛 = 1, оцiнимо

iнтеграл у правiй частинi попередньої нерiвностi наступним чином∫︁∫︁
𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄,𝑡)

𝑓(𝑢)(𝑘 − 𝑢)+𝜁
𝑝𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾Φ(𝑘)|𝐴−

𝑘,𝑟,𝜂| ≤ 𝛾𝑟−𝑝𝑘𝑝|𝐴−
𝑘,𝑟,𝜂|.

Це завершує доведення нерiвностi (3.47).

3.4.2 Лема типу Де Джорджi

Наступна лема є наслiдком леми 3.4, леми 1.1 та теореми вкладення (див.

[17, роздiл 3, лема 3.1]).

Лема 3.5. Нехай виконанi всi умови теореми 3.4 i (𝑥0, 𝑡0) ∈ Ω𝑇 така

довiльна точка, що 𝑢(𝑥0, 𝑡0) > 0, зафiксуємо 𝜃, як у (3.45), 𝜉, 𝑎 ∈ (0, 1),

0 < 𝜔 < sup
𝑄2𝜌,2𝜃(𝑥0,𝑡0)

𝑢, 𝜃−1 ≤ (𝜉𝜔)𝑝−2. Тодi iснує стала 𝜈− ∈ (0, 1), яка

залежить тiльки вiд 𝜈1, 𝜈2, 𝜅, 𝑝 i 𝑎, що якщо справедлива оцiнка⃒⃒⃒{︁
(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄−

𝑟,𝑟𝑝(𝜉𝜔)2−𝑝(𝑥̄, 𝑡) : 𝑢(𝑥, 𝑡) ≤ 𝜉𝜔
}︁⃒⃒⃒

≤ 𝜈−
⃒⃒⃒
𝑄−

𝑟,𝑟𝑝(𝜉𝜔)2−𝑝(𝑥̄, 𝑡)
⃒⃒⃒
, (3.49)

тодi має мiсце

𝑢(𝑥, 𝑡) ≥ 𝑎𝜉𝜔 (3.50)

для майже усiх точок (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄−
𝑟
2 ,(

𝑟
2)

𝑝
(𝜉𝜔)2−𝑝

(𝑥̄, 𝑡) та для будь-

якого цилiндру 𝑄−
𝑟,𝑟𝑝(𝜉𝜔)2−𝑝(𝑥̄, 𝑡) = 𝐵𝑟(𝑥̄) ×

(︀
𝑡− 𝑟𝑝(𝜉𝜔)2−𝑝, 𝑡

)︀
⊂

𝑄2𝜌,2𝜃(𝑥
(0), 𝑡(0)) ⊂ Ω𝑇 . Аналогiчно, нехай 𝑀 деяка стала, яка задоволь-

няє нерiвнiстi 𝑀 ≥ sup
𝑄−

𝑟,𝑟𝑝(𝜉𝜔)2−𝑝(𝑥̄,𝑡)

𝑢, тодi iснує стала 𝜈+ ∈ (0, 1), яка
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залежить тiльки вiд 𝜈1, 𝜈2, 𝑛, 𝑝, 𝑎,𝑀 i 𝜔, що якщо справедлива нерiв-

нiсть⃒⃒⃒{︁
(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄−

𝑟,𝑟𝑝(𝜉𝜔)2−𝑝(𝑥̄, 𝑡) : 𝑢(𝑥, 𝑡)≥𝑀(1− 𝜉)
}︁⃒⃒⃒

≤𝜈+
⃒⃒⃒
𝑄−

𝑟,𝑟𝑝(𝜉𝜔)2−𝑝(𝑥̄, 𝑡)
⃒⃒⃒
,

(3.51)

тодi виконується оцiнка

𝑢(𝑥, 𝑡) ≤𝑀(1− 𝑎𝜉) (3.52)

для майже всiх точок (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄−
𝑟
2 ,(

𝑟
2)

𝑝
(𝜉𝜔)2−𝑝

(𝑥̄, 𝑡) та для будь-якого ци-

лiндру 𝑄−
𝑟,𝑟𝑝(𝜉𝜔)2−𝑝(𝑥̄, 𝑡) ⊂ 𝑄2𝜌,2𝜃(𝑥

0, 𝑡0) ⊂ Ω𝑇 .

3.4.3 Поширення додатньостi

Наступна лема - це результат поширення додатньостi. Для довiльної

точки (𝑥̄, 𝑡) ∈ Ω𝑇 i для 0 < 𝑁 < sup
𝑄2𝜌,2𝜃(𝑥0,𝑡0)

𝑢 розглянемо цiлиндр

𝐵4𝑟(𝑥̄)×
(︂
𝑡, 𝑡+

𝑏𝑝−2

(𝜀𝑁)𝑝−2
𝛿(4𝑟)𝑝

)︂
⊂ 𝑄2𝜌,2𝜃(𝑥

0, 𝑡0) ⊂ Ω𝑇 ,

де 𝑏, 𝜀, 𝛿 є додатнiми сталими з наступної леми.

Лема 3.6. Нехай виконанi умови теореми 3.4. Припустимо, що для

деякої точки (𝑥̄, 𝑡) ∈ Ω𝑇 , деяких 𝑟 > 0, 𝛼 ∈ (0, 1) справедлива нерiвнiсть

|{𝑥 ∈ 𝐵𝑟(𝑥̄) : 𝑢(𝑥, 𝑡) < 𝑁}| ≤ (1− 𝛼)|𝐵𝑟(𝑥̄)|. (3.53)

Тодi iснують такi сталi 𝜀, 𝛿 ∈ (0, 1) i 𝑏 > 1, якi залежать тiльки вiд

𝜈1, 𝜈2, 𝑝, 𝑛 i 𝛼, що має мiсце оцiнка

𝑢(𝑥, 𝑡) ≥ 𝜀𝑁 (3.54)

для майже всiх точок 𝑥 ∈ 𝐵2𝑟(𝑥̄) та для будь-якого часу

𝑡+
1

2

𝑏𝑝−2

(𝜀𝑁)𝑝−2
𝛿𝑟𝑝 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡+

𝑏𝑝−2

(𝜀𝑁)𝑝−2
𝛿𝑟𝑝. (3.55)

де 𝐴±
𝑘,𝑟,𝜂 = 𝑄𝑟,𝜂(𝑥̄, 𝑡)

⋂︀
{(𝑢− 𝑘)± > 0}.
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Доведення. З (3.53), використовуючи (3.47), аналогiчно як у [17, роздiл

4, лема 4.1], отримаємо для кожного 𝜏 > 0⃒⃒⃒{︁
𝑥 ∈ 𝐵𝑟(𝑥̄) : 𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝑒𝜏𝑁 2−𝑝𝛿𝑟𝑝)≤𝜀1𝑒−

𝜏
𝑝−2𝑁

}︁⃒⃒⃒
≤
(︁
1− 𝛼

2

)︁
|𝐵𝑟(𝑥̄)| (3.56)

з деякими 𝜀1, 𝛿 ∈ (0, 1), якi залежать тiльки вiд 𝜈1, 𝜈2, 𝑝, 𝑛 i 𝛼.

Так само, як i в [17, роздiл 2, пропозицiя 4.1] розглянемо функцiю

𝑤(𝑥, 𝜏) = 𝑒
𝜏

𝑝−2𝑁−1(𝛿𝑟𝑝)
1

𝑝−2𝑢(𝑥, 𝑡+ 𝑒𝜏𝑁 2−𝑝𝛿𝑟𝑝), 𝜏 > 0.

Позначимо 𝑘0 = 𝜀1(𝛿𝑟
𝑝)

1
𝑝−2 , тодi нерiвнiсть (3.56) запишемо в наступному

виглядi через 𝑤

|{𝑥 ∈ 𝐵𝑟(𝑥̄) : 𝑤(𝑥, 𝜏) ≤ 𝑘0}| ≤
(︁
1− 𝛼

2

)︁
|𝐵𝑟(𝑥̄)|, (3.57)

для кожного 𝜏 > 0.

Оскiльки 𝑤 ≥ 0, взявши похiдну стандартним чином, отримаємо

𝑤𝜏 =
1

𝑝− 2
𝑤 +

(︁
𝑒

𝜏
𝑝−2𝑁−1(𝛿𝑟𝑝)

1
𝑝−2

)︁𝑝−1

𝑢𝑡 =

=
1

𝑝− 2
𝑤 + 𝑑𝑖𝑣 ̃︀𝐴(𝑥, 𝜏, 𝑤,∇𝑤)− ̃︀𝑎0(𝑤), (3.58)

де ̃︀𝐴,̃︀𝑎0 задовольняють умовам
̃︀𝐴(𝑥, 𝜏, 𝑤,∇𝑤)∇𝑤 ≥ 𝜈1

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑤𝑥𝑖
|𝑝,

|̃︀𝑎𝑖(𝑥, 𝜏, 𝑤,∇𝑤)| ≤ 𝜈2

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝑤𝑥𝑖
|𝑝
)︃1− 1

𝑝

, 1 = 1, 𝑛,

𝜈1 ̃︀𝑓(𝑤) ≤ ̃︀𝑎0(𝑤) ≤ 𝜈2 ̃︀𝑓(𝑤),
(3.59)

де ̃︀𝑓(𝑤) = (︁𝑒 𝜏
𝑝−2𝑁−1(𝛿𝑟𝑝)

1
𝑝−2

)︁𝑝−1

𝑓
(︁
𝑤𝑒−

𝜏
𝑝−2𝑁(𝛿𝑟𝑝)−

1
𝑝−2

)︁
.

Нехай 𝑘𝑠 = 𝑘02
−𝑠, 𝑠 = 0, 1, . . . , 𝑠*, де 𝑠* достатньо велике додатнє чи-

сло, яке залежить лише вiд 𝑛, 𝑝, 𝜈1, 𝜈2, i задовольняє умовi 𝑒2
𝑠*(𝑝−2) ≤ 𝑐14.

Завдяки нашему вибору та твердженню 3.2 маємо

̃︀𝐹 (𝑘𝑠) = 𝑘𝑠∫︁
0

̃︀𝑓(𝑙)𝑑𝑙 = (︁𝑒 𝜏
𝑝−2𝑁−1(𝛿𝑟𝑝)

1
𝑝−2

)︁𝑝
𝐹
(︁
𝑘𝑠𝑒

− 𝜏
𝑝−2𝑁(𝛿𝑟𝑝)−

1
𝑝−2

)︁
≤ 𝛾𝑘𝑝𝑠𝑟

−𝑝



97

для 𝑥 ∈ 𝐵4𝑟(𝑥̄) i для усiх 0 < 𝜏 ≤ ln 𝑐8.

Таким чином, енергетичнi оцiнки (3.47) для функцiї (𝑘𝑠 − 𝑤)+ за

цилiндрами 𝑄+
4𝑟,𝜂*

(𝑥̄, 0) = 𝐵4𝑟(𝑥̄)× (0, 𝜂*), 𝜂* = 𝑘2−𝑝
𝑠*

𝑟𝑝 можна записати у

формi

sup
0<𝜏<𝜂*

∫︁
𝐵4𝑟(𝑥̄)

(𝑘𝑠−𝑤)2+𝜁𝑝𝑑𝑥+
∫︁∫︁

𝑄+
4𝑟,𝜂*(𝑥̄,0)

|∇(𝑘𝑠−𝑤)+|𝑝𝜁𝑝𝑑𝑥𝑑𝜏 ≤ 𝛾𝑘𝑝𝑠𝑟
−𝑝|𝐴−

𝑘𝑠,4𝑟,𝜂*
|,

де 𝐴−
𝑘𝑠,4𝑟,𝜂*

= 𝑄+
4𝑟,𝜂*

(𝑥̄, 0)
⋂︀
{𝑤 < 𝜅𝑠} i 𝜁 ∈ 𝐶∞

0 (𝑄+
4𝑟,𝜂*

(𝑥̄, 0)), 0 ≤ 𝜁 ≤ 1,

𝜁 = 1 у 𝐵2𝑟(𝑥̄)×
(︀
𝜂*
4 ,

𝜂*
2

)︀
, |∇𝜁| ≤ 𝛾𝑟−1, |𝜁𝜏 | ≤ 𝛾𝜂−1

* .

Кiнець доведення леми 3.6 таке саме, як у роботi (див. [17, роздiл 4,

пропозицiя 4.1]).

Пiсля доведення лем 3.5, 3.6 решта доведення не вiдрiзняються вiд

[33] (див. [17, роздiл 5, теореми 1.1] ). Це завершує доведення теореми

3.4.

Висновки до роздiлу 3

Поданий роздiл присвячен дослiдженню слабких розв’язкiв анiзотропних

параболiчних рiвнянь з абсорбцiєю i градiєнтною абсорбцiєю та отриман-

ню для них поточкових верхнiх оцiнок. У першому пiдроздiлi розглянуто

подвiйно нелiнiйне параболiчне рiвняння з абсорбцiйним членом, який

залежить тiльки вiд розв’язку. Другий пiдроздiл мiстить дослiдження

розв’язкiв анiзотропного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним членом,

модельним випадком якого є анiзотропне рiвняння пористого середови-

ща з абсорбцiєю 𝑓(𝑢). У третьому пiдроздiлi розглядається анiзотропне

рiвняння пористого середовища з градiєнтною абсорбцiєю. Результати

дослiдження з першого пiдроздiлу застосовуються для доведення нерiв-

ностi Гарнака для нелiнiйного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним

членом у четвертому пiдроздiлi.

Основнi результати роздiлу:

∙ отримана оцiнка типу Келлера-Оссермана для подвiйно нелiнiйного
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анiзотропного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним членом, який

залежить тiльки вiд розв’язку (теорема 3.1);

∙ наведенi оцiнки типу Келлера-Оссермана для подвiйно нелiнiйного

анiзотропного параболiчного рiвняння у випадку коли абсорбцiйний

член набуває вигляду 𝑢𝑞 та 𝑒𝑢 (приклади 3.1 i 3.2 вiдповiдно);

∙ отримана бiльш точна верхня оцiнка розв’язкiв для подвiйно нелi-

нiйного параболiчного рiвняння при додатковiй умовi на абсорбцiй-

ний член (твердження 3.1);

∙ встановлена точна верхня оцiнка для великих розв’язкiв двiчi нелi-

нiйного iзотропного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним членом

(твердження 3.2);

∙ отримана оцiнка типу Келлера-Оссермана для анiзотропного рiв-

няння пористого середовища з абсорбцiйним членом 𝑓(𝑢) (теорема

3.2);

∙ наведено приклад оцiнки типу Келлера-Оссермана для анiзотропно-

го рiвняння пористого середовища з абсорбцiйним членом вигляду

𝑢𝑞 (Приклад 3.3);

∙ отримана оцiнка типу Келлера-Оссермана для анiзотропного рiвня-

ння пористого середовища з градiєнтною абсорбцiєю (теорема 3.3);

∙ доведена нерiвнiсть Гарнака зi сталою, яка не залежить вiд

розв’язку, для нелiнiйного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним

членом 𝑓(𝑢) (теорема 3.4).

Основнi результати опублiкованi у роботах [14], [80], [81], [82].
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РОЗДIЛ 4

УСУВНIСТЬ IЗОЛЬОВАНИХ ОСОБЛИВОСТЕЙ ДЛЯ

РIВНЯНЬ З АБСОРБЦIЄЮ ТА ГРАДIЄНТНОЮ

АБСОРБЦIЄЮ

В даному роздiлi дослiджуються поведiнка слабких розв’язкiв анi-

зотропних параболiчних рiвнянь з абсорбцiєю вигляду 𝑢𝑞 i градiєнтною

абсорбцiєю в околi особливостi. Використовуючи апрiорнi оцiнки типу

Келлера-Оссермана, якi доведенi у попередньому роздiлi, отриманi до-

статнi умови усувностi iзольваної особливостi для анiзотропного рiвнян-

ня пористого середовища з абсорбцiєю

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+ 𝑢𝑞 = 0

та градiєнтною абсорбцiєю

𝑢𝑡 −
𝑛∑︁

𝑖=1

(︀
𝑢𝑚𝑖−1𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑖
+

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖 = 0.

4.1 Усувнiсть iзольованих особливостей розв’язкiв анiзотро-

пного рiвняння пористого середовища з абсорбцiєю

4.1.1 Вироджений випадок

Розглянемо рiвняння (3.1) з роздiлу 3 з показниками

𝑝1 = 𝑝2 = ... = 𝑝𝑛 = 𝑝 = 2, тобто випадок виродженого анiзотропного

рiвняння пористого середовища з абсорбцiєю. Будемо дослiждувати

розв’язки рiвняння, якi задовольняють початкову умову

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω ∖ {0}. (4.1)

Головним результатом даного пункту є наступна теорема.

Теорема 4.1. Нехай виконанi умови (3.2), (3.3) i 𝑢 невiд’ємний слабкий

розв’язок задачi (3.1), (4.1). Припустимо, що 𝑓(𝑢) = 𝑢𝑞 i виконується
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наступна умова на показник 𝑞

𝑞 ≥ 𝑚+
2

𝑛
, (4.2)

тодi особливiсть в точцi (0, 0) є усувною.

Для 0 ≤ 𝜆 < 𝑛 визначемо сталi

𝜅(𝜆) =
1

2 + (𝑛− 𝜆)(𝑚− 1)
, 𝜅𝑖(𝜆) =

2

2 + (𝑛− 𝜆)(𝑚−𝑚𝑖)
, 𝑖 = 1, 𝑛.

Нехай

𝜌𝜆(𝑥, 𝑡) =

(︃
𝑡

𝜅(𝜆)
𝜅1(𝜆) +

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖|
𝜅𝑖(𝜆)

𝜅1(𝜆)

)︃𝜅1(𝜆)

,

i позначимо 𝐷𝜆(𝑟) = {(𝑥, 𝑡) : 𝜌𝜆(𝑥, 𝑡) < 𝑟}, 𝐷𝜆(𝑅0) ⊂ Ω𝑇 ,

для 0 < 𝑟 < 𝑅0 встановимо 𝑀𝑢(𝑟, 𝜆) = sup
𝐷𝜆(𝑅0)∖𝐷𝜆(𝑟)

𝑢(𝑥, 𝑡),

𝐸(𝑟, 𝜆) = {(𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 : 𝑢(𝑥, 𝑡) > 𝑀𝑢(𝑟, 𝜆)},
𝑢𝑟(𝑟, 𝑡, 𝜆) = (𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑀𝑢(𝑟, 𝜆))+. Розглянемо функцiю

𝜓𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝜂𝑟(𝜌𝜆(𝑥, 𝑡)), де 𝜂𝑟 : R1 → R1 функцiя, яка приймає на-

ступнi значення:

𝜂𝑟(𝑧) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑧 ≤ 𝑟,

1, 𝑧 ≥ 𝑅(𝑟),[︂
(1− 𝜀) ln ln

1

𝑟

]︂−1(︂
ln ln

1

𝑟
− ln ln

1

𝑧

)︂
, 𝑟 ≤ 𝑧 ≤ 𝑅(𝑟),

де 𝜀− стала з iнтервалу (0, 1), яка вказана нижче i функцiя 𝑅(𝑟) визна-

чається з рiвностi

ln
1

𝑅(𝑟)
= ln𝜀

1

𝑟
. (4.3)

Зауважимо, що в силу очевидних рiвностей 1
𝑞−1 = (𝑛 − 𝜆)𝜅(𝜆),

2
𝑞−𝑚𝑖

= (𝑛 − 𝜆)𝜅𝑖(𝜆), 𝑖 = 1, 𝑛, зi сталою 𝜆 ≥ 0, яка визначається на-

ступним чином

𝜆 = 𝑛− 2

𝑞 −𝑚
, (4.4)

оцiнка Келлера-Оссермана набуває вигляду

𝑀𝑢(𝑟, 𝜆) ≤ 𝛾𝑟𝜆−𝑛, 𝑟 > 0. (4.5)
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Ця оцiнка отримана з теореми 3.1 i твердження 3.1 у випадку, коли

𝑝1 = 𝑝2 = ... = 𝑝𝑛 = 2.

Розглянемо допомiжнi функцiї 𝐹1(𝑟, 𝜆), 𝐹2(𝑟, 𝜆), якi в залежностi вiд

значень параметрiв 𝜆, 𝑞 мають рiзний вигляд

𝐹1(𝑟, 𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑅𝜆(𝑟), 𝜆 > 0,

ln
𝑞−2
𝑞−1

1

𝑟
, 𝜆 = 0, 𝑞 > 2,

ln ln
1

𝑟
, 𝜆 = 0, 𝑞 = 2,

ln−
2−𝑞
𝑞−1 , 𝜆 = 0, 𝑞 < 2

𝐹2(𝑟, 𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑅𝜆(𝑟), 𝜆 > 0,

ln
𝑞−2𝑚1
𝑞−𝑚1

1

𝑟
, 𝜆 = 0, 𝑞 > 2𝑚1,

ln ln
1

𝑟
, 𝜆 = 0, 𝑞 = 2𝑚1,

ln−
2𝑚1−𝑞
1−𝑚1 , 𝜆 = 0, 𝑞 < 2𝑚1.

Для спрощення наступних записiв будемо використовувати позна-

чення 𝑀(𝑟), 𝐸(𝑟), 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡) замiсть 𝑀𝑢(𝑟, 𝜆), 𝐸(𝑟, 𝜆), 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡, 𝜆).

Лема 4.1. Нехай виконанi умови теореми 4.1, тодi для всiх значень

𝑙, 𝜌, якi задовольняють нервiностям 𝑙 ≥ 2𝑞
𝑞−𝑚𝑛

, 2𝑟 < 𝜌 ≤ 𝑅0

2 , має мiсце

оцiнка

sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐸(𝜌

2)×{𝑡}

𝑢∫︁
𝑀(𝜌

2)

ln+
𝑠

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀𝑑𝑠𝜓𝑙
𝑟 𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌

2)

𝑢𝑚𝑖−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁∫︁
𝐸(𝜌

2)

𝑢𝑞 ln
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾 (𝐹1(𝑟, 𝜆) + 𝐹2(𝑟, 𝜆)) . (4.6)

Доведення. В iнтегральну тотожнiсть (3.4) пiдставимо пробну функцiю
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𝜙 = ln+
𝑢

𝑀(𝜌
2)
𝜓𝑙
𝑟. Використаємо умову (3.2) i нерiвнiсть Юнга:

sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐸(𝜌

2)×{𝑡}

𝑢∫︁
𝑀(𝜌

2)

ln+
𝑠

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀𝑑𝑠𝜓𝑙
𝑟 𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌

2)

𝑢𝑚𝑖−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁∫︁
𝐸(𝜌

2)

𝑢𝑞 ln
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐸(𝜌

2)

𝑢 ln
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀ ⃒⃒⃒⃒𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑙−1
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+ 𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌

2)

𝑢𝑚𝑖 ln2
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀ ⃒⃒⃒⃒𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜓𝑙−2
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡.

З останньої формули, застосовуючи нерiвнiсть Юнга, випливає, що

sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐸(𝜌

2)×{𝑡}

𝑢∫︁
𝑀(𝜌

2)

ln+
𝑠

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀𝑑𝑠𝜓𝑙
𝑟 𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌

2)

𝑢𝑚𝑖−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁∫︁
𝐸(𝜌

2)

𝑢𝑞 ln
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐸(𝜌

2)

ln
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀ ⃒⃒⃒⃒𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒ 𝑞
𝑞−1

𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾

∫︁∫︁
𝐸(𝜌

2)

ln
2𝑞−𝑚𝑖
𝑞−𝑚𝑖

𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀ ⃒⃒⃒⃒𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒ 2𝑞
𝑞−𝑚𝑖

𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝛾 (𝐽1 + 𝐽2) . (4.7)

За допомогою формули (4.5), отримаємо

𝐽1 + 𝐽2 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐷𝜆(𝑅(𝑟))∖𝐷𝜆(𝑟)

ln−
1

𝑞−1
1

𝜌𝜆
𝜌
− 1

𝜅(𝜆)
𝑞

𝑞−1

𝜆 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+ 𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐷𝜆(𝑅(𝑟))∖𝐷𝜆(𝑟)

ln
− 𝑚𝑖

𝑞−𝑚𝑖
1

𝜌𝜆
𝜌
− 2𝑞

𝜅𝑖(𝜆)(𝑞−𝑚𝑖)

𝜆 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤𝛾
𝑅(𝑟)∫︁
𝑟

ln−
1

𝑞−1
1

𝑧
𝑧𝜆−1𝑑𝑧+𝛾

𝑅(𝑟)∫︁
𝑟

ln−
𝑚1

𝑞−𝑚1
1

𝑧
𝑧𝜆−1𝑑𝑧 ≤𝛾 (𝐹1(𝑟, 𝜆)+𝐹2(𝑟, 𝜆)) . (4.8)

Об’єднуючи формули (4.7), (4.8), отримаємо необхiдну оцiнку (4.6), яка

завершує доведення леми.

Визначимо функцiю 𝑢(𝜌)(𝑥, 𝑡) i множину 𝐸
(︀
𝜌
2 , 2𝜌

)︀
наступним чином

𝑢(𝜌)(𝑥, 𝑡) = min
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌), 𝑢2𝜌(𝑥, 𝑡)

)︁
,
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𝐸
(︁𝜌
2
, 2𝜌
)︁
= {𝑥 ∈ 𝐸(2𝜌) : 𝑢 < 𝑀

(︁𝜌
2

)︁
}.

Лема 4.2. В умовах попередньої леми 4.1 має мiсце наступна нерiв-

нiсть∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

𝑢(𝜌)𝑢𝑞𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁
×

×
{︁
𝐹3(𝑟, 𝜆) + (𝐹1(𝑟, 𝜆) + 𝐹2(𝑟, 𝜆))

1
2𝐹

1
2
4 (𝑟, 𝜆)

}︁
, (4.9)

де

𝐹3(𝑟, 𝜆) =

⎧⎨⎩ 𝑅𝜆(𝑟), 𝜆 > 0,

ln−
1

𝑞−1
1

𝑟
, 𝜆 = 0,

𝐹4(𝑟, 𝜆) =

⎧⎨⎩𝑅𝜆(𝑟), 𝜆 > 0,

ln−1 1

𝑟
, 𝜆 = 0.

Доведення. В iнтегральну тотожнiсть (3.4) пiдставимо пробну функцiю

𝜙 = 𝑢(𝜌)𝜓𝑙
𝑟, використаємо умову (3.2) i нерiвнiсть Юнга:∫︁∫︁

𝐸(2𝜌)

𝑢(𝜌)𝑢𝑞𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

𝑢(𝜌)
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒ 𝑞
𝑞−1

𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

(︃
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑢𝑚𝑗−1|𝑢𝑥𝑗
|2
)︃ 1

2

𝑢
𝑚𝑖−1

2 𝑢(𝜌)
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑙−1
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡 =

= 𝛾 (𝐽3 + 𝐽4) . (4.10)

Застосувавши нерiвнiсть Гьольдера, формулу (4.5) i лему 4.1, оцiни-

мо iнтeграли у правiй частинi нерiвностi (4.10) наступним чином

𝐽3 ≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒ 𝑞
𝑞−1

𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁ ∫︁∫︁
𝐷𝜆(𝑅(𝜆))∖𝐷𝜆(𝑟)

ln−
𝑞

𝑞−1
1

𝜌𝜆
𝜌
− 𝑞

(𝑞−1)𝜅(𝜆)

𝜆 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁𝑅(𝜆)∫︁
𝑟

ln−
𝑞

𝑞−1
1

𝑧
𝑧𝜆−1𝑑𝑧≤𝛾

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁
𝐹3(𝑟, 𝜆). (4.11)
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Аналогiчно

𝐽4 ≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ 𝑛∑︁
𝑗=1

∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

𝑢𝑚𝑗−2|𝑢𝑥𝑗
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2

×

×

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

𝑢𝑚𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2

≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁
×

× (𝐹1(𝑟, 𝜆) + 𝐹2(𝑟, 𝜆))
1
2

𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐷𝜆(𝑅(𝜆))∖𝐷𝜆(𝑟)

ln−2 1

𝜌𝜆
𝜌
−𝑚𝑖(𝑛−𝜆)− 2

𝜅𝑖(𝜆)

𝜆 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2

≤

≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁
(𝐹1(𝑟, 𝜆) + 𝐹2(𝑟, 𝜆))

1
2

⎛⎜⎝ 𝑅(𝑟)∫︁
𝑟

ln−2 1

𝑧
𝑧𝜆−1𝑑𝑧

⎞⎟⎠
1
2

≤

≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁
(𝐹1(𝑟, 𝜆) + 𝐹2(𝑟, 𝜆))

1
2 𝐹

1
2
4 (𝑟, 𝜆). (4.12)

Пiдставляючи оцiнки (4.12), (4.11) у (4.10), закiнчуємо доведення

леми.

Аналогiчно як довели оцiнку (4.12), використовуючи iтерацiю типу

Де Джiорджi, ми отримаємо наступну оцiнку

(𝑀(𝜌)−𝑀(2𝜌)1+𝑚+𝑚𝑛+2
2 ≤

≤ 𝛾

(︃
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
𝜌−

1
𝜅(𝜆) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖

(︁𝜌
2

)︁
𝜌
− 2

𝜅𝑖(𝜆)

)︃𝑛+2
2 ∫︁∫︁
𝐷𝜆(𝑅0)∖𝐷𝜆(𝜌

2)

𝑢1+𝑚
2𝜌 𝑑𝑥𝑑𝑡.

Оскiльки 𝑢2𝜌 ≤𝑀
(︀
𝜌
2

)︀
−𝑀(2𝜌) для (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐷𝜆(𝑅0)∖𝐷𝜆

(︀
𝜌
2

)︀
, застосовуючи

нерiвнiсть Гьольдера i лему 4.2, маємо

(𝑀(𝜌)−𝑀(2𝜌)1+𝑚+𝑚𝑛+2
2 ≤

≤ 𝛾𝑀
𝑚+1
𝑞+1

(︁𝜌
2

)︁(︃
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
𝜌−

1
𝜅(𝜆) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖

(︁𝜌
2

)︁
𝜌
− 2

𝜅𝑖(𝜆)

)︃𝑛+2
2

×

×
{︁
𝐹3(𝑟, 𝜆) + (𝐹1(𝑟, 𝜆) + 𝐹2(𝑟, 𝜆))

1
2𝐹

1
2
4 (𝑟, 𝜆)

}︁
|𝐷𝜆(𝑅0)|

𝑞−𝑚
𝑞+1 . (4.13)
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З урахуванням (4.3) справедливi наступнi вiдношення при 𝜆 = 0

𝐹1(𝑟, 0)𝐹4(𝑟, 0) = ln
𝑞−2
𝑞−1

1

𝑟
ln−1 1

𝑅(𝑟)
= ln

𝑞−2
𝑞−1−𝜀 1

𝑟
, якщо 𝑞 > 2,

𝐹2(𝑟, 0)𝐹4(𝑟, 0) = ln
𝑞−2𝑚1
𝑞−𝑚1

1

𝑟
ln−1 1

𝑅(𝑟)
= ln

𝑞−2𝑚1
𝑞−𝑚1

−𝜀 1

𝑟
, якщо 𝑞 > 2𝑚1.

Обираючи 𝜀 з умови max
(︁
1
2 ,

𝑞−2
𝑞−1 ,

𝑞−2𝑚1

𝑞−𝑚1

)︁
< 𝜀 < 1, перейдемо до

границi у нерiвностi (4.13), коли 𝑟 → 0, i отримаємо для будь-якого

𝜌 ≤ 𝑅0

2 нерiвнiсть

𝑀(𝜌)−𝑀(2𝜌) ≤ 0.

Iтеруючи останню нерiвнiсть, маємо для 𝜌 ≤ 𝑅0

2

𝑀(𝜌) ≤𝑀(𝑅0),

що доводить обмеженiсть розв’язку.

Доведемо тепер, що особливiсть є усувною. Нехай 𝐾 компактна пiд-

множина в Ω, i 𝜉 =

⎧⎨⎩0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜕Ω× (0, 𝑇 )

1, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐾 × (0, 𝑇 ).
В iнтегральну тотожнiсть

(3.4) пiдставимо функцiю 𝜙 = 𝑢𝜉2𝜓𝑟, 𝜓 = 𝜓𝑟, використовуючи умову

(3.2), нерiвнiсть Юнга, обмеженiсть розв’язку 𝑢 i переходячи до границi,

коли 𝑟 → 0, отримаємо

sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐾

𝑢2𝑑𝑥+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑇∫︁
0

∫︁
𝐾

𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2𝑑𝑥𝑑𝑡+

𝑇∫︁
0

∫︁
𝐾

𝑢𝑞+1𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾. (4.14)

В iнтегральну тотожнiсть (3.4) пiдставимо пробну функцiю 𝜙𝜓𝑟, де

𝜙 довiльна функцiя, яка належить простору
𝑜

𝑉 2,𝑚(Ω𝑇 ), застосуємо нерiв-

нiсть (4.14), обмеженiсть розв’язку i переходячи до границi, коли 𝑟 → 0,

отримаємо виконання iнтегральної тотожностi (3.4) з довiльною функцi-

єю 𝜙 ∈
𝑜

𝑉 2,𝑚(Ω𝑡) i 𝜓 ≡ 1, що доводить теорему 4.1.

4.1.2 Вироджений та сингулярний випадки

В даному пiдроздiлi будемо вивчати питання усувностi iзольованих осо-

бливостей для рiвняння (3.19) з роздiлу 3, тобто об’єктом дослiдження
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буде анiзотропне рiвняння пористого середовища з абсорбцiєю.

Означення 4.1. Будемо казати, що слабкий розв’язок 𝑢 задачi (3.19),

(3.20) має усувну особливiсть в точцi (0, 0), якщо iнтегральна тото-

жнiсть (3.23) в означеннi 3.4 має мiсце для функцiї 𝜓 ≡ 1.

Головним результатом даного пункту є така теорема.

Теорема 4.2. Нехай виконанi умови (3.21), (3.22) i 𝑢 невiд’ємний слаб-

кий розв’язок задачi (3.19), (3.20). Припустимо, що 𝑓(𝑢) = 𝑢𝑞 i вико-

нується наступна умова

𝑞 ≥ 𝑚+
2

𝑛
,

тодi особливiсть в точцi (0, 0) є усувною.

Нехай

𝑄𝑟 =

⎧⎨⎩(𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 :

(︃
𝑡

𝜅(𝜆)
𝜅1(𝜆) +

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖|
𝜅𝑖(𝜆)

𝜅1(𝜆)

)︃𝜅1(𝜆)

< 𝑟,

⎫⎬⎭
де 𝜅(𝜆) = 1

2+(𝑛−𝜆)(𝑚−1) , 𝜅𝑖(𝜆) = 2
2+(𝑛−𝜆)(𝑚−𝑚𝑖)

, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝜆 = 𝑛 − 2
𝑞−𝑚 .

Для 0 < 𝑟 < 𝜌 < 𝑅0

2 (𝑅0 : 𝑄𝑅0
⊂ Ω𝑇 ) введемо позначення

𝑀𝑢(𝑟) = sup
𝑄𝑅0

∖𝑄𝑟

𝑢(𝑥, 𝑡) i 𝑢2𝜌 = 𝑢(𝑥, 𝑡) −𝑀𝑢(2𝜌) ≤ 𝑀𝑢

(︀
𝜌
2

)︀
−𝑀𝑢(2𝜌) для

точок (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑅0
∖ 𝑄𝜌

2
. Для фiксованого 𝑘 > 0 i 𝑗 = 0, 1, ... покладе-

мо 𝜌𝑗 = 𝜌
4

(︀
1 + 1

2𝑗

)︀
, 𝑘𝑗 = 𝑘(1 − 2−𝑗), 𝐴𝑘𝑗 ,𝑗 = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝜌𝑗 : 𝑢2𝜌 > 𝑘𝑗}.

Нехай 𝜁𝑗 ∈ 𝐶∞
(︁
𝑄𝜌𝑗+1+𝜌𝑗

2

)︁
, 0 ≤ 𝜁𝑗 ≤ 1, 𝜁𝑗 = 1 зовнi 𝑄𝜌𝑗 , 𝜁𝑗 = 0 у

𝑄𝜌𝑗+1
, i
⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
≤ 𝛾2𝑗𝛾𝜌−

1
𝜅(𝜆) ,

⃒⃒⃒
𝜕𝜁𝑗
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
≤ 𝛾2𝑗𝛾𝜌

− 2
𝜅𝑖(𝜆) , 𝑖 = 1, 𝑛. Нехай 𝑖0 таке чи-

сло, що 𝑚𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1, . . . 𝑖0 i 𝑚𝑖 > 1, 𝑖 = 𝑖0 + 1, . . . 𝑛, 𝑚
′
= 1

𝑛

𝑖0∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖,

𝑚
′′
= 1

𝑛

𝑛∑︀
𝑖=𝑖0+1

𝑚𝑖. Зауважимо, що 𝑖0 = 0, якщо 𝑚𝑖 > 1, 𝑖 = 1, 𝑛, i 𝑖0 = 𝑛 у

випадку, коли 𝑚𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1, 𝑛.

В iнтегральну тотожнiсть (3.23) пiдставимо функцiю

𝜙 = (𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗)+𝜁
2
𝑗 i використаємо умову (3.21):

ess sup

∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗

(𝑡)

(𝑢2𝜌−𝑘𝑗)2+𝜁𝑗𝑑𝑥+
𝑖0∑︁
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖−1
𝑢

(︁𝜌
2

)︁∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗

|𝑢𝑥𝑖
|2𝜁2𝑗 𝑑𝑥+𝑑𝑡



107

+
𝑛∑︁

𝑖=𝑖0+1

𝑘𝑚𝑖−1
𝑗

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗

|𝑢𝑥𝑖
|2𝜁2𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗,𝑗

(𝑢2𝜌−𝑘𝑗)+𝑢𝑞𝜁2𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

(︃
𝑀 2

𝑢

(︁𝜌
2

)︁
𝜌−

1
𝜅(𝜆) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖+1
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
𝜌
− 2

𝜅𝑖(𝜆)

)︃
|𝐴𝑘𝑗 ,𝑗|. (4.15)

Застосувавши лему 1.2, нерiвнiсть Гьольдера i оцiнку (4.15), отри-

маємо

𝑌𝑗+1 =

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤
⃒⃒
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1

⃒⃒ 2
𝑛+2

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1

((𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)+𝜁𝑗)
2+ 4

𝑛𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑛

𝑛+2

≤

≤
⃒⃒
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1

⃒⃒ 2
𝑛+2 ess sup

0<𝑡<𝑇

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1(𝑡)

(𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)
2
+𝜁

2
𝑗 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
2

𝑛+2

×

×

⎛⎜⎜⎝
𝑡∫︁

0

𝑛∏︁
𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1(𝑡)

|((𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗+1)+𝜁𝑗)𝑥𝑖
|2 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
1
𝑛

𝑑𝜏

⎞⎟⎟⎠
𝑛

𝑛+2

≤

≤ 𝛾𝑀
(1−𝑚

′
)𝑖0

𝑛+2
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
𝑘

(1−𝑚
′′
)(𝑛−𝑖0)

𝑛+2

𝑗+1 ×

×

(︃
𝑀 2

𝑢

(︁𝜌
2

)︁
𝜌−

1
𝜅(𝜆) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖+1
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
𝜌
− 2

𝜅𝑖(𝜆)

)︃
|𝐴𝑘𝑗+1,𝑗+1|1+

2
𝑛+2 .

З цiєї оцiнки i очевидної нерiвностi (𝑢2𝜌 − 𝑘𝑗)+ ≥ 𝑘
2𝑗+1 , яка справе-

длива на множинi 𝐴𝑘𝑗+1,𝑗, випливає, що

𝑌𝑗+1 ≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑀
(1−𝑚

′
)𝑖0

𝑛+2
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
𝑘

(1−𝑚
′′
)(𝑛−𝑖0)

𝑛+2

𝑗+1

(︁
𝑀 2

𝑢

(︁𝜌
2

)︁
𝜌−

1
𝜅(𝜆)+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑀𝑚𝑖+1
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
𝜌
− 2

𝜅𝑖(𝜆)

)︃
𝑌

1+ 2
𝑛+2

𝑗 . (4.16)

З леми 1.1 виходить, що

(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
(𝑚

′′
−1)(𝑛−𝑖0)

2 +𝑛+4 ≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑀
(1−𝑚

′
)𝑖0

𝑛+2
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
×
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×

(︃
𝑀 2

𝑢

(︁𝜌
2

)︁
𝜌−

1
𝜅(𝜆) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖+1
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
𝜌
− 2

𝜅𝑖(𝜆)

)︃∫︁∫︁
𝑄𝜌

2

𝑢22𝜌𝑑𝑥𝑑𝑡. (4.17)

Застосувавши нерiвнiсть Гьольдера i лему 4.2, отримаємо

(𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌))
(𝑚

′′
−1)(𝑛−𝑖0)

2 +𝑛+4 ≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑀
(1−𝑚

′
)𝑖0

𝑛+2
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
×

×

(︃
𝑀 2

𝑢

(︁𝜌
2

)︁
𝜌−

1
𝜅(𝜆) +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖+1
𝑢

(︁𝜌
2

)︁
𝜌
− 2

𝜅𝑖(𝜆)

)︃
×

×
{︁
𝐹3(𝑟, 𝜆) + (𝐹1(𝑟, 𝜆) + 𝐹2(𝑟, 𝜆))

1
2𝐹

1
2
4 (𝑟, 𝜆)

}︁
|𝑄𝜌

2
|
𝑞−1
𝑞+1 . (4.18)

Аналогiчно, як у попередньому пунктi, отримаємо наступну оцiнку

𝑀𝑢(𝜌)−𝑀𝑢(2𝜌) ≤ 0.

Iтеруючи останню нерiвнiсть, будемо мати для будь-якого 𝜌 ≤ 𝑅0

2

𝑀𝑢(𝜌) ≤𝑀𝑢(𝑅0),

що доводить обмеженiсть розв’язку.

Покажемо, що особливiсть в точцi (0, 0) є усувною. Нехай 𝐾 компа-

ктна пiдмножина в Ω i 𝜉 =

⎧⎨⎩0, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝜕Ω× (0, 𝑇 )

1, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐾 × (0, 𝑇 )
. В iнтегральну тото-

жнiсть (3.23) пiдставимо функцiю 𝜙 = 𝑢𝑚
−
𝜉2𝜓𝑟, 𝜓 = 𝜓𝑟, використовуючи

умову (3.21), нерiвнiсть Юнга, обмеженiсть розв’язку 𝑢 i переходячи до

границi, коли 𝑟 → 0, отримаємо

sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐾

𝑢𝑚
−+1𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑇∫︁
0

∫︁
𝐾

𝑢𝑚𝑖+𝑚−−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝑑𝑥𝑑𝑡+

𝑇∫︁
0

∫︁
𝐾

𝑢𝑞+𝑚−
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾. (4.19)

Тепер в iнтегральну тотожнiсть (3.23) пiдставимо функцiю 𝜙𝜓𝑟, за-

стосуємо умови (3.21), (4.19), обмеженiсть розв’язку i переходячи до гра-

ницi, коли 𝑟 → 0, отримаємо виконання iнтегральної тотожностi (3.23) з

довiльною функцiєю 𝜙 ∈ 𝑊 1,2
𝑙𝑜𝑐 (0, 𝑇 ;𝐿

2
𝑙𝑜𝑐(Ω)) ∩ 𝐿2

𝑙𝑜𝑐(0, 𝑇 ;
𝑜

𝑊
1,2

𝑙𝑜𝑐(Ω)) i 𝜓 ≡ 1.

Що завершує доведення теореми 4.2.
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4.2 Усувнiсть iзольованих особливостей розв’язкiв анiзотро-

пного рiвняння пористого середовища з градiєнтною аб-

сорбцiєю

Основний результат пiдроздiлу - це умова усувностi iзольованих особли-

востей анiзотропного рiвняння пористого середовища з градiєнтною аб-

сорбцiєю (3.34), яке було розглянуто у роздiлi 3.

Означення 4.2. Будемо казати, що слабкий розв’язок 𝑢 задачi (3.34),

(3.35) має усувну особливiсть в точцi (0, 0), якщо iнтегральна тото-

жнiсть (3.39) в означеннi 3.7 має мiсце для функцiї 𝜓 ≡ 1.

Теорема 4.3. Нехай виконанi умови (3.36)-(3.38) i 𝑢 невiд’ємний слаб-

кий розв’язок задачi (3.34), (3.35). Припустимо, що 𝑞 = 2+𝑛𝑚
1+𝑛 i

𝑞𝑖 =
2+𝑛𝑚

1+𝑛+𝑛
2 (𝑚−𝑚𝑖)

, 𝑖 = 1, 𝑛 тодi особливiсть в точцi (0, 0) є усувною.

4.2.1 Iнтегральнi оцiнки для градiєнту розв’язку

Визначимо послiдовностi чисел для 0 ≤ 𝜆 < 𝑛

𝜅(𝜆) = 2 + (𝑛− 𝜆)(𝑚− 1), 𝑎𝑖(𝜆) = 1 +
𝑛− 𝜆

2
(𝑚−𝑚𝑖), 𝑖 = 1, 𝑛, (4.20)

i покладемо

𝜌𝜆(𝑥, 𝑡)=

⎧⎨⎩
(︃

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝑥𝑖|
𝑎1(𝜆)
𝑎𝑖(𝜆)

)︃ 𝜅(𝜆)
𝑎1(𝜆)

+𝑡

⎫⎬⎭
1
𝜅

, 𝐺𝜆(𝑟) = {(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑅𝑛×𝑅1
+ : 𝜌𝜆(𝑥, 𝑡) < 𝑟}.

Припустимо, що 𝐺𝜆(𝑅0) ⊂ Ω𝑇 i для 0 < 𝑟 < 𝑅0 позна-

чимо 𝑀𝑢(𝑟, 𝜆) = sup{|𝑢(𝑥, 𝑡)| : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺𝜆(𝑅0) ∖ 𝐺𝜆(𝑟)},
𝐸(𝑟, 𝜆) = {(𝑥, 𝑡) ∈ Ω𝑇 : 𝑢(𝑥, 𝑡) > 𝑀𝑢(𝑟, 𝜆)},
𝑢𝑟(𝑥, 𝑡, 𝜆) = (𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝑀𝑢(𝑟, 𝜆))+ i розглянемо функцiю

𝜓𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝜂𝑟(𝜌𝜆(𝑥, 𝑡)), де 𝜂𝑟 : 𝑅1 → 𝑅1 й приймає наступнi значен-

ня

𝜂𝑟(𝑠) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑠 ≤ 𝑟

1, 𝑠 ≥ 𝑅(𝑟)[︂
(1− 𝛿) ln ln

1

𝑟

]︂−1(︂
ln ln

1

𝑟
− ln ln

1

𝑠

)︂
, 𝑟 ≤ 𝑠 ≤ 𝑅(𝑟),
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де 𝛿 число з iнтервалу (0, 1) зазначене в рiвностi, що визначає 𝑅(𝑟)

ln
1

𝑅(𝑟)
= ln𝛿

1

𝑟
. (4.21)

Зауважимо, що в силу очевидних рiвностей

𝑞 − 2

𝑞(1−𝑚) + 2(𝑞 − 1)
= −𝑛− 𝜆

𝜅(𝜆)
,

2(𝑞 − 2)

(2−𝑚)𝑞 + (𝑞 − 2)𝑚𝑖
= −𝑛− 𝜆

𝑎𝑖(𝜆)
, 𝑖 = 1, 𝑛,

з 𝜆 ≥ 0 визначеною наступним чином

𝜆 =
𝑞(1 + 𝑛)− 2− 𝑛𝑚

𝑞 −𝑚
≥ 0,

оцiнка Келлера-Оссермана (3.40) має вигляд

𝑀𝑢(𝜌, 𝜆) ≤ 𝛾𝜌𝜆−𝑛, 𝜌 > 0. (4.22)

Для спрощення наступних записiв будемо позначати𝑀(𝑟), 𝐸(𝑟) i 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡)

замiсть 𝑀𝑢(𝑟, 𝜆), 𝐸(𝑟, 𝜆) and 𝑢𝑟(𝑥, 𝑡, 𝜆).

У випадку, коли 𝜆 = 0, тобто 𝑞 = 2+𝑛𝑚
1+𝑛 i 𝑞𝑖 = 2+𝑛𝑚

1+𝑛+𝑛
2 (𝑚−𝑚𝑖)

, 𝑖 = 𝑖, 𝑛,

зафiксуємо 𝜀1, 𝜀2 ∈ (0, 1) з умов

1

𝑞𝑛
< 𝜀1 <

(︂
1

𝑞
− 1

𝑛

)︂
𝑞

𝑞𝑛 − 𝑞
,

1

𝑛
+
𝜀1𝑞𝑛 − 1

𝑞
< 𝜀2 < 𝜀1,

i нехай

0 <
𝜀1𝑞𝑛 − 1

𝑞
(︀
𝜀2 − 1

𝑛

)︀ < 𝛿 < 1. (4.23)

Розглянемо функцiї 𝐹1(𝑟, 𝜆), 𝐹2(𝑟, 𝜆), 𝐹3(𝑟, 𝜆), якi визначаються насту-

пними рiвностями

𝐹1(𝑟, 𝜆) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑅𝜆(𝑟), if 𝜆 > 0,[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂2−𝑞
′
1

, якщо 𝜆 = 0,
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𝐹2(𝑟, 𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑅𝜆(𝑟), якщо 𝜆 > 0,[︂
ln

1

𝑟

]︂1−(𝜀1−𝜀2)𝑞
′

, якщо 𝜆 = 0, (𝜀1 − 𝜀2)𝑞
′
< 1,

ln ln
1

𝑟
, якщо 𝜆 = 0, (𝜀1 − 𝜀2)𝑞

′
= 1,[︂

ln
1

𝑅(𝑟)

]︂1−(𝜀1−𝜀2)𝑞
′

, якщо 𝜆 = 0, (𝜀1 − 𝜀2)𝑞
′
> 1.

𝐹3(𝑟, 𝜆) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑅𝜆(𝑟), якщо 𝜆 > 0,[︂
ln

1

𝑟

]︂1−(1−𝛿1)𝑞1−𝑞𝛿(𝜀2− 1
𝑛 )

, якщо 𝜆 = 0, (1− 𝜀1)𝑞1 < 1,[︂
ln

1

𝑟

]︂−𝑞𝛿(𝜀2− 1
𝑛 )

, якщо 𝜆 = 0, (1− 𝜀1)𝑞1 = 1,[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂1−(1−𝜀1)𝑞1−𝑞(𝜀2− 1
𝑛 )

, якщо 𝜆 = 0, (1− 𝜀1)𝑞1 > 1,

де 𝑞
′
= 𝑞

𝑞−1 , 𝑞
′

𝑖 =
𝑞𝑖

𝑞𝑖−1 , 𝑖 = 1, 𝑛.

Лема 4.3. Нехай виконанi припущення теореми 4.3, тодi справедливi

наступнi оцiнки

𝐼0 = sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐸(𝜌2 )×{𝑡}

𝑢∫︁
𝑀(𝜌

2)

ln
𝑠

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀𝑑𝑠𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢𝑚𝑖−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

ln
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀ |𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾 (𝐹1(𝑟, 𝜆)+

+𝐹2(𝑟, 𝜆) + 𝐹3(𝑟, 𝜆)) + 𝛾𝜌2 ln2
1

𝜌
. (4.24)

Доведення. Пiдставляючи в iнтегральну тотожнiсть (3.39) функцiю

𝜙 = ln+
𝑢

𝑀(𝜌
2)
𝜓𝑙−𝑝
𝑟 , 𝜓 = 𝜓𝑟, використовуючи умову (3.36) i нерiвнiсть

Юнга, отримаємо

𝐼𝑜 ≤ 𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢∫︁
𝑀(𝜌

2)

ln
𝑠

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀𝑑𝑠 ⃒⃒⃒⃒𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑙−1
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+
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+𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

ln
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑙−1
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢𝑚 ln2
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝐼1 + 𝐼2 + 𝐼3. (4.25)

Застосувавши формулу (4.22), останнiй доданок у правiй частинi

нерiвностi (4.25) оцiнюється наступним чином

𝐼3 ≤ 𝛾𝜌2 ln2
1

𝜌
. (4.26)

Якщо 𝜆 > 0, тодi використовуючи нерiвнiсть Юнга i формулу (4.22),

маємо

𝐼1+𝐼2−
1

4

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢𝑚𝑖−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡≤𝛾
∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

(︁
𝑢−𝑀

(︁𝜌
2

)︁)︁
ln

𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀⃒⃒⃒⃒𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑙−1
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢𝑚𝑖 ln2
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀ ⃒⃒⃒⃒𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜓𝑙−2
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐺𝜆(𝑅(𝑟))

𝜌
𝜆−𝑛−𝜅(𝜆)
𝜆 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐺𝜆(𝑅(𝑟))

𝜌
(𝜆−𝑛)𝑚𝑖−2𝑎𝑖(𝜆)
𝜆 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

𝑅(𝑟)∫︁
0

𝑠𝜆−1𝑑𝑠 ≤ 𝛾𝑅𝜆(𝑟). (4.27)

Якщо 𝜆 = 0, тодi за допомогою нерiвностi Юнга, отримаємо

𝐼2 −
1

4

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

ln
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀ |𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡≤𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢(𝑚𝑖−1)𝑞
′
𝑖 ln

𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀ ⃒⃒⃒⃒𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑞′𝑖
×

×𝜓𝑙−𝑞
′
𝑖

𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡≤ 𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐺𝜆(𝑅(𝑟))∖𝐺𝜆(𝑟)

𝜌
−(𝑛(𝑚𝑖−1)+2𝑎𝑖(0))𝑞

′
𝑖

0

[︂
ln

1

𝜌0

]︂1−𝑞
′
𝑖

𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑅(𝑟)∫︁
𝑟

[︂
ln

1

𝑠

]︂1−𝑞
′
𝑖 𝑑𝑠

𝑠
≤ 𝛾𝐹1(𝑟, 𝜆). (4.28)
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Покладемо 𝑣 =

⎛⎝ 𝑢∫︀
𝑀(𝜌

2)
ln𝑎 𝑠

𝑀(𝜌
2)
𝑑𝑠

⎞⎠
+

𝜓𝑙−1
𝑟 , 𝜌(𝑥) =

(︂
𝑛∑︀

𝑖=1

|𝑥𝑖|
𝑎1(0)
𝑎𝑖(0)

)︂ 1
𝑎1(0)

, за-

стосувавши нерiвнiсть Юнга, матимемо

𝐼1 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

[︃
ln

𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀]︃(1−𝜀1)𝑞
′ [︂
ln

1

𝜌(𝑥)

]︂𝜀2𝑞′
𝜌𝑞

′

(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒𝑞′
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑣𝑞𝜌−𝑞(𝑥)

[︂
ln

1

𝜌(𝑥)

]︂𝜀2𝑞
𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝐼4 + 𝐼5. (4.29)

Використовуючи оцiнку типу Келлера-Оссермана (4.22), оцiнимо перший

член у правiй частинi попередньої нерiвностi наступним чином

𝐼4 ≤ 𝛾

𝑅(𝑟)∫︁
𝑟

[︂
ln

1

𝑠

]︂−(𝜀1−𝜀2)𝑞
′

𝑑𝑠

𝑠
≤ 𝛾𝐹2(𝑟, 𝜆), (4.30)

також тут застосували очевидну рiвнiсть 𝑞
′ − 𝜅(0)𝑞

′
= −2− 𝑛𝑚.

Другий доданок у правiй частинi формули (4.29) оцiнимо за допо-

могою нерiвностi Гьольдера i леми 1.2 з 𝛼1 = 𝛼2 = . . . = 𝛼𝑛 = 0 :

𝐼5 ≤ 𝛾

𝑇∫︁
0

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐺0(𝑅(𝑟))

𝜌−𝑛(𝑥)

[︂
ln

1

𝜌(𝑥)

]︂−𝜀2𝑛

𝑑𝑥

⎞⎟⎠
𝑞
𝑛
⎛⎜⎝ ∫︁

𝐸(𝜌2 )×{𝑡}

𝑣
𝑛𝑞
𝑛−𝑞𝑑𝑥

⎞⎟⎠
𝑛−𝑞
𝑛

𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂−𝑞(𝜀2− 1
𝑛 ) 𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

|𝑣𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂−𝑞(𝜀2− 1
𝑛 ) 𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

ln𝜀1𝑞𝑖
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀ |𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜓(𝑙−1)𝑞𝑖

𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾

[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂−𝑞(𝜀2− 1
𝑛 ) 𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢𝑞𝑖

[︃
ln

𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀]︃𝜀1𝑞𝑖 ⃒⃒⃒⃒𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑞𝑖
𝜓(𝑙−2)𝑞𝑖
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡.

За нашими припущеннями 𝜀1𝑞𝑖 > 1, 𝑖 = 1, 𝑛, отже, вибираючи 𝑙 достатньо

великим, використовуючи (4.22), з попередньої нерiвностi отримаємо

𝐼5 ≤ 𝛾

[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂−𝑞(𝜀2− 1
𝑛 )
[︂
ln

1

𝑟

]︂𝜀1𝑞𝑛−1 𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

ln
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀ |𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+
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+𝛾

[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂−𝑞(𝜀2− 1
𝑛 ) 𝑛∑︁

𝑖=1

𝑅(𝑟)∫︁
𝑟

[︂
ln

1

𝑠

]︂(𝜀1−1)𝑞𝑖 𝑑𝑠

𝑠
.

Беручи до уваги, що згiдно з нашим вибором 𝜀1𝑞𝑛 − 1− 𝛿𝑞
(︀
𝜀2 − 1

𝑛

)︀
< 0,

припускаючи, що стала 𝑅0 достатньо мала, що задовольняє умовi[︂
ln

1

𝑅0

]︂𝜀1𝑞𝑛−1−𝛿𝑞(𝜀2− 1
𝑛)

≤ 1

4𝛾
,

отримаємо

𝐼5 ≤
1

4

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

ln
𝑢

𝑀
(︀
𝜌
2

)︀ |𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝛾𝐹3(𝑟, 𝜆). (4.31)

Комбiнуючи нерiвностi (4.25)-(4.31), приходимо до необхiдної оцiнки

(4.24).

У випадку, коли 𝜆 = 0, тобто 𝑞 = 2+𝑛𝑚
1+𝑛 i 𝑞𝑖 = 2+𝑛𝑚

1+𝑛+𝑛
2 (𝑚−𝑚𝑖)

, 𝑖 = 1, 𝑛,

зафiксуємо числа 𝜀3, 𝜀4, 𝜀5, обираючи їх з умови 𝜀3 ∈ (0, 1), 1−𝜀3
𝑞1

< 𝜀4 < 1,
1−𝜀3
𝑛 < 𝜀5 <

1−𝜀3
𝑞 , i нехай

𝐹4(𝑟, 𝜆) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑅𝜆(𝑟), якщо 𝜆 > 0,

ln−1 1

𝑅(𝑟)
, якщо 𝜆 = 0,

𝐹5(𝑟, 𝜆) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑅𝜆(𝑟), якщо 𝜆 > 0,[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂1−(1−𝜀5)𝑞
′

, якщо 𝜆 = 0,

𝐹6(𝑟, 𝜆) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑅𝜆(𝑟), якщо 𝜆 > 0,[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂−𝑞(
𝜀5

1−𝜀3
− 1

𝑛 )

(𝑅(𝑟))𝜀3𝑛𝑞1, якщо 𝜆 = 0,

де 𝑞 = 𝑞
1−𝜀3

, 𝑞
′
= 𝑞

𝑞−1 .

Для 1 < 𝜃 < 1 + 2
𝑛 покладемо Φ𝜌(𝑢) =

=
(︁(︀
𝑀
(︀
𝜌
2

)︀
−𝑀 (2𝜌)

)︀1−𝜃 − 𝑢1−𝜃
2𝜌

)︁
+
.
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Лема 4.4. В умовах теореми 4.3 спрведлива наступна оцiнка

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢−𝜃
2𝜌 𝑢

𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

Φ𝜌(𝑢)|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡≤𝛾𝐻1(𝑟, 𝜌, 𝜆),

(4.32)

де

𝐻1(𝑟, 𝜌, 𝜆)=
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁1−𝜃
(︂
𝐹1(𝑟, 𝜆)+𝐹2(𝑟, 𝜆)+𝐹3(𝑟, 𝜆)+𝜌

2 ln2
1

𝜌

)︂ 1
2

×

×𝐹
1
2
4 (𝑟, 𝜆)+

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝜀4
1−𝜀3

𝑞𝑖−1
)︃ 1−𝜀3

𝑞−1+𝜀3

𝐹5(𝑟, 𝜆)+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝜀4𝑞𝑖
1−𝜀3

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝜀4𝑞𝑖
1−𝜀3

−1
)︃−1

𝐹6(𝑟, 𝜆)+

+
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁2(1−𝜃)

𝜌2+𝑛−𝜃𝑛+𝜆𝜃.

Доведення. Пiдставимо в iнтегральну тотожнiсть (3.39) пробну функцiю

𝜙 = Φ𝜌(𝑢)𝜓
𝑙−𝑝
𝑟 , 𝜓 = 𝜓𝑟 i використаємо умову (3.36)

sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
𝐸𝜌

2
×{𝑡}

𝑢∫︁
𝑀(𝜌

2)

Φ𝜌(𝑠)𝑑𝑠𝜓
𝑙
𝑟𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢−𝜃
2𝜌 𝑢

𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸𝜌

2

Φ𝜌(𝑢)|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢∫︁
𝑀(𝜌

2)

Φ𝜌(𝑠)𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑙−1
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁1−𝜃
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑙−1
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁1−𝜃
∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢
𝑚−1
2

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2
)︃ 1

2

𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 =

= 𝐼6 + 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁1−𝜃

(𝐼7 + 𝐼8). (4.33)
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З оцiнки типу Келлера-Оссермана (4.22), нерiвностi Гьольдера i леми 4.3

виводимо, що

𝐼7 ≤
𝑛∑︁

𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢𝑚𝑖−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2
⎛⎜⎝ ∫︁∫︁

𝐸(𝜌2 )

𝑢𝑚𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2

≤

≤ 𝛾

(︂
𝐹1(𝑟, 𝜆) + 𝐹2(𝑟, 𝜆) + 𝐹3(𝑟, 𝜆) + 𝜌2 ln2

1

𝜌

)︂ 1
2

𝐹
1
2
4 (𝑟, 𝜆). (4.34)

Завдяки нашему вибору 𝜃 маємо(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁1−𝜃

𝐼8−
1

4𝛾

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢−𝜃
2𝜌 𝑢

𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁2(1−𝜃)
∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢𝜃+𝑚−1𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁2(1−𝜃)
∫︁∫︁

𝐺𝜆(2𝜌)∖𝐺𝜆(𝑟)

𝜌
−(𝑛−𝜆)(𝜃+𝑚−1)
𝜆 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁2(1−𝜃)
2𝜌∫︁
𝑟

𝑠−(𝑛−𝜆)(𝜃+𝑚−1)+2+(𝑛−𝜆)(𝑚−1)+𝑛 𝑑𝑠

𝑠
≤

≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁2(1−𝜃)

𝜌2+𝑛−𝜃𝑛+𝜆𝜃. (4.35)

Якщо 𝜆 > 0, тодi з (4.22)

𝐼6 ≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁1−𝜃
∫︁∫︁

𝐺𝜆(𝑅(𝑟))∖𝐺𝜆(𝑟)

𝜌
𝜆−𝑛−𝜅(𝜆)
𝜆 ln−1 1

𝜌𝜆
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁1−𝜃

𝑅𝜆(𝑟). (4.36)

Якщо 𝜆 = 0, покладемо 𝑤 =

⎛⎝ 𝑢∫︀
𝑀𝜌

2

Φ𝜀4
𝜌 (𝑠)𝑠

−𝜀3𝑑𝑠

⎞⎠
+

𝜓𝑙−1
𝑟 , тодi з нерiвностi

Юнга отримаємо

𝐼6≤𝛾

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝜀4
1−𝜀3

𝑞𝑖−1
)︃ 1−𝜀3

𝑞−1+𝜀3
∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢𝜀3𝑞
′

(𝜌(𝑥))(1−𝜀3)𝑞
′
[︂
ln

1

𝜌(𝑥)

]︂𝜀5𝑞′
×
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×
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒𝑞′
𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝛾

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝜀4
1−𝜀3

𝑞𝑖−1
)︃−1 ∫︁∫︁

𝐸(𝜌2 )

𝑤𝑞𝜌−𝑞(𝑥)×

×
[︂
ln

1

𝜌(𝑥)

]︂−𝜀5𝑞

𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝐼9 + 𝐼10. (4.37)

За допомогою (4.22) перший доданок у правiй частинi (4.37) оцiнимо

наступним чином

𝐼9 ≤ 𝛾

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝜀4
1−𝜀3

𝑞𝑖−1
)︃ 1−𝜀3

𝑞−1+𝜀3
𝑅(𝑟)∫︁
𝑟

[︂
ln

1

𝑠

]︂−(1−𝜀5)𝑞
′

𝑑𝑠

𝑠
≤

≤ 𝛾

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝜀4
1−𝜀3

𝑞𝑖−1
)︃ 1−𝜀3

𝑞−1+𝜀3

𝐹5(𝑟, 𝜆), (4.38)

також тут використали очевидну нерiвнiсть

(𝑛𝜀3 − 1 + 𝜀3 + 𝜅(0))𝑞
′
= 2 + 𝑛𝑚.

Другий доданок у правiй частинi формули (4.37) оцiнимо, викори-

стовуючи нерiвнiсть Гьольдера та лему 1.2 з 𝛼𝑖 = 𝜀3
1−𝜀3

𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, i

обираючи 𝑙 достатньо великим, матимемо

𝐼10

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝜀4
1−𝜀3

𝑞𝑖−1

≤

≤ 𝛾

𝑇∫︁
0

⎛⎜⎝ ∫︁
𝐺0(𝑅(𝑟))×{𝑡}

𝜌−𝑛(𝑥)

[︂
ln

1

𝜌(𝑥)

]︂− 𝜀5𝑛
1−𝜀3

𝑑𝑥

⎞⎟⎠
𝑞
𝑛
⎛⎜⎝ ∫︁

𝐸(𝜌2 )×{𝑡}

𝑤
𝑛𝑞
𝑛−𝑞𝑑𝑥

⎞⎟⎠
𝑛−𝑞
𝑛

𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂−𝑞
(︁

𝜀5
1−𝜀3

− 1
𝑛

)︁
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

(Φ𝜌(𝑢))
𝜀4𝑞𝑖
1−𝜀3 |𝑢𝑥𝑖

|𝑞𝑖𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾

[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂−𝑞
(︁

𝜀5
1−𝜀3

− 1
𝑛

)︁
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝜀4𝑞𝑖
1−𝜀3

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢(1−𝜀3)𝑞𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑞𝑖
𝑑𝑥𝑑𝑡.

З обраними сталими 𝜀3, 𝜀4, 𝜀5, використовуючи нерiвнiсть

(𝑛+ 𝑎𝑖(0))𝑞𝑖 = 2 + 𝑛𝑚 i обираючи 𝑅0 з умови[︂
ln

1

𝑅0

]︂−𝑞
(︁

𝜀5
1−𝜀3

− 1
𝑛

)︁
≤ 1

4𝛾
,
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отримаємо

𝐼10−
1

4

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

Φ𝜌(𝑢)|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁ 𝜀4𝑞𝑖
1−𝜀3

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁ 𝜀4𝑞𝑖
1−𝜀3

−1
)︃−1

𝐹6(𝑟, 𝜆). (4.39)

Комбiнуючи нерiвностi (4.33)-(4.39), приходимо до шуканої оцiнки (4.32).

Визначимо функцiю 𝑢(𝜌)(𝑥, 𝑡) i множину 𝐸
(︀
𝜌
2 , 2𝜌

)︀
наступним чином

𝑢(𝜌) = min
(︀
𝑀
(︀
𝜌
2

)︀
−𝑀 (2𝜌) , 𝑢2𝜌

)︀
, 𝐸
(︀
𝜌
2 , 2𝜌

)︀
= 𝐸(2𝜌) ∩

{︀
𝑢 < 𝑀

(︀
𝜌
2

)︀}︀
.

Лема 4.5. За припущеннями теореми 4.3 має мiсце нерiвнiсть

sup
0<𝑡<𝑅

𝜅(𝜆)
0

∫︁
𝐸(𝜌2 ,2𝜌)×{𝑡}

𝑢22𝜌 𝑑𝑥+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 ,2𝜌)

𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

𝑢(𝜌)|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾𝜌2−𝑛+2𝜆. (4.40)

Доведення. В iнтегральну тотожнiсть (3.39) пiдставимо пробну функцiю

𝜙 = 𝑢(𝜌) 𝜓𝑙−𝑝
𝑟 , 𝜓 = 𝜓𝑟 та використаємо структурнi нерiвностi (3.36):

sup
0<𝑡<𝑅

𝜅(𝜆)
0

∫︁
𝐸(𝜌2 ,2𝜌)×{𝑡}

𝑢22𝜌𝜓
𝑙
𝑟 𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 ,2𝜌)

𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

𝑢(𝜌)|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

𝑢(𝜌)𝑢2𝜌

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑙−1
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

𝑢(𝜌)𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜓𝑙−1
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾

∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

𝑢
𝑚−1
2 𝑢(𝜌)

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2
)︃ 1

2

𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝐼11 + 𝐼12 + 𝐼13. (4.41)
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Застосувавши нерiвностi Гьольдера i Юнга, леми 4.3, 4.4 матимемо

𝐼12 + 𝐼13 −
1

4

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 ,2𝜌)

𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡≤𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 ,2𝜌)

𝑢𝑚𝑖+1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜓𝑙−2
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 ,2𝜌)

𝑢𝑚+1𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝛾

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

⎛⎜⎝∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢𝑚𝑖−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2

×

×

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢𝑚𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2

+𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁
×

×
𝑛∑︁

𝑖=1

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 )

𝑢−𝜃
2𝜌 𝑢

𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2
⎛⎜⎝ ∫︁∫︁

𝐸(𝜌2 )

𝑢𝜃+𝑚−1𝜓𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1
2

≤

≤ 𝛾

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖+1
(︁𝜌
2

)︁
𝑅𝑛𝑚𝑖(𝑟)+𝛾𝜌2−𝑛+2𝜆+𝛾

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁
×

×
(︂
𝐹1(𝑟, 𝜆) + 𝐹2(𝑟, 𝜆) + 𝐹3(𝑟, 𝜆) + 𝜌2 ln

1

𝜌

)︂ 1
2

×

×𝐹
1
2
4 (𝑟, 𝜆) + 𝛾

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁
𝐻

1
2
1 (𝑟, 𝜌, 𝜆)𝜌

2+𝑛−𝜃𝑛+𝜆𝜃
2 . (4.42)

Оцiнимо перший доданок у правiй частинi нерiвностi (4.41). Якщо 𝜆 > 0,

тодi

𝐼11 ≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ ∫︁∫︁
𝐺𝜆(𝑅(𝑟))

𝜌
𝜆−𝑛−𝜅(𝜆)
𝜆 ln−1 1

𝜌𝜆
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁
𝑅𝜆(𝑟). (4.43)

Якщо 𝜆 = 0, покладемо 𝜔 = (𝑢(𝜌))
1−𝜀3
𝑞1 𝑢1−𝜀3𝜓𝑙−1

𝑟 , де 𝜀3 ∈ (0, 1) довiльне

число. Застосуємо нерiвнiсть Юнга

𝐼11 ≤ 𝛾

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝑞𝑖
𝑞1
−1
)︃ 1−𝜀3

𝑞−1+𝜀3
∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

(𝑢(𝜌))𝜀3𝑞
′

𝑢𝜀3𝑞
′

2𝜌 (𝜌(𝑥))(1−𝜀3)𝑞
′

×
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×
[︂
ln

1

𝜌(𝑥)

]︂𝜀5𝑞′ ⃒⃒⃒⃒𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑞′
𝑑𝑥𝑑𝑡+𝛾

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝑞𝑖
𝑞1
−1
)︃−1

×

×
∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

𝜔𝑞𝜌−𝑞(𝑥)

[︂
ln

1

𝜌(𝑥)

]︂−𝜀5𝑞

𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝐼14 + 𝐼15.

Сталi 𝜀5, 𝑞 i 𝑞
′
визначенi у лемi 4.4. Перший доданок у правiй частинi

попередньої нерiвностi ми оцiнили як у (4.38):

𝐼14≤𝛾

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁ 𝑞𝑖
𝑞1
−1
)︃ 1−𝜀3

𝑞−1+𝜀3(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁𝜀3𝑞′
𝐹5(𝑟, 𝜆). (4.44)

Щоб оцiнити другий доданок у правiй частинi попередньої нерiвностi,

застосуємо нерiвнiсть Гьольдера i лему 1.2 з 𝛼𝑖 = 𝜀3
1−𝜀3

𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛 та

оберемо достатньо велике 𝑙, тодi отримаємо

𝐼15

𝑛∑︁
𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝑞𝑖
𝑞1
−1

≤𝛾
[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂−𝑞
(︁

𝜀5
1−𝜀3

− 1
𝑛

)︁
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

(𝑢(𝜌))
𝑞𝑖
𝑞1×

×|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝛾

(︂
ln

1

𝑅(𝑟)

)︂−𝑞
(︁

𝜀5
1−𝜀3

− 1
𝑛

)︁
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

(𝑢(𝜌))
𝜀3𝑞𝑖
𝑞1 𝑢𝜀3𝑞𝑖

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜓𝑟

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑞𝑖
𝑑𝑥𝑑𝑡.

Тепер обираючи 𝑅0 достатньо малим, щоб виконувалась нерiвнiсть[︁
ln 1

𝑅0

]︁−𝑞
(︁

𝜀5
1−𝜀3

− 1
𝑛

)︁
≤ 1

4𝛾 , будемо мати

𝐼15−
1

4

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

𝑢(𝜌)|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝑞𝑖
𝑞1
−1
)︃−1

×

×
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀(2𝜌)

)︁ 𝜀3𝑞𝑖
𝑞1

[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂−𝑞
(︁

𝜀5
1−𝜀3

− 1
𝑛

)︁
−𝑞1

(𝑅(𝑟))𝑛(1−𝜀3)𝑞1. (4.45)

Об’єднуючи нерiвностi (4.41)-(4.45), приходимо до оцiнки

sup
0<𝑡<𝑅

𝜅(𝜆)
0

∫︁
𝐸(𝜌2 ,2𝜌)

𝑢22𝜌𝜓
𝑙
𝑟 𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 ,2𝜌)

𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(2𝜌)

𝑢(𝜌)|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜓𝑙

𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾(𝑅(𝑟))𝑛𝑚1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑀𝑚𝑖+1
(︁𝜌
2

)︁
+
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+𝛾𝐹5(𝑟, 𝜆)

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝑞𝑖
𝑞1
−1
)︃ 1−𝜀3

𝑞−1+𝜀3 (︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁𝜀3𝑞′
+

+𝛾

[︂
ln

1

𝑅(𝑟)

]︂−𝑞
(︁

𝜀5
1−𝜀3

− 1
𝑛

)︁
−𝑞1

(𝑅(𝑟))𝑛(1−𝜀3)𝑞1

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝑞𝑖
𝑞1
−1
)︃−1

×

×
𝑛∑︁

𝑖=1

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁ 𝜀3𝑞𝑖
𝑞1 + 𝛾

(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁
(𝐹1(𝑟, 𝜆) + 𝐹2(𝑟, 𝜆)+

+𝐹3(𝑟, 𝜆) + 𝜌2 ln2
1

𝜌

)︂ 1
2

𝐹
1
2
4 (𝑟, 𝜆)+

+𝛾
(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁
𝐻

1
2
1 (𝑟, 𝜌, 𝜆)𝜌

2+𝑛−𝜃𝑛+𝜃𝜆
2 + 𝛾𝜌2−𝑛+2𝜆. (4.46)

Будемо переходити до границi у нерiвностi (4.46), коли 𝑟 → 0. Маємо,

що lim
𝑟→0

𝐹1(𝑟, 𝜆)𝐹4(𝑟, 𝜆) = lim
𝑟→0

𝐹5(𝑟, 𝜆) = lim
𝑟→0

𝐹6(𝑟, 𝜆) = 0. Використовуючи

нерiвнiсть (4.21) виводимо, що для 𝜆 = 0 i (𝜀1 − 𝜀2)𝑞
′ ≤ 1 справедливi

наступнi спiввiдношення

𝐹2(𝑟, 0)𝐹4(𝑟, 0) =

[︂
ln

1

𝑟

]︂1−(𝜀1−𝜀2)𝑞
′

ln−1 1

𝑅(𝑟)
=

[︂
ln

1

𝑟

]︂1−(𝜀1−𝜀2)𝑞
′−𝛿

.

Аналогiчно для 𝜆 = 0 i (1− 𝜀1)𝑞1 ≤ 1, маємо

𝐹3(𝑟, 0)𝐹4(𝑟, 0) =

[︂
ln

1

𝑟

]︂1−(1−𝜀1)𝑞1−𝑞𝛿(𝜀2− 1
𝑛)−𝛿

.

Обираючи 𝛿 з умови

max

(︃
1

2
, 1− (𝜀1 − 𝜀2)𝑞

′
, 1− (1− 𝜀1)𝑞1,

𝜀1𝑞𝑛 − 1

𝑞
(︀
𝜀2 − 1

𝑛

)︀)︃ < 𝛿 < 1,

перейдемо тепер до границi, коли 𝑟 → 0, у формулi (4.46) i використаємо

нерiвнiсть (4.22), що завершує доведення леми 4.5.

4.2.2 Поточковi оцiнки розв’язкiв

Покладемо 𝐼
′
= {𝑖 = 1, 𝑖𝑜 : 𝑚𝑖 ≤ 1}, 𝐼 ′′

= {𝑖 = 𝑖0 + 1, 𝑛 : 𝑚𝑖 > 1},

𝑚
′
= 1

𝑛

𝑖0∑︀
𝑖=1

𝑚𝑖, 𝑚
′′
= 1

𝑛

𝑛∑︀
𝑖=𝑖0+1

𝑚𝑖 i 𝑖0 = 0, якщо 𝐼
′
пуста множина, 𝑖0 = 𝑛,

якщо 𝐼
′′
пуста множина. Нехай (𝑥̄, 𝑡) ∈ 𝐺𝜆(𝑅0) ∖ 𝐺𝜆(𝜌) довiльна точка,
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аналогiчно як (4.17), використовуючи iтерацiйну технiку Де Джорджi,

доводимо наступну оцiнку

(𝑢(𝑥̄, 𝑡)−𝑀(2𝜌))
4+𝑛−(1−𝑚

′′
)𝑛2

+ ≤ 𝛾𝑀 (1−𝑚
′
)𝑛2

(︁𝜌
2

)︁
×

×

(︃
𝑀 2

(︀
𝜌
2

)︀
𝜌𝜅(𝜆)

+
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑀𝑚𝑖+1
(︀
𝜌
2

)︀
𝜌2𝑎𝑖(𝜆)

)︃𝑛+2
2 ∫︁∫︁
𝑄𝜌

2 ,(𝜌2 )
𝜅(𝜆)(𝑥̄,𝑡)

𝑢22𝜌𝑑𝑥𝑑𝑡,

де 𝑄𝜌,𝜌𝜅(𝜆)(𝑥̄, 𝑡) = 𝐵𝜌(𝑥̄)×
(︀
𝑡− 𝜌𝜅(𝜆), 𝑡+ 𝜌𝜅(𝜆)

)︀
.

Оскiльки (𝑥̄, 𝑡) довiльна точка множини 𝐺𝜆(𝑅0) ∖𝐺𝜆(𝜌), використо-

вуючи нерiвнiсть (4.22), отримаємо(︁
𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌)

)︁4+𝑛−(1−𝑚
′′
)𝑛2≤𝛾𝜌−(𝑛−𝜆)(1−𝑚

′
)𝑛2−(2+(𝑛−𝜆)(𝑚+1))𝑛+2

2

∫︁∫︁
𝑄𝜌

2 ,(𝜌2 )
𝜅(𝜆)(𝑥̄,𝑡)

𝑢22𝜌𝑑𝑥𝑑𝑡.

Отже 𝑢2𝜌 ≤ 𝑢(𝜌) на 𝐺𝜆(𝑅0) ∖ 𝐺𝜆(
𝜌
2), за допомогою леми 1.2 з

𝛼𝑖 = 2𝑚𝑖−𝑚1

𝑚1+1 ≥ 0, 𝑖 = 1, 𝑛 i леми 4.5, приходимо до оцiнки∫︁∫︁
𝑄𝜌

2 ,(𝜌2 )
𝜅(𝜆)(𝑥̄,𝑡)

𝑢22𝜌𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾𝜌2−(𝑛−𝜆)(1−𝑚)
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐸(𝜌2 ,2𝜌)

𝑢𝑚𝑖−1|𝑢𝑥𝑖
|2𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾𝜌4−𝑛−(𝑛−𝜆)(1−𝑚)+2𝜆.

Комбiнуючи останнi двi нерiвностi, отримаємо оцiнку

𝑀
(︁𝜌
2

)︁
−𝑀 (2𝜌) ≤ 𝛾𝜌−𝑛+𝜆+𝜆0,

з 𝜆0 = 2
4+𝑛−(1−𝑚′′)𝑛2

> 0.

Iтеруючи останню нерiвнiсть, приходимо до такого результату.

Теорема 4.4. Нехай виконанi всi умови теореми 4.3. Тодi

𝑀𝑢(𝜌, 𝜆) ≤ 𝛾𝜌−𝑛+𝜆+𝜆0. (4.47)
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4.2.3 Обмеженiсть розв’язкiв

Нехай 𝜉𝑟 := 𝜉𝑟(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶∞(𝑅𝑛+1
+ ), 𝜉𝑟 = 0 для 𝜌𝜆(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑟, 𝜉𝑟 = 0 для

𝜌𝜆(𝑥, 𝑡) ≥ 2𝑟, 0 ≤ 𝜉𝑟 ≤ 1 i
⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒
≤ 𝛾𝑟−𝜅(𝜆),

⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
≤ 𝛾𝑟𝑎𝑖(𝜆), 𝑖 = 1, 𝑛.

Для 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , покладемо 𝜌𝑗 = 𝑅0

2 (1 + 2−𝑗), 𝜌𝑗 = 1
2(𝜌𝑗 + 𝜌𝑗+1),

𝑘𝑗 = 𝑘(1− 2−𝑗), 𝑘𝑗 =
1
2(𝑘𝑗 + 𝑘𝑗+1), 𝐴𝑘𝑗 ,𝜌𝑗 = 𝐺𝜆(𝜌𝑗) ∩ {𝑢 > 𝑘𝑗}, де 𝑘 дода-

тня стала, яка буде визначена нижче. Нехай 𝜙𝑗 ∈ 𝐶∞
0 (𝐺𝜆(𝜌𝑗)), 𝜙𝑗 = 1 у

𝐺𝜆(𝜌𝑗), 0 ≤ 𝜙𝑗 ≤ 1, i
⃒⃒⃒
𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑡

⃒⃒⃒
≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑅

−𝜅(𝜆)
0 ,

⃒⃒⃒
𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒
≤ 𝛾2𝑗𝛾𝑅

𝑎𝑖(𝜆)
0 , 𝑖 = 1, 𝑛.

В iнтегральну тотожнiсть (4.39) пiдставимо функцiю

𝜙 = (𝑢𝜀 − 𝑘𝜀𝑗)+𝜙
𝑙
𝑗𝜉

𝑙−𝑝
𝑟 , 𝜓 = 𝜉𝑟, де 𝜀 > 0 достатньо мала стала, що

буде визначена пiзнiше. Використовуючи умову (4.36) i нерiвнiсть Юнга,

матимемо

sup
0<𝑡<𝑅

𝜅(𝜆)
0

∫︁
𝐴𝑘̄𝑗 ,𝜌𝑗

×{𝑡}

𝑢∫︁
𝑘𝑗

(𝑠𝜀 − 𝑘𝜀𝑗) 𝑑𝑠𝜙
𝑙
𝑗𝜉

𝑙
𝑟 𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘̄𝑗 ,𝜌𝑗

𝑢𝑚𝑖+𝜀−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝜙𝑙

𝑗𝜉
𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+

+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘̄𝑗 ,𝜌𝑗

(𝑢𝜀−𝑘𝜀𝑗)+|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜙𝑙

𝑗𝜉
𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑘̄𝑗 ,𝜌𝑗

𝑢∫︁
𝑘𝑗

(𝑠𝜀−𝑘𝜀𝑗) 𝑑𝑠
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑙
𝑗𝜉

𝑙−1
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘̄𝑗 ,𝜌𝑗

𝑢𝑚𝑖−𝜀(𝑢𝜀−𝑘𝜀𝑗)2+
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜙𝑙
𝑗𝜉

𝑙−2
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑘̄𝑗 ,𝜌𝑗

𝑢∫︁
𝑘𝑗

(𝑠𝜀−𝑘𝜀𝑗) 𝑑𝑠
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑙−1
𝑗 𝜉𝑙𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+𝛾

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘̄𝑗 ,𝜌𝑗

𝑢𝑚𝑖−𝜀(𝑢𝜀−𝑘𝜀𝑗)2+×

×
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜙𝑙−2
𝑗 𝜉𝑙𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝛾

∫︁∫︁
𝐴𝑘̄𝑗 ,𝜌𝑗

𝑢𝑚−𝜀(𝑢𝜀 − 𝑘𝜀𝑗)
2
+𝜙

𝑙
𝑗𝜉

𝑙
𝑟𝑑𝑥𝑑𝑡. (4.48)

Оцiнимо перших два доданки у правiй частинi нерiвностi (4.48), засто-

сувавши теорему 4.4, маємо∫︁∫︁
𝐴𝑘̄𝑗 ,𝜌𝑗

𝑢∫︁
𝑘𝑗

(𝑠𝜀 − 𝑘𝜀𝑗) 𝑑𝑠

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑟
𝜕𝑡

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑙
𝑗𝜉

𝑙−1
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡+
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+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘̄𝑗 ,𝜌𝑗

𝑢𝑚𝑖−𝜀(𝑢𝜀 − 𝑘𝜀𝑗)
2
+

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜉𝑟
𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒2
𝜙𝑙
𝑗𝜉

𝑙−2
𝑟 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾𝑟𝜆0(𝜀+1)−𝜀𝑛 + 𝛾𝑟𝜆0(𝑚1+𝜀)−𝜀𝑛.

Покладемо 𝑚* = max

(︂
𝑚𝑛, max

1≤𝑖≤𝑛
𝑞𝑖

)︂
+ 𝜀, 𝑞* = (𝜀 + 1) 𝑞𝑛 + 𝑞 + 𝜀, якщо

0 < 𝜀 < 𝜆0𝑚
−

𝑛 , тодi з очевидних нерiвностей 𝑢 ≤ 𝛾2𝑗𝛾(𝑢𝜀 − 𝑘𝜀𝑗)
1
𝜀
+,

якi виконуються на множинi 𝐴𝑘𝑗 ,𝜌𝑗 , (𝑢𝜀 − 𝑘𝜀𝑗)+ ≤ (𝑢 − 𝑘𝑗)
𝜀
+ i

(𝑢−𝑘𝑗+1)+≤𝛾(𝑢𝜀−𝑘𝜀𝑗+1)
1
𝜀
++𝛾𝑘

1−𝜀
𝑗+1(𝑢

𝜀−𝑘𝜀𝑗+1)+≤𝛾(𝑢𝜀−𝑘𝜀𝑗+1)
1
𝜀
++𝛾2

𝑗𝛾(𝑢𝜀−𝑘𝜀𝑗)
1−𝜀
𝜀

+

(𝑢𝜀 − 𝑘𝜀𝑗+1)+ ≤ 𝛾2𝑗𝛾(𝑢𝜀 − 𝑘𝜀𝑗)
1
𝜀
+, переходячи до границi, коли 𝑟 → 0, у

формулi (4.48), приходимо до наступної нерiвностi

sup
0<𝑡<𝑅

𝜅(𝜆)
0

∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝜌𝑗

×{𝑡}

(𝑢− 𝑘𝑗+1)
𝜀+1
+ 𝜙𝑙

𝑗 𝑑𝑥+
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑢− 𝑘𝑗+1)
𝜀
+|𝑢𝑥𝑖

|𝑞𝑖𝜙𝑙
𝑗𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾𝑅−𝛾
0 2𝑗𝛾

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗

,𝜌𝑗

(𝑢− 𝑘𝑗)
𝑚*
+ 𝑑𝑥𝑑𝑡+

⃒⃒⃒
𝐴𝑘𝑗 , 𝜌𝑗

⃒⃒⃒⎞⎟⎠ .

З цього, використовуючи лему 1.2 з 𝛼𝑖 = 𝜀 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛, отримаємо

𝑌𝑗+1 =

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝜌𝑗+1

(𝑢−𝑘𝑗+1)
𝑚*
+ 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑢−𝑘𝑗+1)
𝑚*
+ 𝜙𝑙𝑚*

𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝜌𝑗+1

(𝑢− 𝑘𝑗+1)
𝑞*
+𝜙

𝑙𝑞*
𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
𝑚*
𝑞* ⃒⃒

𝐴𝑘𝑗+1
, 𝜌𝑗
⃒⃒1−𝑚*

𝑞* ≤

≤

⎛⎜⎝ sup
0<𝑡<𝑅

𝜅(𝜆)
0

∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝜌𝑗

×{𝑡}

(𝑢− 𝑘𝑗+1)
𝜀+1
+ 𝜙𝑙

𝑗 𝑑𝑥

⎞⎟⎠
𝑚*𝑞
𝑛𝑞* ⃒⃒

𝐴𝑘𝑗+1
, 𝜌𝑗
⃒⃒1−𝑚*

𝑞* ×

×

⎛⎜⎝ 𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑢− 𝑘𝑗+1)
𝜀
+|𝑢𝑥𝑖

|𝑞𝑖𝜙𝑙
𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
𝐴𝑘𝑗+1,𝜌𝑗

(𝑢− 𝑘𝑗+1)
𝜀+𝑞𝑖
+ ×

×
⃒⃒⃒⃒
𝜕𝜙𝑗

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑞𝑖
𝜙𝑙−𝑞𝑖
𝑗 𝑑𝑥𝑑𝑡

)︂𝑚*
𝑞*

≤ 𝛾𝑅−𝛾
0 2𝑗𝛾

(︁
𝑦𝑗 +

⃒⃒⃒
𝐴𝑘𝑗 ,𝜌𝑗

⃒⃒⃒)︁𝑚*𝑞
𝑛𝑞* +

𝑚*
𝑞* ⃒⃒

𝐴𝑘𝑗+1,𝜌𝑗

⃒⃒1−𝑚*
𝑞* ≤

≤ 𝛾𝑅−𝛾
0 2𝑗𝛾𝑘−𝑚*(1−𝑚*

𝑞* )
(︀
1 + 𝑘−𝑚*

)︀𝑚*𝑞
𝑛𝑞* +

𝑚*
𝑞* 𝑌

1+𝑚*𝑞
𝑛𝑞*

𝑗 .
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За домомогою леми 1.1 про геометричну збiжнiсть послiдовностi чисел

отримаємо, що з останньої нерiвнiстi виходить, що 𝑦𝑗 → 0, коли 𝑗 → ∞,

якщо 𝑘 задовольняє умовi 𝑘𝑚*+
𝑛𝑞*
𝑞 = 𝛾𝑅−𝛾

0 𝑦0 + 1, що означає

ess sup

{︂
𝑢 : (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐺𝜆

(︂
𝑅0

2

)︂}︂
≤ 𝛾𝑅−𝛾

0

⎛⎜⎝ ∫︁∫︁
𝐺𝜆(𝑅0)

𝑢𝑚*𝑑𝑥𝑑𝑡

⎞⎟⎠
1

𝑚*+𝑛𝑞*
𝑞

+ 𝛾.

Якщо 0 < 𝜀 < 𝜆0𝑚1

𝑛 , тодi iнтеграл у правiй частинi останньої нерiвно-

стi скiнченний, що завершує доведення обмеженостi розв’язку 𝑢 на всiй

множинi 𝐺𝜆

(︀
𝑅0

2

)︀
.

4.2.4 Кiнець доведення теореми 4.3

Нехай 𝜍 ∈ 𝑊 1,2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω))∩𝐿2(0, 𝑇 ;
𝑜

𝑊
1,2

(Ω)) довiльна функцiя, в iнте-

гральну тотожнiсть (4.39) пiдставимо функцiю 𝜙 = (𝑢 + 𝜀)𝑚
−−1𝜍𝜓𝑙−𝑝

𝑟 ,

𝜓 = 𝜓𝑟, використаємо структурнi нерiвностi (4.36), нерiвнiсть Юнга,

обмеженiсть розв’язку 𝑢 i перейдемо до границi, коли 𝑟 → 0 i 𝜀→ 0:

sup
0<𝑡<𝑇

∫︁
Ω

𝑢1+𝑚−
𝜍𝑑𝑥+

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
Ω𝑇

𝑢𝑚𝑖+𝑚−−2|𝑢𝑥𝑖
|2𝜍𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝛾

∫︁∫︁
Ω𝑇

(︃
1 + |𝜍𝑡|+

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜍𝑥𝑖
|2
)︃
𝑑𝑥𝑑𝑡.

Тепер пiдставимо в iнтегральну тотожнiсть (4.39) функцiю

𝜙 = 𝜍𝜓𝑙−𝑝
𝑟 , 𝜓 = 𝜓𝑟, застосувавши умову (4.36), попередню нерiвнiсть i

обмеженiсть розв’язку 𝑢, перейдемо до границi, коли 𝑟 → 0, i отримаємо

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁∫︁
Ω𝑇

|𝑢𝑥𝑖
|𝑞𝑖𝜍𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝛾

∫︁∫︁
Ω𝑇

(︃
1 + |𝜍𝑡|+

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝜍𝑥𝑖
|2
)︃
𝑑𝑥𝑑𝑡.

З цього, тестуючи iнтегральну тотожнiсть (4.39) функцiєю 𝜓 = 𝜓𝑟, вико-

ристовуючи обмеженiсть розв’язку, i переходячи до границi, коли 𝑟 → 0,

отримаємо, що iнтегральна тотожнiсть (4.39) спрведлива для довiльної

функцiї 𝜙 ∈ 𝑊 1,2(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω))∩𝐿2(0, 𝑇 ;
𝑜

𝑊
1,2

(Ω)) i 𝜓 ≡ 1. Отже, теорема

4.3 доведена.
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Висновки до роздiлу 4

У роздiлi 4 розглядається питання усувностi iзольованої особливостi

для розв’язкiв рiвнянь, якi розглянутi в попередньому роздiлi. У пер-

шому пiдроздiлi розглянуто анiзотропне рiвняння пористого середови-

ща з абсорбцiйним членом вигляду 𝑢𝑞. У другому пiдроздiлi розглядає-

ться анiзотропне рiвняння пористого середовища з градiєнтною абсорб-

цiєю. Результати дослiдження з роздiлу 3, а саме оцiнки типу Келлера-

Оссермана, застосовуються для отримання основних результатiв цього

роздiлу, сформулюємо їх:

∙ отримана умова усувностi iзольованих особливостей для анiзотро-

пного рiвняння пористого середовища зi степеневою функцiєю у яко-

стi абсорбцiї (теорема 4.1);

∙ отримана умова усувностi iзольованих особливостей для розв’язкiв

анiзотропного рiвняння пористого середовища з абсорбцiйним чле-

ном вигляду 𝑢𝑞 (теорема 4.2);

∙ отримана умова усувностi iзольованих особливостей для розв’язкiв

анiзотропного рiвняння пористого середовища з градiєнтним абсорб-

цiйним членом (теорема 4.3).

Основнi результати опублiкованi у роботах [80], [81], [82].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню асимптотичної по-

ведiнки розв’язкiв дивергентних нелiнiйних анiзотропних параболiчних

рiвнянь в околi сингулярної точки. Дана задача ускладнюється тим,

що загальна якiсна теорiя для анiзотропних елiптичних i параболiчних

рiвнянь не побудована. Крiм того, точний вигляд фундаментального

розв’язку для таких рiвнянь невiдомий. Але незважаючи на це, були

встановлено умови усувностi особливостi для анiзотропних параболiчних

рiвнянь i для таких рiвнянь з абсорбцiєю та градiєнтною абсорбцiєю, якi

були отриманi за допомогою метода I. В. Скрипнiка точних поточкових

оцiнок розв’язкiв типу "нелiнiйного потенцiалу" , запропонованого ним

для елiптичних дивергентних квазiлiнiйних рiвнянь та адаптованого в

поданiй роботi для анiзотропних параболiчних рiвнянь.

Модельними випадками рiвнянь, якi дослiдженi, є анiзотропне рiв-

няння пористого середовища та це ж рiвняння з абсорбцiєю та градiєн-

тною абсорбцiєю. В дисертацiйнiй роботi вдалося знайти унiверсальний

пiдхiд в дослiдженнях властивостей розв’язкiв анiзотропного рiвняння

пористого середовища, який не залежить вiд значень показникiв анiзо-

тропiї.

Окремої уваги заслуговують оцiнки типу Келлера-Оссермана, якi

описанi в роздiлi 3. Вони мають багато застосувань, у данiй роботi ви-

користанi для отримання умов усувностi особливостей для рiвнянь з аб-

сорбцiйним членом. Цi оцiнки також вiдiграють важливу роль в теорiї

великих розв’язкiв, а саме їх застосовують для доведення iснування або

неiснування таких розв’язкiв. Ще за допомогою оцiнок типу Келлера-

Оссермана можна отримати нерiвнiсть типу Гарнака, як це було зробле-

но в роздiлi 3.

Всi отриманi результати у дисертацiйнiй роботi є новими, сформу-

люємо найбiльш важливi з них:

∙ отримано достатню умову усувностi iзольованих особливостей для
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розв’язкiв анiзотропних параболiчних рiвнянь;

∙ отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана для подвiйно нелiнiйного

анiзотропного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним членом, який

залежить тiльки вiд розв’язку;

∙ отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана для анiзотропних пара-

болiчних рiвнянь з абсорбцiйним членом 𝑓(𝑢);

∙ отримано оцiнки типу Келлера-Оссермана для анiзотропних пара-

болiчних рiвнянь з градiєнтною абсорбцiєю;

∙ доведено нерiвнiсть Гарнака зi сталою, яка не залежить вiд

розв’язку, для нелiнiйного параболiчного рiвняння з абсорбцiйним

членом;

∙ отримано достатню умову усувностi iзольованих особливостей для

розв’язкiв анiзотропних параболiчних рiвнянь з абсорбцiйним чле-

ном вигляду 𝑢𝑞;

∙ отримано достатню умову усувностi iзольованих особливостей для

розв’язкiв анiзотропних параболiчних рiвнянь з градiєнтним абсорб-

цiйним членом.
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