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1 Синтаксис та семантика логiки висловлень
— формули та їх iнтерпретацiї

Математика вивчає свiт за допомогою формул, їх перетворень,
та зв’язки мiж дiйснiстю та формулами. При цьому “дiйснiсть“
може бути частиною життя математики. Якщо ми слiдкуємо
за правильнiстю запису формул та за правильнiстю їх перетво-
рень, то ми маємо справу iз синтаксисом. Якщо ж нас цiкавить
той змiст, який стоїть за формулами, то ми маємо справу iз
семантикою. Процес надання формулам змiсту називають iн-
терпретацiєю. Формули розглядаються як певнi послiдовностi
певних символiв. Якщо вам сказано “Вдягни пальто“, то ми ма-
ємо певну послiдовнiсть букв, з точки зору синтаксису це нор-
мальне, правильно оформлене речення (формула). Надання
реченню “Вдягни пальто“ змiсту “На вулицi холодно, потрiбно
вдягти щось теплiше“, це iнтерпретацiя формули (речення). В
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рiзних логiках розглядають рiзнi допустимi формули, i рiзнi
iнтерпретацiї.

Найгрубiше, найпростiше наближення до дiйсностi, до справ-
дi працюючого мислення, дає логiка висловлень. Логiка ви-
словлень займає серед iнших логiк приблизно те ж мiсце, що
i арифметика натуральних чисел вiд 1 до 10 в арифметицi —
хто не вмiє працювати з цiлими числами 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,
тому нема чого робити в арифметицi. Але i називати цi умiн-
ня наукою — певне перебiльшення.

При побудовi формул логiки висловлень використовують

• пропозицiйнi символи a, b, c, . . . , p, q, r, . . . , p1, p2, . . .;

• пропозицiйнi сталi 0 та 1;

• символи логiчних зв’язок — ¬,∧,∨,⇒,⇔;

• допомiжнi символи — дужки, коми та подiбне.

Всi символи вказаних чотирьох типiв утворюють алфавiт
логiки висловлень.

Утворюємо послiдовностi символiв алфавiту логiки вислов-
лень — так званi слова в алфавiтi. Деякi слова є формулами
логiки висловлень. Точнiше, формули логiки висловлень ма-
ють наступне iндуктивне означення.

Визначення 1.1 Кожен пропозицiйний символ i кожна про-
позицiйна стала є формулою (база iндуктивного означення).

Припустимо, що нам уже вiдомо, що слова A,B є форму-
лами (iндуктивне припущення). Тодi слова

(¬A); (1)

(A ∧B); (2)

(A ∨B); (3)

(A ⇒ B); (4)
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(A ⇔ B) (5)

є формулами (iндуктивний перехiд). Iнших формул, крiм
тих, що можуть бути побудованi за допомогою бази iнду-
ктивного означення та iндуктивного переходу, немає.

Отже, формули будуються по кроках. На першому кроцi
беруться найпростiшi, або, як кажуть, атомарнi, неподiльнi
формули — це пропозицiйнi символи та пропозицiйнi сталi. А
на кожному наступному кроцi будуються новi формули, вико-
ристовуючи вже наявнi формули за дпопомогою правил (1),
(2), (3), (4), (5). При цьому неможливо одержати формулу iн-
шим якимось шляхом.

Щоб пiдкреслити, що при побудовi нових формул iз старих
дозволенi всi побудови (1), (2), (3), (4), (5), кажуть, що бу-
дуються формули над множиною логiчних зв’язок ¬,∧,∨,⇒
,⇔. Часто дозволенi способи побудови нових формул iз ста-
рих обмежуються лише правилами (1), (2), (3). Тодi кажуть
про формули над множиною зв’язок ¬,∧,∨.

Iснують домовленостi про пропускання дужок — тi ж самi,
що i при побудовi формул, що задають булевi функцiї1.

За найгрубiшим наближенням до дiйсностi суттєвим у ска-
заному є лише iстиннiсть чи хибнiсть сказаного. Тому iнтер-
претацiєю пропозицiйної змiнної є присвоєння їй iстиносного
значення — iстина 1, або хибнiсть 0. Звичайно, iстинiсть фор-
мули, що складається лише iз пропозицiйного символу, i iсти-
нiсть цього символа — це одне i те ж. Iстинiсть сталої i сама
стала також одне i те ж. Якщо вiдомi iстиноснi значення фор-
мул A,B, то iстинiсть формул, якi утворенi за допомогою пра-
вил (1) — (5), визначається за допомогою наступної таблицi

1Вважаємо, що знайомство з булевими функцiями уже вiдбулося.
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A B ¬A A ∧B A ∨B A ⇒ B A ⇔ B

0 0 1 0 0 1 1
0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 1 1

Визначення 1.2 Формули, що мають одне i те ж iстино-
сне значення при будь-якiй iнтерпретацiї, називають рiвно-
сильними. Рiвносильнi формули з’єднують знаком =. Фор-
мули, що рiвносильнi 1, називають тавтологiями.

Є таблиця основних рiвносильностей. Наведемо її.

• p ∧ p = p — iдемпотентнiсть ∧;

• p ∨ p = p — — iдемпотентнiсть ∨;

• p ∧ q = q ∧ p — комутативнiсть ∧;

• p ∨ q = q ∨ p — комутативнiсть ∨;

• (p ∨ q) ∨ r = p ∨ (q ∨ r) — асоцiативнiсть;

• (p ∧ q) ∧ r = p ∧ (q ∧ r) — асоцiативнiсть;

• p ⇒ q = ¬p ∨ q — переписування iмплiкацiї через запере-
чення та диз’юнкцiю;

• (p ∧ q) ∨ r = (p ∨ q) ∧ (q ∨ r) — дистрибутивнiсть;

• (p ∨ q) ∧ r = (p ∧ r) ∨ (q ∧ r) — дистрибутивнiсть;

• ¬¬p = p — подвiйне заперечення;

• ¬(p ∨ q) = ¬p ∧ ¬q — закон де Моргана;

• ¬(p ∧ q) = ¬p ∨ ¬q — закон де Моргана;
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• 1 ∧ p = p, 1 ∨ p = 1, 0 ∧ p = 0, 0 ∨ p = p — визначення
констант.

• (p ∧ q) ∨ p = p, (p ∨ q) ∧ p = p, — поглинання.

Вказанi рiвносильностi доводяться побудовою вiдповiдних та-
блиць iстиностi. Таблицi iстиностi формул природно вивчають
в роздiлi “булевi функцiї“ i зупинятися на цьому, вiдповiдно,
на доведеннi основних рiвносильностей логiки висловлень не
будемо.

2 Числення секвенцiй

Неформально, змiстовно, доведення ми уявляємо як висуван-
ня припущень, потiм iз припущень одержуємо висновки. Мо-
жна також уявити, що на кожному кроцi доведення ми кажемо
одне з двох:

• “Припущення правильнi — це є самоочевидним, якось об-
грунтовувати це не будемо.“

• “Якщо припущення правильнi, то правильним буде висно-
вок“.

При доведеннi використовується сполучник “Якщо ... то“, але
не для побудови формул, а для роботи з формулами. Тут ви-
никає певна незручнiсть — для сполучника “Якщо ... то“ є ста-
ле позначення, але вiн використовується в невiдповiдному мi-
сцi. Уявимо собi годинник, який використовується як важок
на вудцi — як нам називати тепер цю рiч: таки ж годинник,
чи просто важок.

Сказане є поясненням того, що в математичнiй логiцi

• є формалiзацiї доведення, якi використовують виключно
тi ж знаки, що використовуються при побудовi формул —
так зване числення висловлювань,
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• i є формалiзацiї доведення, якi для сполучника “Якщо ...
то“ вводять новий знак — ⊢. Цей знак можна назвати зна-
ком доведення, штопором, шваброю, чи ще якось — сталої
назви для нього немає. Знак ⊢ використовується в фор-
мальних доведеннях i не використовується при побудовi
формул.

2.1 Знак доведення i вивiднi послiдовностi

Визначення 2.1 Формалiзацiя доведення, яке використовує
знак ⊢, називається численням секвенцiй2

В мовному оточеннi доведення знак ⊢ читається як зво-
рот “в припущенi, що ..., можна довести, що...“

Коли позначити висловлення “число 18 є парним“ через p, ви-
словлювання “Число 18 дiлиться на 3“ через q, а висловлення
“Число 18 є парним i воно дiлиться на 3“ через p∧q, то мiркува-
ння: “В припущеннi, що справдi 18 є парним числом i справдi
число 18 дiлиться на 3, можна довести, що число 18 є парним
i дiлиться на 3“ можна записати у виглядi такої послiдовностi
символiв:

p, q ⊢ p ∧ q.

Перед знаком ⊢ пишуть, вiддiляючи одне вiд iншого комою,
припущення, а пiсля знака ⊢ пишуть те висловлення, яке мо-
жна довести. Запис

a1, a2, a3 ⊢ a

читається так: “В припущеннi, що висловлення a1, a2, a3 вже
доведенi, можна довести a“. Оскiльки висловлення в загально-
му випадку означаються формулами логiки висловлень, то в
загальному випадку ми перед знаком ⊢ матимемо кiлька фор-
мул, а справа — одну.

2sequence — англiйською мовою означає послiдовнiсть
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Для запису того, що припущення, якi заданi формулами
a1, a2, . . . , an, суперечливi, використовують таку послiдовнiсть

a1, a2, . . . an ⊢,

а для запису того, що формулу a можна довести без будь-яких
припущень, використовують послiдовнiсть

⊢ a.

Визначення 2.2 Запис

a1, a2, ..., an ⊢ a,

де a1, a2, ..., an, (n ≥ 1) — кiлька формул, а — деяка форму-
ла, називається вивiдною послiдовнiстю або секвенцiєю.

Вивiдними послiдовностями є також записи

a1, a2, a3, . . . , an ⊢

та
⊢ a,

де через a1, a2, ..., an, позначенi деякi формули.

Приклад 2.1 Прикладами вивiдних послiдовностей будуть

a ∧ b, b ∧ c ⊢ a ∧ c ; a, a ∧ b ⊢ b ; a,¬a, b ⊢ b.

Також вивiдними послiдовностями будуть послiдовностi cим-
волiв

a ∧ ¬a ⊢, b, a, a ¬b ⊢,
та послiдовностi (слова)

⊢ a ⇒ a, ⊢ a ∨ ¬a, ⊢ ¬(a ∧ ¬a).
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2.2 Аксiоми числення секвенцiй

Наведемо приклади очевидних мiркувань, настiльки очеви-
дних, що про це не варто i говорити:

“Якщо припустити, що в рiчках тече вода, то можнa
довести, що в рiчках тече вода“;
“Якщо припустити, що мушлi — молюски, то можна
довести, що мушлi — молюски“;
“Якщо припустити, що всi крокодили вмiють лiтати,
то можна довести, що всi крокодили вмiють лiтати“.

В наведених прикладах є така закономiрнiсть. Ми припуска-
ємо, що висловлення правильне, а потiм стверджуємо, що це
висловлювання (при такому припущеннi) можна довести. Це
самоочевидний спосiб мiркувань, або мiркування по замкнено-
му колу. Висловлення ми умiємо записувати у виглядi формул.
I попереднi приклади за допомогою символiв можуть бути за-
писанi так:

a ⊢ a.

Бiльш правильне мiркування, нiж a ⊢ a , важко уявити.
I обгрунтувати якось цю правильнiсть, користуючись чимось
iншим, крiм здорового глузду, недоцiльно. Ми знаємо слово,
яке означає самоочевиднi iстини, iстини, що не пiдлягають до-
веденню. Це слово — “аксiома“. Отже ми маємо такi аксiоми
доведення:

Приклад 2.2 “Припустивши, що функцiя непарна, можна
довести, що ця функцiя є непарною“;

“Припустивши, що iз парностi числа 4 випливах парнiсть
числа 28, ми можемо довести, що iз парностi числа 4 випли-
ває парнiсть числа 28“

Загальне визначення аксiом доведення має наступний ви-
гляд:
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Визначення 2.3 Запис

A ⊢ A, (6)

де A — деяка формула логiки висловень, називається аксiо-
мою доведення в логiцi висловлювань.

Запис (6) називають схемою аксiом числення секвенцiй.
Така словосполука пiдкреслює, що (6) стає аксiомою лише пi-
сля того, яка замiсть A пiдставлена певна формула логiки
висловлювань.

Приклад 2.3 Прикладами аксiом доведення в численнi се-
квенцiй будуть

a ⊢ a, p ∧ q, (a ∧ (b ⇒ c)) ⊢ (a ∧ (b ⇒ c)).

Аксiом доведення нескiнченно багато, їх стiльки ж, скiльки
i формул. Всi такi аксiоми загальновизнанi.

Але для особистого вжитку можна написати i iншi аксiоми,
— їх називають позалогiчними. Наприклад, ви бажаєте спо-
вiстити обчислювальнiй машинi, що висловлювання “Число 5
натуральне“ є правильним, i доведенню якомусь особливому
не пiдлягає. Тодi ви позначаєте наведене висловлювання лiте-
рою (наприклад, a) i пишете:

⊢ a,

що читається так: “Можнa довести, що число 5 натуральне“.
Правильнiсть таких тверджень випливає iз досвiду того, хто
їх сповiщає. Тому в даному випадку ⊢ a буде позалогiчною
аксiомою доведення. Загальновизнаною аксiомою ⊢ a бути не
може тому, що коли замiсть a пiдставити iнше висловлювання,
можна одержати безглуздя. Наприклад, пiдставивши замiсть
a висловлення “Непарних чисел не iснує “ одержимо таке мiр-
кування: “Без будь-яких припущень можна довести, що непар-
них чисел не iснує“. Загальновизнаним таке мiркування бути
не може.
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Позалогiчнi аксiоми зустрiчаються при використаннi логiки
висловлеь. Але на даному етапi вивчення логiки висловлень
торкатися позалогiчних аксiом ми не будемо.

2.3 Правила доведення. Їх групування

Припустимо, що правильнiсть мiркування

a, b, a ⊢ c (7)

у нас не викликає сумнiву. Чи буде у нас тодi викликати сумнiв
правильнiсть мiркування

a, b ⊢ c? (8)

Щоб дати вiдповiдь на це питання, потрiбно кiлька разiв за-
мiсть a, b, c пiдставити висловлення. Зробимо це. Означимо

a — весна дружна;
b — якщо весна дружна, то буде повiнь;
c — буде повiнь.

ивiдна послiдовнiсть (7) прочитається так: “Припустимо, що
весна дружна; припустимо, що коли весна дружна, тодi буде
повiнь; припустимо також, що весна дружна. В такому разi
можна довести, що буде повiнь.“

Вивiдна послiдовнiсть (8) прочитається так: “Припустимо,
що весна дружна; припустимо, що коли весна дружна, тодi
буде повiнь. В такому разi можна довести, що буде повiнь.“

Ми бачимо, що у вивiднiй послiдовностi (7) припущення
“Весна дружна“ записане зайвий раз.

Пiдставимо тепер замiсть a, b, c в (7) та (8) висловлення

a — скло прозоре;
b — кришталь прозорий;
c — келихи прозорi.
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Знову бачимо, що два рази припускати прозорiсть скла не-
доцiльно, можна це припустити один раз i таким чином пе-
рейти вiд вивiдної послiдовностi (7) до вивiдної послiдовностi
(8). Наведенi приклади, i тi приклади, якi ми можемо подумки
навести, показують, що правильнiсть мiркування (8) у випад-
ку, коли мiркування (7) правильне, не викликає сумнiву.

Таким чином ми знємо, що вiд деяких вивiдних послiдовно-
стей, у злагодi зi здоровим глуздом можна переходити до iн-
ших. Перехiд записується у виглядi риски дробу. Над рискою
пишемо вiд чого переходимо, а внизу — до чого переходимо.
Перехiд вiд (7) до (8) запишемо у виглядi дробу

a, b, a ⊢ c

a, b ⊢ c

Визначення 2.4 Правило доведення — це дрiб, у чисельни-
ку якого написанi одна або кiлька вивiдних послiдовностей,
а в знаменнику та одна вивiдна послiдовнiсть, яку можна
отримати за допомогою нашого правила.

В розумностi правил переконуються, пiдставляючи замiсть
пропоозицiйних символiв справжнi висловлення.

Приклад 2.4 Розглянемо запис
a, b ⊢ c

b, a ⊢ c
(9)

Щоб цей запис можна було взяти як правило доведення, по-
трiбно переконатися в узгодженнi його зi здоровим глуздом.

Для цього пiдставимо замiсть a, b, c — справжнi висловлю-
вання. Спочатку вiзьмемо

a — бiлий та синiй — холоднi кольори;
b — червоний та чорний — теплi кольори;
c — крига на картинах зображується бiлим та синiм
кольорами.

12



Чисельник прочитаємо тепер як “В припущеннi, що бiлий та
синiй — холоднi кольори, i в припущеннi, що червоний та чор-
ний — теплi кольори, можна довести, що крига на картинах
зображується бiлим та синiм кольорами“. Знаменник прочи-
тається так: “В припущеннi, що червоний та чорний — теплi
кольори, i в припущеннi, що бiлий та синiй — холоднi кольори
, можна довести, що кригу на картинах зображають бiлим та
синiм кольором“. В знаменнику, ми бачимо, написане те ж са-
ме, що i в чисельнику, тiльки припущення переставленi. Тому
коли мiркування чисельника правильнi, тодi правильнi i мiр-
кування знаменника. В наведеному прикладi правило зi здо-
ровим глуздом узгоджується.

Нехай тепер

a — сучасний танець — модний;

b — модний танець забувається через рiк;

c — сучасний танець забувається через рiк.

Пiдставивши наведенi висловлення замiсть a, b, c в (9), про-
читавши чисельник i знаменник, бачимо, що наведенi в них
мiркування одночасно правильнi або одночасно неправильнi.
I тому (9) можна взяти як правило доведення. Лишилося по-
думки перебрати можливi висловлення i дiйти висновку, що в
якому б порядку припущення не писали, висновок можна зро-
бити той же самий, i (9) можна взяти як правило доведення.

Можна собi уявити, що правил доведення можна написати
скiльки завгодно. Але нам потрiбнi тiльки основнi, i то, не
правила а схеми (способи утворення) правил. Основнi схеми
правил доведення розбиваються на 5 груп:

1-а група пояснює, що можна робити з припущення-
ми;

2-а група пояснює наше розумiння сполучника “якщо
..., то ...“;
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3-а група пояснює наше розумiння сполучника “i“;

4-а група пояснює наше розумiння сполучника “або“;

5-а група роз’яснює застосування заперечувального
звороту “неправда, що ...“ та наше розумiння супере-
чностi.

2.4 Правила, що стосуються перетворення сукупно-
стi припущень

Пiдкреслимо, що сила припущення вiд його кiлькаразового по-
вторення не збiльшується. Наприклад, нехай iз припущень

1) ми вивчаємо логiку;

2) якщо ми вивчаємо логiку, то будемо бiльш освiче-
нi;

3) ми вивчаємо логiку;

4) ми вивчаємо логiку,

можна довести, що

5) будемо бiльш освiченi.

Тодi той же висновок — “Будемо бiльш освiченi“ можна одер-
жати не повторюючи кiлька разiв “Ми вивчаємо логiку“, до-
сить це зробити один раз. В справжньому життi iнколи при-
ходиться повторювати речення кiлька разiв, чи то для бiльшої
переконливостi, чи щоб бiльше звернути увагу. Але в матема-
тичнiй логiцi висловлення не бувають бiльше чи менше пере-
конливими — вони бувають правильнi i не правильнi. Також
мiркування не бувають бiльше чи менше переконливi — вони
також бувають тiльки цiлком правильнi, або цiлком непра-
вильнi. Сказаним ми обгрунтували, що кiлька разiв повторе-
не припущення можна замiнити одним, вiд цього висновок не
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втратить чинностi. Ця схема правил (правил вилучення повто-
реного припущення) символьно записується так:

a1, a2, ..., an, a, a, b1, b2, ..., bm ⊢ c

a1, a2, ..., an, a, b1, b2, ..., bm ⊢ c
(10)

де a1, a2, ..., an, a, , b1, b2, ..., bm, c (n,m ≥ 0) — певнi формули.
Пiдставивши в (10) конкретнi формули ми одержуємо окре-

мий випадок схеми правил, тобто правило.

Приклад 2.5 Окремi правила можуть бути такi :

a, a ⊢ c

a ⊢ c
,

a, a, b ⊢ c

a, b ⊢ c
,

b, a, a ⊢ c

b, a ⊢ c
,

a, b, b, c ⊢ d

a, b, c ⊢ d
.

Правило вилучення повтореного припущення можна фор-
мулювати i словами:

Правило вилучення повтореного припущення.
Вiд вивiдної послiдовностi, в якiй певне припущення
повторене двiчi, можна перейти до вивiдної послiдов-
ностi, в якiй припущення записане лише один раз.

Друга схема правил вiдмiчає несуттєвiсть порядку, в якому
записанi припущення.

Приклад 2.6 Нехай припущення a — “зараз лiто“ i припу-
щення b — “зараз не лiто“ — суперечливi, що символiчно мо-
жна записати так :

a, b ⊢ (11)

Тодi суперечливими будуть також припущення: b — “зараз
не лiто“ i a — “зараз лiто“, що у виглядi вивiдної послiдовно-
стi запишеться так:

b, a ⊢ (12)
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Перехiд вiд вивiдної послiдовностi (11) до вивiдної послi-
довностi (12) запишеться у виглядi правила

a, b ⊢
b, a ⊢

(13)

Ми iнколи за допомогою порядку речень вiдмiчаємо, яка
подiя вiдбулася ранiше, а яка — пiзнiше. Цю рису приватно-
го спiлкуання пiдкреслює латинський вислiв: “Post hoc, ergo
propter hoc“ — “Пiсля цього, значить внаслiдок цього“. В на-
уковому чи публiцистичному спiлкуваннi таке використання
порядку речень є помилкою мiркування.

Приклад 2.7 В текстi: “Прийшла весна. Стало весело на
душi“ неявно сповiщається, що подiя “Прийшла весна“ вiдбу-
лася ранiше нiж друга подiя — “Стало весело на душi“, при-
чому перша подiя спричинила другу.

Логiка висловлень записами час не передає . Тому позна-
чивши

a — “Прийшла весна“;

b — “Стало весело на душi“;

c — “Я ще живий“,

ми одержимо одночасно iнтуїтивно правильнi, або одночасно
хибнi вивiднi послiдовностi

a, b ⊢ c (14)

та
b, a ⊢ c (15)

Перехiд вiд (14) до (15) записуються у виглядi правила

a, b ⊢ c

b, a ⊢ c
(16)
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В загальному випадку вивiдна послiдовнiсть може мати до-
вiльну скiнченну сукупнiсть припущень. Тому в символiчному
виглядi в загальному випадку схема правил, що розглядаю-
ться (схема правил довiльностi порядку припущень), записує-
ться у виглядi

a1, a2, ..., an, a, b, b1, b2, ..., bn ⊢ c

a1, a2, ..., an, b, a, b1, b2, ..., bn ⊢ c
(17)

Вважається, що (13) i (16) — це окремi випадки (17).

Приклад 2.8 Конкретними випадками схеми правил (17) бу-
дуть правила

p, q, r ⊢ a

p, r, q ⊢ a
,

p, q, r ⊢ a

a, p, r ⊢ a
та правила

p, q, r ⊢
p, r, q ⊢

,
p, q, r ⊢
a, p, r ⊢

,
p → q, a ∧ b ⊢ c

a ∧ b, p → q ⊢ c
.

Тут i нижче замiсть слiв “конкретний випадок схеми пра-
вил доведення“ будемо також вживати словосполуку “правило
доведення“.

В (17) сказано, що мiняти мiсцями можна лише два сусi-
днi припущення. Оскiльки мiняючи мiсцями два сусiднi при-
пущення ми можемо досягти будь-якого порядку запису при-
пущень, то словами правило довiльностi порядку припущень
формулюється так:

Правило довiльностi порядку припущень. Вiд
вивiдної послiдовностi можна перейти до iншої вивi-
дної послiдовностi, яка має тi ж самi припущення,
що i перша, але вони записанi в будь-якому порядку,
i той же самий висновок.

Приклад 2.9 Прикладами правила довiльностi порядку при-
пущень будуть

a, b, c, d, l ⊢ p

c, l, a, d, b ⊢ p
,

a, b, c ⊢
c, a, b ⊢

,
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та
p ∧ r,¬(a ∨ b), p ⇒ a ⊢ p ∧ a

¬(a ∨ b), p ⇒ a, p ∧ r ⊢ p ∧ a
.

Останнє, третє правило перетворень припущень, що назива-
ється правилом добавляння зайвого припущення, формулює-
ться так:

Правило добавляння зайвого припущення. Якщо
з меншої кiлькостi припущень можна зробити якийсь
висновок, то з бiльшої кiлькостi припущень тим бiль-
ше можна зробити той же висновок.

Проiлюструємо сказане. Нехай наступне мiркування

a, b ⊢ c (18)

є правильним, де

a — “добуток 240 · 665 дiлиться на 19“;
b — “число 240 є взаємно простим iз числом 19“;
c — “число 665 дiлиться на 19“.

Словами наведене мiркування читається так: “Припустимо, що
добуток 240·361 дiлиться на 19, а число 240 є взаємно простим
iз числом 240. Тодi можна вважати доведеним, що число 665
дiлиться на 19.“

Тодi правильним буде також мiркування

a, b, d ⊢ c, (19)

де a, b, c означають тi ж висловлення, що i в попередньому
випадку, а d означає висловлення “число 240 дiлиться на 5“.
Словами мiркування (19) передається так:

“Припустимо, що добуток 240 · 361 дiлиться на 19, а
число 240 є взаємно простим iз числом 240. Припу-
стимо також, що нам вiдомо, що число 240 дiлиться
на 5. Тодi можна вважати доведеним, що число 665
дiлиться на 19.“
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Символiчно перехiд вiд вивiдної послiдовностi (18) до вивi-
дної послiдовностi (19) запишеться у виглядi правила

a, b ⊢ c

a, b, d ⊢ c
.

В реальнiй ситуацiї для бiльшої переконливостi пiдсилю-
ють достатню аргументацiю. Так в припущеннi, що йде дощ,
можна зробити висновок, що потрiбно взяти парасольку. Але
висновок буде переконливiшим, коли маємо ще одне припуще-
ння — дощ буде iти i далi.

В загальному випадку схема правил добавляння зайвого
припущення записується у виглядi

a1, a2, ..., an ⊢ b

a1, a2, ..., an, a ⊢ b
(20)

де a1, a2, . . . , an, a, b — це формули логiки висловлень.

Приклад 2.10 Вважається, що окремими випадками схеми
правил добавляння зайвого припущення (тобто уже правила-
ми добавляння зайвого припущення) є наступнi

a, b ⊢
a, b, c ⊢

,
⊢ a

b ⊢ a
,

a ∧ b, c ⊢ e ⇒ a

a ∧ b, c, d ∧ e ⊢ e ⇒ a
.

Ми в правилi (20) добавляємо зайве припущення справа.
Але комбiнуючи правило добавляння зайвого припущення iз
правилом довiльностi порядку припущень ми можемо одер-
жати правило, за яким добавляти зайве припущення можна в
будь якому мiсцi серед тих припущень, що уже були доведенi,
тобто окремими випадками схеми правил (правилами) добав-
ляння зайвого припущення будуть

a ∧ b, c ⊢ a ∧ b ∧ c

a ∧ b, d, c ⊢ a ∧ b ∧ c
,

та
a ⇒ b, p ∧ q, r ∨ ¬a ⊢

a ⇒ b, b ⇒ a, p ∧ q, r ∨ ¬a ⊢
.
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2.5 Правила доведення, що стосуються iмплiкацiї

Перше правило, що стосується iмплiкацiї ⇒ — правило вве-
дення логiчного сполучника “якщо ..., то ...“, пiдкреслює, що
розумiння знака ⊢ дуже близьке до розумiння знака ⇒.

Наведемо приклад. Нехай в припущеннi, що система рiв-
гянь має два рiзнi розв’язки, можна довести, що истема має
нескнченно багато розв’язкiв. Символiчно сказане запишеться
так

a ⊢ b, (21)

де

a — “система має два рiзнi розв’язки“,

b — “система має нескiнченно багато розв’язкiв“.

Тодi можна довести правильнiсть висловлення “якщо систе-
ма має два рiзнi розв’язки, то система має нескiнченно багато
розв’язкiв“. Останнє символiчно у виглядi вивiдної послiдов-
ностi запишеться так :

⊢ a ⇒ b. (22)

Перехiд вiд вивiдної послiдовностi (21) до вивiдної послiдов-
ностi (22) записується у виглядi правила

a ⊢ b

⊢ a ⇒ b
.

Це i є конкретний випадок правила введення сполучника ⇒.
Ще один приклад. Уявимо собi, що ми згоднi з вивiдною

послiдовнiстю
a, b ⊢ c, (23)

де

a — “заданий многочлен має степiнь 2, тобто є ква-
дратним тричленом“;
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b — “всi коренi заданого многочлена вiд’ємнi“;
c — “вiльний член заданого многочлена додатний“.

Словами вивiдна послiдовнiсть (23) прочитається так: “При-
пустивши, що заданий многочлен має степiнь 2, тобто є ква-
дратним тричленом, i припустивши, що всi коренi заданого
многочлена вiд’ємнi, можна довести, що вiльний член задано-
го многочлена додатний“. Тодi у нас не викличе сумнiву пра-
вильнiсть мiркування: “ Припустивши, що заданий многочлен
має степiнь 2, можна довести, що iз того, що всi коренi задано-
го многочлена вiд’ємнi, випливає , що вiльний член заданого
многочлена додатний“. У виглядi вивiдної послiдовностi ска-
зане запишеться так:

a ⊢ b ⇒ c. (24)

Перехiд вiд послiдовностi (23) до вивiдної послiдовностi (24)
запишеться так:

a, b ⊢ c

a ⊢ b ⇒ c
.

Це також конкретний приклад правила введення сполучника
⇒.

Головна рiзниця мiж знаками ⊢ та ⇒ полягає в мiсцi їх ви-
користання: ⇒ ми використовуємо при записi формул, а знак
⊢ використовується при дослiдженнi уже створених формул.
Можна навести подiбний приклад iз побуту: шафа, викори-
стана для зберiгання бiлизни, називається комодом, а шафа,
використана для зберiгання посуду, називається сервант. Гар-
на господиня побачить багато рiзного у комода i у серванта.
Подiбним чином логiк вкаже бiльшу рiзницю мiж знаками ⊢
та ⇒, нiж вiдмiчено на сторiнцi.

Правило введення ⇒ В загальному випадку схема
правил введення сполучника ⇒ записується так:

A1, A2, ..., An, A ⊢ B

A1, A2, ..., An ⊢ A ⇒ B
,
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де A1, A2, ..., An, A,B — деякi формули. Зокрема пра-
вилом введення сполучника ⇒ вважається

A ⊢ B

⊢ A ⇒ B
,

де A,B — деякi формули.

Правило доведення одержуємо, коли в схему правил замiсть
позначень для формул пiдставляємо конкретнi формули. Пра-
вилами введення сполучника ⇒ будуть

p ∧ q ⊢ p

⊢ p ∧ q ⇒ p
,

p, q, p ∨ r ⊢ q ∧ r

p, q ⊢ q ∨ r ⇒ q ∧ r
.

Друге правило, що стосується сполучника ⇒, називається
правилом вiддiлення засновку, або модус поненс. Дослiвно
модус поненс (латинською мовою пишеться modus ponens) пе-
рекладається як правило вiддiлення. Латинську назву вжи-
вають, щоб пiдкреслити особливу важливiсть цього правила
в логiцi, а також вiддаючи данину традицiї. Проiлюструємо
його.

Означимо

a — “два заданi натуральнi числа n,m взаємно про-
стi, тобто маєють єдиний спiльний дiльник — 1“
b — “для заданих натуральних чисел n,m можна пiдi-
брати цiлi числа x, y так, щоб виконувалася рiвнiсть
xn+ ym = 1.“

Нехай можна довести, що два заданi натуральнi числа n,m
взаємно простi, тобто маєють єдиний спiльний дiльник — 1 (ви-
словлення a), i можна довести, що коли два заданi натуральнi
числа n,m взаємно простi, то iснують цiлi числа x, y такi, що
виконуєься рiвнiсть xn+ ym = 1. (висловлення a ⇒ b), тобто
в символьному виглядi ми можемо написати

⊢ a,⊢ a ⇒ b, (25)
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Тодi можна вважати доведеним, що для заданих натуральних
чисел n,m можна пiдiбрати цiлi числа x, y так, щоб виконува-
лася рiвнiсть xn + ym = 1 (висловлення b), тобто в символь-
ному виглядi ми можемо записати

⊢ b. (26)

Перехiд вiд (25) до (26) запишеться у виглядi правила

⊢ a, ⊢ a ⇒ b

⊢ b
.

Це i є конкретний випадок правила modus ponens.

Приклад 2.11 Припустимо, що нам потрiбно довести твер-
дження a:

a — “Трикутник зi сторонами 3,4,5 прямокутний“.

Вводимо висловлення b — 32 + 42 = 52.
Прямим обчисленням доводимо b. Потiм доводимо b ⇒ a,

i вважаємо, що висловлення a доведене.

Правило modus ponens. В загальному випадку
правила вiддiлення засновку пишуться так:

A1, A2, ..., An, A ⊢ A, A1, A2, ..., An ⊢ A ⇒ B

A1, A2, ..., An, A ⊢ B
,

де A1, A2, ..., An, A,B — деякi формули. Зокрема, пра-
вилами вiддiлення засновку вважаються також

⊢ A,⊢ A ⇒ B

⊢ B

де A,B — деякi формули логiки висловлень.

Правилами модус поненс будуть

p ∧ q ⊢ p, p ∧ q ⊢ p ⇒ r

p ∧ q ⊢ r
,

⊢ a ∧ b,⊢ a ∧ b ⇒ r

⊢ r
.
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2.6 Правила доведення, що стосуються сполучникiв
∧ та ∨

Ми так розумiємо сполучник “i“, що для доведення формули
A∧B, де A,B — деякi формули, потрiбно довести A i довести
B. В цьому i полягає правило введення сполучника “i“.

Приклад 2.12 Позначимо

a — “десятковий запис деякого заданого натураль-
ного числа закiнчується на 0“;
b — “задане число парне“;
c — “задане число дiлиться на 5“.

Нехай, припускаючи a, ми можемо довести b, i припускаючи
a ми можемо довести c, тобто нехай

a ⊢ b, a ⊢ c (27)

Тодi ми можемо, припускаючи, що десятковий запис числа
закiнчується на 0, довести, що задане число парне i воно
дiлиться на 5. В символьному виглядi сказане запишеться
так:

a ⊢ b ∧ c. (28)

Перехiд вiд (27) до (28) записуємо у виглядi правила:

a ⊢ b, a ⊢ c

a ⊢ b ∧ c
.

Це i є конкретний приклад правила введення логiчного спо-
лучника ∧.

Правило введення ∧. В загальному випадку схема
правил введення “i“ записується так:

A1, A2, ..., An ⊢ A, A1, A2, ..., An ⊢ B

A1, A2, ..., An ⊢ A ∧B

де A1, A2, ..., An, A,B — деякi формули.
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Приклад 2.13 Правилами введення логiчного сполучника “i“
(нагадуємо, що “i“, “та“ в логiцi висловлень — один i той же
сполучник, що позначається знаком ∧) будуть такi:

a ⇒ q ⊢ q ∨ a; a ⇒ q ⊢ a ∨ q

a ⇒ q ⊢ (q ∨ a) ∧ (a ∨ q)
,

¬(¬a ∨ ¬b) ⊢ a, ¬(¬a ∨ ¬b) ⊢ b

¬(¬a ∨ ¬b) ⊢ a ∧ b
.

Два правила (лiве та праве) використання сполучника ∧ та-
кож роз’яснюють наше розумiння сполучника ∧. Лiве правило
дозволяє вважати доведеною формулу A ,коли доведена фор-
мула A∧B, а праве правило введення сполучника ∧ дозволяє
вважати доведеною формулу B, коли доведена формула A∧B.

Приклад 2.14 коли доведено, що число 3978 дiлиться на 2
i дiлиться на 9 , то можна вважати доведеним, що число
3978 дiлиться на 2 , i можна вважати доведеним, що число
3978 дiлиться на 9.

Правило лiвого використання ∧ В загальному
випадку схема правил лiвого використання ∧ запи-
сується так:

A1, A2..., An ⊢ A ∧B

A1, A2, ..., An ⊢ A
,

Правило правого використання ∧ В загальному
випадку схема правил правого використання ∧ запи-
сується так:

A1, A2..., An ⊢ A ∧B

A1, A2, ..., An ⊢ B
,
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В наведених вище схемах правил A1, A2, ..., An, A,B означа-
ють деякi формули. Пiдставляючи замiсть A1, A2, ..., An, A,B

в правило конкретнi формули, ми будемо одержувати конкре-
тнi правила використання сполучника ∧.

Приклад 2.15 Прикладом лiвого правила використання ∧ бу-
де

p ⇒ q, r ⊢ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c)

p ⇒ q, r ⊢ a ∨ b
.

Прикладом правого правила використання сполучника ∧
буде

p ⇒ q, r ⊢ (a ∨ b) ∧ (b ∨ c)

a ⇒ q, r ⊢ b ∨ c
.

Для сполучника ∨ є два (лiве та праве) правила введення
сполучника ∨, i одне правило використання.

Припустимо, що ми можемо довести висловлення a, тобто
ми можемо записати

⊢ a (29)

Тодi ми можемо написати

⊢ b ∨ a, (30)

I можемо написати
⊢ a ∨ b. (31)

Перехiд вiд (29) до (30) запишеться у виглядi правила

⊢ a

⊢ b ∨ a
. (32)

А перехiд вiд (29) до (31) запишеться у виглядi правила

⊢ a

⊢ a ∨ b
. (33)

Правила (32) та (33) є приклади вiдповiдно лiвого та пра-
вого правил введення сполучника “або“.
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Правило лiвого введення сполучника ∨. В за-
гальному випадку схема правил лiвого введення спо-
лучника ∨ записується так:

A1, A2, ..., An ⊢ A

A1, A2, ..., An ⊢ B ∨ A
.

Правило правого введення сполучника ∨. Схе-
ма правил правого введення сполучника ∨ записує-
ться так:

A1, A2, ..., An ⊢ A

A1, A2, ..., An ⊢ A ∨B
.

Приклад 2.16 Правил лiвого введення сполучника ∨ буде

p ∧ q ⊢ p

p ∧ q ⊢ q ∨ p
.

Правилом правого введення сполучника ∨ буде

p ∧ q ⊢ p

p ∧ q ⊢ p ∨ q
.

Наступне правило показує, як використовувати доведену
формулу a ∨ b. Спочатку наведемо приклад. Позначимо

a — "В даний момент часу температура повiтря ниж-
ча −40o."

b — "В даний момент часу температура повiтря вища
+40o."

c — "В даний момент часу повiтрям важко дихати"

Припустимо, що коли температура повiтря нижча −40o, то мо-
жна довести, що в даний момент часу повiтрям важко дихати.
Припустимо, що коли температура повiтря вища, нiж +40o, то
можна довести, що повiтрям важко дихати. Припустимо та-
кож, що можна довести, що в даний момент часу температура
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повiтря або вища, нiж +40o, або нижча, нiж −40o. Сказане
символьно запишеться у виглядi трьох вивiдних послiдовно-
стей

a ⊢ c, b ⊢ c, ⊢ a ∨ b, (34)

правильнiсть яких ми припускаємо. Тодi ми можемо вважа-
ти доведеним, що в даний момент часу повiтрям важко дихати,
тобто можна записати

⊢ c (35)

Перехiд вiд (33) до (34) запишеться так:

a ⊢ c, b ⊢ c,⊢ a ∨ b

⊢ c
.

Правило використання сполучника ∨. Символьно пра-
вило використання сполучника ∨ записується так:

A1, A2, ..., An, A ⊢ C, A1, A2, ..., An, B ⊢ C, A1, A2, ..., An ⊢ A ∨B

A1, A2, ..., An ⊢ C
,

де A1, A2, ..., An, A,B,C — деякi формули.

2.7 Правила доведення, що стосуються частки “не“
та суперечностей.

Перше правило — правило приведення до суперечностi роз’-
яснює, як ми розумiємо суперечнiсть. А розумiємо так: ми має-
мо суперечнiсть у випадку, коли доведене i якесь висловлення,
i його заперечення. Точне формулювання правила приведення
до суперечностi наступне:

Правило приведення до суперечностi. Якщо iз
сукупностi припущень можна довести висловлення i
можна довести заперечення цього висловлювання, то
така сукупнiсть припущень суперечлива.
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Символами правило приведення до суперчностi за-
писується так:

A1, A2, ..., An ⊢ A; A1, A2, ..., An ⊢ ¬A
A1, A2, ..., An ⊢

,

де A1, A2, ..., An, A — деякi формули.

Приклад 2.17 Правилами приведення до суперечностi є:

(p ⇒ q) ∧ b ∧ ¬(p ⇒ q) ⊢ p ⇒ q; (p ⇒ q) ∧ b ∧ ¬(p ⇒ q) ⊢ ¬(p ⇒ q)

(p ⇒ q) ∧ b ∧ ¬(p ⇒ q) ⊢
,

a ⇒ b ∨ c ⊢ a ⇒ b ⇒ c; a ⇒ b ∨ c ⊢ ¬(a ⇒ b ⇒ c)

a ⇒ b ∨ c ⊢
,

p, q,¬p ⊢ p; p, q,¬p ⊢ ¬p
p, q,¬p ⊢

.

Наведене правило часто використовується як складова ча-
стина доведення вiд протилежного, або зведенням до абсурду,
до безглуздя. Вiдповiдна латинська назва прийому доведення
— reductio ad absurdum. Доведення вiд протилежного закiн-
чується словами: “Одержана суперечнiсть доводить неможли-
вiсть припущення“.

Наступне правило — правило неiнформативностi супере-
чностi, формулються наступним чином.

Правило неiнформативностi суперечностi. Iз су-
перечливої сукупностi припущень можна довести все
що завгодно. Символьно воно формулюється так:

A1, A2, ..., An ⊢
A1, A2, ..., An ⊢ A

,

де A1, A2, ..., An, A — деякi формули.

У наступних двох правилах — правилi введення ¬ та пра-
вилi використання ¬, схований закон виключеного третього.
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Приклад 2.18 Припустивши, що простi числа вичерпуються
скiнченною сукупнiстю, i прийшовши до суперечностi ми ствер-
джуємо, що простi числа не вичерпуються скiнченою суку-
пнiстю. Також припустивши, що число 5 є квадрат деякого
рацiонального числа, i одержавши суперечнiсть, ми ствер-
джухмо, що 5 не є квадрат рацiонального числа.

Правило введення ¬ В загальному випадку схема
правил введення ¬ записухться так:

A1, A2, ..., An, A ⊢
A1, A2, ..., An ⊢ ¬A

,

причому окремим випадком цього правила вважає-
ться (при n = 0)

A ⊢
⊢ ¬A

.

Правила використання ¬ записуються наступним чином.

Правило використання ¬:
A1, A2, ..., An,¬A ⊢
A1, A2, ..., An ⊢ A

,

причому окремим випадком (при n = 0) цього пра-
вила є:

¬A ⊢
⊢ A

,

де A1, A2, ..., An, A — деякi формули.

Словами правило введення ¬ формулюється так:
Коли добавивши висловлення до сукупностi припущень ми

можемо одержати суперечнiсть, то iз початкової сукупностi
припущень можна довести заперечення висловлення.

Правило використання ¬ формулюється так:
Коли добавивши заперечення висловлення до заданої суку-

пностi припущень ми можемо прийти до суперечностi, тодi iз
початкової сукупностi припущень можна довести саме вислов-
лення.
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2.8 Доведення вивiдних послiдовностей та формул.

Звичайно, при доведеннi висловлеань ми повиннi користува-
тися бездоганними початковими твердженнями, а такими для
нас є аксiоми, та переходити вiд одних тверджень до iнших за
допомогою чiтко сформульованих правил доведення.

Спочатку наведемо приклад доведення вивiдної послiдов-
ностi, а потiм дамо оначення. Нехай нам потрiбно довести ви-
вiдну послiдовнiсть

p, q ⊢ p ∧ q. (36)

Робимо це по кроках. Спочатку напишемо аксiоми

p ⊢ p, (37)
q ⊢ q, (38)

I пiдкреслимо, що будь-яке формальне доведення починається
iз аксiоми. Далi застосуємо правило добавляння зайвого при-
пущення до вивiдних послiдовностей (37) та (38), добавивши
q до припущень в (37), та q до припущень в (38). Застосувати
правило до вивiдних послiдовностей означає записати знамен-
ник цього правила у випадку, коли чисельник складають за-
данi вивiднi послiдовностi. Таким чином ми одержимо вивiднi
послiдовностi

p, q ⊢ p, (39)
q, p ⊢ q, (40)

Далi застосуємо правило довiльностi порядку припущень до
(40), або, простiше, переставимо припущення в (40) i одержимо

p, q ⊢ q, (41)

На наступному кроцi запишемо правило введення ∧, в чисель-
нику якого стоять(39) та (41):

p, q ⊢ p; p, q ⊢ q

p, q ⊢ p ∧ q
.
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Таким чином застосування правила введення ∧ до вивiдних
послiдовностей (39) та (41) дає нам потрiбну вивiдну послi-
довнiсть (36).

Ми бачимо, що в доведеннi кожна наступна послiдовнiсть
одержується iз попереднiх за допомогою одного iз правил до-
ведення, тобто в доведеннi ми можемо написати чергову ви-
вiдну послiдовнiсть, коли вона є знаменником певного прави-
ла доведення, причому чисельник у цього правила доведення
складають ранiше одержанi вивiднi послiдовностi.

Доведення вивiдної послiдовностi це ланцюжок вивi-
дних послiдовностей, причому

• перша вивiдна послiдовнiсть в ланцюжку — це
аксiома,

• кожна наступна вивiдна послiдовнiсть або є аксi-
омою, або одержується iз попереднiх за допомо-
гою одного iз правил доведення.

• остання вивiдна послiдовнiсть в ланцюжку — та,
яку потрiбно довести.

Пiд доведенням формули A розумiють доведення ви-
вiдної послiдовностi

⊢ A.

Приклад 2.19 Для доведення формули a ⇒ a, тобто для
доведення вивiдної послiдовностi ⊢ a ⇒ a, потрiбно записати
аксiому

a ⊢ a,

потiм застосувати для цiхї аксiоми правило введення ⇒,
тобто правило

a ⊢ a

⊢ a ⇒ a
.
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Записи a ⊢ a, ⊢ a ⇒ a утворюють доведення послiдовностi
⊢ a ⇒ a i, отже, цi записи утворюють доведення формули
a ⇒ a.

Приклад 2.20 Застосувавши правило введення ⇒ до вивi-
дної послiдовностi (36), ми одержимо

p ⊢ q ⇒ p ∧ q. (42)

Знову застосувавши правило введення ⇒ до (42), одержимо

⊢ p ⇒ (q ⇒ p ∧ q). (43)

Таким чином черга вивiдних послiдовностей (37),(38),(39),
(40),(41),(36),(42),(43) складає доведення формули

p ⇒ (q ⇒ p ∧ q).

Приклад 2.21 Доведемо формулу a ∨ ¬a. Довести ю фор-
мулу означає, що потрiбно довести вивiдну послiдовнiсть
⊢ a ∨ ¬a. Для цього запишемо аксiоми

¬a ⊢ ¬a, (44)
¬(a ∨ ¬a) ⊢ ¬(a ∨ ¬a). (45)

Потiм запишемо вивiднi послiдовностi

¬a ⊢ a ∨ ¬a, (46)
¬a,¬(a ∨ ¬a) ⊢ a ∨ ¬a, (47)
¬(a ∨ ¬a),¬a ⊢ a ∨ ¬a, (48)

¬(a ∨ ¬a),¬a ⊢ ¬(a ∨ ¬a), (49)
¬(a ∨ ¬a),¬a ⊢, (50)
¬(a ∨ ¬a) ⊢ a, (51)

¬(a ∨ ¬a) ⊢ a ∨ ¬a, (52)
¬(a ∨ ¬a) ⊢, (53)

⊢ a ∨ ¬a, (54)
(55)
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Послiдовнiсть (46) одержується iз (44) за допомогою пра-
вила лiвого введення “або“, тобто записуємо правило лiвого
введення “або“

¬a ⊢ ¬a
¬a ⊢ a ∨ ¬a

,

i, оскiльки чисельник у нас уже в послiдовностi вивiдних по-
слiдовностей(секвенцiй) уже виписаний, то ми маємо пра-
во (i користуємос ним) виписати секвенцiю, що стоїть у
знаменнику, тобто записати (46). (47) одержується iз (46)
добавлянням зайвого припущення; (48) одержується iз (47)
переставлянням припущень; (49) одержується iз (45) добав-
лянням зайвого припущення; (50) одержується iз (48) та
(49) за правилом одержання суперечностi; (51) одержується
iз (50) за допомогою правила використання "не"; (52) одер-
жується iз (51) за допомогою правила введення "або"; (53)
одержується iз (45) та (52) за правилом одержання супере-
чностi; (54) одержується iз (53) за правилом використання
"не".

Таким чином, одинадцять вивiдних послiдовностей (44) —
(54) складають доведення формули a∨¬a. Вивiднi послiдовно-
стi (44) — (50) складають доведення вивiдної послiдовностi
(50).

Теорема 2.1 (Теорема повноти для численя секвенцiй)
Формулу логiки висловлень можна довести тодi i тiльки то-
дi, коли ця формула iстинна при будь-якiй iнтерпретацiї

Система аксiом i система правил доведення (тобто числе-
ння) як для логiки висловлень так i для iнших логiк не є
догмою, цi набри не єдино можливi. Для одного iз числень
теорему повноти довiв Емiль Пост в 1921 роцi.

Доведення. Традицiя викладання логiки висловлень не
передбачає доведення цiєї теореми, тому що воно громiздке. В
пiдручниках це доведення не знайдеш. Пiдтримаємо цю тра-
дицiю i ми, доведення давати не будемо.
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В 2001 роцi в рамках Малої академiї наук довести цю тео-
рему було запропоновано ученику 11 класу Харкiвької СШ №
54 Водяхо Костi. Завдання Костя успiшно виконав i успiшно
захистив роботу. Його доведення мiстить 14 сторiнок.

Наведемо кiлька доведень iз роботи К.Ю.Водяхо.
Доведенням вивiдної послiдовностi ¬¬a ⊢ a є

¬¬a ⊢ ¬¬a, ¬a ⊢ ¬a,

¬¬a,¬a ⊢ ¬¬a, ¬¬a,¬a,⊢ ¬a,
¬¬a,¬a,⊢, ¬¬a ⊢ a.

Доведенням вивiдної послiдовностi a ⊢ ¬¬a є

a ⊢ a, ¬a ⊢ ¬a, a,¬a ⊢ a, a,¬a,⊢ ¬a, a,¬a,⊢, a ⊢ ¬¬a.

Доведенням вивiдної послiдовностi a ∧ a ⊢ a є

a ∧ a ⊢ a ∧ a, a ∧ a ⊢ a.

Доведенням вивiдної послiдовностi a ∧ b ⊢ b ∧ a є

a ∧ b ⊢ a ∧ b, a ∧ a ⊢ a.

Доведенням вивiдної послiдовностi a ∨ b ⊢ b ∨ a є

a ⊢ a. a ⊢ b ∨ a, b ⊢ b ∨ a, b ⊢ b ∨ a,

a ∨ b, a ⊢ b ∨ a, a ∨ b, b ⊢ b ∨ a,

a ∨ b ⊢ a ∨ b, a ∨ b ⊢ b ∨ a.

Доведенням вивiдної послiдовностi ¬(a ∧ b) ⊢ ¬a ∨ ¬b є

¬(¬a ∨ ¬b) ⊢ ¬(¬a ∨ ¬b),

¬(a ∧ b) ⊢ ¬(a ∧ b),

¬a ⊢ ¬a, ¬b ⊢ ¬b, a ∧ b ⊢ a ∧ b,

¬a ∨ ¬b ⊢ ¬a ∨ ¬b,
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¬a ⊢ ¬a ∨ ¬b, ¬b ⊢ ¬a ∨ ¬b,
¬(¬a ∨ ¬b),¬a ⊢ ¬a ∨ ¬b,

¬(¬a ∨ ¬b),¬a ⊢ ¬(¬a ∨ ¬b),
¬(¬a ∨ ¬b),¬a ⊢, ¬(¬a ∨ ¬b) ⊢ a,

¬(¬a ∨ ¬b),¬b ⊢ ¬a ∨ ¬b,
¬(¬a ∨ ¬b),¬b ⊢ ¬(¬a ∨ ¬b),

¬(¬a ∨ ¬b),¬b ⊢, ¬(¬a ∨ ¬b) ⊢ b

¬(¬a ∨ ¬b) ⊢ a ∧ b,

¬(a ∧ b),¬(¬a ∨ ¬b) ⊢ a ∧ b, ¬(a ∧ b),

¬(¬a ∨ ¬b) ⊢ ¬(a ∧ b), ¬(a ∧ b),¬(¬a ∨ ¬b) ⊢,

¬(a ∧ b) ⊢ ¬a ∨ ¬b.

Теорема 2.2 (Теорема несуперечностi числення секвенцiй)
Не iснує такої формули A, щоб i A i ¬A мали доведення.

Доведення.Доведення теореми грунтується на тому, що
довести можна лише формулу, яка є iстинною за будь-якої iн-
терпретацiї. Деталiзацiї уникнемо.
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3 Числення висловлень

Числення висловлень вiдрiзняється вiд числення секвенцiй тим,
що в ньому не використовується знак ⊢ . В численнi вислюв-
лень i аксiоми i правила доведення є формулами. На численнi
секвенцiй ми зупинилися досить розлого з огляду на те, що цей
матерiал не дублюється iншими математичнии дисциплiнами,
на вiдмiну, скажемо, вiд булевих функцiй, таблиць iстиностi,
вiдношенень, операцiй, вiдображень та подiбного. Крiм того, в
логiцi цей матерiал вважається занадто легким, щоб на ньому
варто було зупинятися. Вiдповiдно, наукова лiтература вiдво-
дить цьому матераiлу дуже мало мiсця.3

3.1 Схеми аксiом числення висловлювань

Числення висловлюань має 11 схем аксiом

1. A ⇒ (B ⇒ A);

2. (A ⇒ (B ⇒ C)) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C));

3. (A ∧B) ⇒ A;

4. (A ∧B) ⇒ B;

5. A ⇒ (B ⇒ (A ∧B));

6. A ⇒ (A ∨B);

7. B ⇒ (A ∨B);

8. (A ⇒ C) ⇒ ((B ⇒ C) ⇒ (A ∨B ⇒ C);

9. ¬A ⇒ (A ⇒ B);

10. (A ⇒ B) ⇒ ((A ⇒ ¬B) ⇒ ¬A);
3Росiйською мовою вiдповiдний матерiал можна знайти в збiрнику: Лавров И.А.

Максимова Л.Л. Задачи по теории множеств, математической логике и теории алго-
ритмов. — М:Наука, 1984 §3, стор. 59
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11. A ∨ ¬A;

3.2 Схема правил доведення в численнi висловлень

Схема правил доведення одна — MP (modus ponens)

A,A ⇒ B

B
.

3.3 Доведення в численнi висловлень

Визначення 3.1 Доведенням в ЧВ (численнi висловлень) на-
зивають послiдовнiсть формул, кожна з який або є аксiомою,
або одержується iз попереднiх за допомогою МР.

Зауважимо, що загальновизнаним по значенням ⇒ для iмплi-
кацiї стало зовсiм недавно. Отже лiтература з логiки викори-
стовує для iмплiкацiї i iншi позначення — → та supset.

Приклад 3.1 Пояснимо сказане прикладом доведення фор-
мули (A ⊃ A) .

В цьому записi iз мовного оточення визначається, що A є фор-
мулою числення висловлень.

Доведенням є послiдовнiсть:

1. (A ⊃ (A ⊃ A)) —аксiома 1.

2. ((A ⊃ (A ⊃ A)) ⊃ ((A ⊃ ((A ⊃ A) ⊃ A)) ⊃ (A ⊃ A))). —
аксiома 2.

3. ((A ⊃ ((A ⊃ A)) ⊃ A) ⊃ (A ⊃ A)) — modus ponens.

4. (A ⊃ ((A ⊃ A)) ⊃ A); —аксiома 1.

5. (A ⊃ A) — modus ponens.
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Пiдставивши в схему аксiом 1 замiсть букви B та букви
A формулу A, одержуємо вже аксiому (A ⊃ (A ⊃ A)), яка
ставиться першою в доведеннi потрiбної формул.

Подiбним чином, пiдставивши в схему аксiом 2 замiсть всiх
букв формулу A одержуємо аксiому

((A ⊃ (A ⊃ A)) ⊃ ((A ⊃ ((A ⊃ A) ⊃ A)) ⊃ (A ⊃ A))).

Ця аксiома є iмплiкацiєю — iз (A ⊃ (A ⊃ A)) ввипливає ((A ⊃
((A ⊃ A) ⊃ A)) ⊃ (A ⊃ A)). Припущення в цiй iмплiкацiї вже
є в нашому доведеннi пiд номером 1. Тому можна застосувати
правило вiддiлення засновку (modus ponens) i одержати третiй
елемент доведення:

((A ⊃ ((A ⊃ A) ⊃ A)) ⊃ (A ⊃ A))

Ця третя формула знову є iмплiкацiєю, засновком якої є
формула (A ⊃ ((A ⊃ A) ⊃ A)). Ця формула є аксiомою — її
можна одержати iз першої схемы аксiом замiною B на A ⊃ A.
Ця аксiома є четвертим елементом в доведеннi.

Тепер до третьої формули можна застосуати правило вiд-
дiлення засновку — засновок уже доведений. Таким чином,
п’ятий элемент в доведеннi є потрiбна формула. Доведення
закiнчене.

Наведемо приклад доведення з використанням позалогiчних
аксiом i з використанням позначення → для iмплiкацiї. Не-
хай нам вiдомi позалогiчнi аксiоми p,¬q, i потрiбно довести
¬(p → q).

1. p — за умовою.

2. p → ((p → q) → p) – аксiома 1.

3. (p → q) → p — MP до 2.
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4. (p → q) → (p → q) — переписана формула iз попере-
днього прикладу. Отже тут пропущена частина доведен-
ня. Доведенi формули називають теоремами.

5. ((p → q) → (p → q)) → (((p → q) → p) → ((p → q) → q)
— аксiома 2. В нiй замiсть A пiдставлено p → q, замiсть
B пiдставлено p i замiсть C пiдставлено q.

6. (p → q) → q — двiчi застосували MP до попередньої фор-
мули.

7. ¬q — за умовою.

8. ¬q → ((p → q) → ¬q) — аксiома 1.

9. (p → q) → ¬q — застосували MP до попередньої форму-
ли.

10. ((p → q) → q) → ((p → q) → ¬q) → ¬(p → q) — аксiома
10, в якiй A замiнена на p → q, B замiнена на q.

11. ¬(p → q) — доведена формула.

4 Метод резолюцiй

Нехай потрiбно довести формулу A.
Першим кроком в методi резолюцiй є запис (припущення)

формули ¬A.
Другим кроком є приведення формули ¬A до кон’юнктив-

ної нормальної форми:

¬A = A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An,

де формули A1, A2, . . . , An є диз’юнкцiями змiнних та їх запе-
речень4.

4Вважаємо, що знайомство з булевими функцiями уже вiдбулося. Вiдповiдно, вiд-
булося знайомство з досконалими диз’юнктивними та кон’юнктивними формами.
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Третiй крок полягає в припущеннi, що всi формули A1, A2, . . . , An

уже доведенi.
Останнiй крок полягає в доведеннi того, що таке припуще-

ння приводить до суперечностi — отже, використаний метод
доведення вiд п ротилежного. При цьому використовується
єдине правило доведення — правило резолюцiй

Оскiльки весь час працюють iз змiнними та їх заперечен-
нями, то вводять термiн — лiтерал. Отже

лiтерал це пропозицiйний символ (пропозицiйна змiн-
на) або його заперечення.

Пiсля приведення формули ¬A до кон’нктивної нормальної
форми, ми одержуємо формули A1, A2, . . . , An (ДКНФ є кон’-
юнкцiєю цих формул), що є диз’юнкцiями змiнних та їх запе-
речень. Для таких формул використовують термiн “диз’юнкт“.
Отже

диз’юнкт — це формула, яка є диз’юнкцiєю лiтера-
лiв, тобто змiнних (пропооззицiйних символiв) та їх
заперечень.

Двiчi повторюваний лiтерал записують один раз.
Порядок, в якому виписуються диз’юнкти, i порядок, в яко-

му виписуються лiтерали диз’юнкта, не має значення. Такою
“неповагою“ до порядку метод резолюцiй суттєво вiдрiзняється
вiд методiв, що розгляненi вище.

Позалогiчнi аксiоми також є набором диз’юнктiв.
Ще одна особливiсть метода резолюцiй — це використання

так званого порожнього диз’нкта, який позначається �, i який
означає тотожно хибну формулу.

На останньому четвертому кроцi в методi резолюцiй потрi-
бно довести диз’юнкт � — оце i є кiнець доведення формули
A.
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Єдине правило доведення, яке використовується в методi
резолюцiй – це правило резолюцiї. Воно застосовується до двох
диз’юнктiв, один з яких мiстить змiнну, а другий мiстить запе-
речення цiєї змiнної. Нехай A1, A2 — два такi диз’юнкти, тобто
для деяких диз’юнктiв B1, B2 для деякої змiнної p можна за-
писати

A1 = p ∨B1, A2 = ¬p ∨B2.

Тодi правило резолюцiї iз формул A1, A2 зробити висновок
B1 ∨B2. Символьно, правило резолюцiї можна записати так

p ∨B1, ¬p ∨B2

B1 ∨B2
.

Диз’юнкти B1, B2, що використовуються в правилi резолюцiї,
можуть бути порожнiми. Порожнiй диз’юнкт взагалi можна
дописати до будь-якого диз’юнкта.

Важливiсть метода резолюцiй полягає в тому, що для ньо-
го можна створити дiєвий комп’ютерний алгоритм. Для ви-
користання в логiцi висловлень це не так важливо, але пiсля
перенесення в логiку предикатiв, наявнiсть дiєвого алгоритму
доведення приводить до появи мов програмування, якi вико-
ристовують такий алгоритм. Це так званi пролог-подiбнi мови.
Пролог — одна з перших мов програмування, яка грунтується
на методi резолюцiй.

Росiйською мовою з методу резолюцiй можна рекомендува-
ти книгу

Ч.Чень, Р.Ли “Математическая логика и автоматическое
доказательство теорем“ — М:Наука, 1983 Книга є в iнтерне-
тi в електронному виглядi в форматi djvu.
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5 Синтаксис логiки предикатiв

5.1 Алфавiт, терми i формули логiки першого поряд-
ку — теорiї предикатiв.

Алфавiт теорiї предикатiв мiстить символи

• для позначення логiчних зв’язок, кванторiв та логiчних
констант (сталих);

• для позначення предметних змiнних та предметних кон-
стант;

• предикатiв заданої арностi (мiсностi) предикатнi символи;

• функцiональнi символи (заданої арностi);

• допомiжнi символи;

• металогiчнi символи — символи, якi не використовуються
для побудови виразiв чи формул.

Звичайно алфавiт також мiстить

• особливий 2-мiсний предикатний символ = . Логiки, якi
його використовують, називаються логiками з рiвнiстю.

Логiчнi зв’язки ∨,∧,¬,⇒,⇔, логiчнi константи 0, 1 введе-
нi вище. При iнтепретацiях вони ознчають певнi сполучники
природної мови, а 0 та 1 означають оцiнку вiдповiдностi сказа-
ного до дiйсностi. Логiних констант може бути досить багато
— наприклад, можна позначати оцiнки “невiдомо“, “практично
так“, “можливо, що так“, “вельми ймовiрно, що так“, “обов’яз-
ково так“ та подiбне. Логiки з рiзними набрами логiчних кон-
стант мають рiзнi назви — двозначна, модальна, деонтична,
... Ми торкаємося найпростiшої, двозначної логiки i логiчних
сталих двi — 0 та 1.
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При iнтепретацiях предметних змiнних — це змiннi i ста-
лi в певнiй алгебраїчнiй системi. Щоб пiдкреслити це, змiннi
називають предметними змiнними. В логiцi першого порядку
змiнних предикатiв немає. Вони з’являються в логiцi друго-
го порядку. Сталi iнтепретуються як конкретнi, точно вказанi
елементи носiя алгебраїчної системи.

При iнтепретацiях предикатнi символи означають конкре-
тнi предикати, а функцiональнi символи означають назви кон-
кретних операцiй (в тому числу нульмiсних) в певнiй алгебра-
їчнiй системi. Нульмiснi предикати iнтепретуютсья як логiчнi
константи, а нульмiснi функцiональнi символи як видiленi еле-
менти носiя.

До допомiжних символiв вiдносимо вiдкритi та закритi дуж-
ки, лапки, крапки та коми, та їм подiбне — який символ знадо-
биться, такий i можна ввести в якостi допомiжного символа.

До металогiчних символiв вiднесемо тi символи, якi дозво-
ляють записувати можливостi всiєї теорiї. Тут маємо дво основ-
них символи

• ⊢ — “ в припущеннi ... можна довести ...“. Використовує-
ться в синтаксисi.

• |= — “якщо ... правильне в певнiй iнтепретацiї, то ... в цiй
iнтерпретацiї також правильне“

Знак ⊢ вiдноситься до синтаксису, а знак |= вiдноситься до
семантики.

Використавуючи алфавiт будують складнi iмена для пре-
дметних сталих, предикатних та функцiональних символiв —
x1, Par,min, . . .. Розкутiсть мислення дозволяє складнi iмена
також називати чи то предметними, чи то предикатними сим-
волами. Звичайно зберiгаєтсья обов’язкова умова — ми зав-
жди i безумовно точно можемо розрiзнити предметнi змiннi,
предикатнi та функцiональнi символи.

З алфавiтом покiнчено.
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5.2 Вирази (терми) i формули логiки предикатiв

Наступне — вирази або терми. Кожна предметна змiнна є тер-
мом (база iндуктивного означення). Якщо f(x1, x2, . . . , xn) є
n−мiсним термом, i g1, g2, . . . , gn — терми (iндуктивне припу-
щення), то f(g1, g2, . . . , gn) також є термом (iндуктивний пере-
хiд). Терм i вираз є синонiмами. Можна казати, що sin(cosx+
cos y) це вираз, а можна казати, що це терм. Зауважимо — ми
дали iндуктивне означення.

Далi нам потрiбнi формули.
Кожен предикатний символ iз вказiвкою iмен предметних

змiнних, вiд яких залежить предикатний символ, є формулою
(база iндуктивного означення). Такi формули називають най-
простiшими або атомарними. Якщо P тернатний (3-мiсний,
3-арний) предикатний символ, то P (x, y, z), P (x1, x1, x2) най-
простiшi формули. Якщо використовуєтсья знак =, то з’єднав-
ши два вирази знаком = ми також одержуємо найпростiшу (чи
атомарну) формулу. Отже x2+x− 2 = 0 це найпростiша фор-
мула. Тут ми маємо базу iндуктивного означення.

Якщо ми уже маємо побудованi формули (iндуктивне при-
пущення), то з’єднавши їх логiними зв’язками чи навiсивши
один iз кванторiв iснування чи загальностi, одержимо бiльш
складну формулу (iндуктивний перехiд).

Всi предметнi змiннi в атомарних формулах називають вiль-
ними. Якщо двi формули з’єднали логiчною зв’язкою, то вiль-
ними змiнними одержаної формули будуть вiльнi змiннi скла-
дових частин.

Якщо формула A має вiльну змiнну x, то в формулах

∃xA, ∀xA (56)

змiнну x називають зв’язаною (зв’зана вiдповiдним кванто-
ром). Зв’язана змiнна не є вiльною. Сама формула A в (56)
називається областю дiї вiдповiдного квантора. Якщо фор-
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мула не має вiльних змiнних, то вона називається замкненою.

Операцiя навiшування квантора на формулу A, тобто пе-
рехiд до формул (56), може призвести до побудови неприєм-
них формул. Так неприємний вигляд має формулa ∀x∃x(3 <

2). Крiм того, не викликає сумнiву, що формулами ∀xP (x)i
∀y P (y) передаться один i той же змiст. З огляду на це вво-
дять так звану процедуру стандартизацiї змiнних. Згiдно цiєї
процедури формули, якi вiдрiзняються лише вменами зв’заних
змiнних, вважаються рiвними. А далi зв’язанi змiннi перейме-
новуються так, щоб рiзнi зв’язанi змiннi мали рiзнi iмена.

Використовуючи процедуру стандартизацiї змiнних форму-
лу ∀x∃x(3 < 2) переписуємо в рiвну їй формулу ∀x∃y(3 < 2).
Те, що квантор зв’язує вiдсутню змiнну, прийнятно. Для при-
кладу, вважається, що нерiвнiсть x + 2 < x + 3 виконується
для будь-якого значенння x.

Приклад 5.1 Застосувавши процедуру стандартизацiї до фор-
мули

∃x((x2 = 1) ∨ ∀x∀x∃xA(x))
одержуємо формулу

∃t((t2 = 1) ∨ ∀z∀y∃xA(x)) (57)

В формулi (57) областю дiї квантора ∃t є формула (t2 = 1)∨
∀z∀y∃xA(x), областю дiї квантора ∀z є формула ∀y∃xA(x),
областю дiї квантора ∀y є формула ∃xA(x), областю дiї кван-
тора ∃x є формула A(x),

Мова певної логiки, певної теорiї складається iз алфавiту,
видiлених iмен, термiв та формул. Отже ми закiнчили окре-
слення мови двозначної логiки предикатiв першого порядку.
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6 Iнтерпретацiї (семантика)

Iнтерпретацiя — це вибiр конкретної унiверсальної алгебри чи
алгебричної системи iз заданим носiєм i даною сигнатураю
i встановлення взаємно однозначної вiдповiдностi мiж опера-
цiями i функцiональними символами, мiж предикатами, що
входять до сигнатури унiверсальної алгебри, та предикатни-
ми символами. Пiсля пiдстановки у формулу замiсть вiльних
змiнних певних елементiв носiя формула стає або iстинною
або хибною. Якщо iснує iнтепретацiя i пiдстановка елементiв
носiя замiсть вiльних змiнних така, що формула стає iстин-
ною, то цю формулу називають виконуваною. Якщо ж такої
iнтерперацiї немає, то формулу називають невиконуваною або
тотожно хибною. Коли формула стає iстинною при будь-якiй
iнтерпретацiї i при будь-якiй пiдстановцi елементiв носiя, то
таку формулу називають логiчно загальнозначущою (скоро-
чено, лзз).

Саму алгебричну систему5, яка використовується при iнтер-
претацiї, називають моделлю. Моделi, якi використовуються
для iнтерпретацiї логiки предикатiв, мають непорожнiй носiй.
Тому формула

∀xA(x) ⇒ ∃xA(x)
є загальнозначущою

Запис
A1, A2, . . . , An |= A

розумiємо як повiдомлення “кожен раз, коли при iнтепретацiї
формули A1, A2, . . . , An iстиннi, формула A також iстинна.

Вiзьмемо приклад — формулу

∀x(P (x) ⇒ (∃y(P (y) ∧Q(x, y)). (58)
5Множина разом з операцiями на цiй множинi називаються унiверсальною алге-

брою. Множина разом з операцiями та вiдношеннями на цiй множинi називається
алгебричною системою. Вважається, що читач уже ознайомлений з вiдповiдним ма-
терiалом
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Приклад 6.1 Вiзьмемо в якостi моделi для iнтерпретацiї
множину дiйсних чисел. Предикатний символ P означає вла-
стивiсть дiйсного числа бути натуральним числом. А Q не-
хай означає предикат <. Тепер формула чистається як хи-
бне висловлення — для кожного натурального числа знайде-
ться менше.

Приклад 6.2 Вiзьмемо в якостi моделi для iнтерпретацiї
множину дiйсних чисел. Предикатний символ P означає вла-
стивiсть дiйсного числа бути рацiональним число. А Q не-
хай означає предикат <. Тепер формула (58) чистається як
iстинне висловлення — для кожного рацiонального числа зна-
йдеться менше рацiональне число. Отже формула (58) є ви-
конуваною.

Множина тотожно iстинних формул логiки предикатiв є
складовою частиною усiх формальних математичних теорiй,
тому її дослiдження i опис є важливою задачею математичної
логiки.

6.1 Основнi рiвносильностi

Формули A,B логiки предикатiв називаються рiвносильними
(символьно, A = B), коли при будь-якiй iнтерпретацiї i при
будь-якому пiдставляннi конкретних значень (елементiв носiя
вiдповiдної алгебричної системи) замiсть вiльних змiнних фор-
мули мають однакове iстиносне значення.

Коли ми двi формули з’єднуємо знаком =, то тут знак рiв-
ностi не є предикатним, а є металогчним. Отже, коли знак =
використовується при побудов формули i, вiдповiдно, є преди-
катним символом, i в той же час двi формули з’єднанi знаком
=, де вiн є металогiчним, то здоровий глузд не дозволить їх пе-
реплутати, до непорозумiнь таке двоїсте використання знака
= не призводить.
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Основнi рiвносильностi логiки висловлень наведенi на сто-
рiнцi 5. Якщо в наведених там законах замiсть пропозицiйних
символiв скрiзь пiдставити предикати (предикатнi символи)
так, щоб замiсть одного i того ж пропозицiйного симовла стояв
один и той же предикат, то одержимо закон логiки предика-
тiв. До того ж нагадаємо, що висловлення також є предикатом,
нульмiсним.

Випишемо основнi рiвносильностi для формул, що почина-
ються кванторами.

• ∀x∀y A(x, y) = ∀y ∀xA(x, y), ∃x∃y A(x, y) = ∃y ∃xA(x, y),
— комутативнiсть однойменних кванторiв.

• ∀x (F1(x))∧∀x (F2(x)) = ∀x (F1(x)∧F2(x)), ∃x (F1(x))∨
∃x (F2(x)) = ∃x (F1(x) ∨ F2(x)) — дистрибутивнiсть для
одного квантора, коли формули F1, F2 не мають кванторiв
(безкванторнi формули)

• ∀x (F (x))∧∀x (F (x)) = ∀x (F (x)), ∃x (F (x))∧∃x (F (x)) =
∃x (F (x)), ∀x (F (x))∨∀xx(F (x)) = ∀x (F (x)), ∃x (F (x))∨
∃x (F (x)) = ∃x (F (x)) — iдемпотентнiсть;

• ∀x (F (x)) ∨ ∀x¬(F (x)) = 1, ∃x (F (x)) ∨ ∃x (F (x)) = 1,
— закон виключеного третього;

• ∀x (F (x))∧¬∀x (F (x)) = 0, ∃x (F (x))∧¬∃x (F (x)) = 0,
— закон суперечностi;

• ¬∀x (F (x)) = ∃x¬(F (x)), ¬∃x (F (x)) = ∀x¬(F (x)) —
закони де Моргана;

• ¬(¬∀x (F (x))) = ∀x (F (x)), ¬(¬∃x (F (x))) = ∃x (F (x))
— закони доповнення;

• ∀x (F (x)) ∨ 1 = 1; ∃x (F (x)) ∧ 0 = 0; ∀x (F (x)) ∧ 0 =
0; ∃x (F (x)) ∨ 1 = 1 — властивостi сталих 0,1.
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Оскiльки рiвносильностi стосуються iнтерпретацiй i моде-
лей, то вивчення рiвносильностей вiдноситься до семан-
тики.

Коли розглядають перетворення формул логiки предикатiв
за допомогою основних рiвносильностей, то кажуть про алге-
бру предикатiв. Коли розглядають формули разом з аксомами
i правилами доведеннями, розглядають доведення, то кажуть
про числення предикатiв.

7 Числення предикатiв

Всi методи та результати числення висловлень можна перене-
сти на числення предикатiв, тобто кожна теорема i кожне до-
ведення числення вислювлювань стає теоремою та доведенням
числення предикатiв, якщо всi пропозицiйнi символи замiнити
формулами мови предикатiв (всi входження одного пропоози-
цiйного символа потрiбно замiняти однiєю формулою).

Для того, щоб формалiзувати процес мiркувань в численнi
п редикатiв, потрiбно вiдiлити додатковi аксiоми та правила
доведення, що враховують формули з кванторами.

Додатковi правила та аксiоми визначають можливостi вве-
дення та знищенна (елiмiнацiї) определяют возможности кван-
торiв, пiдстановки та змiни кванторiв.

7.1 Правило пiдстановки терма замiсть вiльної змiн-
ної

Вiзьмемо для прикладу формулу ((x2 = x)∨(x < 0)∧∃x (sinx =
x). В цiй формулi 6 разiв зустрiчається iндивiдна змiнна x 3
рази в якостi вiльної змiнної, 2 рази в якостi зв’язаної змiнної
i 1 раз за знаком квантора. Кожен запис змiнної називається
входженням цiєї змiнної в формулу. Ця формула хоч i правиль-
на, однак погана, бо в нiй одна iзмiнна i вiльна i зв’язана. Щоб
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вона стала бiльш прийнятною, потрiбно застосувати процеду-
ру стандартизацiї, зв’язану змiнну перейменувати — скажемо,
на y.Одержимо формулу ((x2 = x)∨ (x < 0)∧∃y (sin y = y) —
це та ж сама формула (згадаємо домовленiсть про можливiсть
таких дiй), але вона має цiлком прийнятний вигляд. Тут ми
маємо два входження x в якостi вiльної змiнної.

Зупинимося на пiдстановцi замiсть вiльної змiнної терма,
що не має входжень цiєї зiнної. Так терм (cos y + sin z) не має
в своєму записi змiнної x. Результатом пiдстановки терма t =
(cos y+sin z) у формулу A(x) = (x2 = x)∨(x < 0)∧∃y (sin y =
y) замiсть змiнної x буде формула

A(t) = (((cos y+sin z)2) = (cos y+sin z))∨(cos y+sin z < 0)∧∃y (sin y = y).
(59)

В (59) тричi зустрiчається знак рiвностi =. Перший знак є ме-
талогiчним, вiн використаний як знак позначення (в програму-
ваннi в таких випадках стало використовується двосимвольна
комбiнацiя :=). Другий та третiй знаки = в (59) є предикатни-
ми символами — вони використанi для побудови формули.

Результат пiдстановки терма t в формулу A(x) замiсть змiн-
ної x записуємо так, як прийнято при роботi з фiнукцiями в
iнших роздiлах математики, — у виглядi

A(t) = A(x)|x=t .

Крiм того, що терм t не повинен мати входження тiєї змiнної,
яку вiн замiняє, змiннi, що входять в терм не повиннi попасти
в область дiї якогось квантора. Так у формулу ∀z(P (x)∨Q(z))
заборонено пiдставляти z замiсть x.

7.2 Видозмiни запису умовиводу

В численнi предикатiв, як i в численнi висловлень умовиводи
(неподiльнi одиницi мiркувань) записуються у виглядi дробу,
— в чисельнику стоять припущення, а в знаменнику висновок.
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Iнколи в записах використовують металогiчний (не використо-
вуваний при побудовi формул) знак ⊢ 6, а iнколи цього знаку
уникають. В загальному випадку запис

A1, , A2, . . . , An ⊢ A

розумiємо i читаємо як “коли формули A1, , A2, . . . , An доведе-
нi, то формула A також доведена“. Коли знака ⊢ уникають,
тодi те ж саме записують у виглядi

A1 ∧ A2 ∧ . . . ∧ An ⇒ A.

Будемо вважати, що без знака ⊢ формули в доведеннях стають
дуже довгими та поганочитабельними. Тому знак доведення
будемо використовувати подiбно до того, як вiн використову-
ється в численнi секвенцiй.

Якщо злiва вiд знака ⊢ нiчого не стоїть, то вважаться, що
формула справа вiд нього доведена без будь-яких додакових
припущень. Якщо ж справа вiд знака порожньо, то вважається
що сукупнiсть формул злiва суперечлива.

7.3 Додатковi правила доведення

Нижче x означає вiльну iндивiдну змiнну в формулi A(x), t —
терм, в який x не входить, i A(t) = A(x)|x=t .

• Вввдення квантора загальностi

⊢ A(t) ⇒ A(x)

⊢ A(t) ⇒ ∀xA(x)
.

• Видалення квантора загальностi

⊢ ∀xA(x)
⊢ A(t)

.

6Знак ⊢ називають i знаком ввивiдностi, i штопором, i шваброю, i перпендикуляр-
чиком — кому як подобається, загальновизнаної назви немає
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• Введення квантора iснування
⊢ A(t)

⊢ ∃xA(x)
.

• Змiна кванторiв
⊢ ∀xA(x)

⊢ ¬(∃x¬A(x))
⊢ ∃xA(x)

⊢ ¬(∀x¬A(x))
.

• Перенесення квантора
⊢ ∀xA(x) ∨B(t)

⊢ ∀x (A(x) ∨B(t))
,

⊢ ∃xA(x) ∨B(t)

⊢ ∃x (A(x) ∨B(t))
,

⊢ ∀xA(x) ∧B(t)

⊢ ∀x (A(x) ∧B(t))
,

⊢ ∃xA(x) ∧B(t)

⊢ ∃x (A(x) ∧B(t))
,

⊢ B(t) ⇒ ∀xA(x)
⊢ ∀x (B(t) ⇒ A(x))

, ,
⊢ B(t) ⇒ ∃xA(x)
⊢ ∃x (B(t) ⇒ A(x))

,

⊢ ∀xA(x) ⇒ B(t)

⊢⊢ ∃x (A(x) ⇒ B(t))
,

⊢ ∃xA(x) ⇒ B(t)

⊢ ∀x (A(x) ⇒ B(t))

Пiдкреслимо найважливiшi правила доведення, що стосую-
ться також числення висловлень, — це правила modus7 ponens8

i правило modus tollens9.

• Modus ponens
⊢ A, ⊢ A ⇒ B

⊢ B
.

Цей модус iнколи називають конструктивним.

• Modus tollens
⊢ ¬B, ⊢ A ⇒ B

⊢ ¬A
Цей модус iнколи називають деструктивним, руйнiвним.

7modus — норма, правило
8Слово ponens виводять вiд слова ponere — ставити, встановлювати, класти
9Слово tollens виводять вiд слова tollere —– пiднiмати, знищувати
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7.4 Логiчнi та позалогiчнi аксiоми

Аксiома в численнi предикатiв одна, та ж, що i в численнi се-
квенцiй чи в численнi висловлень. Вона записується в одному
iз наступних виглядiв

A ⇒ A, A ⊢ A, ⊢ A ⇒ A.

Однак в практичних застосуваннях, коли мається на увазi
певна iнтерпретацiя10, використовують iншi, додатковi аксiо-
ми. Цi аксiоми називають позалогiчними. Так можна взяти
аксiомою

∀x∀y (x · y = y · x).
А можна аксiомою взяти

∃xP (x),

що означає “на складi є соляна кислота“.

7.5 Доведення.

Доведення в будь-якiй логiцi, в будь-якому численнi означає
одне i те ж — це послiдовнiсть записiв (формули, чи секвенцiй).
кожна з яких є або аксiомою в цiй логiцi, або одержується iз
попереднiх записiв за допомогою одного iз правил доведення.

10iнтерпретацiя — надання змiсту, спiвсталяння символам, iменам конкретних ре-
чей. В булевих функцiях — iнтерпретацiя, це надання змiнним iстиносного значення
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