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1 Алгебрична форма комплексного числа

1.1 Означення комплексних чисел

Числа, якi використовують для вимiрюваня довжин, ваги та подiбного, i якi вивчалися
в школi, називаємо дiйсними. Їх властивостi вважаються вiдомими iз школи. Щоб пiд-
креслити, що з дiснi числа можна додавати та множити, є нульове число та одиниця, у
кожного дiйсного числа є протилежне, а ненульове число має обернене, що додавання та
множення асоцiативнi, що мiж собою додавання та множення зв’язан дистрибутивни-
ми законами, замiсть словосполуки “множина дiйсних чисел“ вживається термiн “поле
дiйсних чисел.“ Поле дiйсних чисел позначається через R.

Комплексними числами називаються вирази (картинки, послiдовностi,...) ви-
гляду a+ bi, a, b ∈ R. i — символ.

Вирази 2 − 3i, 0 + 0i, −e − πi, 1 + 1i є комплексними числами. В iнженерних
науках, де символ i використовується для позначення сили струму, замiсть i використо-
вують символ j. Символ i називають уявною одиницею, це перша буква латинського
слова, що означає "уявний". Таким чином 2 + 3i,−1 +

√
2i — комплекснi числа. За до-

мовленiстю, замiсть 0+bi пишемо bi i кажемо, що це число уявне; замiсть a+0i пишемо
a, i кажемо, що це комплексне число є дiйсним; замiсть a+1i пишемо a+i. Отже замiсть
2 + 0i пишемо 2, замiсть 0 − 3i пишемо −3i. Подiбним чином, замiсть 2 + 1i пишемо
2 + i, замiсть 0 + 1i пишемо i.

Число a назвають дiйсною частиною комплексного числа a + bi i позначається
через Re(a + bi), число bi називаєтся уявною частиною комплексного числа a + bi, а
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число b називають коефiцiєнтом уявної частини i позначається через Im(a+bi). Дiйсною
частиною числа 2 + 3i є 2, а коефiцiєнтом уявної частини є 3. Отже

Re(a+ bi) = a, Im(a+ bi) = b.

Також для позначення дiйсної частини i коефiцiєнта уявної частини використовують,
вiдповiдно, ℜ (готична б уква R) i ℑ (готична буква I).

В мовах програмування комплекснi числа z = a+ bi можуть бути заданi як впоряд-
кована пара z = (a, b) дiйсних чисел. I тодi a є дiйсною частиною комплексного числа
z, а b — уявною частиною цього числа.

Два комплекснi числа рiвнi тодi i тiльки тодi, коли в них однаковi i дiйснi i уявнi
частини:

a+ bi = c+ di⇔ a = c i b = d.

1.2 Дiї з комплексними числами в алгебраїчнiй формi

Комплекснi числа можна множити i додавати.
Додавання комплексних чисел здiйснюється за правилом

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i).

Отже (5 + 2i) + (−5− i) = i.
Комплекснi числа можна вiднiмати: якщо z1 = a+ bi z2 = c+ di, то

z1 − z2 = (a− c) + (b− d)i.

При множеннi використовуємо рiвнiсть i2 = −1. Ця рiвнiсть узгоджується iз загаль-
ним означеням множення коммплексних чисел:

(a+ bi)(c+ di) = (ac− bd) + (ad+ bc)i.

Отже (−4 + 7i) · (2 + 5i) = (−8− 35) + (−20 + 14)i = −43− 6i, (5 + 6i) · i = −6 + 5i.
Якщо число z = a+ bi ненульове, то на нього можна дiлити:

c+ di

a+ bi
=

(c+ di)(a− bi)

(a+ bi)(a− bi)
=

(ac+ bd) + (ad− bc)i

a2 + b2
=
ac+ bd

a2 + b2
+
ad− bc

a2 + b2
.

Згiдно з введеним правилом дiлення:

7− 9i

−3 + i
=

(7− 9i)(−3− i)

(−3 + i)(−3− i)
=

−12 + 20i

10
= −1.2 + 2i.

1.3 Поле комплексних чисел

Комплекснi числа разом з операцiями додавання та множення утворюють поле, тобто
операцiї додавання та множення задовольняють аксiомам: обидвi асоцiативнi —
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x+ (y + z) = (x+ y) + z (асоцiативнiсть додавання);

x(yz) = (xy)z (асоцiативнiсть множення);

обидвi комутативнi —

x+ y = y + x (комутативнiсть додавання);

xy = yx (комутативнiсть множення);

є нуль —
0 = 0 + 0i, 0 + x = x+ 0 = x

, є одиниця —
1 = 1 + 0i, 1x = x1 = x,

для кожного елемента z = a+ bi є протилежний

−z = −a− bi, z + (−z) = (−z) + z = 0,

i для ненульового елемента z = a+ bi ̸= 0 є обернений

z−1 =
a

a2 + b2
− bi

a2 + b2
, zz−1 = z−1z = 1.

Мiж собою додавання та множення зв’язанi дистрибутивним законом z1(z2+z3) = z1z2+
z1z3.

При доведеннi використовуються вiдповiднi властивостi дiйсних чисел — вони вва-
жаються вiдомими.

Приклад доведення дистрибутивного закону:
Нехай z1 = a1 + b1i, z2 = a2 + b2i, z3 = a3 + b3i. Тодi за визначенням додавання та

множення комплаксних чисел маємо

z2+z3 = (a2+a3)+(b2+b3)i, z1z2 = (a1a2−b1b2)+(a1b2+a2b1)i, z1z3 = (a1a3−b1b3)+(a1b3+a3b1)i.

Знову, використовуючи означення множення та додавання комплексних чисел, маємо

z1(z2 + z3) = (a1 + b1i) · ((a2 + a3) + (b2 + b3)i) =

= ((a1(a2 + a3)− b1 · (b2 + b3)) + (a1 · (b2 + b3) + b1 · (a2 + a3))i;
(1)

z1z2 + z1z3 = ((a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i) + ((a1a3 − b1b3) + (a1b3 + a3b1)i) =

= (a1a2 − b1b2 + a1a3 − b1b3) + a1b2 + a2b1 + a1b3 + a3b1)i.
(2)

Далi потрiбно порiвняти правi частини рiвностей (1) та (2). При доведеннi того,
що вони збiгаються, ми розкриваємо дужки, тобто використовуємо властивостi дiйсних
чисел. Доведення дистрибутивностi закiнчене.

Нагадаємо, що
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полем називається непорожня множина з двома операцiями — додавання та
множення, якi мають наступнi властивостi (задовольняють наступнi аксiоми):

• Разом з додаванням множина утворюює комутативну групу (отже в нiй є
нуль),

• Разом з множенням ненульовi елементи множини утворюють також кому-
тативну групу (отже серед ненульових елементiв є 1),

• Мiж собою додавання та множення зв’язанi дистрибутивним законом.

Пiднесення уявної одиницi до натурального степеня (у вiдповiдностi до визначення)
здiйснюєтья за правилами: для натурального n

in =


1, якщо n = 4k,

−1, якщо n = 4k + 2,
i, якщо n = 4k + 1,

−i, якщо n = 4k + 3.

,

зокрема
i2 = −1.

Доведення можна провести методом iндукцiї.

1.4 Операцiя спряження

Якщо z = a+ bi, то позначаємо

z = a− bi.

Число z називаєтся спряженим до числа z.

Спряження має властивостi:
z1 · z2 = z1 · z2, (3)

zn = zn, (4)(
1

z

)
=

1

z
, (5)

z1 + z2 = z1 + z2, (6)

(−z) = −z. (7)

А також, якщо z = a+ bi, i a2 + b2 = 1, то

z−1 = z. (8)

Доведення вказаних властивостй здiйснюється обчисленням правої та л iвої частин
вiдповiдної рiвностi.
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2 Приклади iнших означень поля комплексних чисел

Поле комплексних чисел єдине. Коли це стверджують, то мають на увазi, що всi поля
комплексних чисел iзоморфнi мiж собою. Нагадаємо, що пiд iзоморфнiстю двох полiв
мається на увазi iснування взаємно однозначної вiдповiдностi, яка узгоджена з опера-
цiями.

2.1 Приєднання iншої уявної одиницi

Як вправи можна порекомендувати перевiрити, що поле C, одержане з поля дiйсних
чисел шляхом приєднання умовної одницi j, яка за визначенням задовольняє умову
j2 = −j − 1, iзоморфне побудованому вище.

Наведемо ще три визначення поля комплексних чисел.

2.2 Поле комплексних чисел як множина впорядкованих пар дiйсних чисел

За другим визначенням комплекснi числа — це впорядкованi пари (a, b) дiйсних чисел
a, b. Цi пари додаються та множаться за правилами

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2), (a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1).

2.3 Поле комплексних чисел як факторкiльце кiльця многочленiв

За третiм визначенням поле комплексних чисел визначається як “факторкiльце кiльця
многочленiв за головним iдеалом, що породжений многочленом x2 + 1“. Наведемо це
визначення.

Береться кiльце усiх многочленiв з дiйсними коефiцiєнтами. Воно розбивається на
пiдмножини — класи. Два многочлени f, g належать одному класу в тому i тiльки тому
випадку, коли для деякого мночлена q можна записати f − g = (x2+1) · q тобто рiзниця
многочленiв f та g дiлиться на многочлен x2 + 1. Так побудованi класи i є комплекснi
числа. Класи множаться i додаються наступним чином.

Нехай є два класи z1 та z2. Виберемо в цих класах по одному многочлену f ∈ z1, g ∈
z2. Додавши цi два многочлени один до одного i перемноживши їх ми одержимо ще два
многочлени p = f + g, q = f · g. Далi шукаємо класи, яким належать побудованi
многочлени p, q — нехай p ∈ z3, q ∈ z4. Тепер, за визначенням, буде

z1z2 = z4, z1 + z2 = z3.

Доведення коректностi третього визначення i доведення iзоморфностi поля, побудова-
ного за третiм визначення, полю, що побудоване за першим визначенням, виходить за
межi плану лекцiї.
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Рис. 1: На комплекснiй площинi зображенi точки 3 + 2i,−1− i, −3− 2i, 2− i,i, 2,-3.

2.4 Поле комплексних чисел як множина матриць

За четвертим визначенням комплексними числами називають матрицi вигляду

z =

(
a b
−b s

)
,

якi множаться i додаютья звичайним для матриць чином.

3 Комплексна площина

3.1 Геометрична iнтерпретацiя комплексних чисел та тригонометрична фор-
ма комплексного числа.

Комплексне число a + bi зображають точкою (a, b) площини з прямокутною системою
координат (див. рис. 1)

Площина, на якiй зображаються комплекснi числа, називаєтся комплексною площи-
ною.
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Вiдстань
√
a2 + b2 вiд точки z = a+ bi комплексної плоскости до початку координат

називають модулем комплексного числа z и позначають r = |z|. Таким чином,

r = |a+ bi| =
√
a2 + b2.

Аргумент φ ненульового комплексного числа z = a + bi — дiйсне число, що визна-
чається умовами (див. рис. 1):

cosφ =
a√

a2 + b2
, sinφ =

b√
a2 + b2

, tgφ =
b

a
. (9)

Вважається
0 ≤ φ < 2π. (10)

Умова (10), як кажуть, “не є догмою“, досить зручно аргумент шукати при обмеже-
ннях

−π < φ ≤ π. (11)

Аргумент комплексного числа z позначається argz.
Для заданого комплексного числа z множину тих φ, що задовольняють умову (9),

позначають через Argz.
При використаннi формул (9) потрiбно пам’ятати домовленiсть про областi значень

обернених тригонометричних формул:

0 ≤ arccosx ≤ π, −π
2
≤ arcsinx ≤ π

2
, −π

2
< arctgx <

π

2

При обмеженнях (10) для знаходження аргумента φ комплексного числа z = a + bi
можна використовувати формули

• φ = 0, якщо a > 0, b = 0;

• φ = arccos a√
a2+b2

= arcsin b√
a2+b2

= arctg b
a

якщо a > 0, b > 0;

• φ = π
2

якщо a = 0, b > 0;

• φ = arccos a√
a2+b2

= π − arcsin b√
a2+b2

= arctg b
a
+ π якщо a < 0, b > 0;

• φ = 2π − arccos a√
a2+b2

= π − arcsin b√
a2+b2

= arctg b
a
+ π якщо a < 0, b < 0;

• φ = π якщо a < 0, b = 0;

• φ = 3π
2

якщо a = 0, b < 0;

• φ = 2π − arccos a√
a2+b2

= 2π + arcsin b√
a2+b2

= 2π + arctg b
a

якщо a > 0, b < 0.

При обмеженнях (11) для знаходження аргумента φ комплексного числа z = a + bi
можна використовувати формули

8



• φ = 0, якщо a > 0, b = 0; φ = π
2
, якщо a = 0, b > 0; φ = π якщо a < 0, b = 0; φ = −π

2
якщо a = 0, b < 0;

• φ = arccos a√
a2+b2

= arcsin b√
a2+b2

= arctg b
a

якщо a > 0, b > 0;

• φ = arccos a√
a2+b2

якщо a < 0, b > 0;

• φ = arctg b
a
+ π якщо a < 0, b < 0;

• φ = arcsin b√
a2+b2

= arctg b
a

якщо a > 0, b < 0.

Розглянемо приклади — знайдемо аргументи φ кiлькох комплексних чисел.
Приклад 1. Нехай z = 2 + 2i. Тодi |z| =

√
8 = 2

√
2,

cosφ =
2

2
√
2
=

1√
2
, sinφ =

1√
2
, tgφ = 1. (12)

Iз рiвностей (12) iз врахуванням обмеження (10) ми знаходимо

φ = arccos
1√
2
= arcsin

1√
2
= arctg 1 =

π

4
.

Приклад 2. Нехай z = 2. Тодi |z| =
√
4 = 2,

cosφ =
2

2
= 1, sinφ =

0

2
= 0, tgφ = 0. (13)

Тут φ = arccos 1 = arcsin 0 = arctg 0 = 0.
Приклад 3. Нехай z = 2i. Тодi |z| =

√
4 = 2,

cosφ =
0

2
= 0, sinφ =

2

2
= 1, tgφ− не iснує. (14)

Тут φ = arccos 0 = arcsin 1 = π
2
.

Приклад 4. Нехай z = 1− 2i, вiдповiдна точка знаходиться у четвертому квадрантi.
Тодi |z| =

√
5,

cosφ =
1√
5
, sinφ = − 2√

5
, tgφ = −2. (15)

Iз рiвностей (12) iз врахуванням обмеження (10) ми знаходимо

φ = 2π − 2√
5
,

а з урахуванням обмежень (11)

φ = arcsin
−2√
5
,

Ще кiлька прикладiв
| − 3− 5i| =

√
34, arg(−3− 5i) = zrctg 5

3
+ π;

9



| − 3 + 5i| =
√
34, arg(−3 + 5i) = arccos (− 3√

34
3;

| − 5i| = 5, arg(−5i) = −π
2
;

Кожне комплексне число z може бути записане у виглядi

z = r(cosφ+ i sinφ). (16)

для деяких дiйсних r ≥ 0, 0 ≤ φ < 2π. Для ненульових чисел такий запис эдиний. А
для нульового числа цей запис не використовують.

Запис комплексного числа z у виглядi (16) називається тригонометричною формою
комплексного числа z.

3.2 Дiї з комплексними числами в тригонометричнiй формi

Якщо
z1 = r1(cosφ1 + i sinφ1), z2 = r2(cosφ2 + i sinφ2), z1, z2 ̸= 0,

два комплекснi числа в тригонометричнiй формi, то

z1z2 = r1r2(cos(φ1 + φ2) + i sin(φ1 + φ2)); (17)

z1
z2

=
r1
r2
(cos(φ1 − φ2) + i sin(φ1 − φ2)). (18)

На езаменi останнi двi формули (17) (18) потрiбно доводити. Перша формула нази-
вається формулою множення комплексних чисел у тригонометричнiй формi, а друга
— формулою дiлення комплексних чисел у тригонометричнiй формi. Наведемо тексто-
ве формулювання правил множення та дiлення комплексних чисел у ригонометричнiй
формi.

Щоб перемножити два комплекснi числа, потрiбно модулi цих чисел перемножити,
а аргументи додати. При дiленнi комплексних чисел у тригонометричнiй формi модулi
дiляться а аргументи вiднiмаються.

Доведення формули (17), (18) .
Нехай є комплекснi числа z1 = r1(cosφ1+i sinφ1), z2 = r2(cosφ2+i sinφ2), z1, z2 ̸=

0. Тодi за правилом множення комплексних чисел маємо

z1z2 = r1r2(cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2) + i(cosφ1 sinφ2 + sinφ1 cosφ2).

Оскiльки за вiдомими iз школи тригонометричними формулами

cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2 = cos(φ1 + φ2); cosφ1 sinφ2 + sinφ1 cosφ2) = sin(φ1 + φ2),

то формула множення комплексних чисел в тригонометричнф формi доведена.
Для доведення формули (18) беремо тi ж числа z1, z2, що i при доведеннi формули

(17), використовуємо формулу (8)), формулу (17) i пишемо
z1
z2

= z1z2 = (cosφ1+i sinφ1)(cosφ2−i sinφ1) = (cosφ1+i sinφ1)(cos(−φ2)+i sin(−φ2)) = cos(φ1−φ2)+i sin(φ1−φ2).

10



Комплекснi числа можно пiдносити до натурального степеня за допомогою формули
Муавра

zn1 = rn1 (cos(nφ1) + i sin(nφ1)), n ∈ N. (19)
При n = 0 формула Муавра правильна тому, що z0 = 1 за визначенням для всiх

ненульових чисел z.
Для цiлих додатнiх чисел n формула Муавра доводиться методом повної математи-

чної iндукцiї. Проведемо це доведення.
База iндукцiї (перший крок iндуктивного доведення)— перевiряємо те, що формула

справджується у випадку, коли степiнь дорiвнює n = 1, — пiдставляємо у формулу (19)
n = 1 i одержуємо очевидне правильне спiввiдношення

(r1(cos(φ1) + i sin(φ1)))
1 = r1(cos(φ1) + i sin(φ1))

Таким чином база iндукцiї обгрунтована.
Iндуктивне припущення (другий крок iндуктивного доведення) — припускаємо, що

формула Муавра (19) справджується при деякому додатньому цiлому n.
Iндуктивний перехiд (третiй крок iндуктивного припущення) — використовуючи iн-

дуктивне припущення i формулу для множення комплексних чисел у тригонометричнiй
формi доводимо формулу (19) у випадку, коли в нiй n замiнене на n+ 1:

(r1(cosφ1 + i sinφ1))
n+1 = (r1(cosφ1 + i sinφ1))

n(r1(cosφ1 + i sinφ1))
1 =

(rn1 (cosnφ1 + i sinnφ1))(r1(cosφ1 + i sinφ1)) = (rn+1
1 (cos((n+ 1)φ1) + i sin((n+ 1)φ1))).

Формулу Муавра можна застосовувати для ненульових комплексних чисел z1 при
всiх цiлих n — не тiльки для натуральних, але i для вiд’ємних, тому що для вiд’ємного
n i ненульового комплексного числа z1 = r1(cos(φ1) + i sin(φ1)) можна записати

zn1 = (z−1
! )−n = (r−1

1 (cos(−φ1) + i sin(−φ1))
−n =

= rn1 (cos((−n)(−φ1)) + i sin((−n)(−φ1))) = rn1 (cos(nφ1) + i sin(nφ1))
(20)

Кiнець доведення формули Муавра.

3.3 Добування кореня iз комплексного числа

Наступний текст є вiдповiддю до екзаменацiйного питання “добування кореня n−го
степеня iз комплексного числа“.

Для заданного комплексного числа

a = |a|(cosφ+ i sinφ) ̸= 0

множина розв’язкiв рiвняння
zn = a

має n рiзних елементiв i позначаєтся через
n
√
a = {z0, z2, . . . , zn−1},

11



де

zk =
n
√

|a|
(
cos

φ+ 2kπ

n
+ i sin

φ+ 2kπ

n

)
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (21)

Зокрема,
√
1 = {1,−1, };

√
−1 = {i,−i};

√
i = ±(

1√
2
+ i

1√
2
);

3
√
1 = {1,−1

2
+ i

√
3

2
,−1

2
− i

√
3

2
};

3
√
−1 = {−1,

1

2
− i

√
3

2
,
1

2
+ i

√
3

2
};

Доведення формули (21) розбивається на двi частини. У першiй частинi ми доводим,
що всi виписанi числа є рiзними коренями n−го степеня, а в другiй ми обгрунтовуємо,
що iнших коренiв немає.

У тому, що виписанi числа є коренями, ми переконуємося прямою перевiркою з ви-
користанням формули Муавра. Оскiльки аргументи виписаних комплексних чисел вiд-
рiзняються менше нiж на 2π, то збiгатися косинуси i синуси одночасно не можуть i,
таким чином, коренi рiзнi.

В другiй частинi доведення ми беремо довiльний корiнь b = |b|(cosψ + i sinψ). Для
цього комплексного числа b (за визначенням кореня) повинно бути bn = a, або в триго-
нометричнiй формi (з використанням формули Муавра)

|b|n(cosnψ + i sinnψ) = |a|(cosφ+ i sinφ)

Оскiльки косинуси i синуси кутiв nψ, φ збiгаються, то самi кути вiдрiзняються на число,
що кратне 2π, тобто при деякому цiлому m буде nψ − φ = m · 2π i, вiдповiдно,

nψ = φ+m · 2π, ψ =
φ+m · 2π

n
.

Далi записуєм о цiле число m у виглядi m = nq + k, де k, q ∈ Z, 0 ≤ k < n. Зробити
це дозволяють шкiльнi знання з арифметики. Далi

ψ =
φ+m · 2π

n
=
φ+ (nq + k) · 2π

n
=
φ+ k · 2π

n
+ q · 2π.

Оскiльки кути ψ i φ+k·2π
n

вiдрiзняються на величину, що кратна 2π, то синуси i ко-
синуси цих кутiв збiгаються i число b належить виписанiй множинi n

√
a. Формула (21)

для коренiв n−го степеня iз комплексного числа доведена.
Коренi n-го степеня з комплексного числа a разташовуються у вершинах правильного

n-кутника, що вписаний у коло радiуса n
√

|a| з центром у початку координат.
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-

6

ε0 = 1.0

i

ε1 = cos 2π
7 + i sin 2π

7

ε2 = cos 4π
7 + i sin 4π

7

ε3 = cos 6π
7 + i sin 6π

7

ε4 = cos 8π
7 + i sin 8π

7

ε5 = cos 10π
7 + i sin 10π

7

ε6 = cos 12π
7 + i sin 12π

7

Рис. 2: Зображення коренiв 7-го степеня з одиницi
на комплекснiй площинi

-

6

10

i

Рис. 3: Коренi iз одницi розташовуються на одини-
чному колi. Одиничне коло в комплекснiй площинi
є групою. Коренi з одиницi утворюють пiдгрупу цiєї
групи.

3.4 Коренi iз одиницi

Коренi n-го степеня iз одиницi звичайно позначаються ε0, ε1, ε2, . . . , εn−1, εk = k·2π
n
. На

рис. 2 зображенi на комплекснiй площинi коренi iз одиницi 7-го степеня.
Коренi n-го степеня iз одиницi разташовуються на одиничному колi i дiлять це коло

на n рiвних дуг. Подiл кола коренями 7-го степеня зображено на рис. 3
Тому рiвняння zn = 1 називають рiвнянням подiлу кола, а многочлен

zn − 1

називається многочленом подiлу кола.
Нагадаємо, що

Групою називають непорожню множину з однiєю асоцiативною бiнарною опе-
рацiєю, в якiй є нейтральний елемент вiдносно цiєї операцiї, i кожен елемент
має обернений.

Позначимо множину коренiв n−го степеня через Root(n). Множина Root(n) визна-
чаэться умовою:

a ∈ Root(n) ⇔ an = 1.

Ця множина замкнена вiдносно операцiї множення, множення комплексних чисел, тому
що

an = bn = 1 ⇒ (ab)n = anbn = 1.

Множина Root(n) мiстить в собi одиницю, оскiльки 1n = 1.
Також множина Root(n) замкнена вiдносно операцiї знаходження оберненого числа,

оскiльки
an = 1 ⇒

(
1

a

)n

=
1

an
= 1.
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Отже Root(n) є групою.
Групи, в яких операцiя названа множенням, називають мультиплiкативними. Отже

Root(n) є мультиплiкативною групою.
Оскiльки множення комплексних чисел комутативне, то група Root(n) комутативна.
Всi елементи групи Root(n) є степенями одно елемента ε1 = cos 2π

n
+ i sin 2π

:

Root(n) = {1 = ε01, ε
1
1ε

2
1, . . . , ε

n−2
1 , εn−1

1 }.

Такi групи, тобто групи, в яких всi елементи є степенями одного, називають циклi-
чними.

Отже Root(n) є циклiчною групою.
Всi комплекснi числа, що мають модуль 1, утворюють групу, тому що модуль добу-

тку двох комплексних чисел є добутком модулiв множинi, i модуль одиницi дорiвнює
одиницi, i |a−1| = |a|−1 для a ∈ C. Всi комплекснi числа, що мають модуль 1, утворюють
коло одиничного радiуса з центром в початку координат. Тому коло одиничного радiуса
з початком координат є групою, неперервною групою.

Якщо G — скiнченна циклiчна група i G = {1, a, a2, . . .} , то такий елемент a назива-
ють твiрним.

Твiрнi елементи групи коренiв називають первiсними коренями з одиницi. Можна
сказати, що

Корiнь n−го степеня з одиницi називається первiсним в тому i тiльки тому
випадку, коли вiн не є коренем нiякого меншого степеня.

Необхiдною i достатньою умовою того, щоб число εk було первiсним коренем, є вза-
ємна простота чисел n i k, тобто рiвнiсть одиницi найбiльшого спiльного дiльника цих
чисел.

4 Задачi, що стосуються комплексних чисел

4.1 Задання лiнiй в комплекснiй площинi

4.1.1 Коло

Колом називають геометричне мiсце точок (ГМТ) для яких вiдстань вiд заданої точки
(ця точка називається центром кола) є сталою величиною (ця величина називається
радiусом кола.

В комплекснiй площинi вiдстань мiж точками z1, z2 дорiвнює |z2−z1|. Коли потрiбно
обчислити вiдстань вiд довiльної точки z до заданої незмiнної точки z0, то ми обчислю-
ємо |z − z0|. Таким чином, рiвняння кола радiуса r iз центром в точцi z0 має вигляд

|z − z0| = r.

Вiдповiдно, коло з центром в точцi 3+5i радiуса 7 має вигляд |z− (3+5i)| = 7, коло
радiуса 3 з центрном в точцi -2 має вигляд |z + 2| = 3, а рiвняння |z + 9 + 10i| = 2 є
рiвнянням кола радiуса 2 з центром в точцi −9− 10i.

14



6
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Рис. 4: Коло радiуса 2 з центром в точцi z = 1+3i задане рiвнянням |z−1−3i| = 2. Внутрiшнiсть цього
кола (круг) задана нерiвнiстю |z − 1− 3i| < 2. Область зовнi кола задана нерiвнiстю |z − 1− 3i| > 2.

Розглянемо рiвняння
|(2− 3i)z + 7 + 8i| = 2.

Спочатку перетворимо це рiвняння, використовуючи те, що (2 − 3i)z + 7 + 8i = (2 −
3i)(z − −7−8i

2−3i
):

|(2− 3i)z + 7 + 8i| = |(2− 3i)| · |z + 7 + 8i =
√
13|z − −7− 8i

2− 3i
| = 2.

Подiлимо останнє рiвняння на
√
13:

|z − −7− 8i

2− 3i
| = 2√

13
.

А це вже рiвняння кола радiуса 2√
13

iз центром в точцi

−7− 8i

2− 3i
=

(−7− 8i)(2 + 3i)

13
=

(−7− 8i)(2 + 3i)

13
=

10− 37i

13
.

4.1.2 Промiнь

Для заданого числа 0 ≤ φ < 2π рiвняння

arg z = φ

є рiвнянням променя, що виходить з початку координат i утворює з додатнiм напрямком
дiйсної осi кут φ. Кут тут орiєнтований, тобто може бути додатнiм i може бути вiд’єм-
ним, вiн пiдраховується вiд доданього напрямку дiйсної осi до променя. Сам початок
координат променю не належить.
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4.1.3 Пряма лiнiя

Рiвнянням промої, яка у вiдповiднiй прямокутнiй системi координат має рiвняння y =
kx, в комплекснiй площинi буде

tg arg z = k.

Строго кажучи, в наведене рiвняння пiдставляти 0 замiсть z не маємо права. Тому
наведене рiвняня — це рiвняння прямої з виколотим початком координат.

Рiвняння
tg arg(z − z0) = k.

задає два променi, якi виходять iз z0, але саму точку z0 цi променi не мiстять. Отже це
рiвняння прямої з видаленою точкою z0.

Горизонтальна пряма, яка знаходиться на вiдстанi 5 вiд осi OX у верхнiй пiвплощинi,
складається iз усiх точок z таких, що Imz = 5, тому запис

Imz = 5

є рiвнянням цiєї прямої.
Вертикальна пряма, яка знаходиться на вiдстанi 5 вiд осi OX у лiвiй пiвплощинi,

складається iз усiх точок z таких, що Rez = −5, тому запис

Rez = −5

є рiвнянням цiєї прямої.
В загальному випадку рiвняння горизонтальної прямої, що перетинає вiсь OY в точцi

y = a, тобто проходить через точку z = 0 + ai, має вигляд

Imz = a.

Рiвняння вертикальної прямої, що перетинає вiсь OX в точцi x = a, тобто проходить
через точку z = a+ 0i, має вигляд

Imz = a.

Можна перевiрити, що для двох комплексних чисел a ̸= 0, b рiвняння

Im(az + b) = 0, Re(az + b) = 0

задають двi взаємно перпеникулярнi прямi, якi проходять через точку −b
a
. До того ж,

будь-яку пару взаємно перпендикулярних прямих можна задати такою парою рiвнянь.

4.1.4 Елiпс

Нехай на площинi заданi двi рiзнi точки F1, F2 i додатнє число 2a, що бльше вiдстанi
мiж точками F1, F2. Геометричне мiсце точок A для яких сума вiдстаней вiд A до F1 та
до F2 дорiвнює 2a називається елiпсом. Точки F1, F2 називаються вогнищевими точками
елiпса (фокусами), а число a називається бiльшою пiввiссю цього елiпса.

Iз означення елiпса видно, що в комплекснiй площинi рiвнянням елiпса iз вогнище-
вими точками z1, z2 i бiльшою пiввiссю a буде

|z − z1|+ |z − z2| = 2a. (22)
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Рис. 5: Елiпс, що має рiвняння |z − 1− 1.5i|+ |z − 5 + 0.5i| = 10. Тут z1 = 1 + 1.5i а z2 = 5− 0.5i|.
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Так рiвнянням елiпса з вогнищевими точками −1 + 7i, 3 + 9i i бiльшою пiввiссю 5
буде

|z + 1− 7i|+ |z − 3− 9i| = 10,

а рiвнянням елiпса з вогнищевими точками z1 = 1 + 1.5i, z2 = 5− 0.5i ,буде

|z − 1− 1.5i|+ |z − 5 + 0.5i| = 10

. Цей елiпс зображений на рис. 5. На рисутку також зображенi вiдрiзки, що з’єднують
довiльну точку елiпса з вогнищевими точками.

4.1.5 Гiпербола

Нехай на площинi заданi двi рiзнi точки F1, F2 i додатнє число 2a, що менше вiдстанi мiж
точками F1, F2. Геометричне мiсце точок A для яких модуль рiзницi вiдстаней вiд A до
F1 та до F2 дорiвнює 2a називається гiперболою. Точки F1, F2 називаються вогнищевими
точками гiперболи (фокусами), а число a називається пiввiссю цього гiперболи.

Iз означення гiперболи видно, що в комплекснiй площинi рiвнянням гiперболи iз
вогнищевими точками z1, z2 i пiввiссю a буде

||z − z1| − |z − z2|| = 2a.

Гiпербола складається iз двох гiлок. Одна гiлка задається рiвнянням

|z − z1| − |z − z2| = 2a,

а друга — рiвнянням
−|z − z1|+ |z − z2|| = 2a.

Так рiвнянням гiперболи з вогнищевими точками −1 + 7i, 3 + 9i i пiввiссю 2 буде

||z + 1− 7i| − |z − 3− 9i|| = 4.

4.1.6 Парабола

Нехай на площинi задана пряма d i точка F . Тодi геометричне мiсце точок
A таких, що вiдстань вiд A до d дорiвнює вiдстанi вiд A до F , називається
параболою. В такому випадку пряма d називається директрисою а точка F
називається вогнищевою точкою (фокусом) цiєї параболи.

У комплекснiй площинi легко шукати вiдстань мiж двома точками z1, z2 — вона
дорiвнює |z1−z2|. Також легко шукати вiдстань вiд точки z1 до прямої d, на якiй лежить
точка z2, у двох випадках, — коли пряма горизонтальна або вертикальна. Коли пряма
вертикальна, вiдстань вiд z1 до d дорiвнює |ℜ(z1 − z2)|, а коли пряма горизонтальна,
вiдстань вiд z1 до d дорiвнює |ℑ(z1 − z2)|.
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Рис. 6: Гiпербола — права галузка
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Рис. 7: Гiпербола — лiва галузка

Отже, коли пряма d горизонатальна i на нiй лежить точка z1, точка z2 не лежить на
прямiй, то рiвняння параболи з директрисою d i фокусом z2 має вигляд

|ℑ(z1 − z)| = |z2 − z|.

Коли пряма d вертикальна i на нiй лежить точка z1, точка z2 не лежить на прямiй,
то рiвняння параболи з директрисою d i фокусом z2 має вигляд

|ℜ(z1 − z)| = |z2 − z|.

Парабола з горизонтальною директрисою ℑz = −5 i фокусом z2 = 2+3i має рiвняння

|ℑ(−5i− z)| = |2 + 3i− z|.

Парабола з вертикальною директрисою ℜz = −5 i фокусом z2 = 2+ 3i має рiвняння

|ℜ(−5− z)| = |2 + 3i− z|.

4.2 Рухи комплексної площини

Рухом площини називають таке її взаємно однозначне вiдображення в себе,
при якому зберiгаються вiдстанi мiж точками, тобто вiдстань мiж точками
завжди дорiвнюєж вiдстанi мiж образами цих точок.

За теоремою Шаля (приймемо її без доведення), всi рухи площини можна роздiли-
ти на три типи — обертання, паралельнi перенесння та ковзнi симетрiї. Осьвi симе-
трiї, обертання та паралельнi перенесення досить ретельно висвiтлюються в шкiльному
курсi. А ковзна симетрiя – це композицiя (послiдовне виконання) осьової симетрiї та
паралельного перенесення на вектор, що паралельний осi симетрiї.
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Рис. 8: Гiпербола
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Рис. 9: Парабола. Точка F є вогнищевою точкою параболи, точка A лежить на параболi, а точка B
лежить на директрисi. Вiдстань вiд F до A i вiд A до B одна i та ж
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4.2.1 Паралельне перенесення

Паралельне перенесення можна задати формулою

z 7→ z + z0.

Тут z ∈ C — змiнна точка комплексної площини, а z0 — довiльним чином обраний один
незмiнний (фiксований) елемент поля комплексних чисел. Це паралельне перенесення
переводить точку 0 в точку z0. Прикладом паралельного перенесення буде

z 7→ z + 9− 3i.

Паралельним перенесенням, яке переводить точку z1 в точку z2 буде

z 7→ z + (z2 − z1).

4.2.2 Обертання

Обертання навколо початку координат (навколо нуля) на кут α можна задати форму-
лою

z 7→ eiα · z = (cosα + i sinα)z.

Це твердженя забезпечується правилом множення комплексних чисел в тригонометри-
чнiй формi.

Для прикладу, обертання навколо нуля на кут π
4

можна задати формулою

z 7→ (cos
π

4
+ i sin

π

4
)z.

Образом точки 15 · (cos 2π
17

+ i sin 2π
17
) Буде 15 · (cos(2π

17
+ π

4
) + i sin(2π

17
+ π

4
)).

Щоб здiйснити обертання навколо довiльної точки z0 на кут α, потрiбно спочтатку
перенести точку z0 паралельним перенесенням в нуль, потiм здiйснити обертання нав-
коло нуля, а потiм нуль повернути в точку z0. Отже потрiбно зздiйснити композицiю
(послiдовне виконання) трьох рухiв

z 7→ z − z0, z 7→ eiα · z, z 7→ z + z0.

Результатом послiдовного виконання вказаних трьох рухiв буде

z 7→ eiα(z − z0) + z0.

4.2.3 Осьова симетрiя та ковзна симетрiя

Осьова симетрiя вiдносно осi OX може бути задана формулою

z 7→ z.

Ковзна симетрiя вiдносно осi OX з паралельним перенесенням вздовд осi OX на вектор
(комплексне число) a = a+ 0i може бути задана формулою

z 7→ z + a.
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Щоб здiйснити ковзну симетрi вiдносно довiльної прямої, потрiбно пералельним пе-
ренесенням перенести пряму так, щоб вона проходила через по чаток координат, потiм
повернути площину так, що пряма збiглася iз вiссю OX, потiм здiйснити ковзну си-
метрiю вiдносно осi OX, потiм зздiйснити зворотне обертання i, нарештi, пераленьне
перенесення, що зворотне до початкового.

4.3 Задання областей в комплекснiй площинi

Змiст термiну “область“ розкривається в тому роздiлi математики, який називається
“топологiя“. Тут ми будемо користуватися iнтуїтивною уявою про область, вiдповiдно,
строгих доведень з використанням точних означень кривих, неперервних кривих, гра-
ничних та внутрiшнiх точок будемо уникати. Будемо користуватися тим, що площина
є областю. Пряма розбиває площину на двi областi (пiвплощини) — точки однiєї областi
можна з’єднати вiдрiзком, що не перетинає пряму, а точки iз рiзних пiвплощин таким
вiдрiзком з’єднати неможливо. Парабола розбиває площину на двi областi — в однiй
знаходиться вогнищева точка, а в другiй знаходиться директриса. Елiпс дiлить площи-
ну на двi областi — внутрiшню, де знаходяться вогнищеi точки, i зовнiшню — через
зовнiшнi точки проходять прямi, якi не перетинають елiпс. Коло дiлить площину на двi
областi — внутрiшню (її називають круг, що обмежений колом) i зовнiшню, зовнiшнiсть
кола.

Iз простих областей — кругiв, смуг, кутiв та подiбного за допомогою теоретикомно-
жинних операцiй можна отримати бiльш складнi — кiльця, внутрiшностi багатокутни-
кiв, сектори, сегменти та подiбне.

4.3.1 Внутрiшнiсть за зовнiшнiсть кола. Кiльце

Коло радiуса r iз центром в точцi z0 має рiвняння |z − z0| = r. Внутрiшнiсть кола
називають кургом. Круг складається iз точок, що знаходяться ближче вiд центра, нiж
точки кола. Отже внутрiшнiсть кола (круг) можна задати нерiвнiстю

|z − z0| < r.

Вiдповiдно, зовнiшнiсть цього кола може бути задана нерiвнiстю

|z − z0| > r.

Якщо два дiйснi додатнi числа r1, r2 задовольняють умову 0 < r1 < r2, то нерiвностi

r1 < |z − z0| < r2

задають кiльце iз внутрiшнiм радiусом r1 i зовнiшнiм радiусом r2.

4.3.2 Кут

Кут визначається двома променями, що виходять iз однiєї точки (позначимо її z0), яку
називають вершиною кута. Як ми знаємо, промiнь, що виходить з точки z0 пiд кутом
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α має рiвняння arg(z − z0) = α. Вiдповiдно, два променi, щ о виходять iз вершини z0),
мають рiвняння arg(z − z0) = α1, arg(z − z0) = α2. Припустимо, що

0 ≤ α1 < α2 < 2π.

Тодi два променi визначають два кути — один задаємо нерiвнiстю

α1 < arg(z − z0) < α2,

i другий задаємо нерiвнiстю

α2 < arg(z − z0) < α1 + 2π.

4.3.3 Внутрiшнiсть та зовнiшнiсть елiпса

Елiпс iз вогнищевими точками z1, z2 i пiввiссю a має рiвняння (22). Вiдповiдно, внутрi-
шню частину елiпса задаємо нерiвнiстю

|z − z1|+ |z − z2| < 2a. (23)

а зовнiшню частину задаємо нерiвнiстю

|z − z1|+ |z − z2| > 2a. (24)
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Рис. 10: Внутрiшнiсть елiпса задана нерiвнiстю |z−
1− 1.5i|+ |z − 5 + 0.5i| < 10
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Рис. 11: Зовнiшнiiсть елiпса, що задана нерiвнiстю
|z − 1− 1.5i|+ |z − 5 + 0.5i| = 10
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4.3.4 Внутрiшнiсть та зовнiшнiсть параболи

Парабола дiлить площину на двi областi. В однiй частинi точки ближчi до вогнище-
вої точки нiж до диретриси, а в другiй чстинi точки ближчi до директриси, нiж до
вогнищевої точки. Першу частину називають внутрiшньо областю параболи, а другу
— зовнiшньою областю. Отже, коли є пряма (директриса) i точка (вогнищева точка),
то замiнивши в рiвняннi параболи рiвнiсть на одну iз нерiвностей одержимо задання
внутрiшньої або зовнiшньої областi параболи.

4.3.5 Пiвплощина та смуга

Пiвплощина, що обмежена вертикальною прямою, може бути задана однiєю з нерiвно-
стей

ℜz > a, ℜz < a.

Тут a ∈ R, z — змiнне комплексне число. Вiдповiдно, вертикальну смугу можна задати
системою нерiвностей

a1 < ℜz < a2

для деяких дiйсних чисел a1, a2 ∈ R.
Пiвплощина, що обмежена горизонтальною прямою, може бути задана однiєю з не-

рiвностей
ℑz > a, ℑz < a.

Тут a ∈ R, z — змiнне комплексне число. Вiдповiдно, горизонтальну смугу можна
задати системою нерiвностей

a1 < ℑz < a2

для деяких дiйсних чисел a1, a2 ∈ R.
Для задання смуги, що обмежена похилими паралельними прямими, потрiбно випи-

сати рiвняння цих прямих а потiм належним чином рiвностi замiнити на нерiвностi.
Складнi областi одержуються як перетин чи об’єднання простих областей, — кругiв,

смуг, кутiв та подiбного.

4.4 Використання комплексних чисел в комбiнаторицi

Комплексне число z = a + biможна пiднести до степеня двома рiзними способами.
Перший — за допомогою бiнома Ньютона:

zn = C0
na

n + C1
na

n−1bi− C2
na

n−2b2 − C3
na

n−3b3i+ . . .+ Cn
nb

nin. (25)

Другий — за допомогою формули Муавра:

z = a+ bi = r(cosφ+ i sinφ), zn = rn(cosnφ+ i sinnφ) (26)
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Оскiльки одне i те ж комплексне число zn записане двома способами, то i дiйсна частина
i i уявна частина у цих чисел одна i та ж. Таким чином, iз (25) i (26) одержуємо двi
рiвностi:

C0
na

n − C2
na

n−2b2 + C4
na

n−4b4 − . . . = r cosnφ;

C1
na

n−1b− C3
na

n−3b3 + C5
na

n−5b5 − . . . = r sinnφ.

Змiнюючи числа a, b ∈ R ми одержимо рiзнi спiввiдноення для бiномних коефiцiєнтiв
Ck

n.
Для прикладу, пiднесемо до n−го степеня 1 + i двома способами. Одержимо

(1 + i)n = 1 + C1
ni− C2

n − C3
ni+ C4

n + c5ni+ . . . =
∑
k≥0

(−1)kC2k
n + i

∑
k≥0

(−1)kC2k+1
n ;

(1 + i)n = (
√
2(cos

π

4
+ i sin

π

4
))n = 2

n
2 (cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4
)

Звiдси одержуємо двi тотожностi для бiномних коефiцiєнтiв:∑
k≥0

(−1)kC2k
n = n = 2

n
2 cos

nπ

4
,

∑
k≥0

(−1)kC2k+1
n = 2

nπ
4 sin

nπ

4

4.5 Косинус та синус кратних дуг

Iнколи виникає потреба в записi функцiй sinnx та cosnx у виглядi многочлена (тобто
використовучи лише додавання та множення) вiд функцiй sin x та cos x. Таке завдання
виконується наступним чином. Спочатку записуємо комлплексне число

z = cos x+ i sin x,

що має модуль 1 i записане в тригонометричнiй формi. Далi це число пiдноситься до
n−го степеня за допомогою формули Муавра та за допомогою бiнома Ньютона. Пiсля
цього прирiвнюються дiснi та уявнi частини цих двох пiднесень. Виконаємо цю роботу:

zn = cosnx+ i sinnx;

zn =
n∑

k=0

Ck
ni

k cosn−k x sink x.

Звiдси

cos(nx) = ℜ(zn) =
∑
k≥0

(−1)kC2k
n cosn−2k x sin2k x;

sin(nx) = ℑ(zn) =
∑
k≥0

(−1)kC2k+1
n cosn−1−2k x sin2k+1 x.
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.
Окремими випадками наведених вище формул є наступнi:

cos 2x = cos2 x− sin2 x; sin 2x = 2 sin x cos x;

cos 3x = cos3 x− 3 cos x sin2 x; sin 3x = − sin3 x+ 3 sin2 x cos x;

cos 4x = cos4 x− 6 cos2 x sin2 x+ sin4 x; sin 4x = 4 cos3 x sin x− 4 cos x sin3 x;

sin 5x = 5 cos4 x sin x− 10 cos2 x sin3 x+ sin5 x;

cos 5x = cos5 x− 10 cos3 x sin2 x+ 5 cos x sin4 x.

4.6 Степенi косинуса та синуса

При обчисленнi iнтегралiв використовуються формули перетворення степенiв синуса та
косинуса у синуси та косинуси кратних дуг.

Якщо
|z| = 1, z = cos x+ sin x,

то

z−1 =
1

cosx+ i sinx
= cosx− isinx = z, z + z−1 = 2 cos x, z − z−1 = 2i sin x.

Тому

cosn x =

(
z + z−1

2

)n

, (27)

i
sinn x =

(
z − z−1

2i

)n

(28)

Пiднесемо праву частину рiвностi (27) за формулою бiнома Ньоютона:

cosn x =

(
z + z−1

2

)n

= 2−n

(
n∑

k=0

Ck
nz

k(z−1)n−k =

)
= 2−n

(
n∑

k=0

Ck
nz

2k−n

)
.

Далi скористаємося формулою Муавра, згiдно з якою z2k−n = cos(2k−n)x+ i sin(2k−
n)x:

cosn x = 2−n

n∑
k=0

Ck
n(cos(2k − n)x+ i sin(2k − n)x).

При додаваннi уявнi частини доданкiв справа повиннi скоротитися, бо злiва стоїть дiй-
сне число. Тому

cosn x = 2−n

n∑
k=0

Ck
n cos(2k − n)x. (29)
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Про запис (29) кажуть як про запис n−го степеня косинуса через косинуси кратних
дуг.

Подiбне чинять i з формулою (28) — праву частину пiдносять до n−го степеня за
допомогою бiнома Ньютона, потiм користуються формулою Муавра, i одержують рiв-
нiсть

sinn x = (2i)−n

n∑
k=0

(−1)n−kCk
n(cos(2k − n)x+ i sin(2k − n)x). (30)

Кiнцевий вигляд формули для n−го степеня синуса залежить вiд парностi числа n.
Якщо n парне число i n = 2m для деякого натурального числа m, то

sinn x = (−4)−m

n∑
k=0

(−1)n−kCk
n cos(2k − n)x. (31)

Якщо ж число n непране, тобто n = 2m+ 1 для деякого натурального числа m, то

sinn x = (−4)−m1

2

n∑
k=0

(−1)n−kCk
n sin(2k − n)x. (32)

Про записи (31), (32) кажуть як про записи n−го степеня синуса через косинуси та
синуси кратних дуг.

Прикладами застосування одержаних формул є

cos4 x =
1

8
(cos 4x+ 4 cos 2x+ 3);

sin4 x =
1

8
(cos 4x− 4 cos 2x+ 3);

sin5 x =
1

16
(sin 5x− 5 sin 3x+ 10 sin x);

cos5 x =
1

16
(cos 5x+ 5 cos 3x+ 10 cosx).

5 Розширення функцiй дiйсного змiнного на комплексну пло-
щину

Якщо функцiя дiйсного аргумента задана формулою,яка використовує лише операцiї
додавання, множення, вiднiмання та дiлення, то таку функцiю можна обчислити i вiд
комплексної змiнної. Для прикладу, ми мож емо обчислити функцiю

f(z) =
z2 − 7iz + 3 + 5i

(3− i)z3 − 1− i

коли z = 2 + 2i. В складнiших випадках використовуються так званi степеневi ряди.
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5.1 Збiжнiсть послiдовностей i задання функцiї степеневим рядом.

Нехай задана нескiнченна послiдовнiсть

f = (a0, a1, a2, . . . , an, . . .) (33)

комплексних чисел. Комплексне число a називається межею мослiдовностi f , коли для
будь-якого (скiльки завгодно малого) дiйсного додатнього ε можна вказати такий номер
N , що всi елемети an з бiльшими номерами нiж N знаходяться вiд a ближче нiж на ε,
тобто

n > N ⇒ |an − a| < ε.

Це означення дозволяє розглядати нескiнченнi суми, так званi степеневi ряди

a0 + a1x+ a2x
2 + . . . =

∞∑
k=0

akx
k = s(x), (34)

де a0, a1, a2, a3, . . . — сталi комплекснi числа, а x — комплексна змiнна.
Пiд сумою s(x) степеневого ряду (34) розумiють межу, до якої прямує послiдовнiсть

чсткових сум:

a0, a0 + a1x, a0 + a1x+ a2x
2, . . . ,

n∑
k=0

akx
k, . . .

звичайно, коли ця межа iснує. Деякi функцiї дiйсної змiнної можна розглядати як сте-
пеневий ряд. Тодi той же степеневий ряд, але вiд комплексної змiнної буде задавати
функцiю i вiд комплексної змiнної.

5.2 Експонента

В геометрiї важливим числом є вiдношення довжини кола до його дiаметра. Це чи-
сло виникає природно, часто використовується i має спецiальне позначення — π. При
вивченнi функцiй природно виникає i часто використовується число

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

.

Це число має спецiальне позначення — e i називається натуральним числом Непера.
Природнiсть, важливiсть, зручнiсть роботи з цим числом — все це для тих, хто профе-
сiйно використовує математику. З точнiстю до 16 знакiв

e = 2.78

Показникова функцiя з натуральною основою e називається експонентою i познача-
ється exp(x). Таким чином,

exp(x) = ex.
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“Справжнє“ обчислення функцiї exp(x) (в мiкрокалькуляторi, в компьютерi ...) з нале-
жною точнiстю здiйснюється за допомогою степеневого ряду (приймемо це на вiру)

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+ . . . =

∞∑
k=0

xk

k!
(35)

Логарифм за натуральною основою має спецiальне позначення — ln, таким чином

lnx = loge x.

Запишем означення функцiї ex коли x уявне число, тобто для деякого дiйсного y
можна записати x = iy. Тодi

eiy = 1 + iy +
(iy)2

2!
+

(iy)3

3!
+

(iy)4

4!
+ . . . =

∞∑
k=0

(iy)k

k!
.

У функцiї eiy легко вiддiлити уявну частину вiд дiйсної:

eiy = (1− 1

2!
y2 +

1

4!
y4 − 1

6!
y6 + . . .) + i(y − 1

3!
y3 +

1

5!
y5 − 1

7!
y7 + . . .),

або в стислому записi

eiy =

(
∞∑
k=0

(−1)k
1

(2k)!
y2k

)
+ i

(
∞∑
k=0

(−1)k
1

(2k + 1)!
y2k+1

)
. (36)

5.3 Синус та косинус комплексного аргумента

Як i для експоненти приймемо на вiру, що синус та косинус обчислюються за допомогою
степеневих рядiв наступним чином

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
=

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
, (37)

cos x = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
=

∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
, (38)

Порiвнюючи рiвняння (35), (37), (38) бачимо, що при уявних x, тобто коли x = iy
для деякого дiйсного y буде dвконуватись рiвнiсть

eiy = cos y + i sin y.

Для комплексних чисесл z = a+ bi значення
Згiдно з цiєю формулою

eiπ = −1, e2πi = 1, ei
3π
4 = − 1√

2
+ i

1√
2
, ei = cos 1 + i sin 1.
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Скористаємося як вiдомим тим, що ez1+z2 = ez1 ·ez2 . Ця формула дозволяє обчислити
експоненту вiд комплексного числа, коли є можливiсть обчислювати експоненту, синус
та косинус вiд дiйсного аргумента:

exp(a+ bi) = exp(a) exp(ib) = exp(a)(cos b+ i sin b), a, b ∈ R. (39)
В загальному випадку, коли комплексне число z має i дiйсну i уявну частини, ez визна-
чають формулою

ez = ea+bi = ea · abi = ea(cos b+ i sin b). (40)
Остання формула (40) дозволяє обчислювати окремо модуль i аргумент exp(a+ bi):

|exp(a+ bi)| = exp(a), arg exp(a+ bi) = b. (41)
Повернемося власне до синуса та косинуса.
Коли аргумент косинуса є уявним числом, то значення косинуса є дiйсним числом,

оскiльки в стеневий ряд входять тiльки парнi степенi змiнної. Точнiше, коли y є дiйсним
числом, то

cos(iy) =
∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
=

∞∑
k=0

y2k

(2k)!
=

1

2
(ex + e−x). (42)

Функцiю 1
2
(ex + e−x) називають гiперболiчним косинусом i позначають ch(x) на пост-

радянському просторi i cosh(x) в англомовних текстах. Зокрема, позначення cosh(x)
використовують пакети символьних обчислень. Отже

cos(iy) = cosh(y).

В конкретних випадках

cos(i) = cosh(1) = 1.5308035; cos(πi) = cosh(π) = 11.59195328,

cos(−29i) = cosh(−29) = 1.96566714912.

Оскiльки степеневий ряд синуса мiстить лише непарнi степенi змiнної, то синус уяв-
ного аргумента є уявним числом, точнiше

sin(iy) =
∞∑
k=0

(−1)k
(iy)2k+1

(2k + 1)!
= i

∞∑
k=0

y2k+1

(2k + 1)!

Права частина останньої рiвностi носить назву гiпеболiчного синуса i позначається
sh на пострадянському просторi та sinh в англомовних текстах. В цих позначеннях

sin(iy) = i
∞∑
k=0

y2k+1

(2k + 1)!
= i

1

2
(ex − e−x) = i sinh(y).

В конкретних випадках

sin(−i) = i sinh(−1) = −1.175201194; sinh(πi) = i sinh(π) = 11.54873936,
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sin(−29i) = i sinh(−29) = 1.96566714912.

Якщо комплексне число мiстить ненульову дiйсну i ненульову уявну частини, то
косинус та синус обчислюються з використанням формул “косинуса суми“ та “синуса
суми“:

cos(a+ bi) = cos a cos(bi)− sin a sin(bi), sin(a+ bi) = sin a cos(bi) + cos a sin(bi).

5.4 Логарифм комплексного аргумента

За означенням,

ab = c⇔ b = loga c.

Вiдповiдно
ez1 = z2 ⇔ z1 = ln z2. (43)

Iз формул (40), 43() випливає

ln ea+bi = ln ea(cos b+ i sin b) = a+ bi.

Для комплексного числа z, що записане в тригонометричнiй формi z = r(cosφ+ i sinφ)
вважаємо

ln z = ln r + iφ.

Таке визначення натурального логарифма або не має однозначностi (коли аргумент ми
вибираємо неоднозначно, або не має неперервностi — за рахунок перiодичностi синуса
та косинуса.

В конкретних випадках

ln(−2− 2
√
3) = 2 ln 2 +

5π

4
i; ln(−1) = πi; ln i =

π

2
i.

5.5 Образи прямокутної областi коплексної площини пiд дiєю рiзних фун-
кцiй комплексної змiнної

Розглянемо прямокутну область 1 ≤ Rez ≤ 2, −π ≤ Imz ≤ π в комплекснiй площинi
(див. рис. 12). В цiй областi проведенi горизонтальнi та вертикальнi вiдрiзки — коор-
динатнi лiнiї, за образами яких ми будемо слiдкувати. На рис.13 зображено образ цiєї
прямокутної областi пiд дiєю логарифма,на рис.13 зображено образ цiєї прямокутної
областi пiд дiєю логарифма, на рис.14 зображено образ цiєї прямокутної областi пiд дi-
єю експоненти, на рис.15 зображено образ цiєї прямокутної областi, коли кожна число
областi пiднесене до квадрату.

Рисунки виконав пакет символьних обчислень Maple-11.
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Рис. 12: Зображення на комплекснiй плщинi областi 1 ≤ Rez ≤ 2, −π ≤ Imz ≤ π комплексної
площини
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Рис. 13: Зображення на комплекснiй плщинi ln z тих точок z, що лежать в областi 1 ≤ Rez ≤ 2, −π ≤
Imz ≤ π комплексної площини
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Рис. 14: Зображення на комплекснiй плщинi ez тих точок z, що лежать в областi 1 ≤ Rez ≤ 2, −π ≤
Imz ≤ π комплексної площини
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Рис. 15: Зображення на комплекснiй площинi точок z2 для тих тих z ∈ C, що лежать в областi 1 ≤
Rez ≤ 2, −π ≤ Imz ≤ π комплексної площини
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