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Ãëàâà 1

Êðèâûå è ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà

1.1 Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.
1.1.1 Ïàðàáîëà
Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòî-
ðûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

y2 = 2px, p > 0

íàçûâàåòñÿ ïàðàáîëîé. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì
ïàðàáîëû, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ñè-
ñòåìîé êîîðäèíàò

Ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïàðàáîëû ÿâëÿþòñÿ:

• Ox � îñü ñèììåòðèè èëè ôîêàëüíàÿ îñü;

• òî÷êà F (p/2, 0) � ôîêóñ ïàðàáîëû;

• ïàðàìåòð p, íàçûâàåìûé ôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì;

• ïðÿìàÿ x = −p

2
� äèðåêòðèñà ïàðàáîëû.

Îòðåçîê, êîòîðûé ñâÿçûâàåò äâå òî÷êè ïàðàáîëû è ïîõîäèò ÷åðåç ôîêóñ íàçûâà-
åòñÿ ôîêàëüíîé õîðäîé.

Îòðåçîê, êîòîðûé ñâÿçûâàåò ôîêóñ F ñ ëþáîé òî÷êîé íà ïàðàáîëå íàçûâàåòñÿ
ôîêàëüíûì ðàäèóñîì.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.1 Äëÿ ëþáîé òî÷êè M(x, y) íà ïàðàáîëå åå ôîêàëüíûé ðàäèóñ r
èìååò âèä:

r = x +
p

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M(x0, y0) ëåæèò íà ïàðàáîëå. Òîãäà

r =
√(

x0 − p
2

)2 + y2
0 =

√(
x2

0 − px0 + p2

4

)
+ 2p x0 =

∣∣x0 + p
2

∣∣ = x0 + p
2

5
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òàê êàê x0 ≥ 0, p > 0.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ôîêàëüíîãî ïàðàìåòðà ïðîÿñíÿåò

Ïðåäëîæåíèå 1.1.2 Ôîêàëüíûé ïàðàìåòð p ðàâåí ïîëîâèíå äëèíû ôîêàëüíîé õîð-
äû, êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ôîêàëüíîé îñè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, r(p/2) = p
2 + p

2 = p.

Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.3 Ïóñòü M � òî÷êà íà ïàðàáîëå, d � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M
äî äèðåêòðèñû. Òîãäà r

d = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, d = x + p
2 = r.

Óïðàæíåíèå 1.1.1 Äîêàçàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ãåîìåòðè-
÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, îòíîøåíèå ðàññòîÿíèé îò êîòîðûõ äî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè è
ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé ðàâíû, ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëîé.

Êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.4 Åñëè òî÷êà M(x0, y0) ëåæèò íà ïàðàáîëå, òî óðàâíåíèå êàñà-
òåëüíîé ê ïàðàáîëå â ýòîé òî÷êå èìååò âèä:

yy0 = p(x + x0)

.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì òî÷êè ïàðàáîëû â ïîëóïëîñêîñòè (y >
0). Òîãäà y =

√
2px. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé äëÿ ÿâíî çàäàííîé êðèâîé èìå-

åò âèä y − y0 = y′(x0)(x− x0), à y′(x0) = p√
2px0

= p
y0
, òî èìååì

y − y0 =
p

y0
(x− x0)

èëè
yy0 − y2

0 = p(x− x0).

Çàìåíèì y2
0 → 2p x0. Ïîëó÷èì yy0 = p(x + x0) � óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé

Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ïàðàáîëû.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.5 Êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå ñîñòàâëÿåò ðàâíûå óãëû ñ îñüþ OX è
ñ ôîêàëüíûì ðàäèóñîì FM .



1.1. ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÐÈÂÛÕ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ. 7

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q � òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ñ îñüþ Ox. Èç
óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ñëåäóåò, ÷òî åå êîîðäèíàòû (−x0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, |FQ| =
p/2− (−x0) = p/2 + x0 = |FM | = r. Òàêèì îáðàçîì, òðåóãîëüíèê QFM ðàâíîáåäðåí-
íûé.

Åñëè ïðåäñòàâèòü ïàðàáîëó êàê çåðêàëüíóþ êðèâóþ, òî ïî çàêîíàì îïòèêè ñâåò,
âûïóùåííûé èç ôîêóñà óéäåò íà áåñêîíå÷íîñòü ëó÷îì ïàðàëëåëüíûì ôîêàëüíîé îñè.
È îáðàòíî, ïó÷îê ëó÷åé, ïàðàëëåëüíûõ ôîêàëüíîé îñè, ñîáåðåòñÿ â ôîêóñå. Ñîáñòâåí-
íî, ïî ýòîé ïðè÷èíå óêàçàííîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ îïòè÷åñêèì. Ôîêàëüíàÿ îñü èíîãäà
íàçûâàåòñÿ îïòè÷åñêîé îñüþ ïàðàáîëû. Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî èìååò î÷åâèäíûå òåõíè-
÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ.

1.1.2 Ýëëèïñ
Îïðåäåëåíèå 1.1.2 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óäîâëåòâîðÿþò
óðàâíåíèþ

x2

a2
+

y2

b2
= 1, a ≥ b > 0,

íàçûâàþòñÿ ýëëèïñîì. Äàííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì
ýëëèïñà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé.

Ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ýëëèïñà ÿâëÿþòñÿ:

• äâå îñè ñèììåòðèè OX, OY è îäèí öåíòð ñèììåòðèè O(0, 0);

• âåëè÷èíû a è b, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî áîëüøàÿ è ìàëàÿ ïîëóîñè;

• âåëè÷èíà p =
b2

a
, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôîêàëüíûì ïàðàìåòðîì;

• âåëè÷èíà c =
√

a2 − b2, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ýêñöåíòðèñèòåòîì;

• òî÷êè F1(−c, 0) è F2(c, 0), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ëåâûì è ïðàâûì ôîêóñàìè ñîîò-
âåòñòâåííî;

• âåëè÷èíà 2c, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôîêóñíûì ðàññòîÿíèåì.

• âåëè÷èíà ε = c
a < 1, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ýêñöåíòðèñèòåòîì;

• äâå äèðåêòðèñû:

x = −a

ε
ëåâàÿ, èëè (F1) äèðåêòðèñà,

x = +
a

ε
ïðàâàÿ, èëè (F2) äèðåêòðèñà;

• òî÷êè (± a, 0), (0,± b), êîòîðûå íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ýëëèïñà;

Ïðåäñòàâëåíèå î ôîðìå ýëëèïñà äàåò ñëåäóþùåå
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Ïðåäëîæåíèå 1.1.6 Ýëëèïñ
x2

a2
+

y2

b2
= 1

ïîëó÷àåòñÿ ñæàòèåì îêðóæíîñòè âäîëü

x2 + y2 = a2

âäîëü îäíîé èç äâóõ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñåé ñèììåòðèè îêðóæíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî.Íàïðàâèì âäîëü ïàðû âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ äèàìåòðîâ îêðóæ-
íîñòè ðàäèóñà a êîîðäèíàòíûå îñè Ox è Oy. Òîãäà óðàâíåíèå îêðóæíîñòè çàïèøåòñÿ
â âèäå x2 + y2 = a2 . Ïóñòü òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0) ïðèíàäëåæèò îêðóæíîñòè,
òî åñòü x2

0 + y2
0 = a2. Òîãäà òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè x1 = x0, y1 = b

ay0 ïðèíàäëåæèò
ýëëèïñó. Äåéñòâèòåëüíî,

x2
1

a2
+

y2
1

b2
=

x2
0

a2
+

( b
ay0)2

b2
=

x2
0 + y2

0

a2
= 1.

Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ôîêóñû ñ òî÷êàìè íà ýëëèïñå íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè
ðàäèóñàìè.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.7 Ïóñòü r1 ôîêàëüíûé ðàäèóñ èç ëåâîãî ôîêóñà F1 , à r2 ôîêàëü-
íûé ðàäèóñ èç ïðàâîãî ôîêóñà F2 ê îäíîé è òîé æå òî÷êå M(x, y) íà ýëëèïñå. Òîãäà,

r1 = a + εx,
r2 = a− εx

.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äåéñòâèòåëüíî, c =
√

a2 − b2 < a. Ñëåäîâàòåëüíî òî÷êè F1(−c, 0)
è F2(c, 0) íàõîäÿòñÿ âíóòðè ýëëèïñà. Èç óðàâíåíèÿ ýëëèïñà íàõîäèì, ÷òî y2 = b2(1−
x2

a2
). Ïóñòü M � òî÷êà íà ýëëèïñå ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), òîãäà âû÷èñëèì ðàññòîÿíèå

îò ýòîé òî÷êè äî ëåâîãî ôîêóñà:

r1 =
√

(x + c)2 + y2 =

√
(x + c)2 + b2

(
−x2

a2
+ 1

)
=

√
x2 + 2xc + c2 − b2

a2
x2 + b2 =

√
a2 − b2

a2
x2 + 2cx + c2 + b2 =

√( c

a
x
)2

+ 2
c

a
ax + a2 =

√
(εx)2 + 2εax + a2 = |εx + a|.

Íî ε < 1, |x| < a, ñëåäîâàòåëüíî |εx| < a, îòêóäà a + εx > 0, òî åñòü r1 = a + εx.
Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî r2 = a− εx.

Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà.

Ñëåäñòâèå 1.1.1 Äëÿ ëþáîé òî÷êè íà ýëëèïñå

r1 + r2 = 2a.
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Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò ýëëèïñ.

Óïðàæíåíèå 1.1.2 Äîêàçàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ñóììà ðàññòîÿ-
íèé îò êîòîðûõ äî äâóõ ðàçëè÷íûõ çàäàííûõ òî÷åê F1, F2 ðàâíà 2a = const åñòü
ýëëèïñ ñ ôîêóñàìè F1, F2 è áîëüøîé ïîëóîñüþ a.

Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.8 Äëÿ ëþáîé òî÷êè M íà ýëëèïñå
r1

d1
=

r2

d2
= ε(< 1),

ãäå d1, d2 � ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M äî ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòðèñû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

r1 = a + εx, d1 = x +
a

ε
, r2 = a− εx, d2 =

a

ε
− x.

Òîãäà
r1

d1
=

a + εx

x + a
ε

= ε,
r2

d2
=

a− εx
a
ε − x

= ε,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî õàðàêòåðèçóåò ýëëèïñ.

Óïðàæíåíèå 1.1.3 Ïóñòü l ôèêñèðîâàííàÿ ïðÿìàÿ, F � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, íå
ëåæàùàÿ íà ýòîé ïðÿìîé. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M íà ïëîñêîñòè, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ

ðàññòîÿíèå îò M äî F

ðàññòîÿíèå îò M äî l
= ε < 1

åñòü ýëëèïñ ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì ε, ôîêóñîì F è äèðåêòðèñîé l.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.9 Âåëè÷èíà p =
b2

a
ðàâíà ïîëîâèíå äëèíû ôîêàëüíîé õîðäû, êî-

òîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ôîêàëüíîé îñè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

p = r1(−c) = a + εx = a + ε(−c) = a− c2

a
=

a2 − c2

a
=

b2

a

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ýëëèïñó.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.10 Åñëè òî÷êà M(x0, y0) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé ê ýëëèïñó â ýòîé òî÷êå èìååò âèä:

x0x

a2
+

y0y

b2
= 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M ïðèíàäëåæèò âåðõíåé ïîëîâèíêå ýëëèïñà:

y = b

√
1− x2

a2
.

Âû÷èñëèì y′(x0) = − b2

a2
x0
y0
. Òîãäà äëÿ óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíî íàõî-

äèì:
(y − y0) = − b2

a2
x0
y0

(x− x0),

b2x0(x− x0) + a2y0(y − y0) = 0,

b2x0x− b2x2
0 + a2y0y − a2y2

0 = 0,

b2x0x + a2y0y − b2x2
0 − a2y2

0 = 0.

Ðàçäåëèì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íà a2b2.
x0x

a2
+

y0y

b2
− (

y2
0

b2
+

x2
0

a2
) = 0.

Îòêóäà,
x0x

a2
+

y0y

b2
= 1,

òàê êàê òî÷êà (x0, y0) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó.

Óïðàæíåíèå 1.1.4 Äîêàæèòå, ÷òî ôîêóñû ýëëèïñà ðàñïîëîæåíû ïî îäíó ñòîðîíó
îò êàñàòåëüíîé â ëþáîé òî÷êå ýëëèïñà.

Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ýëëèïñà

Ïðåäëîæåíèå 1.1.11 Êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó îáðàçóåò îäèíàêîâûå óãëû ñ ôîêàëü-
íûìè ðàäèóñàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l � êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó â òî÷êå M(x0, y0), à h1 è h2 �
ðàññòîÿíèÿ äî êàñàòåëüíîé îò ëåâîãî (F1) è ïðàâîãî (F2) ôîêóñîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà

h1 =

∣∣x0
a2 (−c)− 1

∣∣
N

=
| − x0ε− a|

aN
=

r1

aN
,

h2 =

∣∣x0
a2 c− 1

∣∣
N

=
|x0ε− a|

aN
=

r2

aN
,

ãäå N =
√(

x0
a2

)2 +
(y0

b2

)2 � ìîäóëü âåêòîðà íîðìàëè êàñàòåëüíîé. Îòñþäà,

h1

r1
=

h2

r2
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò ðàâåíñòâî ñèíóñîâ óãëîâ, îáðàçóåìûõ ôîêàëüíûìè ðà-
äèóñàìè ñ êàñàòåëüíîé. Íî òàê êàê îáà óãëà îñòðûå, òî èç ðàâåíñòâà ñèíóñîâ ñëåäóåò
ðàâåíñòâî ñàìèõ óãëîâ.

Åñëè ïðåäñòàâèòü ýëëèïñ êàê çåðêàëüíóþ êðèâóþ, òî ïî çàêîíàì îïòèêè ëó÷ ñâåòà,
âûïóùåííûé èç îäíîãî ôîêóñà ïðîéäåò ÷åðåç âòîðîé ôîêóñ.
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1.1.3 Ãèïåðáîëà
Îïðåäåëåíèå 1.1.3 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïëîñêîñòè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ
îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ

x2

a2
− y2

b2
= 1, ãäå a > 0, b > 0

íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëîé. Äàííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãè-
ïåðáîëû, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé. Åñëè
a = b, òî ãèïåðáîëà íàçûâàåòñÿ ðàâíîáî÷íîé.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ äàþò ïðåäñòàâëåíèå î ôîðìå ãèïåðáîëû.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.12 Âñÿêàÿ ãèïåðáîëà ïîëó÷àåòñÿ èç ðàâíîáî÷íîé ïóòåì ñæàòèÿ
(ðàñòÿæåíèÿ) ïëîñêîñòè âäîëü îñè Oy ñ êîýôôèöèåíòîì k = b

a .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü òî÷êà (x0, y0) ïðèíàäëåæèò ðàâíîáî÷íîé ãè-
ïåðáîëå, òî åñòü x2

0

a2
− y2

0

a2
= 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå òî÷êà ñ êîîðäèíà-

òàìè (x1 = x0; y1 =
b

a
y0) ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå

x2
1

a2
− y2

1

b2
= 1.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.13 Ðàâíîáî÷íàÿ ãèïåðáîëà x2

a2
− y2

a2
= 1 ïîëó÷àåòñÿ ïðåîáðàçîâà-

íèåì ïîâîðîòà íà óãîë π
4 ãðàôèêà îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè uv =

a2/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u, v äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, è u = a2

2v ãðàôèê îáðàòíîé ïðî-
ïîðöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè. Îñóùåñòâèì ïîâîðîò ïëîñêîñòè íà óãîë π/4. Àíàëèòè-
÷åñêèé âèä òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

{
u = 1√

2
(x− y)

v = 1√
2
(x + y)

Ñëåäîâàòåëüíî, â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷èì uv = 1
2(x2 − y2) = a2/2.

Ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãèïåðáîëû ÿâëÿþòñÿ:

• äâå îñè ñèììåòðèè Ox èOy è îäèí öåíòð ñèììåòðèè � òî÷êà (0, 0);

• ïàðàìåòð a � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîëóîñü, ïàðàìåòð b � ìíèìàÿ ïîëóîñü;

• âåëè÷èíà c =
√

a2 + b2 � ëèíåéíûé ýêñöåíòðèñèòåò;

• âåëè÷èíà 2c� ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå;
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• òî÷êè F1(−c, 0), F2(c, 0) � ëåâûé è ïðàâûé ôîêóñû ñîîòâåòñòâåííî;

• âåëè÷èíà p =
b2

a
� ôîêàëüíûé ïàðàìåòð;

• âåëè÷èíà ε = c
a > 1� ýêñöåíòðèñèòåò;

• òî÷êè (±a, 0) � âåðøèíû ãèïåðáîëû (ïåðåñå÷åíèÿ ãèïåðáîëû ñ îñÿìè ñèììåò-
ðèè);

• äâå ïðÿìûå x = ±a
ε �äèðåêòðèñû ãèïåðáîëû;

• äâå ïðÿìûå y = ± b
ax � àñèìïòîòû ãèïåðáîëû.

Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ôîêóñû ñ òî÷êàìè íà ãèïåðáîëå íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè
ðàäèóñàìè.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.14 Ïóñòü r1 ôîêàëüíûé ðàäèóñ èç ëåâîãî ôîêóñà F1 , à r2 ôîêàëü-
íûé ðàäèóñ èç ïðàâîãî ôîêóñà F2 ê îäíîé è òîé æå òî÷êå M(x, y) íà ýëëèïñå. Òîãäà
äëÿ òî÷åê ëåâîé âåòâè ãèïåðáîëû

r1 = −a− εx,
r2 = a− εx

à äëÿ òî÷åê ïðàâîé âåòâè
r1 = a + εx,
r2 = −a + εx.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü r1 � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè M(x, y) íà ãèïåðáîëå äî ëåâîãî
ôîêóñà. Âû÷èñëèì åãî:

r1 =
√

(x + c)2 + y2 =

√
x2 + 2cx + c2 + b2

(
x2

a2
− 1

)
=

√
a2 + b2

a2
x2 + 2x

c

a
a + c2 − b2 =

√
(εx + a)2 = |εx + a|.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì
r2 = |a− εx|.

Ðàññìîòðèì ïðàâóþ âåòâü. Äëÿ òî÷åê ïðàâîé âåòâè èìååì x > a. Òàê êàê ε > 1, òî
òåì áîëåå εx > a > 0. Çíà÷èò a− εx < 0 è a + εx > 0 . Ðàñêðûâàÿ ìîäóëè, íàõîäèì

{
r1 = a + εx,
r2 = −a + εx.

Ðàññìîòðèì ëåâóþ âåòâü. Äëÿ òî÷åê ëåâîé âåòâè èìååì x < −a. Òàê êàê ε > 1, òî
òåì áîëåå εx < −a < 0. Çíà÷èò a + εx < 0 è a− εx > 0. Ðàñêðûâàÿ ìîäóëè, íàõîäèì

{
r1 = −(a + εx) = −a− εx,
r2 = a− εx.

Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû.



1.1. ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÊÐÈÂÛÕ ÂÒÎÐÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ. 13

Ñëåäñòâèå 1.1.2 Äëÿ ëþáîé òî÷êè íà ãèïåðáîëå

|r1 − r2| = 2a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ïðàâîé âåòâè, òî r1 − r2 = 2a. Åñëè æå
òî÷êà ëåæèò íà ëåâîé âåòâè, òîãäà r1 − r2 = −2a. Çíà÷èò |r1 − r2| = 2a

Ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ïîëíîñòüþ õàðàêòåðèçóåò ãèïåðáîëó.

Óïðàæíåíèå 1.1.5 Äîêàçàòü, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê, ðàçíîñòü ðàññòî-
ÿíèé îò êîòîðûõ äî äâóõ ðàçëè÷íûõ çàäàííûõ òî÷åê F1, F2 ðàâíà 2a = const åñòü
ãèïåðáîëà ñ ôîêóñàìè F1, F2 è äåéñòâèòåëüíîé ïîëóîñüþ a.

Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.15 Äëÿ ëþáîé òî÷êè M íà ãèïåðáîëå
r1

d1
=

r2

d2
= ε(< 1),

ãäå d1, d2 � ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè M äî ñîîòâåòñòâóþùåé äèðåêòðèñû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðàâóþ âåòâü, òîãäà

r2 = −a + εx, r1 = a + εx

d2 = x− a

ε
d1 = x +

a

ε
.

Îòêóäà,
r2

d2
=

εx− a

x− a
ε

= ε,
r1

d1
=

εx + a

x + a
ε

= ε

Ðàññìîòðåíèå äëÿ ëåâîé âåòâè ïðîâåäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Äèðåêòîðèàëüíîå ñâîéñòâî õàðàêòåðèçóåò ãèïåðáîëó.

Óïðàæíåíèå 1.1.6 Ïóñòü l ôèêñèðîâàííàÿ ïðÿìàÿ, F � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà, íå
ëåæàùàÿ íà ýòîé ïðÿìîé. Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M íà ïëîñêîñòè, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ

ðàññòîÿíèå îò M äî F

ðàññòîÿíèå îò M äî l
= ε > 1

åñòü ãèïåðáîëà ñ ýêñöåíòðèñèòåòîì ε, ôîêóñîì F è äèðåêòðèñîé l.

Óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê ãèïåðáîëå.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.16 Åñëè òî÷êà M(x0, y0) ïðèíàäëåæèò ãèïåðáîëå, òî óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé ê ãèïåðáîëå â ýòîé òî÷êå èìååò âèä:

x0x

a2
− y0y

b2
= −1.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ ýëëèïñà è ìû åãî îïóñêàåì.
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Óïðàæíåíèå 1.1.7 Äîêàæèòå, ÷òî ôîêóñû ãèïåðáîëû ðàñïîëîæåíû ïî ðàçíûå ñòî-
ðîíû îò êàñàòåëüíîé â ëþáîé òî÷êå ãèïåðáîëû.

Îïòè÷åñêîå ñâîéñòâî ãèïåðáîëû.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.17 Êàñàòåëüíàÿ ê ãèïåðáîëå îáðàçóåò ðàâíûå óãëû ñ ôîêàëüíûìè
ðàäèóñàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü l � êàñàòåëüíàÿ ê ãèïåðáîëå â òî÷êå M(x0, y0), à h1 è h2 �
ðàññòîÿíèÿ äî êàñàòåëüíîé îò ëåâîãî (F1) è ïðàâîãî (F2) ôîêóñîâ ñîîòâåòñòâåííî.
Âû÷èñëèì h1, h2:

h1 =
|x0
a2 (−c)− 1|

N
=
|εx0 + a|

aN
=

r1

aN
,

h2 =
|x0
a2 c− 1|

N
=
|εx0 − 1|

aN
=

r2

aN
,

ãäå N =
√(

x0
a2

)2 +
(y0

b2

)2 � ìîäóëü âåêòîðà íîðìàëè êàñàòåëüíîé. Î÷åâèäíî, ÷òî h1
r1

=
h2
r2

è òàê êàê îáà óãëà îñòðûå, òî èõ ðàâåíñòâà ñèíóñîâ ñëåäóåò ðàâåíñòâî ñàìèõ óãëîâ.

1.1.4 Ïîëÿðíûå óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû, ýëëèïñà è ãèïåðáîëû
Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííî âîçìîæíîé ñèñòåìîé êîîð-
äèíàò íà ïëîñêîñòè (è â ïðîñòðàíñòâå). Âîîáùå ñèñòåìó êîîðäèíàò ñëåäóåò ïîíèìàòü
êàê ïðàâèëî, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé òî÷êå ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà åäèíñòâåííûé
íàáîðà ÷èñåë, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùåãî ýòó òî÷êó. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ äåêàðòîâà
ñèñòåìà êîîðäèíàò ñòðîèòñÿ òàê:

1. çàôèêñèðóåì äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå l1, l2 íà ïëîñêîñòè;

2. îáîçíà÷èì O = l1 ∩ l2 è ïîìåòèì çíàêîì ′+′ è ′−′ ïîëóïðÿìûå l±1 , l±2 , îïðåäåëÿå-
ìûå òî÷êîé O íà êàæäîé èç ïðÿìûõ l1, l2;

3. ÷åðåç ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïëîñêîñòè M ïðî âåäåì ïðÿìûå p1 ‖ l2, p2 ‖ l1 è
îáîçíà÷èì M1 = l1 ∩ p1, M2 = l2 ∩ p2;

4. îïðåäåëèì ñîîòâåòñòâèå M → (x, y) òàê:

x =
{ |OM1| åñëè M1 ∈ l+1
−|OM1| åñëè M1 ∈ l−1

y =
{ |OM2| åñëè M2 ∈ l+2
−|OM2| åñëè M1 ∈ l−2

Ïîëó÷åííîå ñîîòâåòñòâèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî î îïðåäåëåíî äëÿ âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè.
Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñòðîèòñÿ ïðîùå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðèìåð ëî-

êàëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, òàê êàê íå âñåì òî÷êàì ïëîñêîñòè ìîæíî ñîïîñòàâèòü
ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Ñòðîèòñÿ îíà òàê:

1. çàôèêñèðóåì íà ïëîñêîñòè òî÷êó O è ëó÷ ~l ñ íà÷àëîì â òî÷êå O;

2. äëÿ ëþáîé òî÷êè M 6= O, îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ îðèåíòèðîâàííûé óãîë îò ëó÷à ~l ê
ëó÷ó −−→OM è óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèå M → (ρ, ϕ), ïîëàãàÿ ρ = |OM |.
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñàìà òî÷êà O âûïàäàåò èç ñîîòâåòñòâèÿ, òàê êàê äëÿ íåå ρ = 0, à çíà-
÷åíèå óãëà ϕ íå îïðåäåëåíî. Òî÷êà O íàçûâàåòñÿ ïîëþñîì, ëó÷ ~l íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíîé
îñüþ, óãîë ϕ íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì óãëîì, à âåëè÷èíà ρ íàçûâàåòñÿ ïîëÿðíûì ðàäèó-
ñîì ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îäíîçíà÷íîñòè ñîîòâåòñòâèÿ íåîá-
õîäèìî îãðàíè÷èòü îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò: ρ ∈ (0, +∞), ϕ ∈ [0, 2π)

Ëåãêî óñòàíîâèòü ñâÿçü ïîëÿðíûõ è äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò òî÷êè ïðè ñîãëàñîâàí-
íîì âûáîðå ýòèõ êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì. Ïîìåñòèì íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò â ïîëþñ, à îñü Ox íàïðàâèì âäîëü ïîëÿðíîé îñè. Òîãäà

{
x = ρ cosϕ,
y = ρ sinϕ.

Ôîðìóëû îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, î÷åâèäíî, òàêîâû:
{

ρ =
√

x2 + y2,
ϕ = arccos x√

x2+y2
.

Çàïèñàòü ïîëÿðíîå óðàâíåíèå êðèâîé îçíà÷àåò íàéòè çàâèñèìîñòü ìåæäó ïîëÿð-
íûìè êîîðäèíàòàìè (ρ, ϕ) òî÷åê, ëåæàùèõ íà ýòîé êðèâîé.

Ïîëÿðíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû.
Ïîìåñòèì ïîëþñ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ôîêóñ ïàðàáîëû, à ïîëÿðíóþ îñü
ñîâìåñòèì ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox. Òîãäà ôîêàëüíûé ðàäèóñ r ñîâ-
ïàäåò ñ ïîëÿðíûì ðàäèóñîì òî÷åê íà ïàðàáîëå, ïîëÿðíûé óãîë ϕ áóäåò óãëîì ìåæäó
ôîêàëüíûì ðàäèóñîì è îñüþ Ox. Çíàÿ êîîðäèíàòû ôîêóñà ïàðàáîëû (p/2, 0) íàõîäèì

{
x = r cosϕ + p

2 ,
y = r sinϕ.

Äîáàâëÿÿ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïåðâîãî ðàâåíñòâà âåëè÷èíó p/2 è çàìå÷àÿ, ÷òî
x + p

2 = r, íàõîäèì r cosϕ + p = r. Çíà÷èò

r =
p

1− cosϕ

� ïîëÿðíîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû.

Ïîëÿðíîå óðàâíåíèå ýëëèïñà.
Ïîìåñòèì ïîëþñ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ëåâûé ôîêóñ ýëëèïñà, à ïîëÿðíóþ
îñü ñîâìåñòèì ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox. Ïóñòü F1 ëåâûé ôîêóñ, r� åãî
ôîêàëüíûé ðàäèóñ, ϕ � óãîë ìåæäó ôîêàëüíûì ðàäèóñîì è îñüþ Ox. Òîãäà

x = r cosϕ− c.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëåâîãî ôîêàëüíîãî ðàäèóñà èìååì r = a + εx. Ïîñëå ïîäñòà-
íîâêè r = a + ε(r cosϕ− c), íàõîäèì

r(1− ε cosϕ) = a− εc = p.

Îòêóäà,
r =

p

1− ε cosϕ
� ïîëÿðíîå óðàâíåíèå ýëëèïñà.
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Ïîëÿðíîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû.
Ïîìåñòèì ïîëþñ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ïðàâûé ôîêóñ ãèïåðáîëû, à ïîëÿð-
íóþ îñü ñîâìåñòèì ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox. Ïóñòü F2 ïðàâûé ôîêóñ,
r� åãî ôîêàëüíûé ðàäèóñ, ϕ � óãîë ìåæäó ôîêàëüíûì ðàäèóñîì è îñüþ Ox. Òîãäà

x = r cosϕ + c,

r = −a + εx = −a + ε(r cosϕ + c)

(1− ε cosϕ)r = −a + εc = p

Ñëåäîâàòåëüíî,
r =

p

1− ε cosϕ

ïîëÿðíîå óðàâíåíèå ïðàâîé âåòâè ãèïåðáîëû. Àíàëîãè÷íî íàõîäèì, ÷òî

r =
p

1 + ε cosϕ

� ïîëÿðíîå óðàâíåíèå ëåâîé âåòâè ãèïåðáîëû.

1.1.5 Óðàâíåíèå ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû, îòíåñåííûå ê âåð-
øèíå.

Ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà ìîãóò áûòü çàïèñàíû åäèíûì ïî ôîðìå óðàâíåíèåì íå
òîëüêî â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, íî è â íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ äåêàðòîâûõ. Ýòî
ñèñòåìû êîîðäèíàò, íà÷àëî êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç âåðøèí ñîîòâåòñòâóþùåé
êðèâîé, à îñü Ox � ñ ôîêàëüíîé îñüþ. Î òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî
îíà îòíåñåíà ê âåðøèíå.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.18 Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò
îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ýëëèïñ, ïàðàáîëà è ãèïåðáîëà îïèñûâàåòñÿ åäèíûì óðàâíåíè-
åì

y2 = 2px + (ε2 − 1)x2

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïàðàáîëà. Åå êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå

y2 = 2p x

ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, óðàâíåíèåì â ñèñòåìå êîîðäèíàò, îòíåñåííîé ê âåðøèíå.
Ýëëèïñ. Ïîìåñòèì íà÷àëî íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̃, ỹ) â ëåâîé âåðøèíå ýë-

ëèïñà. Ôîðìóëû ïåðåõîäà çàïèøóòñÿ â âèäå:
{

x̃ = x + a,
ỹ = y

{
x = x̃− a
y = ỹ

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:
(

x̃− a

a

)2

+
(

ỹ

b

)2

= 1,
x̃2

a2
− 2

x̃

a
+ 1 +

ỹ2

b2
= 1, ỹ2 = 2

b2

a
x̃− b2

a2
x̃2.
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Íî òàê êàê
b2

a
= p,

b2

a2
=

a2 − c2

a2
= 1− ε2,

òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå ýëëèïñà çàïèøåòñÿ â âèäå

ỹ2 = 2p x̃ + (ε2 − 1)x̃2.

Ãèïåðáîëà. Ïîìåñòèì íà÷àëî íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (x̃, ỹ) â ïðàâîé âåðøèíå
ãèïåðáîëû. Ôîðìóëû ïåðåõîäà çàïèøóòñÿ â âèäå:

{
ỹ = y,
x̃ = x− a.

{
y = ỹ,
x = x̃ + a.

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:
(

x̃ + a

a

)2

−
(

ỹ

b

)2

= 1,
x̃2

a2
+ 2

x̃

a
+ 1− ỹ2

b2
= 1, ỹ2 = 2

b2

a
x̃ +

b2

a2
x̃2.

Íî òàê êàê
b2

a
= p,

b2

a2
=

c2 − a2

a2
= ε2 − 1,

òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå ýëëèïñà çàïèøåòñÿ â âèäå

ỹ2 = 2p x̃ + (ε2 − 1)x̃2.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà, äîñòàòî÷íî çàôèêñèðîâàòü êàíîíè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò ïàðàáîëû, à ýëëèïñ è ãèïåðáîëó ñäâèíóòü òàê, ÷òîáû ëåâàÿ âåðøèíà
ýëëèïñà è ïðàâàÿ âåðøèíà ãèïåðáîëû ñîâìåñòèëèñü ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò. Â òàêîé
ñèñòåìå êîîðäèíàò ýëëèïñ, ïàðàáîëà è ïðàâàÿ âåòâü ãèïåðáîëû îïèøóòñÿ óðàâíåíèåì

y2 = 2p x + (ε2 − 1)x2.

1.1.6 Ñåìåéñòâà ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë ñ îáùèì ôîêàëüíûì ïàðàìåò-
ðîì.

Çàïèøåì ýëëèïñ, ïàðàáîëó è ãèïåðáîëó åäèíûì óðàâíåíèåì

y2 = 2p x + (ε2 − 1)x2.

Çàôèêñèðóåì ôîêàëüíûé ïàðàìåòð p è ïðîñëåäèì çà ïîâåäåíèåì ñåìåéñòâ ýëëèïñîâ
è ãèïåðáîë ïðè èçìåíåíèè ýêñöåíòðèñèòåòà ε.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.19 Ïðè ôèêñèðîâàííîì ôîêàëüíîì ïàðàìåòðå p, ïàðàáîëà y2 =
2p x ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé êðèâîé äëÿ ñåìåéñòâà ýëëèïñîâ y2 = 2p x + (ε2 − 1)x2 ïðè
ε → 1− 0 è ñåìåéñòâà (ïðàâûõ âåòâåé ) ãèïåðáîë y2 = 2p x+(ε2− 1)x2 ïðè ε → 1+0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ýëëèïñîâ

y2 = 2p x + (ε2 − 1)x2 ε < 1.

Çàìåòèì, äëÿ íà÷àëà, ÷òî âñå ýëëèïñû ñåìåéñòâà îõâàòûâàþòñÿ ïàðàáîëîé, òàê êàê
äëÿ òî÷åê ýëëèïñà

y2 = 2px + (ε2 − 1)x2 < 2p x

Âûðàçèì êîîðäèíàòû ôîêóñîâ ýëëèïñà ÷åðåç p è ε. Äëÿ ýòîãî, çàìåòèì, ÷òî

ε2 =
c2

a2
=

a2 − b2

a2
= 1− b2

a2
= 1− b2

a

1
a

= 1− p

a
.

Îòñþäà
a =

p

1− ε2
, c = aε =

pε

1− ε2
.

Òîãäà,
x(F1) = a− c = a− aε = a(1− ε) =

p

1 + ε
,

x(F2) = a + c = a + aε = a(1 + ε) =
p

1− ε
.

Óñòðåìëÿÿ ε → 1− 0, ïîëó÷àåì:

x(F1) −→ p

2
, x(F2) −→ +∞.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñåìåéñòâî ãèïåðáîë

y2 = 2px + (ε2 − 1)x2 ε > 1.

Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü ýòî ñåìåéñòâî (òî÷íåå, ïðàâûå âåòâè) îõâàòûâàþò ïàðàáîëó, òàê
êàê äëÿ òî÷åê ãèïåðáîëû

y2 = 2px + (ε2 − 1)x2 > 2p x

Ïðîâåäåì àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ.

ε2 =
c2

a2
= 1 +

b2

a2
= 1 +

b2

a

1
a

= 1 +
p

a
.

Îòñþäà,
a =

p

ε2 − 1
, c = aε =

pε

ε2 − 1
.

x(F1) = c− a = a(ε− 1) =
p

ε + 1
,

x(F2) = −c− a = −a(ε + 1) = − p

ε− 1
è ïðè ε → 1 + 0 ìû íàõîäèì {

x(F2) −→ p
2 ;

x(F1) −→ −∞.
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1.1.7 Ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë.
Çàôèêñèðóåì íà ïëîñêîñòè äâå òî÷êè F1 è F2 íà ðàññòîÿíèè (F1F2| = 2c. Èç ôîêàëü-
íîãî ñâîéñòâà ýëëèïñà è ãèïåðáîëû ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè F1 è F2 îïðåäåëÿþò íåêîòîðûé
ýëëèïñ è íåêîòîðóþ ãèïåðáîëó ñ ôîêóñàìè F1 è F2. Òàêèå ýëëèïñ è ãèïåðáîëà íàçû-
âàþòñÿ ñîôîêóñíûìè. Íà ñàìîì äåëå, èìååòñÿ öåëîå ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ ýëëèïñîâ
è ñîôîêóñíûõ ãèïåðáîë.

Äåéñòâèòåëüíî, ôîêàëüíîå ñâîéñòâî ýëëèïñà
r1 + r2 = 2a

ñîäåðæèò ïàðàìåòð a, âûðàæàþùèé â óðàâíåíèè ýëëèïñà áîëüøóþ ïîëóîñü. Ìåíüøàÿ
ïîëóîñü ìîæåò áûòü íàéäåíà êàê ôóíêöèÿ îò ïàðàìåòðà a, à èìåííî, b =

√
a2 − c2 ñ îá-

ëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ a ≥ c. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëàãàÿ a = λ > 0, ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ
ýëëèïñîâ ìîæíî çàäàòü â âèäå

x2

λ2
+

y2

λ2 − c2
= 1 (λ > c)

Ïðè λ → ∞ ýòî ñåìåéñòâî "ðàçäóâàåòñÿ â îêðóæíîñòü"áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà, òà
êàê

a = λ →∞, b =
√

λ2 − c2 →∞,

à ïðè λ → c + 0 ýòî ñåìåéñòâî "ñõëîïûâàåòñÿ"â îòðåçîê [−c, c], òàê êàê

a = λ → c, b =
√

λ2 − c2 → 0.

Äëÿ ãèïåðáîë ñïðàâåäëèâû àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ. Ïðèìåì äåéñòâèòåëüíóþ
ïîëóîñü a êàê ïàðàìåòð è ïîëîæèì a = µ. Òîãäà b =

√
c2 − µ2 ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

0 < µ < c è ñåìåéñòâî ñîôîêóñíûõ ãèïåðáîë çàïèøåòñÿ ñõîäíûì óðàâíåíèåì
x2

µ2
+

y2

µ2 − c2
= 1 (0 < µ < c).

Íåòðóäíî ïðîñëåäèòü àñèìïòîòèêó ýòîãî ñåìåéñòâà. Äëÿ ýòîãî ïîëåçíî ñëåäèòü åùå è
çà óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì àñèìïòîò.

Ïðè µ → +0
a = µ → 0,

b =
√

c2 − µ2 → c,

k = b
a =

√
c2−µ2

µ =

√(
c
µ

)2
− 1 → +∞

è ìû ïîëó÷àåì îñü Oy â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà. Âåòâè ãèïåðáîëû "ðàñïðÿì-
ëÿþòñÿ"âñëåä çà ïîäúåìîì óãëà íàêëîíà àñèìïòîò, à âåðøèíû ãèïåðáîëû â ïðåäåëå
"ñêëåèâàþòñÿ".

Ïðè µ → c− 0
a = µ → c,

b =
√

c2 − µ2 → 0

k = b
a =

√(
c
µ

)2
− 1 → 0

è â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî ìíîæåñòâà ìû ïîëó÷àåì äâà ëó÷à [c,+∞) è (−∞,−c].
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Ïðåäëîæåíèå 1.1.20 ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ïëîñêîñòè, íå ëåæàùåé íà îñÿõ êîîð-
äèíàò, ïðîõîäèò åäèíñòâåííûé ýëëèïñ è åäèíñòâåííàÿ ãèïåðáîëà êàæäîãî èç ñå-
ìåéñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáà ðàññìàòðèâàåìûõ ñåìåéñòâà ìîæíî îïèñàòü åäèíûì óðàâíå-
íèåì

x2

t2
+

y2

t2 − c2
= 1, t > 0.

Ïðè ýòîì, çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà t ∈ (0, c) îòâå÷àþò ãèïåðáîëû, à çíà÷åíèÿì t ∈
(c, +∞) � ýëëèïñû èç ýòèõ ñåìåéñòâ. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ

f(t) =
x2

t2
+

y2

t2 − c2
− 1, t ∈ (0, c) ∪ (c, +∞).

Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M ñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0) è ïîêàæåì, ÷òî â îáëà-
ñòè t > 0 óðàâíåíèå f(t) = 0 èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ, îäíî èç êîòîðûõ, t1 ∈ (0, c), à
äðóãîå t2 ∈ (c, +∞). Äåéñòâèòåëüíî, ïðè t > 0

ft
′ = −2

x0
2

t3
− 2t

y0
2

(t2 − c2)2
< 0,

òî åñòü ôóíêöèÿ ìîíîòîííî óáûâàåò, ïðè÷åì




lim
t→+0

f(t) = +∞,

lim
t→c−0

f(t) = −∞,





lim
t→c+0

f(t) = +∞,

lim
t→+∞ f(t) = −1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò è åäèíñòâåííû t1 ∈ (0, c) è t2 ∈ (c, +∞) òàêèå, ÷òî f(t1) =
0, f(t2) = 0.

Ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
Çàïèøåì äâà ñåìåéñòâà ñîôîêóñíûõ ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë





x2

λ2
+

y2

λ2 − c2
= 1, λ > c

x2

µ2
− y2

c2 − µ2
= 1 0 < µ < c.

(∗)

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïîêàçàëè, ÷òî êàæäîé òî÷êå M(x, y) ñîîòâåòñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ ïàðà ïàðàìåòðîâ (λ, µ) îïðåäåëÿþùàÿ åäèíñòâåííûé ýëëèïñ è åäèíñòâåí-
íóþ ãèïåðáîëó, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó M . Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå î÷åâèäíî íå
îäíîçíà÷íî. Êàæäîé ïàðå λ, µ) ñîîòâåòñòâóþò ýëëèïñ è ãèïåðáîëà, êîòîðûå ïåðåñåêà-
þòñÿ â 4-õ òî÷êàõ. Íî òàê êàê ýòè òî÷êè íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ êâàäðàíòàõ, òî îãðàíè-
÷èâàÿñü êàêèì-ëèáî îäíèì êâàäðàíòîì ìû óñòàíîâèì âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåò-
ñòâèå (x, y) ←→ (λ, µ). Â òàêîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû (λ, µ) ìîæíî ïðèíÿòü â êà÷åñòâå
íîâûõ (ëîêàëüíûõ) êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè. Ýòè ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû íàçûâàþòñÿ
ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.
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Ïðåäëîæåíèå 1.1.21 Äåêàðòîâû è ýëëèïòè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷åê, íå ëåæàùèõ
íà îñÿõ äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

x = ±λµ

c
, y = ±

√
(λ2 − c2)(c2 − µ2)

c
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâÿçü ìåæäó ýëëèïòè÷åñêèìè è äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè çàäà-
åòñÿ óðàâíåíèÿìè (*). Íàéäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ÷åðåç ýëëèï-
òè÷åñêèå äëÿ òî÷åê ïåðâîãî êâàäðàíòà. Ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì:

x2

λ2(c2 − µ2)
+

x2

µ2(λ2 − c2)
=

1
(c2 − µ2)

+
1

λ2 − c2
,

x2(µ2(λ2 − c2) + λ2(c2 − µ2))
λ2µ2(c2 − µ2)(λ2 − c2)

=
λ2 − µ2

(c2 − µ2)(λ2 − c2)
,

x2c2(λ2 − µ2)
λ2µ2

= λ2 − µ2.

Îòñþäà íàõîäèì
x =

λµ

c
.

Àíàëîãè÷íî,

y =

√
(λ2 − c2)(c2 − µ2)

c
.

Â îñòàëüíûõ êâàäðàíòàõ ðàññìîòðåíèÿ ïîäîáíû.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.22 Ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî.Îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû êîîðäèíàò îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíîñòü êî-
îðäèíàòíûõ ëèíèé. Êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâ-
ëÿþòñÿ ýëëèïñû è ãèïåðáîëû. Ïîêàæåì, ÷òî â îáùèõ òî÷êàõ ñîôîêóñíûå ýëëèïñû è
ãèïåðáîëû èìåþò âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå êàñàòåëüíûå.

Ïóñòü M(x0, y0) òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñîôîêóñíûõ ýëëèïñà è ãèïåðáîëû. Âåêòîðû
íîðìàëåé ê êàñàòåëüíûì â ýòîé òî÷êå èìåþò âèä

N1 = {x0

λ2
,

y0

λ2 − c2
} äëÿ ýëëèïñà,

N2 = {x0

µ2
,− y0

c2 − µ2
} äëÿ ãèïåðáîëû.

Ïîëüçóÿñü ñâÿçüþ äåêàðòîâûõ è ýëëèïòè÷åñêèõ êîîðäèíàò, íàõîäèì:

〈
N1, N2

〉
=

x2
0

λ2µ2
− y2

0

(λ2 − c2)(c2 − µ2)
=

1
c2
− 1

c2
= 0.
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1.1.8 Íåêîòîðûå äðóãèå âèäû óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà.
Ýëëèïñ, ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà íå èñ÷åðïûâàþò âåñü êëàññ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ðàññìîòðèì äðóãèå âèäû óðàâíåíèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ.

Ìíèìûé ýëëèïñ.
x2

a2
+

y2

b2
= −1.

Ýòà "êðèâàÿ"çàäàåò ïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, íî òåì íå ìåíåå ýòî ìíî-
æåñòâî çàäàåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì 2-ãî ïîðÿäêà. Ýòà "êðèâàÿ"èìååò äâå "îñè ñèììåòðèè"è
îäèí "öåíòð ñèììåòðèè".

Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

x2

a2
− y2

b2
= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëîæåíèå ëåâîé ÷àñòè íà ìíîæèòåëè ïðèâîäèò ê ïàðå ïðÿìûõ
x

a
+

y

b
= 0 è x

a
− y

b
= 0,

ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êå (0, 0). Ýòà "êðèâàÿ"èìååò äâå îñè ñèììåòðèè è îäèí öåíòð
ñèììåòðèè.

Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíèìûõ ïðÿìûõ.

x2

a2
+

y2

b2
= 0.

Åäèíñòâåííîé òî÷êîé íà ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùåé ýòîìó óðàâíåíèþ ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êà (0, 0). Ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì óðàâíåíèåì, ãîâîðÿò î ïàðå ìíèìûõ ïðÿìûõ,
ïåðåñåêàþùèõñÿ â äåéñòâèòåëüíîé òî÷êå. Ýòà "êðèâàÿ"èìååò äâå "îñè ñèììåòðèè"è
"öåíòð ñèììåòðèè".

Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

y2

b2
= 1.

Ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ïàðó ïðÿìûõ

y = +b è y = −b,

êîòîðûå î÷åâèäíî ïàðàëëåëüíû. Ýòà "êðèâàÿ"èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî îñåé ñèììåòðèè
(ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ýòèì ïðÿìûì) è ëèíèþ öåíòðîâ ñèììåòðèè � îñü Ox.

Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ìíèìûõ ïðÿìûõ.

y2

b2
= −1.

Ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ïóñòîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè, íî ïî àíàëîãèè ñ ïðåäû-
äóùèì ñëó÷àåì ýòó "êðèâóþ"íàçûâàþò ïàðîé ïàðàëëåëüíûõ ìíèìûõ ïðÿìûõ. Ýòà
"êðèâàÿ"èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî "îñåé ñèììåòðèè"è "ëèíèþ öåíòðîâ ñèììåòðèè", �
îñü Ox.
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Ïàðà ñëèâøèõñÿ ïðÿìûõ.
y2 = 0.

Ýòî óðàâíåíèå çàäàåò îäíó ïðÿìóþ � îñü Ox. Íî òàê êàê ýòà ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðå-
äåëüíîé äëÿ ïàðû ïðÿìûõ y2 = b2 ïðè b → 0, òî ãîâîðÿò î ïàðå ñëèâøèõñÿ ïðÿìûõ.
Ýòà êðèâàÿ òàê æå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî îñåé ñèììåòðèè, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè
Ox è ëèíèþ öåíòðîâ ñèììåòðèè � îñü Ox.

1.1.9 Êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà äëÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ñóùíîñòü êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî âûáîðîì ïðÿìîóãîëüíîé
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óðàâíåíèå ëþáîé êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü
ïðèâåäåíî ê óðàâíåíèþ ýëëèïñà, ãèïåðáîëû, ïàðàáîëû è ïåðå÷èñëåííûì 6 òèïàì óðàâ-
íåíèé ïàð ïðÿìûõ.

Ýëëèïñ (äåéñòâèòåëüíûé è ìíèìûé), ãèïåðáîëà è ïàðàáîëà îáðàçóþò êëàññ íåðàñ-
ïàäàþùèõñÿ êðèâûõ 2-ãî ïîðÿäêà. Îñòàëüíûå êðèâûå íàçûâàþòñÿ ðàñïàäàþùèìèñÿ
(íà ïàðû ïðÿìûõ).

Ïî êîëè÷åñòâó öåíòðîâ ñèììåòðèè êðèâûå 2-ãî ïîðÿäêà äåëÿò íà öåíòðàëüíûå
� èìåþùèå åäèíñòâåííûé öåíòð ñèììåòðèè, è íåöåíòðàëüíûå �- íå èìåþùèå öåí-
òðà ñèììåòðèè èëè èìåþùèå áîëüøå îäíîãî öåíòðà. Ê òèïó öåíòðàëüíûõ îòíîñÿòñÿ
ýëëèïñû (äåéñòâèòåëüíûé è ìíèìûé), ãèïåðáîëà, ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ (äåé-
ñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ). Ê íåöåíòðàëüíûì îòíîñÿòñÿ ïàðàáîëà, ïàðû ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ (äåéñòâèòåëüíûõ è ìíèìûõ) è ïàðà ñëèâøèõñÿ ïðÿìûõ.

Çàìåòèì, ÷òî â ïåðåñå÷åíèè ýòèõ êëàññîâ ëåæèò ïàðàáîëà. Îíà ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííîé íåðàñïàäàþùåéñÿ è íåöåíòðàëüíîé êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà.

Ïðåäëîæåíèå 1.1.23 Ïóñòü

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x + 2b2y + c = 0

óðàâíåíèå êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà. Òîãäà ñóùåñòâóåò äåêàðòîâà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé óðàâíåíèå äàííîé êðèâîé ïðèâîäèòñÿ ê
îäíîìó èç 9 òèïîâ ïåðå÷èñëåííûõ íèæå òèïîâ.
I Íåðàñïàäàþùèåñÿ:

x2

a2
+

y2

b2
= 1 �ýëëèïñ,

x2

a2
+

y2

b2
= −1 �ìíèìûé ýëëèïñ,

x2

a2
− y2

b2
= 1 �ãèïåðáîëà,

y2 = 2px �ïàðàáîëà;
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II Ðàñïàäàþùèåñÿ:

x2

a2
− y2

b2
= 0 �ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ ,

x2

a2
+

y2

b2
= 0 �ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíèìûõ ïðÿìûõ ,

y2 = b2 �ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ (b 6= 0) ,

y2 = −b2 �ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ìíèìûõ ïðÿìûõ (b 6= 0) ,

y2 = 0 � ïàðà ñëèâøèõñÿ ïðÿìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a12 = 0. Ïîëó÷èì íåñêîëüêî ïîäñëó÷àåâ. À èìåííî:
→ • Åñëè a11 6= 0 è a22 6= 0, òî âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

a11

(
x2 + 2

b1

a11
x +

b2
1

a2
11

)
+ a22

(
y2 + 2

b2

a22
y +

b2
2

a2
22

)
+ c− b2

1

a11
− b2

2

a22︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0

Âîñïîëüçóåìñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì:




x̃ = x +
b1

a11
,

ỹ = y +
b2

a22
.

Òîãäà â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðèäåì ê óðàâíåíèþ:

a11x̃
2 + a22ỹ

2 + c̃ = 0.

Åñëè c̃ = 0, òî

• ïðè a11 · a22 > 0 ýòî óðàâíåíèå ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíèìûõ ïðÿìûõ;

• ïðè a11 · a22 < 0 ýòî óðàâíåíèå ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ;

Åñëè c̃ 6= 0, òî ïîñëå äåëåíèÿ íà −c̃ óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 − 1 = 0,

ãäå λ1 = −a11/c̃, λ2 = −a22/c̃. Åñëè òåïåðü

• λ1 > 0, λ2 > 0, òî ýòî óðàâíåíèå ýëëèïñà;

• λ1 < 0, λ2 < 0, òî ýòî óðàâíåíèå ìíèìîãî ýëëèïñà;

• λ1λ2 < 0, òî ýòî óðàâíåíèå ãèïåðáîëû;

→ • Åñëè a11 = 0, a22 6= 0, b1 = 0, òîãäà âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå:

a22(y2 + 2
b2

a22
y +

b2
2

a22
) + c− b2

2

a22︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0.
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Ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì 



x̃ = x,

ỹ = y +
b2

a22

ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê âèäó
a22ỹ

2 + c̃ = 0.

Åñëè c̃ 6= 0, òî ïîñëå äåëåíèÿ íà −c̃ óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

λ2ỹ
2 − 1 = 0,

ãäå λ2 = −a22/c̃. Åñëè

• λ2 > 0, òî ýòî óðàâíåíèå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïðÿìûõ;

• λ2 < 0, òî ýòî óðàâíåíèå ïàðû ïàðàëëåëüíûõ ìíèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïðÿìûõ.

Åñëè æå c̃ = 0 óðàâíåíèå a22ỹ
2 = 0 çàäàåò ïàðó ñëèâøèõñÿ ïðÿìûõ.

→ • Åñëè a11 = 0, a22 6= 0, b1 6= 0, òîãäà âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèÿ:

a22

(
y2 + 2

b2

a22
y +

b2
2

a2
22

)
+ 2b1x + c− b2

2

a22
= 0,

a22

(
y +

b2

a22

)2

+ 2b1

(
x +

1
b1

(c− b2
2

a22
)
)

= 0.

Âûïîëíèì ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ




ỹ = y +
b2

a22
,

x̃ = x +
1
b1

(
c− b2

2

a22

)
.

Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷àåì

a22 ỹ2 = −2b1x̃

è ïîñëå äåëåíèÿ íà a22 ïîëó÷àåì ïàðàáîëó

ỹ2 = 2p x̃,

ãäå p = −b1/a22.
2) Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà a12 6= 0. Âûïîëíèì ïîâîðîò

{
x = x̃ cosϕ− ỹ sinϕ,
y = x̃ sinϕ + ỹ cosϕ.

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîâîðîò, ÷òî â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ã12 = 0.
Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó

a11(x̃ cosϕ− ỹ sinϕ)2 + 2a12(x̃ cosϕ− ỹ sinϕ)(x̃ sinϕ + ỹ cosϕ)+

a22(x̃ sinϕ + ỹ cosϕ)2 + 2b1(x̃ cosϕ− ỹ sinϕ) + 2b2(x̃ sinϕ + ỹ cosϕ) + c = 0.
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Íàéäåì êîýôôèöèåíò ïðè x̃ỹ è ïðèðàâíÿåì åãî 0. Ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì

−2a11 cosϕ sinϕ + 2a22 sinϕ cosϕ + 2a12(cosϕ2 − sinϕ2) = 0,

1
2(a11 − a22) sin ϕ = a12 cos 2ϕ,

ctg 2ϕ =
a11 − a22

2a12
.

Äàëåå ñëåäóåò ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ ñëó÷àÿ 1).

1.2 Ïîâåðõíîñòè â E3 è íåêîòîðûå ñïîñîáû èõ îáðàçîâà-
íèÿ.

1.2.1 Öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè.
Ïóñòü γ � ïëîñêàÿ êðèâàÿ, òî åñòü ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè π. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó êðè-
âîé γ ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëîñêîñòè π. Ïîëó÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü
íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì öèëèíäðîì ïîñòðîåííûì íàä γ. Ñàìà êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ íàïðàâ-
ëÿþùåé, à ñåìåéñòâî ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì îáðàçóþùèõ öèëèíäðà. Ïî òèïó
íàïðàâëÿþùåé öèëèíäðàì äàþò ñîîòâåòñòâóþùèå íàçâàíèÿ. Íàïðèìåð, ”ïðÿìîé êðó-
ãîâîé öèëèíäð ”� öèëèíäð ïîñòðîåííûé íàä îêðóæíîñòüþ.

Óðàâíåíèå òàêîé ïîâåðõíîñòè çàäàòü î÷åíü ëåãêî. Ðàñïîëîæèì â ïëîñêîñòè π îñè
êîîðäèíàò (X, Y ), à îñü Z íàïðàâèì ïåðïåíäèêóëÿðíî π, òî åñòü âäîëü îáðàçóþùèõ.
Ïóñòü ϕ(x, y) = 0 �óðàâíåíèå êðèâîé γ. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè M ñ êîîðäèíàòà-
ìè (x, y, z) íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, êîîðäèíàòû (x, y) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì
ϕ(x, y) = 0, à êîîðäèíàòà z ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíîé, òî åñòü óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè
ôîðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì êðèâîé:

ϕ(x, y) = 0.

1.2.2 Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ.
Ïóñòü γ � êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â íåêîòîðîé ïëîñêîñòè π è l �ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â ïëîñ-
êîñòè π è íå ïåðåñåêàþùàÿ γ.

Ïîâåðõíîñòü îáðàçóåìàÿ êðèâîé γ ïðè âðàùåíèè ïëîñêîñòè π âîêðóã ïðÿìîé l
íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ. Êðèâàÿ γ íàçûâàåòñÿ ïðîôèëüíîé êðèâîé, l �
îñüþ âðàùåíèÿ.

Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïîëó÷èòü îñîáåííî ëåãêî, åñëè êðèâàÿ γ ìîæåò
áûòü çàäàíà â âèäå ãðàôèêà íåêîòîðîé ôóíêöèè. Áîëåå òî÷íî, ïðèìåì ïðÿìóþ l â
êà÷åñòâå îñè Oz, à îñü Ox íàïðàâèì ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Oz. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ
çàäàíà óðàâíåíèåì z = f(x). Îñü Oy íàïðàâèì ïåðïåíäèêóëÿðíî Oxz. Îáîçíà÷èì
÷åðåç π0 ïëîñêîñòü, ñîâïàäàþùóþ ñ Oxz â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Ïîâåðíåì ïëîñêîñòü π0

íà íåêîòîðûé óãîë α, ôèêñèðóÿ ïîëîæåíèå îñåé OX, OY è OZ. Äëÿ ëþáîé òî÷êè M
êîîðäèíàòà z ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ. Íå èçìåíèòñÿ è ðàññòîÿíèå r îò îñè âðàùåíèÿ Oz
äî íîâîãî ïîëîæåíèÿ òî÷êè M . Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ñâÿçûâàþùåå êîîðäèíàòû
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òî÷åê ïîâåðõíîñòè ïðèìåò âèä:

z = f(r), r =
√

x2 + y2.

Ñëåäñòâèå 1.2.1 Åñëè ϕ(z, x) = 0 � íåÿâíîå óðàâíåíèå êðèâîé, ëåæàùåé â ïëîñêî-
ñòè (x, z), òî

ϕ(z, r) = 0, r =
√

x2 + y2

óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, ñ îñüþ âðàùåíèÿ Oz.

1.2.3 Ïîâåðõíîñòè ïåðåíîñà.
Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü π1 è ïóñòü γ1 ⊂ π1. Çàôèêñèðóåì òî÷êó O ∈ γ1 è ïîñòðîèì
ïëîñêîñòü π2, ïåðåñåêàþùóþ ïëîñêîñòü π1 ïî ïðÿìîé l, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó O.
Ïóñòü γ2 íåêîòîðàÿ êðèâàÿ, ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè π2. Ôèêñèðóÿ ïëîñêîñòü π1 áóäåì
ïàðàëëåëüíî ïåðåíîñèòü ïëîñêîñòü π2, êàê òâåðäîå òåëî, âäîëü êðèâîé γ1 òàê, ÷òîáû
òî÷êà O âî âðåìÿ äâèæåíèÿ íàõîäèëàñü íà êðèâîé γ1. Ïîâåðõíîñòü, îáðàçóåìàÿ êðèâîé
γ2 íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïåðåíîñà.

Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïåðåíîñà ëåã÷å âñåãî ïîëó÷èòü åñëè ïëîñêîñòè π1 è π2

âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ïðèìåì ïðÿìóþ l â êà÷åñòâå îñè Oz, à îñè Ox è Oy íà-
ïðàâèì â ïëîñêîñòÿõ π1 è π2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óðàâíåíèå γ2 : z = f(x), à óðàâíåíèå
γ1 : z = g(y). Òîãäà êîîðäèíàòà z òî÷êè M íà ïîâåðõíîñòè ïåðåíîñà ñêëàäûâàåòñÿ
èç êîîðäèíàòû z1 = f(x) â ïëîñêîñòè π2 íàä îñüþ Ox è êîîðäèíàòû z2 = f(y) òî÷êè
O íàä îñüþ Oy â ïëîñêîñòè π1. Òî åñòü êîîðäèíàòà z ïîäâèæíîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ
âûðàæåíèåì:

z = f(x) + g(y).

1.3 Êàíîíè÷åñêèå ôîðìû óðàâíåíèé ïîâåðõíîñòåé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà

1.3.1 Ýëëèïñîèäû.
Îïðåäåëåíèå 1.3.1 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êî-
òîðûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 a ≥ b ≥ c

íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîèäîì. Äàííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì
ýëëèïñîèäà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé.
Åñëè a = b, òî ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîèäîì âðàùåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= −1

îïðåäåëÿåò ïóñòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå, íî ïî àíàëîãèè ñ ýëëèïñîèäîì ãîâîðÿò,
÷òî ýòî óðàâíåíèå çàäàåò ìíèìûé ýëëèïñîèä.
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Ýëëèïñîèä èìååò òðè ïëîñêîñòè ñèììåòðèè � êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè, òðè
îñè ñèììåòðèè � îñè êîîðäèíàò è åäèíñòâåííûé öåíòð ñèììåòðèè � íà÷àëî êîîð-
äèíàò;

Òðåõîñíûé ýëëèïñîèä ïîëó÷àåòñÿ èç ýëëèïñîèäà âðàùåíèÿ ñæàòèåì âäîëü îñè
Oy. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè òî÷êà Mñ êîîðäèíàòàìè (x0, y0, z0) ëåæèò íà ýëëèïñîèäå
âðàùåíèÿ

x0
2

a2
+

y0
2

a2
+

z0
2

c2
= 1,

òî òî÷êà x1 = x0, y1 = b
ay0 ( b

a < 1), z1 = z0 ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè ýëëèïñîèäà

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1.

Ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ âðàùåíèåì êàíîíè÷åñêîãî ýëëèïñà âîêðóã ìåíü-
øåé ïîëóîñè. Âðàùàÿ ýëëèïñ

x2

a2
+

z2

c2
= 1, a ≥ c.

âîêðóã îñè Oz ïîëó÷èì ïîâåðõíîñòü ñ óðàâíåíèåì
x2 + y2

a2
+

z2

c2
= 1.

Ðàññìîòðèì ñå÷åíèÿ ýëëèïñîèäà ïëîñêîñòÿìè âèäà z = h. Â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü
Oxy ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ýëëèïñîâ

x2

a2
+

y2

b2
= 1− h2

c2

ñ ïîëóîñÿìè

ã = a

√
1− h2

c2
, b̃ = b

√
1− h2

c2
.

Ñå÷åíèÿ ñóùåñòâóþò ïðè |h| ≤ c. Àíàëîãè÷íî ïî äðóãèì îñÿì.
Çàìåòèì, ÷òî íà êàíîíè÷åñêîì ýëëèïñîèäå

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 a > b > c

ñå÷åíèå x = 0 äàñò ýëëèïñ ñ áîëüøåé ïîëóîñüþ ðàâíîé b íà îñè Oy, à ñå÷åíèå z = 0
äàñò ýëëèïñ ñ ìåíüøåé ïîëóîñüþ b íà îñè Oy. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ñå÷åíèå, ãäå
ïîëóîñè ðàâíû, è ðàâíû b.

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü, íàòÿíóòóþ íà âåêòîðû:
{

~e1 = {0, 1, 0}
~e2 = {cosα, 0, sinα}

Âåêòîð ~e1 ïåðïåíäèêóëÿðåí âåêòîðó ~e2, ïîýòîìó â ïëîñêîñòè (~e1, ~e2) âåêòîðû ~e1 è
~e2 îáðàçóþò âåêòîðû äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïóñòü u, v �
ïàðàìåòðû ýòîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.





x = v cosα
y = u
z = v sinα
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Ïåðåñå÷åíèå ñ ýëëèïñîèäîì ïîëó÷èò âèä:

v2 cos2 α

a2
+

u2

b2
+

v2 sin2 α

c2
= 1, a > b > c

èëè
u2

b2
+ v2(

cos2 α

a2
+

sin2 α

c2
) = 1.

Â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ïàðàìåòðû u è v ÿâëÿþòñÿ äåêàðòîâûìè ïðÿìîóãîëüíûìè êîîð-
äèíàòàìè. Ïîýòîìó ïîëó÷åííîå ñå÷åíèå åñòü ýëëèïñ. Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè ýòèõ ýëëèï-
ñîâ åñòü îêðóæíîñòü. Áóäåì ïîäáèðàòü α òàê, ÷òîáû

cos2 α

a2
+

sin2 α

c2
=

1
b2

.

èëè
cos2 α

(
1
a2
− 1

c2

)
=

1
b2
− 1

c2
.

Îòñþäà

cos2 α =
1
b2
− 1

c2

1
b2
− 1

c2

=
a2(b2 − c2)
b2(a2 − c2)

< 1.

Äåéñòâèòåëüíî,

a2(b2 − c2) < b2(a2 − c2) ⇔ −a2c2 < −b2c2 ⇔ a2 > b2 ⇔ a > b > 0.

Óïðàæíåíèå 1.3.1 Ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíàÿ íàéäåííîé, ïåðå-
ñåêàåò ýëëèïñîèä ïî îêðóæíîñòÿì.

Òî÷êà íà ýëëèïñîèäå, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà êðóãîâûì
ñå÷åíèÿì íàçûâàåòñÿ îìáèëè÷åñêîé èëè êîðîòêî îìáèëèêîé.

Óïðàæíåíèå 1.3.2 Íàéòè îìáèëè÷åñêèå òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè òðåõîñíîãî ýëëèï-
ñîèäà. Èññëåäîâàòü èõ ïîâåäåíèå â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ îñåé.

1.3.2 Ãèïåðáîëîèäû.
Îïðåäåëåíèå 1.3.2 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êî-
òîðûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1, a ≥ b > 0, c > 0

íàçûâàåòñÿ îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþòñÿ êàíî-
íè÷åñêèì óðàâíåíèåì îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé. Åñëè a = b, òî ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ êà-
íîíè÷åñêèì îäíîïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì âðàùåíèÿ.
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Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä èìååò òðè ïëîñêîñòè ñèììåòðèè � êîîðäèíàòíûå
ïëîñêîñòè, òðè îñè ñèììåòðèè � îñè êîîðäèíàò è åäèíñòâåííûé öåíòð ñèììåòðèè
� íà÷àëî êîîðäèíàò;

Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ åñòü ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ âðàùåíè-
åì ãèïåðáîëû

x2

a2
− z2

c2
= 1

âîêðóã îñè Oz. Òðåõîñíûé îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä ïîëó÷àåòñÿ èç îäíîïîëîñòíîãî
ãèïåðáîëîèäà âðàùåíèÿ ñæàòèåì âäîëü îñè Oy. Äîêàçàòåëüñòâà î÷åâèäíû è ïðåäî-
ñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ñå÷åíèÿ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïëîñêîñòÿìè z = h ïðîåêòèðóþòñÿ íà ïëîñ-
êîñòü Oxy â ñåìåéñòâî ýëëèïñîâ âèäà

x2

a2
+

y2

b2
= 1 +

h2

c2

ñ ïîëóîñÿìè

ã = a

√
1 +

h2

c2
≥ a, b̃ = b

√
1 +

h2

c2
≥ b.

Ñå÷åíèÿ îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïëîñêîñòÿìè y = h ïðîåêòèðóþòñÿ íà ïëîñ-
êîñòü Oxz

• ïðè |h| < b â ñåìåéñòâî ãèïåðáîë x2

a2
− z2

c2
= 1 − h2

b2
ñ ïîëóîñÿìè ã = a

√
1− h2

b2
,

c̃ = c
√

1− h2

b2
;

• ïðè |h| = b â ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ x2

a2
− z2

c2
= 0;

• ïðè |h| > b â ñåìåéñòâî ñîïðÿæåííûõ ãèïåðáîë −x2

a2
+

z2

c2
=

h2

b2
− 1 ñ ïîëóîñÿìè

ã = a

√
h2

b2
− 1, c̃ = c

√
h2

b2
− 1;

Ñâîéñòâà ñå÷åíèé x = h àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ñå÷åíèé y = h.

Îïðåäåëåíèå 1.3.3 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êî-
òîðûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1, a ≥ b > 0, c > 0

íàçûâàåòñÿ äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþòñÿ êàíîíè-
÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé. Åñëè a = b, òî ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ êà-
íîíè÷åñêèì äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì âðàùåíèÿ.
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Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä èìååò òðè ïëîñêîñòè ñèììåòðèè � êîîðäèíàòíûå
ïëîñêîñòè, òðè îñè ñèììåòðèè � îñè êîîðäèíàò è åäèíñòâåííûé öåíòð ñèììåòðèè
� íà÷àëî êîîðäèíàò;

Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ åñòü ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ âðàùåíèåì
ãèïåðáîëû

x2

a2
− z2

c2
= −1

âîêðóã îñè Oz. Òðåõîñíûé äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä ïîëó÷àåòñÿ èç äâóïîëîñòíîãî
ãèïåðáîëîèäà âðàùåíèÿ ñæàòèåì âäîëü îñè Oy. Äîêàçàòåëüñòâà î÷åâèäíû è ïðåäî-
ñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ñå÷åíèÿ äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïëîñêîñòÿìè z = h ïðîåêòèðóþòñÿ íà ïëîñ-
êîñòü Oxy â ñåìåéñòâî ýëëèïñîâ âèäà

x2

a2
+

y2

b2
=

h2

c2
− 1

ñ ïîëóîñÿìè

ã = a

√
h2

c2
− 1, b̃ = b

√
1 +

h2

c2
− 1 |h| ≥ c.

Ïðè |h| < c ïëîñêîñòü z = h íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì.
Ñå÷åíèÿ äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà ïëîñêîñòÿìè y = h ïðîåêòèðóþòñÿ íà ïëîñ-

êîñòü Oxz â ñåìåéñòâî ãèïåðáîë

−x2

a2
+

z2

c2
= 1 +

h2

b2

ñ ïîëóîñÿìè ã = a

√
1 +

h2

b2
, c̃ = c

√
1 +

h2

b2
. Ñâîéñòâà ñå÷åíèé x = h àíàëîãè÷íû

ñâîéñòâàì ñå÷åíèé y = h.

Óïðàæíåíèå 1.3.3 Íàéòè êðóãîâûå ñå÷åíèÿ äâóïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà è îìáèëè-
÷åñêèå òî÷êè íà íåì. Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå îìáèëè÷åñêèõ òî÷åê â çàâèñèìîñòè îò
ñîîòíîøåíèÿ îñåé.

1.3.3 Êîíóñû.
Îïðåäåëåíèå 1.3.4 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êî-
òîðûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0, a ≥ b > 0, c > 0

íàçûâàåòñÿ êîíóñîì. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþòñÿ êàíîíè÷åñêèì óðàâíåíèåì êîíó-
ñà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé. Åñëè a = b,
òî ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì êîíóñîì âðàùåíèÿ.
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Çàìå÷àíèå. Óðàâíåíèå
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 0

îïðåäåëÿåò îäíó òî÷êó � íà÷àëî êîîðäèíàò, íî ïî àíàëîãèè ñ êîíóñîì ãîâîðÿò, ÷òî ýòî
óðàâíåíèå çàäàåò ìíèìûé êîíóñ ñ âåðøèíîé â äåéñòâèòåëüíîé òî÷êå. (0, 0, 0).

Êîíóñ èìååò òðè ïëîñêîñòè ñèììåòðèè � êîîðäèíàòíûå ïëîñêîñòè, òðè îñè
ñèììåòðèè � îñè êîîðäèíàò è åäèíñòâåííûé öåíòð ñèììåòðèè � íà÷àëî êîîðäè-
íàò;

Êîíóñ âðàùåíèÿ åñòü ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ âðàùåíèåì ïðÿìîé
x

a
− z

c
= 0

âîêðóã îñè Oz. Òðåõîñíûé êîíóñ ïîëó÷àåòñÿ èç êîíóñà âðàùåíèÿ ñæàòèåì âäîëü îñè
Oy. Äîêàçàòåëüñòâà î÷åâèäíû è ïðåäîñòàâëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ñå÷åíèÿ êîíóñà ïëîñêîñòÿìè z = h ïðîåêòèðóþòñÿ íà ïëîñêîñòü Oxy â ñåìåéñòâî
ýëëèïñîâ âèäà

x2

a2
+

y2

b2
=

h2

c2

ñ ïîëóîñÿìè
ã = a

|h|
c

, b̃ = b
|h|
c

.

Ïðè h = 0 ýëëèïñû âûðîæäàþòñÿ â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, 0), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
âåðøèíîé êîíóñà.

Ñå÷åíèÿ êîíóñà ïëîñêîñòÿìè y = h ïðîåêòèðóþòñÿ íà ïëîñêîñòü Oxz

• ïðè |h| 6= b â ñåìåéñòâî ãèïåðáîë −x2

a2
+

z2

c2
= −h2

b2
ñ ïîëóîñÿìè

ã = a
|h|
b

, c̃ = c
|h|
b

;

• ïðè |h| = b â ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ x2

a2
− z2

c2
= 0.

Ñâîéñòâà ñå÷åíèé x = h àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ñå÷åíèé y = h.

1.3.4 Ïàðàáîëîèäû.
Îïðåäåëåíèå 1.3.5 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êî-
òîðûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

x2

2p
+

y2

2q
= z, p ≥ q > 0

íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþòñÿ êàíî-
íè÷åñêèì óðàâíåíèåì ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé.

Åñëè p = q, òî ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ýëëèïòè÷åñêèì ïàðà-
áîëîèäîì âðàùåíèÿ.
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Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä èìååò äâå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè � êîîðäèíàòíûå
ïëîñêîñòè Oxz è Oyz, îäíó îñè ñèììåòðèè � îñü Oz è íå èìååò íè îäíîãî öåíòðà
ñèììåòðèè.

Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ åñòü ïîâåðõíîñòü, îáðàçîâàííàÿ âðàùåíèåì
ïàðàáîëû

x2

2p
= z

âîêðóã îñè Oz. Äâóõîñíûé ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä ïîëó÷àåòñÿ èç ýëëèïòè÷åñêîãî
ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ ñæàòèåì âäîëü îñè Oy. Äîêàçàòåëüñòâà î÷åâèäíû è ïðåäîñòàâ-
ëÿþòñÿ ÷èòàòåëþ.

Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïåðåíîñà, îáðàçîâàííîé ïàðà-
áîëàìè z = x2

2p è y2

2q = z, ëåæàùèìè âî âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêî-
ñòÿõ.

Ñå÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïëîñêîñòÿìè z = h > 0 ïðîåêòèðóþòñÿ íà
ïëîñêîñòü Oxy â ñåìåéñòâî ýëëèïñîâ âèäà

x2

2p
+

y2

2q
= h

ñ ïîëóîñÿìè
ã =

√
2ph, b̃ =

√
2qh.

Ïðè h = 0 ýëëèïñû âûðîæäàþòñÿ â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, 0), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
âåðøèíîé ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà.

Ïðè h < 0 ïëîñêîñòü z = h íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ïîâåðõíîñòüþ ýëëèïòè÷åñêîãî
ïàðàáîëîèäà.

Ñå÷åíèÿ ýëëèïòè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïëîñêîñòÿìè y = h ïðîåêòèðóþòñÿ íà ïëîñ-
êîñòü Oxz â ñåìåéñòâî êîíãðóýíòíûõ ïàðàáîë x2

2p
+

h2

2q
= z, ïîëó÷àåìûõ ñäâèæêîé

"ââåðõ" ïàðàáîëû x2

2p
= z. Ñâîéñòâà ñå÷åíèé x = h àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ñå÷åíèé

y = h.

Îïðåäåëåíèå 1.3.6 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàòû êî-
òîðûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

x2

2p
− y2

2q
= z, p, q > 0

íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïàðàáîëîèäîì. Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàþòñÿ êàíî-
íè÷åñêèì óðàâíåíèåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé.

Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä èìååò äâå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè � êîîðäèíàòíûå
ïëîñêîñòè Oxz è Oyz, îäíó îñè ñèììåòðèè � îñü Oz è íå èìååò íè îäíîãî öåíòðà
ñèììåòðèè.

Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ ïåðåíîñà, îáðàçîâàííîé ïà-
ðàáîëàìè z = x2

2p è −y2

2q = z, ëåæàùèìè âî âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòíûõ
ïëîñêîñòÿõ.
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Ñå÷åíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïëîñêîñòÿìè z = h ïðîåêòèðóþòñÿ íà
ïëîñêîñòü Oxy

• ïðè h > 0 â ñåìåéñòâî ãèïåðáîë

x2

2p
− y2

2q
= h

ñ ïîëóîñÿìè
ã =

√
2ph, b̃ =

√
2qh;

• ïðè h = 0 â ïàðó ïðÿìûõ
x2

2p
− y2

2q
= 0;

• ïðè h < 0 â ñåìåéñòâî ãèïåðáîë

−x2

2p
+

y2

2q
= −h

ñ ïîëóîñÿìè
ã =

√
−2ph, b̃ =

√
−2qh.

Ñå÷åíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïëîñêîñòÿìè y = h ïðîåêòèðóþòñÿ íà
ïëîñêîñòü Oxz â ñåìåéñòâî êîíãðóýíòíûõ ïàðàáîë x2

2p
− h2

2q
= z, ïîëó÷àåìûõ ñäâèæêîé

"âíèç" ïàðàáîëû x2

2p
= z.

Ñå÷åíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïëîñêîñòÿìè x = h ïðîåêòèðóþòñÿ íà
ïëîñêîñòü Oxz â ñåìåéñòâî êîíãðóýíòíûõ ïàðàáîë h2

2p
− y2

2q
= z, ïîëó÷àåìûõ ñäâèæêîé

"ââåðõ" ïàðàáîëû −y2

2q
= z.

1.3.5 Öèëèíäðû.
Åñëè â êà÷åñòâå íàïðàâëÿþùåé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè âûáðàòü ëþáóþ èç 9 êðè-
âûõ 2-ãî ïîðÿäêà, à îáðàçóþùèå íàïðàâèòü ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ýòè
êðèâûå ëåæàò, òî òàêàÿ öèëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü áóäåò çàäàâàòüñÿ ìíîãî÷ëåíîì
2-ãî ïîðÿäêà, à çíà÷èò áóäåò ïîâåðõíîñòüþ 2-ãî ïîðÿäêà â ïðîñòðàíñòâå.

Íàïðàâèì îñü Oz äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïåðïåíäèêóëÿð-
íî ïëîñêîñòè êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà, à îñè Ox è Oy ñîâìåñòèì ñ îñÿìè êàíîíè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé. Ïðè òàêîì âûáîðå êîîðäèíàòíîé
ñèñòåìû óðàâíåíèÿ 9 òèïîâ êðèâûõ 2-ãî ïîðÿäêà çàäàäóò 9 òèïîâ öèëèíäðîâ 2-ãî
ïîðÿäêà, à èìåííî

• ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð , äåéñòâèòåëüíûé

x2

a2
+

y2

b2
= 1, a ≥ b > 0
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è ìíèìûé
x2

a2
+

y2

b2
= −1, a ≥ b > 0.

Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð èìååò

� äâå ôèêñèðîâàííûå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè � ïëîñêîñòè Oxz è Oyz, è ñåìåé-
ñòâî ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îáðàçóþùèì;

� îäíó ôèêñèðîâàííóþ îñè ñèììåòðèè � îñü Oz è ñåìåéñòâî îñåé ñèììåòðèè,
ïàðàëëåëüíûõ îñÿì Ox è Oy;

� ëèíèþ öåíòðîâ ñèììåòðèè, ëåæàùèõ íà îñè Oz.

• ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð

x2

a2
− y2

b2
= 1, a, b > 0.

Ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð èìååò

� äâå ôèêñèðîâàííûå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè � ïëîñêîñòè Oxz è Oyz, è ñåìåé-
ñòâî ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îáðàçóþùèì;

� îäíó ôèêñèðîâàííóþ îñè ñèììåòðèè � îñü Oz è ñåìåéñòâî îñåé ñèììåòðèè,
ïàðàëëåëüíûõ îñÿì Ox è Oy;

� ëèíèþ öåíòðîâ ñèììåòðèè, ëåæàùèõ íà îñè Oz.

• ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð

y2

a2
= 2p z, a, p > 0.

Ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð èìååò

� îäíó ôèêñèðîâàííóþ ïëîñêîñòü ñèììåòðèè � ïëîñêîñòè Oxz, è ñåìåéñòâî
ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îáðàçóþùèì;

� ñåìåéñòâî îñåé ñèììåòðèè, ïàðàëëåëüíûõ îñè Ox;
� íè îäíîãî öåíòðà ñèììåòðèè.

Öèëèíäðû, ïîñòðîåííûå íàä ïàðàìè ïðÿìûõ îáðàçóþò ïàðû ïëîñêîñòåé è îá-
ðàçóþò êëàññ ðàñïàäàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé 2-ãî ïîðÿäêà.

• ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé

x2

a2
− y2

b2
= 0, a, b > 0;

• ïàðà ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé

x2

a2
+

y2

b2
= 0, a, b > 0;
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• ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé

y2

b2
= 1, b > 0;

• ïàðà ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòåé

y2

b2
= −1, b > 0.

• ïàðà ñëèâøèõñÿ ïëîñêîñòåé

y2

b2
= 0, b > 0.

Ñóùíîñòü êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû ñîñòîèò â òîì, ÷òî âûáîðîì ïîäõîäÿùåé
äåêàðòîâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò óðàâíåíèå ëþáîé ïîâåðõíîñòè 2-ãî
ïîðÿäêà ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê îäíîìó èç ïåðå÷èñëåííûõ 17 òèïîâ óðàâíåíèé 2-ãî ïî-
ðÿäêà. Òåì ñàìûì, ëþáàÿ ïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïåðå÷èñëåííûõ
17 ïîâåðõíîñòåé.

1.3.6 Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå íà ïîâåðõíîñòè îäíîïîëîñòíîãî
ãèïåðáîëîèäà.

Ïðè èçó÷åíèè ñå÷åíèé ïîâåðõíîñòåé 2-ãî ïîðÿäêà, ìîæíî áûëî çàìåòèòü, ÷òî â íåêî-
òîðûõ ñëó÷àÿõ, à èìåííî â ñëó÷àå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà è ãèïåðáîëè÷åñêîãî
ïàðàáîëîèäà, ñóùåñòâîâàëè ïëîñêîñòè, ïåðåñåêàþùèå ýòè ïîâåðõíîñòè ïî ïàðå ïåðåñå-
êàþùèõñÿ ïðÿìûõ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè äâå ïîâåðõíîñòè îáëàäàþò òåì çàìå÷àòåëü-
íûì ñâîéñòâîì, ÷òî îíè ìîãóò áûòü ñîñòàâëåíû èç äâóõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþùèõñÿ
ïðÿìûõ.

Ïðåäëîæåíèå 1.3.1 Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä íåñåò íà ñåáå äâà ñåìåéñòâà ïðÿ-
ìîëèíåéíûõ îáðàçóþùèõ, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

(a) ×åðåç ëþáóþ òî÷êó ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà;

(b) Ëþáûå äâå îáðàçóþùèå ðàçíûõ ñåìåéñòâ ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè;

(c) Ëþáûå äâå îáðàçóþùèå îäíîãî ñåìåéñòâà ñêðåùèâàþòñÿ;

(d) Ëþáûå òðè îáðàçóþùèå îäíîãî ñåìåéñòâà íå ïàðàëëåëüíû íèêàêîé ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà èìååò âèä:

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1.

Çàìåòèì, ÷òî íà ýòîé ïîâåðõíîñòè íå ìîæåò ëåæàòü ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ ïëîñêîñòè
(x, y), òàê êàê åå ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè z = h ñîñòàâëÿþò ñåìåéñòâî ýëëèïñîâ. Çíà-
÷èò, åñëè ïðÿìàÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè, òî îíà ïåðåñåêàåò ãîðëîâîé ýëëèïñ, à åå
íàïðàâëÿþùèé âåêòîð íå îðòîãîíàëåí îñè z.
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Åñëè òî÷êà (x0, y0, 0) ïðèíàäëåæèò ãîðëîâîìó ýëëèïñó, òî åå êîîðäèíàòû óäîâëå-
òâîðÿþò óðàâíåíèþ (x0

a

)2
+

(y0

b

)2
= 1,

÷òî ïîçâîëÿåò ïàðàìåòðèçîâàòü òî÷êè ãîðëîâîãî ýëëèïñà â âèäå
{

x0 = a cosα,

y0 = b sinα.
(1.1)

Ïóñòü ~v = {v1, v2, v3} íàïðàâëÿþùèé âåêòîð èñêîìîé ïðÿìîé. Òîãäà v3 6= 0. À òàê êàê
êîîðäèíàòû íàïðàâëÿþùåãî âåêòîðà ïðÿìîé îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî
êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, òî ìû ìîæåì ïîëîæèòü

v3 = c.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:




x = a cosα + v1t
y = b sinα + v2t
z = ct.

(1.2)

Ïîäñòàâèì (1.2) â óðàâíåíèå ãèïåðáîëîèäà è ïîòðåáóåì, ÷òîáû âñå òî÷êè ïðÿìîé óäî-
âëåòâîðÿëè óðàâíåíèþ ãèïåðáîëîèäà. Ïîëó÷èì:

(
cosα +

v1

a
t
)2

+
(
sinα +

v2

b
t
)2
− t2 ≡ 1,

2
(
cosα

v1

a
+ sin α

v2

b

)
t +

(
v2
1

a2
+

v2
2

b2
− 1

)
t2 ≡ 0.

Èç ðàâåíñòâà 0 êîýôôèöèåíòà ïðè t2 ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî ïîëîæèòü

v1 = a cosβ, v2 = b sinβ.

Òîãäà êîýôôèöèåíò ïðè t ïðèìåò âèä

cosα cosβ + sin α sinβ = cos(β − α) = 0.

Îòñþäà íåìåäëåííî íàõîäèì äâà ðåøåíèÿ

β − α =
π

2
, β − α =

3π

2
,

òî åñòü
β =

π

2
+ α, β =

3π

2
+ α.

Çíà÷èò, ëèáî cosβ = − sinα, sinβ = + cosα, ëèáî cosβ = sinα, sinβ = − cosα.
Ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåì äâà íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðà âèäà

{a sinα, −b cosα, ±c}.
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Ñðàâíèâàÿ ñ (1.1) ìîæåì çàïèñàòü

~v =
{

a

b
y0,− b

a
x0, ±c

}
.

Òàêèì îáðàçîì, íà ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ äâà ñåìåéñòâà ïðÿìûõ:

(1)





x = x0 +
a

b
y0 t

y = y0 − b

a
x0 t

z = ct

, (2)





x = x0 +
a

b
y0 t

y = y0 − b

a
x0 t

z = −ct

Ïîêàæåì, ÷òî ýòî èñêîìûå ñåìåéñòâà.
Äîêàçàòåëüñòâî (a). Ïóñòü (x1, y1, z1) òî÷êà íà îäíîïîëîñòíîì ãèïåðáîëîèäå, òî

åñòü
x2

1

a2
+

y2
1

b2
− z2

1

c2
= 1.

Ïîêàæåì, ÷òî îíà ïðèíàäëåæèò ïðÿìîé ñåìåéñòâà (1). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðîâå-
ðèòü, ÷òî ñèñòåìà 




x1 = x0 +
a

b
y0 t

y1 = y0 − b

a
x0 t

z1 = ct

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî (t, x0, y0), óäîâëåòâîðÿþùåå äîïîëíèòåëü-
íîìó óñëîâèþ (x0

a

)2
+

(y0

b

)2
= 1.

ßñíî, ÷òî t = z1
c , à äëÿ íàõîæäåíèÿ x0 è y0 ïîëó÷àåì ñèñòåìó





x0 +
a

b

z1

c
y0 = x1,

− b

a

z1

c
x0 + y0 = y1.

Åå îïðåäåëèòåëü
∆ = 1 +

z2
1

c2
> 0,

à çíà÷èò ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ðåøàÿ ñèñòåìó, íàõîäèì

x0 =
x1 − a

b

z1

c
y1

∆
= a

x1

a
− y1

b

z1

c
∆

, y0 =
y1 +

b

a

z1

c
x1

∆
= b

y1

a
+

x1

a

z1

c
∆

.

Ïðè ýòîì
(x0

a

)2
+

(y0

b

)2
=

1
∆2

[(x1

a
− y1

b

z1

c

)2
+

(y1

b
+

x1

a

z1

c

)2
]

=

1
∆2

[
x2

1

a2
+

y2
1

b2
+

z2
1

c2

(
x2

1

a2
+

y2
1

b2

)]
=

1
∆

(
x2

1

a2
+

y2
1

b2

)
=

1
∆

(
1 +

z2
1

c2

)
= 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî (b). Ðàññìîòðèì äâå ïðÿìûå ðàçíûõ ñåìåéñòâ:

l1 : ~r = ~r1 + ~τ1t, ~r1 = {x1, y1, 0}, τ1 =
{

a
b y1,− b

ax1, c
}

;

l2 : ~r = ~r2 + ~τ2θ, ~r2 = {x2, y2, 0}, ~τ2 =
{

a
b y2,− b

ax2, −c
}

.

Óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè äëÿ l1 è l2 èìååò âèä

(~r1 − ~r2, ~τ1, ~τ2) ≡ 0.

Ðàñïèøåì â êîîðäèíàòàõ.
∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x2 y1 − y2 0
a
b y1 − b

ax1 c

a
b y2 − b

ax2 −c

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x2 y1 − y2 0
a
b (y1 + y2) − b

a(x1 + x2) 0
a
b y2 − b

ax2 −c

∣∣∣∣∣∣∣
=

c

[
b

a
(x2

1 − x2
2) +

a

b
(y2

1 − y2
2)

]
= abc

[
x2

1 − x2
2

a2
+

y2
1 − y2

2

b2

]
=

abc

[
x2

1

a2
+

y2
1

b2
−

(
x2

2

a2
+

y2
2

b2

)]
≡ 0

Äîêàçàòåëüñòâî (c). Ðàññìîòðèì äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå îäíîãî ñåìåéñòâà:

l1 : ~r = ~r1 + ~τ1t, ~r1 = {x1, y1, 0}, τ1 =
{

a
b y1,− b

ax1, c
}

;

l2 : ~r = ~r2 + ~τ ′1θ, ~r2 = {x′1, y′1, 0}, ~τ ′1 =
{

a
b y′1,− b

ax′1, c
}

.

Óñëîâèå ñêðåùèâàíèÿ äâóõ ïðÿìûõ èìååò âèä

(~r1 − ~r2, ~τ1, ~τ ′1) 6= 0.

Òîãäà â êîîðäèíàòàõ
∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x′1 y1 − y′1 0
a
b y1 − b

ax1 c

a
b y′1 − b

ax′1 c

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

x1 − x′1 y1 − y′1 0
a
b (y1 − y′1) − b

a(x1 − x′1) 0
a
b y′1 − b

ax′1 c

∣∣∣∣∣∣∣
=

c

[
b

a
(x1 − x′1)

2 +
a

b
(y1 − y′1)

2

]
= abc

[
(x1 − x′1)

2

a2
+

(y1 − y′1)
2

b2

]
6= 0

òàê êàê x1 6= x′1 èëè y1 6= y′1.
Äîêàçàòåëüñòâî (d). Ðàññìîòðèì òðè ðàçëè÷íûå ïðÿìûå îäíîãî ñåìåéñòâà

lλ1 : ~r = ~r1 + ~τλ1t,
lλ2 : ~r = ~r2 + ~τλ2θ,
lλ3 : ~r = ~r3 + ~τλ3σ,

ãäå ~r1 =
{
x1, y1, 0

}
, ~r2 =

{
x′1, y

′
1, 0

}
, ~r3 =

{
x′′1, y

′′
1 , 0

}
. Ýòè ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû

íèêàêîé ïëîñêîñòè, åñëè íè â îäíîé òî÷êå âåêòîðû ~τλ1 , ~τλ2 , ~τλ3 íå êîìïëàíàðíû, òî
åñòü

(~τλ1 , ~τλ2 , ~τλ3) 6= 0.
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Ðàñïèøåì ýòî óñëîâèå â êîîðäèíàòàõ.
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−a

b
y1

b

a
x1 c

−a

b
y1
′ b

a
x1
′ c

−a

b
y1
′′ b

a
x1
′′ c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= c

∣∣∣∣∣∣

y1 x1 1
y1
′ x1

′ 1
y1
′′ x1

′′ 1

∣∣∣∣∣∣
= c

∣∣∣∣∣
y1 − y1

′′ x1 − x1
′′

y1
′ − y1

′′ x1
′ − x1

′′

∣∣∣∣∣ .

Ïîñëåäíèé îïðåäåëèòåëü ðàâåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ~r1 − ~r3 ‖ ~r2 − ~r3. Òî
åñòü òî÷êè ñ ðàäèóñ-âåêòîðàìè ~r1, ~r2, ~r3 ëåæèò íà îäíîé ïðÿìîé, à ýòî íåâîçìîæíî,
òàê êàê îíè ðàçëè÷íû è ëåæàò íà ãîðëîâîì ýëëèïñå.

1.3.7 Ïðÿìîëèíåéíûå îáðàçóþùèå íà ïîâåðõíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêî-
ãî ïàðàáîëîèäà.

Òåîðåìà 1.3.1 Íà ïîâåðõíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ëåæàò
äâà ñåìåéñòâà ïðÿìûõ. Ïðè ýòîì
(a) ×åðåç ëþáóþ òî÷êó ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïðîõîäèò ðîâíî îäíà ïðÿìàÿ

êàæäîãî ñåìåéñòâà;

(b) Ëþáûå äâå îáðàçóþùèå ðàçíûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþòñÿ;

(c) Ëþáûå äâå ïðÿìûå îäíîãî ñåìåéñòâà ñêðåùèâàþòñÿ;

(d) Ëþáûå òðè ïðÿìûå îäíîãî ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíû íåêîòîðîé ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà

x2

2p
− y2

2q
= z, p, q > 0

è äëÿ óäîáñòâà äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé ñäåëàåì çàìåíó 2p → a2 è 2q → b2. Òîãäà
óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå

x2

a2
− y2

b2
= z

è ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà íà ìíîæèòåëè
(x

a
− y

b

)(x

a
+

y

b

)
= z.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà èìååòñÿ 2 ñåìåé-
ñòâà ïðÿìûõ:

(λ)





λ
(x

a
− y

b

)
= z

x

a
+

y

b
= λ

(µ)





x

a
− y

b
= µ

µ
(x

a
+

y

b

)
= z

Êàæäîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðîâ λ è µ ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ïðÿìàÿ íà ïî-
âåðõíîñòè. È îáðàòíî, êàæäîé òî÷êå íà ãèïåðáîëè÷åñêîì ïàðàáîëîèäå ñîîòâåòñòâóåò
çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ

λ0 =
x0

a
+

y0

b
è µ0 =

x0

a
− y0

b
,
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÷òî è ñîñòàâëÿåò äîêàçàòåëüñòâî (a).
Äîêàçàòåëüñòâî îñòàâøèõñÿ ïóíêòîâ (b) � (d) ðàçîáüåì íà äâå ëåììû.

Ëåììà 1.3.1 Îáðàçóþùèå êàæäîãî èç ñåìåéñòâ ïðÿìûõ íà ïîâåðõíîñòè ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî ïàðàáîëîèäà ïåðåñåêàþò ïàðàáîëó z = −y2

b2
, ëåæàùóþ â ñå÷åíèè x = 0.

Êîîðäèíàòû ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ èìåþò âèä:

(λ)





x1 = 0
y1 = bλ
z1 = −λ2

(µ)





x2 = 0
y2 = −bµ
z2 = −µ2

Äîêàçàòåëüñòâî.
Äëÿ ïðÿìîé ñåìåéñòâà (λ) ïîëîæèì x = 0 è ðåøèì ñèñòåìó

(λ)





λ

b
y + z = 0,

1
b
y = λ.

Åå î÷åâèäíîå ðåøåíèå y1 = bλ; z1 = −λ2. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ñèñòåìû (µ) íàõîäèì

(µ)





−y

b
= µ,

µ
y

b
= z.

Åå ðåøåíèå y2 = −µb, z2 = −µ2.

Ëåììà 1.3.2 Íàïðàâëÿþùèå âåêòîðû ïðÿìûõ êàæäîãî èç ñåìåéñòâ
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

~τλ =
{

a,−b, 2λ },
~τµ =

{
a, b, 2µ

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî (λ). Âåêòîðû íîðìàëåé
ïëîñêîñòåé, çàäàþùèõ ýòè ïðÿìûå

~N1 =
{λ

a
,−λ

b
,−1

}

~N2 =
{1

a
,
1
b
, 0

}

Ïîýòîìó

~τλ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

λ

a
−λ

b
−1

1
a

1
b

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
{1

b
,−1

a
,
2λ

ab

} ∼ {
a,−b, 2λ }.
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Àíàëîãè÷íî,

~τµ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

1
a

−1
b

0

µ

a

µ

b
−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
{1

b
,
1
a
,
2µ

ab

} ∼ {
a, b, 2µ

}
.

Äîêàçàòåëüñòâî (b). Ðàññìîòðèì äâå ïðÿìûå ðàçíûõ ñåìåéñòâ:

lλ : ~r = ~r1 + ~τλt,
lµ : ~r = ~r2 + ~τµθ,

ãäå ~r1 =
{
0, bλ,−λ2

}
è ~r2 =

{
0,−bµ,−µ2

}
. Óñëîâèå êîìïëàíàðíîñòè ýòèõ ïðÿìûõ

èìååò âèä (~r2 − ~r1, ~τλ, ~τµ) = 0. Çàïèñûâàÿ ýòî â êîîðäèíàòíîé ôîðìå, íàõîäèì
∣∣∣∣∣∣

0 b(µ + λ) µ2 − λ2

a −b 2λ
a b 2µ

∣∣∣∣∣∣
= (µ + λ)

∣∣∣∣∣∣

0 b µ− λ
0 −2b −(µ− λ)
a b 2µ

∣∣∣∣∣∣
≡ 0.

Òàê êàê âåêòîðû ïðÿìûõ ~τλ è ~τµ î÷åâèäíî íå ïàðàëëåëüíû, òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî (b). Ðàññìîòðèì äâå ïðÿìûå îäíîãî ñåìåéñòâà:

lλ1 : ~r = ~r1 + ~τλ1t,
lλ2 : ~r = ~r2 + ~τλ2θ,

ãäå ~r1 =
{
0, bλ1,−λ2

1

}
è ~r2 =

{
0, bλ2,−λ2

2

}
.

Ýòè ïðÿìûå ñêðåùèâàþòñÿ, åñëè (~r2 − ~r1, ~τλ1 , ~τλ2) 6= 0. Â êîîðäèíàòíîé ôîðìå
íàõîäèì

∣∣∣∣∣∣

0 b(λ2 − λ1) −(λ2
2 − λ2

1)
a −b 2λ1

a −b 2λ2

∣∣∣∣∣∣
= (λ2 − λ1)

∣∣∣∣∣∣

0 b λ1 − λ2

0 0 2(λ1 − λ2)
a −b 2λ2

∣∣∣∣∣∣
=

= −2ab(λ1 − λ2)2 6= 0,

ïîñêîëüêó λ1 6= λ2.

Äîêàçàòåëüñòâî(c). Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âåêòîð

~N =
{
b, a, 0

}

îáëàäàåò òåì î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì, ÷òî
〈
~τλ, ~N

〉 ≡ 0 äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà λ,
à äëÿ âåêòîðà

~N =
{
b,−a, 0

}

èìååì
〈
~τµ, ~N

〉 ≡ 0 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ.
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1.4 Îáùèå ñâîéñòâà êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé 2-ãî ïîðÿäêà.
1.4.1 Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç ëèíåéíîé àëãåáðû
Íàïîìíèì íåêîòîðûå ôàêòû èç ëèíåéíîé àëãåáðû.

• Ìàòðèöà, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç ñòðîê äàííîé ìàòðèöû M íàçûâàåòñÿ
òðàíñïîíèðîâàííîé ìàòðèöåé (ïî îòíîøåíèþ ê M) è îáîçíà÷àåòñÿ M ′. Â ÷àñò-
íîñòè åñëè

M =




x1

...
xn


 ,

òî
M ′ = (x1, . . . , xn).

• Ìàòðèöà M íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè M ′ = M .

• Äëÿ äâóõ ïåðåìíîæàåìûõ ìàòðèö ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(M1 ·M2)′ = M ′
2 ·M ′

1.

• Ñ êàæäûì âåêòîðîì äàíîîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Ln ìîæíî ñâÿçàòü (1× n)
ìàòðèöó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ñòîëáåö, ïî ïðàâèëó:

~X = x1~e1 + · · ·+ xn~en →




x1

...
xn




• Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ~X è ~Y , çàäàííûõ îòíîñèòåëüíî îðòîíîð-
ìèðîâàííîãî áàçèñà, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

〈
~X, ~Y

〉
= X ′Y = Y ′X =

∑
XiY i,

ãäå X è Y âåêòîð-ñòîëáöû, ñîñòàâëåííûå èç êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâóþùèõ âåêòî-
ðîâ.

• Ñ êàæäîé (n × m) ìàòðèöåé A ìîæíî ñâÿçàòü ëèíåéíûé îïåðàòîð (ëèíåéíîå
îòîáðàæåíèå) A : Rm → Rn, äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

A( ~X) = ~AX

Îïðåäåëåíèå 1.4.1 Ïóñòü A � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × n. Âåêòîð-ñòîëáåö X
íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû A, åñëè X ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì
ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

AX = λX (X 6= 0).

×èñëî λ íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû A.
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×èñëî λ íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, à çàâèñèò îò ìàòðèöû A. Äåéñòâèòåëüíî,
ñèñòåìà AX = λX ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå

(A− λE)X = 0.

Ýòî îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, íåíóëåâîå ðåøåíèå ó íåå ñóùå-
ñòâóåò åñëè det(A − λE)X = 0. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî det(A − λE)X = 0 ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè n îòíîñèòåëüíî λ. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû A è îáîçíà÷àåòñÿ òàê χA(λ). Èòàê,

χA(λ) = det(A− λE).

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A � ýòî â òî÷íîñòè êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà. Âûïèøåì äëÿ ïðèìåðà χA(λ) ïðè n = 2:

χA(λ) = det
(

a11 − λ a12

a12 a22 − λ

)
= λ2 − (a11 + a22)λ + detA

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îñíîâíîé òåîðåìîé àëãåáðû, óðàâíåíèå χA(λ) = 0 èìååò ðîâíî n
êîðíåé, íî âîçìîæíî êîìïëåêñíûõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ñèñòåìà

(A− λE)X = 0

âîîáùå ãîâîðÿ èìååò êîìïëåêñíóþ ìàòðèöó, äàæå åñëè A � âåùåñòâåííà è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, êîìïëåêñíîå ðåøåíèå X. Íî åñëè A âåùåñòâåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ n× n ìàò-
ðèöà, òî ñèòóàöèÿ óïðîùàåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.1 Ïóñòü A � âåùåñòâåííàÿ, ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ðàç-
ìåðíîñòè n× n. Òîãäà âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A � âåùåñòâåííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü AX = λX, ãäå λ � íåîáÿçàòåëüíî âåùåñòâåííî X ñîîò-
âåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûé âåêòîð. Òîãäà,

AX = λX

. Âîçüìåì îò îáåèõ ÷àñòåé êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âåùå-
ñòâåííîñòü ìàòðèöû A:

AX̄ = λ̄X̄.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì äâà ðàâåíñòâà:
{

AX = λX, (äîìíîæèì ñëåâà íà X̄ ′)
AX̄ = λ̄X̄ (äîìíîæèì ñëåâà íà X ′).

Ïîëó÷àåì {
X̄ ′AX = λX̄ ′X;
X ′AX̄ = λ̄X ′X̄;

Òàê êàê ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà, òî äëÿ ëþáûõ X, Y èìååì X ′AY = Y ′AX, ïîýòîìó
ëåâûå ÷àñòè ðàâíû, à â ïðàâûõ ÷àñòÿõ èìååì:

X̄ ′X =
∑ |zi|2,

XX̄ ′ =
∑ |zi|2,
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ãäå zi � êîìïëåêñíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà X. Âû÷èòàÿ íàõîäèì, ÷òî

(λ− λ̄)
∑

|zi| = 0,

è òàê êàê X 6= 0, òî λ = λ̄.

Ïóñòü ~x, ~y âåêòîðû â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâó, è ïóñòü ~e1, . . . , ~en � íåêîòîðûé
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â íåì. Òîãäà

~x =
∑

xi~ei

~y =
∑

yi~ei

È, î÷åâèäíî, êàæäîìó âåêòîðó ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð-ñòîëáåö â ìàò-
ðè÷íîé èíòåðïðåòàöèè:

~x −→




x1

...
xn




Òîãäà, ñóììå âåêòîðîâ ~x + ~y ñîîòâåòñòâóåò ñóììà âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ

~x + ~y −→




x1

...
xn


 +




y1

...
yn


 .

Ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðà ~x íà ÷èñëî λ ñòîëáåö

λ~x −→ λ




x1

...
xn


 .

Ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ âåêòîðîâ
〈
~x, ~y

〉
ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íîå ïðîèçâåäåíèå X ′Y :

〈
~x, ~y

〉
=

n∑

i=1

xiyi −→ [x1, . . . , xn]




y1

...
yn


 = X ′Y.

Åñëè A � ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n × n, òî îòîáðàæåíèå X → AX åñòåñòâåííî
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå A â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ~x → A~x = ~y,
êîîðäèíàòû êîòîðîãî îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî áàçèñà âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

yi = i-é ýëåìåíò ñòîëáöà AX.

Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ñ â òîì ñìûñëå, ÷òî

A(λ~x + µ~y) = λA(~x) + µA(~y).

Âåðíî è îáðàòíîå, êàæäîìó ëèíåéíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ A : En → En ñòàâèòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèå n × n ìàòðèöà A, ñòîëáöû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæåíèÿ
âåêòîðîâ A~ek (k = 1, . . . , n) ïî áàçèñó ~e1, . . . , ~en:

A~ek =
n∑

i=1

ai
k ~ei = a1

k~e1 + · · ·+ an
k~en.
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Ñòîëáåö 


a1
k...

an
k




ñîñòàâëÿåò k-é ñòîëáåö ìàòðèöû A.
Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó n×n ìàòðèöàìè è ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè

â En ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Ïîñòðîåííàÿ ìàòðèöà A
íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ A.

Â ýòîé èíòåðïðåòàöèè ñîáñòâåííîìó âåêòîðó X ìàòðèöû A ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð
~x â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, äåéñòâèå ïðåîáðàçîâàíèÿ A íà êîòîðûé ñâîäèòñÿ ê
óìíîæåíèþ ýòîãî âåêòîðà íà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå λ:

A~x = λ~x.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìàÿ ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ~x è ïðîõîäÿùàÿ
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ A ïåðåõîäèò â ñåáÿ. Èíà÷å
ãîâîðÿ, îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïðè äåéñòâèè ïðåîáðàçîâàíèÿ A. Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, îáðàçóåò 1-ìåðíîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â
En, òî ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî òàêàÿ ïðÿìàÿ ñîñòàâëÿåò èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðåîáðàçîâàíèÿ A.

Ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ A, èëè áîëåå îáùå � åãî èíâàðèàíòíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà, îáëàäàþò âàæíûì ãåîìåòðè÷åñêèì ñâîéñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 1.4.2 Ïóñòü A �ìàòðèöà, ðàçìåðíîñòè n × n, òîãäà ñîáñòâåííûå
âåêòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ A, îòâå÷àþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì âçàèìíî îðòîãî-
íàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü λ2 6= λ2 è
{

AX1 = λ1X1,
AX2 = λ2X2.

Òîãäà, {
X2

′AX1 = λ1X2
′X1,

X1
′AX2 = λ2X1

′X2 ≡ λ2X2
′X1.

Âû÷èòàÿ, íàõîäèì,
(λ1 − λ2)X2

′X1 = 0

è òàê êàê λ1 6= λ2, òî X2
′X1 = 0, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâóåò ðàâåí-

ñòâó
〈
~x1, ~x2

〉
= 0, ãäå ~x1, ~x2 ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû ïðåîáðàçîâàíèÿ

A.

Ñëåäñòâèå 1.4.1 Ïóñòü A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ðàçìåðíîñòè n× n, âñå ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ðàçëè÷íû. Òîãäà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâó-
åò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ~q1, . . . , ~qn, ñîñòàâëåííûé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðå-
îáðàçîâàíèÿ A.



1.4. ÎÁÙÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÊÐÈÂÛÕ È ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ 2-ÃÎ ÏÎÐßÄÊÀ. 47

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû A ðàçëè÷íû,
òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ~x1, . . . , ~xn ïðåîáðàçîâàíèÿ A ïîïàðíî îðòîãîíàëüíû. Íîðìè-
ðóåì èõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì òðåáóåìûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ~q1, . . . , ~qn.

Çàìå÷àíèå. Òðåáîâàíèå ðàçëè÷íîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íåñóùåñòâåííî. Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî äàæå åñëè ñðåäè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë åñòü îäèíàêîâûå, òî âñå ðàâíî ìîæíî
âûáðàòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ, ñîñòîÿùèé èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ A.

1.4.2 Óïðîùåíèå óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà âûáîðîì ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò

Óðàâíåíèå îáùåé êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x + 2b2y + c = 0

è îáùåé ïîâåðõíîñòè 2-êî ïîðÿäêà

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz + 2b1x + 2b2y + 2b3z + c = 0

ìîãóò áûòü âûðàæåíû åäèíûì ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì, ïðèãîäíûì äëÿ ðàññìîòðåíèÿ
ïîâåðõíîñòåé 2-ãî ïîðÿäêà â n− ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì
â ðàññìîòðåíèå

• ñèììåòðè÷íóþ n× n ìàòðèöó A, ýëåìåíòû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç êîýôôèöèåí-
òîâ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

A =




a11 . . . a1n
... · · · ...

an1 . . . ann




• âåêòîð-ñòîëáåö êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

b =




b1
...

bn




• âåêòîð-ñòîëáåö ïåðåìåííûõ

X =




x1

...
xn


 .

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèå êðèâîé è ïîâåðõíîñòè 2-ãî
ïîðÿäêà çàïèøåòñÿ êàê

X ′AX + 2X ′b + c = 0.
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Íàïðèìåð, ïðè n = 2

X ′AX = (x1, x2)
(

a11 a12

a21 a22

)(
x1

x2

)
= (x1, x2)

(
a11x

1 + a12x
2

a21x
2 + a22x

2

)
=

= a11(x1)2 + 2a12x
1x2 + a22(x2)2.

X ′b = (x1, x2)
(

b1

b2

)
= b1x

1 + b2x
2.

Òàêèì îáðàçîì, çàìåíÿÿ x1 → x, x2 → y, íàõîäèì

X ′AX + 2X ′b + c = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x + 2b2y + c.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî, â äàëüíåéøåì áóäåì ãîâîðèòü î êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà êàê îá îäíî-
ìåðíîé "ïîâåðõíîñòè" .

Ìàòðè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè ïîçâîëÿåò ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ïîëó÷èòü ôîðìóëû ïðå-
îáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ïðè èçìåíåíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ëåììà 1.4.1 Ïóñòü
X ′AX + 2X ′b + c = 0

óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà. Ïóñòü X = X0 +QX̃ ðàâåíñòâî, çàäàþùåå ôîð-
ìóëó ïåðåõîäà îò äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò X ê äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-
íàò X̃. Òîãäà îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû êîîðäèíàò X̃ óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ïðèìåò
âèä

X̃ ′ÃX̃ + 2X̃ ′b̃ + c̃ = 0,

ãäå
Ã = Q′AQ, b̃ = Q′(AX0 + b), c̃ = X ′

0AX0 + 2X ′
0b + c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,

(QX̃ + X0)′A(QX̃ + X0) + 2(QX̃ + X0)′b + c =

(QX̃)′A(QX̃) + X ′
0AQX̃ + (QX̃)′AX0 + X ′

0AX0 + 2(QX̃)′b + 2X0b + c =

X̃ ′(Q′AQ)X̃ + X ′
0AQX̃ + X̃ ′Q′AX0 + 2X̃ ′Q′b + X ′

0AX0 + 2X0b + c.

Òàê êàê ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà è X ′Y ≡ Y ′X, òî X ′(AY ) = (AY )′X = Y ′A′X =
Y ′AX. Cëåäîâàòåëüíî

X ′
0AQX̃ = (QX̃)′AX0 = X̃ ′Q′AX0.

Ïðîäîëæèì âû÷èñëåíèå

X̃ ′(Q′AQ)X̃ + 2X̃ ′Q′AX0 + 2X̃ ′Q′b + X ′
0AX0 + 2X0b + c =

X̃ ′ (Q′AQ)︸ ︷︷ ︸
Ã

X̃ + 2X̃ ′Q′(AX0 + b)︸ ︷︷ ︸
b̃

+X ′
0AX0 + 2X0b + c︸ ︷︷ ︸

c̃

.
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîñëå îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü óïðîùåíî.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà Q ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëåíû èç êîîðäèíàò ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà ~e1, . . . , ~en ê îð-
òîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó ~q1, . . . , ~qn, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, âèäà

X = X0 + QX̃

ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì äåêàðòîâûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîîðäèíàò.

Ëåììà 1.4.2 Ïóñòü óðàâíåíèå X ′AX+2X ′b+c = 0 çàäàåò ïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà
â íåêîòîðîé ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1, . . . , xn). Ââåäåì â
ðàññìîòðåíèå

• ìàòðèöó Q = [q1, . . . , qn] ñòîëáöû êîòîðîé åñòü îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ èç
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû A;

• ñòîëáåö h = Q′b;

• âåêòîð-ñòîëáåö p ñ êîîðäèíàòàìè:

pi =





hi

λi
åñëè λi 6= 0;

0 åñëè λi = 0.

Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò X̃ = Q′X + p óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

X̃ ′EλX̃ + 2X̃ ′(−Eλp + h) + c− p′Eλp = 0,

ãäå Eλ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà âèäà

Eλ =




λ1 0
. . .

0 λn


 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò

X = QX̃ + X0

ñ ìàòðèöåé Q êàê â óñëîâèè. Âûïèøåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

X = Q′(X + X0) = Q′X + Q′X0

è îáîçíà÷èì
p = −Q′X0.
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Ãåîìåòðè÷åñêè, âåêòîð p � ýòî ðàäèóñ-âåêòîð ñòàðîãî íà÷àëà êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî
íîâîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû è ñîîòâåòñòâóåò ïàðàëëåëüíîìó ïåðåíîñó íà÷àëà êîîð-
äèíàò.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïî Ëåììå 1.4.1

Ã = Q′AQ, b̃ = Q′(AX0 + b), c̃ = X ′
0AX0 + 2X ′

0b + c.

Ïîêàæåì, ÷òî Ã = Eλ. Ýòî ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî Q′AQ = Eλ, à ýòî ðàâåíñòâî â
ñâîþ î÷åðåäü ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó AQ = QEλ.

Ñðàâíèì QEλ è AQ.

QEλ = [λ1q1, . . . , λnqn],

AQ = [Aq1, . . . , Aqn] = [λ1q1, . . . , λnqn].

Ñëåäîâàòåëüíî, Q′AQ = Eλ.
Ïîêàæåì, ÷òî b̃ = −Eλ p + h. Äëÿ ýòîãî, çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà p = −Q′X0

ñëåäóåò, ÷òî X0 = −Qp. Ïîýòîìó

b̃ = Q′AX0 + Q′b = −(Q′AQ) p + h = −Eλ p + h.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ñïåöèàëèçèðóÿ âåêòîð p òàê, êàê ïðèíÿòî â óñëîâèè,

c̃ = c− p′Eλ p = c−
∑

λi 6=0

λi pi
2.

Äåéñòâèòåëüíî,

c̃ = X ′
0AX0 + 2X ′

0b + c = p′Q′AQp− 2p′Q′b + c = p′Eλ p− 2p′h + c.

Çàìåòèì, òåïåðü, ÷òî

p′Eλp =
∑

λi 6=0

λi pi
2 =

∑

λi 6=0

λi
h2

i

λi
2 =

∑

λi 6=0

h2
i

λi

è
p′h =

∑

pi 6=0

pihi =
∑

λi 6=0

hi

λi
hi =

∑

λi 6=0

h2
i

λi
.

Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíî,
c̃ = c− p′Eλ p.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü îñíîâíóþ òåîðåìó ýòîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 1.4.1 Óðàâíåíèå ëþáîé ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà îðòîãîíàëüíûì ïðåîá-
ðàçîâàíèåì ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê îäíîé èç ïåðå÷èñëåííûõ
êàíîíè÷åñêèõ ôîðì. Òåì ñàìûì, âñÿêàÿ ïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
ïåðå÷èñëåííûõ êàíîíè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îñóùåñòâèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò èç Ëåììû 1.4.2 è ïðèâåäåì
íàøå óðàâíåíèå ê âèäó

X̃ ′EλX̃ + 2X̃ ′(−Eλp + h) + c− p′Eλp = 0. (∗)

Äàëåå âîçìîæíû 2 âàðèàíòà: ëèáî óðàâíåíèå ñîäåðæèò ëèíåéíóþ ÷àñòü, ëèáî îíà îò-
ñóòñòâóåò. Çàìåòèì, ÷òî îòñóòñòâèå ëèíåéíîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ îçíà÷àåò, ÷òî íà÷à-
ëî êîîðäèíàò ðàçìåùàåòñÿ â öåíòðå ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè
âàðèàíòû ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòÿì èìåþùèì öåíòð ñèììåòðèè (íå îáÿçàòåëüíî
åäèíñòâåííûé) èëè íå èìåþùèì òîêîâîãî.

(À) Óðàâíåíèå (*) íå ñîäåðæèò ëèíåéíîé ÷àñòè. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïîäñëó÷àè.

• λ1 6= 0, λ2 6= 0, λ3 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (*) â êîîðäèíàòíîé çàïèñè ïðèìåò âèä

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + λ3z̃
2 + c− λ1p1

2 − λ2p2
2 − λ3p3

2

︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0

Òàê êàê âåêòîð p îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, òî ïîâåðõíîñòü èìååò åäèíñòâåííûé
öåíòð ñèììåòðèè. Òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ öåíòðàëüíûìè.
Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ çíàêîâ, ïîëó÷àåì òàáëèöó:
λ1 λ2 λ3 c̃ Ïîâåðõíîñòü

+ + + + Ìíèìûé ýëëèïñîèä
+ + + 0 Ìíèìûé êîíóñ
+ + + − Ýëëèïñîèä
+ + − + Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä
+ + − 0 Êîíóñ
+ + − − Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååì øåñòü öåíòðàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé.

• λ1, λ2 6= 0, λ3 = 0, h3 = 0. Òîãäà óðàâíåíèå (*) â êîîðäèíàòíîé çàïèñè ïðèìåò
âèä

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + c− λ1p1
2 − λ2p2

2

︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ çíàêîâ, ïîëó÷àåì òàáëèöó:
λ1 λ2 c̃ Ïîâåðõíîñòü

+ + + Ìíèìûé ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð
+ + 0 Ïàðà ìíèìûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé
+ + − Ýëëèïòè÷åñêèé öèëèíäð
+ − ± Ãèïåðáîëè÷åñêèé öèëèíäð
+ − 0 Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïëîñêîñòåé

Ïîëó÷èëè 5 ïîâåðõíîñòåé, èìåþùèõ ïðÿìóþ öåíòðîâ ñèììåòðèè
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• λ1 6= 0, λ2 = λ3 = 0, h2 = h3 = 0. Òîãäà óðàâíåíèå (*) â êîîðäèíàòíîé çàïèñè
ïðèìåò âèä

λ1x̃
2 + c− λ1p1

2

︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0.

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ çíàêîâ, ïîëó÷àåì òàáëèöó:
λ1 c̃ Ïîâåðõíîñòü

+ + Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ìíèìûõ ïëîñêîñòåé
+ 0 Ïàðà ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé
+ − Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ïëîñêîñòåé

Ïîëó÷èëè 3 ïîâåðõíîñòè, èìåþùèå ïëîñêîñòü öåíòðîâ ñèììåòðèè.

(À) Óðàâíåíèå (*) ñîäåðæèò ëèíåéíóþ ÷àñòü. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå
ïîäñëó÷àè.

• λ1 6= 0, λ2 6= 0, λ3 = 0, b̃3 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (*) â êîîðäèíàòíîé çàïèñè
ïðèìåò âèä

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + 2h3z̃ + c− λ1p1
2 − λ2p2

2

︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0.

Îñóùåñòâèì äîïîëíèòåëüíûé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â
âèäå

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + 2h3(z̃ +
c̃

2h3
) = 0.

Âûïîëíèì ñëåäóþùèé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ïî z:




˜̃x = x̃;
˜̃y = ỹ;
˜̃z = z̃ +

c̃

2h3
.

Îòíîñèòåëüíî íîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò èìååì òàêîå óðàâíåíèå:

λ1
˜̃x
2
+ λ2

˜̃y
2
+ 2h3

˜̃z = 0.

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ çíàêîâ, ïîëó÷àåì
λ1 λ2 Ïîâåðõíîñòü

+ + Ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä
+ − Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

Íåòðóäíî âûïèñàòü "ñêâîçíîå"ïðåîáðàçîâàíèå, ïðèâîäÿùåå óðàâíåíèå ïîâåðõ-
íîñòè ê òàêîìó âèäó. Îíî èìååò âèä

˜̃X = Q′X + p + u,
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ãäå

u =




0

0

c− λ1p1
2 − λ2p2

2

2h3


 .

Çàìåòèì, ÷òî

p + u =




h1

λ1

h2

λ2

c− λ1p1
2 − λ2p2

2

2h3




.

• λ1 6= 0, λ2 = λ3 = 0, h2
2 + h3

2 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (*) â êîîðäèíàòíîé
çàïèñè ïðèìåò âèä

λ1x̃
2 + 2h2ỹ + 2h3z̃ + c− λ1p1

2

︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0.

Ñäåëàåì äîïîëíèòåëüíîå îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå:




˜̃x = x̃,

˜̃y =
1√

h2
2 + h3

2
(h2ỹ + h3z̃),

˜̃z =
1√

h2
2 + h3

2
(−h3ỹ + h2z̃).

Èëè â ìàòðè÷íîé çàïèñè
˜̃X = S ′X̃,

ãäå

S =




1 0 0

0
h2√

h2
2 + h3

2
− h3√

h2
2 + h3

2

0
h3√

h2
2 + h3

2

h2√
h2

2 + h3
2




.

Òîãäà "ñêâîçíîå "ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷èò âûðàæåíèå
˜̃X = S ′(Q′X + p) = (QS)′X + p

òàê êàê S ′p = p.
Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèâîäèò óðàâíåíèå ê òàêîìó âèäó:

λ1
˜̃x
2
+ 2

√
h2

2 + h3
2 ˜̃y + c− λ1p1

2 = 0.
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Ñäåëàåì ñëåäóþùèé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ:




x̂ = ˜̃x,

ŷ = ˜̃y +
c− λ1p1

2

√
h2

2 + h3
2

ẑ = ˜̃z.

Ïîëó÷àåì
λ1x̂

2 + 2
√

h2
2 + h3

2 ŷ = 0,

Ýòî ñíîâà ïàðàáîëè÷åñêèé öèëèíäð.
Îêîí÷àòåëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïðèâîäÿùåå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó
óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè çàïèøåòñÿ â âèäå

X̂ = (QS)′X + w,

ãäå âåêòîð ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà èìååò âèä

w =




h1

λ1

c− λ1p1
2

√
h2

2 + h3
2

0




Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì. Îíî ñîäåðæèò ÷åòêèé àëãî-
ðèòì äëÿ íàõîæäåíèÿ êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùåé êàíîíè÷åñêîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò. Èòàê, ñëåäóåò:

1. Íàéòè ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A;

2. Ñîñòàâèòü ìàòðèöó Q = [q1, . . . , qn], ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòîÿò èç ñîáñòâåííûõ
âåêòîðîâ ìàòðèöû A;

3. Íàéòè âåêòîð h = Q′b;

4. Ñôîðìèðîâàòü âåêòîð p;

5. Âûïîëíèòü ïðåîáðàçîâàíèå X̃ = Q′X + p, ïðèâîäÿùåå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ê
âèäó

X̃ ′EλX̃ + 2X̃ ′(−Eλp + h) + c− p′Eλp = 0,

êîòîðûé ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâêè áóäåò êàíîíè÷åñêèì äëÿ ïîâåðõíîñòåé, èìå-
þùèõ õîòÿ áû îäèí öåíòð ñèììåòðèè;

6. Åñëè ïîâåðõíîñòü íå èìååò öåíòðà ñèììåòðèè, òî âûïîëíèòü äîïîëíèòåëüíûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Äëÿ èëëþñòðàöèè, ðàññìîòðèì ïðèìåð.
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Ïðèìåð 1.4.1 Ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó è íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîá-
ðàçîâàíèå êîîðäèíàò äëÿ êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà

4x2 − 12xy + 9y2 − 2x + 3y − 2 = 0.

Ðåøåíèå. Ñôîðìèðóåì ìàòðè÷íûå êîìïîíåíòû óðàâíåíèÿ:

A =
(

4 −6
−6 9

,

)
b =

( −1
3/2

)
, c = −2.

Ñîñòàâèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χA(λ) = λ2 − 13λ è íàéäåì åãî êîðíè λ1 =
13, λ2 = 0. Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû A:

V1 =
(

2
−3

)
V2 =

(
3
2

)
.

Ïðîíîðìèðóåì èõ è ñîñòàâèì ìàòðèöó Q:

Q =
1√
13

(
2 3

−3 2

)
.

Íàéäåì h = Q′b:
h =

1√
13

( −13/2
0

)

Ñôîðìèðóåì âåêòîð p:

p =

(
− 1

2
√

13

0

)
.

Âûïèøåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå:

13x̃2 + (−2)− 13
(

1
2
√

13

)2

= 13x̃2 − 9/4 = 0 ∼ x̃ = ± 3
2
√

13
.

Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò 



x̃ =
2x− 3y − 1/2√

13
,

ỹ =
3x + 2y√

13
.

Ýòî ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, èìåþùèõ â ñòàðîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿ
2x− 3y + 1 = 0, 2x− 3y − 2 = 0.

1.5 Èíâàðèàíòû óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà.
Îïðåäåëåíèå 1.5.1 Ôóíêöèè îò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïî-
ðÿäêà, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íå èçìåíÿþòñÿ ïðè îðòîãîíàëüíîé çàìåíå êîîðäèíàò íà-
çûâàþòñÿ èíâàðèàíòàìè ýòîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé.
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Òåîðåìà 1.5.1 Ïóñòü X ′AX +2X ′b+c = 0 � óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè 2 - ãî ïîðÿäêà.
Òîãäà âñå êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A èíâàðèàíòíû
îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðåçóëüòàòå îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, ìàòðèöà êâàäðàòè÷-
íîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ïðàâèëó

Ã = Q′AQ,

ãäå Q � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò. Çàìåòèì, ÷òî èç îðòîãî-
íàëüíîñòè ìàòðèöû Q ñëåäóåò

Q′Q = QQ′ = E, | detQ| = 1.

Òîãäà,
χÃ(λ) = det(Q′AQ− λE) = det(Q′AQ− λQ′Q) = det[Q′(A− λE)Q] =

detQ′ det(A− λE) detQ = (detQ)2 det(A− λE) = χA(λ).

Òåïåðü äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî äâà ìíîãî÷ëåíà òîæäåñòâåííû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ðàâíû èõ êîýôôèöèåíòû.

Ñëåäñòâèå 1.5.1 Âñå ñèììåòðè÷åñêèå ôóíêöèè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A
èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè òåîðåìû Âèåòà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíî-
ãî÷ëåíà.

Âûïèøåì íàéäåííûå èíâàðèàíòû äëÿ êðèâîé (n = 2) è ïîâåðõíîñòè (n = 3) âòî-
ðîãî ïîðÿäêà.

→ • n = 2
χA(λ) = λ2 − (a11 + a22)λ + det A.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòàìè óðàâíåíèÿ êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ

I1 = λ1 + λ2 = a11 + a22
def
= ∆A,

I2 = λ1λ2 = a11a22 − a2
12 = det A

→ • n = 3

−χA(λ) = λ3 − (a11 + a22 + a33)λ2+

+
( ∣∣∣∣

a11 a13

a13 a33

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

a22 a23

a23 a33

∣∣∣∣
)

λ− detA

Ñëåäîâàòåëüíî, èíâàðèàíòàìè óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿþòñÿ




I1 = λ1 + λ1 + λ1 = a11 + a22 + a33 = ∆A,

I2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 =
∣∣∣∣

a11 a13

a13 a33

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

a11 a12

a12 a22

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣

a22 a23

a23 a33

∣∣∣∣ ,

I3 = λ1λ2λ3 =

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a12 a22 a23

a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣
= detA.
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Èìååòñÿ åùå îäèí ÷àñòî èñïîëüçóåìûé èíâàðèàíò, òà íàçûâàåìûé áîëüøîé îïðå-
äåëèòåëü èëè îïðåäåëèòåëü ðàñøèðåííîé ìàòðèöû óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïî-
ðÿäêà.

Òåîðåìà 1.5.2 Äëÿ óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà

X ′AX + 2X ′b + c = 0

ðàññìîòðèì ìàòðèöó
B =

[
A b
b′ c

]
.

Òîãäà JB = det B ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî.Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáüåì íà äâà îòäåëüíûõ ðàññìîòðåíèÿ, äëÿ ñëó-
÷àÿ îðòîãîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ áåç ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà è íà ñëó÷àé ÷èñòîãî
ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà.

(a) Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå X = QX̃. Òîãäà, êàê ìû çíàåì,

Ã = Q′AQ, b̃ = Q′b, c̃ = c

Ñîñòàâèì ìàòðèöó B̃ è çàìåòèì, ÷òî

B̃ =
[

Q′AQ Q′b
(Q′b)′ c

]
=

[
Q′ 0
0 1

] [
A b
b′ c

] [
Q 0
0 1

]
,

ãäå 0 îçíà÷àåò íóëåâóþ ñòðîêó (ñòîëáåö). Òàê êàê

Q̃ =
[

Q 0
0 1

]

ñ î÷åâèäíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé, òî | det Q̃| = 1 è ìû ïîëó÷àåì

det B̃ = det B.

(b)Ðàññìîòðèì ÷èñòûé ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ

X = X̃ + X0.

Òîãäà, êàê èçâåñòíî,

Ã = A, b̃ = AX0 + b, c̃ = X0
′AX0 + 2X0b + c.

Ñëåäîâàòåëüíî,
B̃ =

[
A AX0 + b

X0
′A + b′ X0

′AX0 + 2X0
′b + c

]
.

Çàìåòèì, ÷òî X0
′A åñòü ñòðîêà ðàâíàÿ ñóììå ñòðîê ìàòðèöû A, óìíîæåííûõ ñîîòâåò-

ñòâåííî íà x0
1, . . . , x0

n. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå ìàòðèöû 2× 2:

(x0, y0)
(

a11 a12

a12 a22

)
= (x0a11 + y0a12, x0a12 + y0a22) =

= x0(a11, a12) + y0(a12, a22).
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Ñëåäîâàòåëüíî, âçÿòèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïåðâûõ n ñòðîê ñ êîýôôèöèåíòàìè

x0
1, . . . , x0

n

ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ ñëåâà íà X ′
0 ïîäìàòðèöû

[
A AX0 + b

]

â ìàòðèöå B̃, ñîñòàâëåííîé èç åå ïåðâûõ n ñòðîê. Ðåçóëüòàòîì ýòîé îïåðàöèè ÿâëÿåòñÿ
ñòðîêà

X ′
0

[
A AX0 + b

]
=

[
X ′

0A X ′
0AX0 + X ′

0b
]
.

Âû÷òåì åå èç ïîñëåäíåé ñòðîêè (íàïîìíèì, ÷òî X ′
0b ≡ b ′X0). Ïðè ýòîì îïðåäåëèòåëü

ìàòðèöû B̃ íå èçìåíèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

B̃ ∼
[

A AX0 + b
b′ X0

′b + c

]
.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî AX0 åñòü ñòîëáåö, ðàâíûé ñóììå ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, óìíî-
æåííûõ ñîîòâåòñòâåííî íà x0

1, . . . , x0
n. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ñíîâà íà ïðèìåðå ìàò-

ðèöû 2× 2:
(

a11 a12

a12 a22

)(
x0

y0

)
=

(
a11x0 + a12y0

a12x0 + a22y0

)
= x0

(
a11

a12

)
+ y0

(
a12

a22

)

Ñëåäîâàòåëüíî, âçÿòèå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïåðâûõ n ñòîëáöîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè
x0

1, . . . , x0
n ýêâèâàëåíòíî óìíîæåíèþ ñïðàâà íà X0 ïîäìàòðèöû

[
A
b ′

]

â ìàòðèöå ∼ B̃, ñîñòàâëåííîé èç åå ïåðâûõ n ñòîëáöîâ. Ðåçóëüòàòîì ýòîé îïåðàöèè
ÿâëÿåòñÿ ñòîëáåö [

A
b ′

]
X0 =

[
AX0

b ′X0

]
.

Âû÷òåì åãî èç ïîñëåäíåãî ñòîëáöà (è ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì X ′
0b ≡ b ′X0).

Ïðè ýòîì îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû B̃ íå èçìåíèòñÿ. Òàêèì îáðàçîì,

B̃ ∼
[

A b
b′ c

]
= B.

Ñëåäîâàòåëüíî, JB = detB ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì.

1.5.1 Ïðèìåíåíèå èíâàðèàíòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êðèâîé 2-ãî ïîðÿä-
êà.

Ñðàâíèâàÿ èíâàðèàíòû ñ ïóíêòàìè äîêàçàòåëüñòâà êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû ëåã-
êî çàìåòèòü, ÷òî êðèâàÿ 2-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà I2 6= 0 è íåöåíòðàëüíîé, åñëè I2 = 0.
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Ïðåäëîæåíèå 1.5.1 Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå öåíòðàëüíîé êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå

λ1x
2 + λ2y

2 +
JB

I2
= 0.

Ïðè ýòîì

• åñëè I2 > 0, òî

� ïðè JB · I1 > 0 êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ìíèìûì ýëëèïñîì;
� ïðè JB = 0 êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíèìûõ ïðÿìûõ;
� ïðè JB · I1 < 0 êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì.

• åñëè I2 < 0, òî

� ïðè JB 6= 0 êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé;
� ïðè JB = 0 êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

det A 6= 0 ∼ λ1λ2 6= 0.

Îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì åå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

λ1x
2 + λ2y

2 + c = 0.

Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà

B =




λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 c


 .

Îòñþäà JB = λ1λ2c = I2c, à çíà÷èò c =
JB

I2
è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé ïðèìåò

âèä
λ1x

2 + λ2y
2 +

JB

I2
= 0.

• I2 > 0. Èç óñëîâèÿ I2 > 0 ñëåäóåò, ÷òî λ1 è λ2 îäíîãî çíàêà. Íî òîãäà òî çíàê
λ1è λ2 îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì I1 = λ1 + λ2. Ïîýòîìó, åñëè

� JB · I1 > 0 òî çíàê ñâîáîäíîãî ÷ëåíà â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè ñîâïàäàåò
ñî çíàêîì êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, â çíà÷èò êðèâàÿ
ÿâëÿåòñÿ ìíèìûì ýëëèïñîì;

� JB · I1 < 0, òî çíàê ñâîáîäíîãî ÷ëåíà â êàíîíè÷åñêîì óðàâíåíèè ïðîòè-
âîïîëîæåí çíàêó êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, â çíà÷èò
êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ýëëèïñîì.

� JB = 0, òî èç îäèíàêîâîñòè çíàêîâ λ1 è λ2 ñëåäóåò, ÷òî íàøà êðèâàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ ïàðîé ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíèìûõ ïðÿìûõ.

• I2 < 0. Èç óñëîâèÿ I2 < 0 ñëåäóåò, ÷òî λ1 è λ2 ðàçíûõ çíàêîâ. Ïîýòîìó, åñëè
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� JB 6= 0, òî íàøå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ãèïåðáîëó;
� JB = 0, òî êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ïàðîé ïåðåñåêàþùèõñÿ äåéñòâèòåëüíûõ ïðÿ-

ìûõ.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.2 Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïàðàáîëû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

λ2y
2 + 2

√
−JB

I1
x = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïàðàáîëà ÿâëÿåòñÿ íåöåíòðàëüíîé êðèâîé, ñëåäîâàòåëüíî îäíî
èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ñêàæåì, λ1 = 0. Íà îïðåäåëåííîì ýòàïå ïðèâåäåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ êðèâîé ê êàíîíè÷åñêîìó âèä ìû ïîëó÷èì

λ2y
2 + 2h1x = 0, (h1 6= 0).

Âûïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó:

B =




0 0 h1

0 λ2 0
h1 0 0


 .

Òîãäà JB = −λ2h1
2 = −I1 h1

2, îòêóäà íàõîäèì h1 =
√
−JB

I1
.

Ïàðàáîëà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé íåðàñïàäàþùåéñÿ íåöåíòðàëüíîé êðèâîé 2-ãî ïî-
ðÿäêà. Âñå îñòàëüíûå íåöåíòðàëüíûå êðèâûå ðàñïàäàþòñÿ â ïàðû ïðÿìûõ. Äëÿ òàêèõ
êðèâûõ íà ýòàïå ïðèâåäåíèÿ ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó ìû èìåëè

λ2y
2 + c = 0.

Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà

B =




0 0 0
0 λ2 0
0 0 c




èìååò î÷åâèäíî íóëåâîé îïðåäåëèòåëü, òî åñòü JB = 0. Ñðàâíèâàÿ ñ ðàññìîòðåíèåì
öåíòðàëüíûõ êðèâûõ, çàêëþ÷àåì:
Ïðåäëîæåíèå 1.5.3 Êðèâàÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ðàñïàäàþùåéñÿ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà JB = 0.

Ðåçóëüòàòû ðàññìîòðåíèé ìîæíî îðãàíèçîâàòü â òàáëèöó.

Êðèâàÿ
I2 > 0 I1 · JB > 0 Ìíèìûé ýëëèïñ
I2 > 0 I1 · JB < 0 Äåéñòâèòåëüíûé ýëëèïñ
I2 > 0 JB = 0 Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíèìûõ ïðÿìûõ
I2 < 0 JB 6= 0 Ãèïåðáîëà
I2 < 0 JB = 0 Ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ
I2 = 0 JB 6= 0, I1 6= 0 Ïàðàáîëà
I2 = 0 JB = 0, I1 6= 0 Ïàðà ïàðàëëåëüíûõ (ñëèâøèõñÿ) ïðÿìûõ
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1.5.2 Ïðèìåíåíèå èíâàðèàíòîâ äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòè 2-ãî
ïîðÿäêà.

Äëÿ ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà íàáîð èíâàðèàíòîâ ñîñòîèò èç

I1 = λ1 + λ2 + λ3,
I2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3,
I3 = λ1λ2λ3,
JB = detB.

Ñðàâíèâàÿ èíâàðèàíòû ñ ïóíêòàìè äîêàçàòåëüñòâà êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû ëåã-
êî çàìåòèòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà I3 6= 0 è íåöåíòðàëüíîé, åñëè I3 = 0. Äëÿ ïîâåðõíîñòåé ìû íå ñìîæåì
ïîëó÷èòü òàêîãî ïîäðîáíîãî îïèñàíèÿ èõ ÷åðåç èíâàðèàíòû, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ
êðèâûõ. Íî òåì íå ìåíåå ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü ïîâåðõíîñòè, õîòÿ
è áîëåå ãðóáî1.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.4 Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå öåíòðàëüíîé ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿä-
êà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 +

JB

I3
= 0.

Ïðè ýòîì

• åñëè JB 6= 0, òî ïîâåðõíîñòü ïðèíàäëåæèò êëàññó ýëëèïñîèäîâ èëè ãèïåðáîëî-
èäîâ;

• åñëè JB = 0, òî ïîâåðõíîñòü ïðèíàäëåæèò êëàññó êîíóñîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
detA 6= 0 ∼ λ1λ2λ3 6= 0. Îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì åå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó

λ1x
2 + λ2y

2 + λ3z
2 + c = 0.

Ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà

B =




λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 c


 .

Îòñþäà JB = λ1λ2λ3c = I3c, à çíà÷èò c =
JB

I3
è êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé

ïðèìåò âèä
λ1x

2 + λ2y
2 + λ3z

2 +
JB

I3
= 0.

1Âîçìîæíî äàòü è áîëåå òîíêîå îïèñàíèå ïîâåðõíîñòåé ÷åðåç èíâàðèàíòû, íî ýòî ïîòðåáóåò
íåîïðàâäàííî äîëãîãî àíàëèçà (ñì. Ã.Êîðí è Ò.Êîðí, Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå äëÿ èíæåíåðîâ
ì íàó÷íûõ ðàáîòíèêîâ, 1973).
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Åñëè JB 6= 0, òî â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèé çíàêîâ λi è çíàêà JB
I3

ïîëó÷èì ïî-
âåðõíîñòü èç êëàññà ýëëèïñîèäîâ èëè ãèïåðáîëîèäîâ. Åñëè æå JB = 0, òî ïîëó÷èì
ïîâåðõíîñòü èç êëàññà êîíóñîâ.

Íåöåíòðàëüíûå ïîâåðõíîñòè (I3 = 0) ìîãóò áûòü 2-õ òèïîâ: ñ îäíèì èëè ñ äâóìÿ
íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Ïåðâûé òèï õàðàêòåðèçóåòñÿ èíâàðèàíòîì I2 6=
0, à âòîðîé � ñî÷åòàíèåì èíâàðèàíòîâ I2 = 0, I1 6= 0.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.5 Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå íåöåíòðàëüíîé ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïî-
ðÿäêà ñ èíâàðèàíòîì I2 6= 0 ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

λ1x
2 + λ2y

2 + 2
√
−JB

I2
z = 0.

Ïðè ýòîì

• åñëè JB 6= 0, òî ýòî ïîâåðõíîñòü èç êëàññà ïàðàáîëîèäîâ;

• åñëè JB = 0, òî ýòî ïîâåðõíîñòü èç êëàññà öèëèíäðîâ íàä öåíòðàëüíîé êðèâîé
2-ãî ïîðÿäêà;

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ñ îäíèì íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèåì â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäèòñÿ ê ïðîìåæóòî÷íîé ôîðìå âèäà

λ1x
2 + λ2y

2 + 2h3z + c = 0.

Âûïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó:

B =




λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 0 h3

0 0 h3 c


 .

Òîãäà JB = −λ1λ2h3
2 = −I2 h3

2.
Åñëè JB 6= 0, òî íàõîäèì h3 =

√
−JB

I2
6= 0, à çíà÷èò íàøà ïîâåðõíîñòü èç êëàññà

ïàðàáîëîèäîâ.
Åñëè æå JB = 0, òî çíà÷èò h3 = 0 è íàøà ïîâåðõíîñòü ïðèíàäëåæèò êëàññó öè-

ëèíäðîâ íàä öåíòðàëüíîé êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà, òàê êàê λ1λ2 6= 0.

Ïðåäëîæåíèå 1.5.6 Äëÿ íåöåíòðàëüíîé ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà ñ èíâàðèàíòà-
ìè I2 = 0, I1 6= 0, èíâàðèàíò JB = 0 è ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì íàä íåöåí-
òðàëüíîé êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ñ äâóìÿ íóëåâûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíè-
ÿìè â ïðîöåññå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäèòñÿ ê ïðîìåæóòî÷íîé ôîðìå âèäà

λ1x
2 + 2h2y + 2h3z + c = 0.



1.6. ÂÇÀÈÌÍÎÅ ÐÀÑÏÎËÎÆÅÍÈÅ ÏÐßÌÎÉ È ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ 63

Âûïèøåì ðàñøèðåííóþ ìàòðèöó:

B =




λ1 0 0 0
0 0 0 h2

0 0 0 h3

0 h2 h3 c


 .

Òîãäà JB = 0 è ó íàñ íåò âîçìîæíîñòè óòî÷íèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ h1, h2 è c ÷åðåç
èíâàðèàíòû. Êàê èçâåñòíî èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû êëàññèôèêàöèè, â ýòîì ñëó÷àå
íàøà ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïàðàáîëè÷åñêèì öèëèíäðîì, ëèáî ïàðàìè ïàðàëëåëü-
íûõ èëè ñëèâøèõñÿ ïëîñêîñòåé. Òî åñòü, öèëèíäðîì íàä íåöåíòðàëüíîé êðèâîé 2-ãî
ïîðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 1.5.2 Ïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè îíà
íå ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì èëè öèëèíäðîì 2-ãî ïîðÿäêà.

Àíàëèçèðóÿ ðàññìîòðåíèÿ äàííîãî ðàçäåëà, çàêëþ÷àåì:

Ïðåäëîæåíèå 1.5.7 Ïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà JB 6= 0 è âûðîæäàåòñÿ â öèëèíäð èëè êîíóñ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà JB = 0.

1.6 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïîâåðõíîñòè 2-ãî
ïîðÿäêà.

1.6.1 Êëàññèôèêàöèÿ íàïðàâëåíèé.
Ïóñòü Φ : X ′AX + 2X ′b + c = 0 � ïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà è l : ~r = ~r0 + t~v. Äëÿ
äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé íàì áóäåò óäîáíî ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé òàê æå â
ìàòðè÷íîé ôîðìå. Óñòàíîâèì ñîîòâåòñòâèÿ:

~r =
{
x, y, z

} 7→ X =




x
y
z


 , ~r0 =

{
x0, y0, z0

} 7→ X0




x0

y0

z0


 ,

~v =
{
vx, vy, vz

} 7→ V =




vx

vy

vz


 .

Òîãäà â ìàòðè÷íîé ôîðìå óðàâíåíèå ïðÿìîé ïðèìåò âèä l : X = X0 +V t � ïðÿìàÿ,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó X0 â íàïðàâëåíèè âåêòîðà V .

Îáîçíà÷èì, òàê æå, ÷åðåç Φ(X) ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè, òî åñòü ïî-
ëîæèì

Φ(X) = X ′AX + 2X ′b + c.

Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ l ìîæåò èìåòü ñ ïîâåðõíîñòüþ Φ íå áîëåå äâóõ
îáùèõ òî÷åê. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèì êîîðäèíàòû òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìîé â
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óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè:
(X0 + V t)′A(X0 + V t) + 2(X0 + tV )′b + c =

X0
′AX0 + 2X0

′AV t + (V ′AV )t2 + 2X0b + 2V ′bt + c =

(V ′AV )t2 + 2V ′(AX0 + b)t + Φ(X0)

(1)

Ïîëó÷èëè óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà t, ïðè êîòîðûõ
ïðÿìàÿ èìååò îáùèå òî÷êè ñ ïîâåðõíîñòüþ. ßñíî, ÷òî èõ íå áîëåå 2-õ.

Ïóñòü X0 ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïðîñòðàíñòâà. Áóäåì ìåíÿòü íà-
ïðàâëåíèå ïðÿìîé l è îòìå÷àòü âñåâîçìîæíûå ñëó÷àè åå âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ñ
ïîâåðõíîñòüþ 2-ãî ïîðÿäêà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (1), ïîëó÷àåì 3 òèïà íà-
ïðàâëåíèé, îïðåäåëÿåìûõ ìàòðèöåé A.

• Íàïðàâëåíèå V íàçûâàåòñÿ îñîáûì, åñëè AV = 0.
Çàìåòèì, ÷òî îñîáîå íàïðàâëåíèå � ýòî â òî÷íîñòè íàïðàâëåíèå ñîáñòâåííîãî
âåêòîðà ìàòðèöû A, îòâå÷àþùåãî ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ = 0. Åñëè V �
îñîáîå íàïðàâëåíèå, òî äëÿ ïðÿìîé l óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä:

2V ′b t + Φ(x0) = 0

Äëÿ ïðÿìîé îñîáîãî íàïðàâëåíèÿ î÷åâèäíî âîçìîæíû 3 âàðèàíòà.

� Åñëè V ′b 6= 0, òî ïðÿìàÿ èìååò ñ ïîâåðõíîñòüþ åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó.
� Åñëè V ′b = 0,Φ(X0) 6= 0, òî ïðÿìàÿ è ïîâåðõíîñòü íå èìååò îáùèõ òî÷åê.
� Åñëè V ′b = 0,Φ(X0) = 0, òî ïðÿìàÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè.

• Íàïðàâëåíèå V íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì, åñëè
{

AV 6= 0
V ′AV = 0

Äëÿ ïðÿìîé àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ òàê æå âîçìîæíû 3 âàðèàíòà.

� Åñëè V ′(Ax0+b) 6= 0, òî ïðÿìàÿ èìååò ñ ïîâåðõíîñòüþ åäèíñòâåííóþ îáùóþ
òî÷êó.

� Åñëè V ′(Ax0 + b) = 0, Φ(X0) 6= 0 òî ïðÿìàÿ è ïîâåðõíîñòü íå èìåþò îáùèõ
òî÷åê.

� Åñëè V ′(Ax0 + b) = 0, Φ(X0) = 0, òî ïðÿìàÿ ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè.

• Íàïðàâëåíèå V íàçûâàåòñÿ õîðäàëüíûì, åñëè V ′AV 6= 0.
Äëÿ ïðÿìîé õîðäàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ óðàâíåíèå (1) ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì è,
ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíû 3 âàðèàíòà.

� Êîðíè âåùåñòâåííû è ðàçëè÷íû. Òîãäà ïðÿìàÿ èìååò ñ ïîâåðõíîñòüþ äâå
ðàçëè÷íûå îáùèå òî÷êè.

� Êîðíè âåùåñòâåííû è ñîâïàäàþò. Òîãäà ïðÿìàÿ èìååò ñ ïîâåðõíîñòüþ îäíó,
íî "äâîéíóþ îáùóþ òî÷êó. Òàêèå íàïðàâëåíèÿ íàçûâàþòñÿ êàñàòåëüíûìè,
à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðÿìàÿ � êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà.

� Êîðíè ðàçëè÷íû, íî êîìïëåêñíû. Ïðÿìûå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ íå èìåþò äåé-
ñòâèòåëüíûõ îáùèõ òî÷åê ñ ïîâåðõíîñòüþ.
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1.6.2 Äèàìåòðû (äèàìåòðàëüíûå ïëîñêîñòè ) ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïî-
ðÿäêà.

Îïðåäåëåíèå 1.6.1 Ïóñòü V � õîðäàëüíîå íàïðàâëåíèå. Äèàìåòðîì, îòâå÷àþùèì
íàïðàâëåíèþ V , íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ñåðåäèí õîðä, ïàðàëëåëü-
íûõ íàïðàâëåíèþ V .

Ïðåäëîæåíèå 1.6.1 Ïóñòü D(V ) � äèàìåòð, îòâå÷àþùèé íàïðàâëåíèþ V äëÿ ïî-
âåðõíîñòè X ′AX + 2X ′b + c. Òîãäà åãî óðàâíåíèå èìååò âèä:

X ′AV + V ′b = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì õîðäàëüíîå íàïðàâëåíèå V . Òîãäà óðàâíåíèå X =
X0 + V t çàäàåò ñåìåéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ
ïîëîæåíèåì íà÷àëüíîé òî÷êè X0. Ïðè÷åì íà êàæäîé òàêîé ïðÿìîé ýòà íà÷àëüíàÿ
òî÷êà ìîæåò áûòü âûáðàíà ïðîèçâîëüíî. Ïóñòü P è Q � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ
ïîâåðõíîñòüþ Φ. Íà êàæäîé ïðÿìîé õîðäàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ïîìåñòèì íà÷àëüíóþ
òî÷êó â ñåðåäèíó îòðåçêà PQ.

Ïóñòü òî÷êå Q ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå ïàðàìåòðà tP , à òî÷êå P � çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà tQ. Òàê êàê X0 � ñåðåäèíà îòðåçêà PQ, òî tP = −tQ. Òî åñòü tP + tQ = 0. Íî tP
è tQ �êîðíè óðàâíåíèÿ (1).Ñëåäîâàòåëüíî, ïî åñëè X0 �ñåðåäèíà õîðäû , òî èç òåî-
ðåìå Âèåòà ñëåäóåò V ′AX0 + V ′b = 0. Çíà÷èò ñåðåäèíû âñåõ õîðä ëåæèò â ïëîñêîñòè
X ′AV + V ′b = 0.

Âåðíî è îáðàòíîå. Åñëè íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïðÿìîé ëåæèò â ïëîñêîñòè X ′AV +V ′b =
0, òî óðàâíåíèå (1) íå ñîäåðæèò ëèíåéíîé ÷àñòè, à çíà÷èò êîðíè óðàâíåíèÿ ( åñëè
ñóùåñòâóþò) ðàâíû è ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó.

Çàìå÷àíèÿ.
1. Åñëè ïðÿìàÿ õîðäàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ïîâåðõíîñòüþ, òî

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) êîìïëåêñíû è êîìïëåêñíî ñîïðÿæåíû. Íî òîãäà tP + tQ � âå-
ùåñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ñìûñë ãîâîðèòü î âåùåñòâåííîé ñåðåäèíå ìíèìîé
õîðäû ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå äèàìåòðà åñòåñòâåííî ïðèíè-
ìàòü íå ÷àñòü ïëîñêîñòè X ′AV + V ′b = 0, îòâå÷àþùóþ âåùåñòâåííûì õîðäàì, à âñþ
ïëîñêîñòü.

2. Ïðÿìûå àñèìïòîòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ íå îáðàçóþò õîðä ñ ïîâåðõíîñòüþ 2-ãî
ïîðÿäêà, íî äëÿ íèõ òåì íå ìåíåå èìååò ñìûñë ïëîñêîñòü X ′AV +V ′b = 0, êîòîðàÿ ïðè-
íèìàåòñÿ â êà÷åñòâå äèàìåòðà, îòâå÷àþùåãî àñèìïòîòè÷åñêîìó íàïðàâëåíèþ. Òàêèì
îáðàçîì, òîëüêî äëÿ ïðÿìûõ îñîáîãî íàïðàâëåíèÿ ïîíÿòèå äèàìåòðà íå îïðåäåëåíî.

3. Äëÿ êðèâûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñîïðÿæåííûõ äèàìåòðîâ. À èìåííî, äèàìåòð
D′(V ) íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê äèìåòðó D(V ), åñëè D′(V ) îòâå÷àåò õîðäàì, ïà-
ðàëëåëüíûì äèàìåòðó D(V ).

Îïðåäåëåíèå 1.6.2 Ãëàâíûì äèàìåòðîì D(V ) ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà íàçûâà-
åòñÿ äèàìåòð , ïåðïåíäèêóëÿðíûé ñâîèì õîðäàì.

Èç îïðåäåëåíèÿ äèàìåòðà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé ãëàâíûé äèàìåòð ÿâëÿåòñÿ ãèïåð-
ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà.
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Ïðåäëîæåíèå 1.6.2 Äèàìåòð D(V ) : X ′AV + V ′b = 0 � ãëàâíûé äëÿ ïîâåðõíîñòè

X ′AX + 2X ′b + c

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AV = λV (λ 6= 0), òî åñòü V � ñîáñòâåííûé âåêòîð
ìàòðèöû A, îòâå÷àþùèé íåíóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Åñëè D(V ) � äèàìåòð, òî åãî âåêòîð íîðìàëè N = A V , à D(V )⊥V òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà N‖V , òî åñòü, êîãäà AV = λV .

Ñëåäñòâèå 1.6.1 Óðàâíåíèå ãëàâíîãî äèàìåòðà èìååò âèä:

X ′V +
b′V
λ

= 0

Ïðèìåð 1.6.1 Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ãëàâíûõ äèàìåòðîâ êðèâîé

5x2 + 4xy + 8y2 − 32x− 56y + 80.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû äàííîãî óðàâíåíèÿ:

A =
[

5 2
2 8

]
, b =

[ −16
−28

]
, c = 80.

Âûïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå è íàéäåì åãî êîðíè:

χA(λ) = λ2 + 13λ + 36, λ1 = 4, λ2 = 9.

Íàéäåì ñîáñòâåííûå âåêòîðû:
V1 = {2,−1},
V2 = {1, 2}

Íàéäåì, äàëåå

V ′
1b = (2,−1)

( −16
−28

)
= 32 + 28 = 60.

Îòñþäà,
D1 : 2x− y +

60
4

= 0 ∼ 2x− y + 15.

Àíàëîãè÷íî,
D2 : x + 2y − 8 = 0.

1.6.3 Ïëîñêîñòè ñèììåòðèè îáùåé ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà.
Êàê îòìå÷àëîñü, ãëàâíûå äèàìåòðû ÿâëÿþòñÿ ïëîñêîñòÿìè ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè
2-ãî ïîðÿäêà. Îäíàêî íèìè íå èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè.
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Ïðåäëîæåíèå 1.6.3 Ïóñòü X ′AX + 2X ′b + c � ïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà, íå ÿâëÿ-
þùàÿñÿ ïàðîé ñîâïàäàþùèõ ïëîñêîñòåé. Ïëîñêîñòü

Π : X ′V + D = 0

ñ âåêòîðîì íîðìàëè V è ñâîáîäíûì ÷ëåíîì D ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè
ïîâåðõíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà V ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàò-
ðèöû A:

AV = λV.

Ïðè÷åì,

• åñëè λ 6= 0, òî ïëîñêîñòü ñèììåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî è ñîâïàäàåò ñ
ãëàâíûì äèàìåòðîì;

• åñëè λ = 0, òî

� åñëè V ′b 6= 0, òî íå ñóùåñòâóþò ïëîñêîñòè ñèììåòðèè, c âåêòîðîì íîð-
ìàëè V ;

� åñëè V ′b = 0, òî ëþáàÿ ïëîñêîñòü ñ âåêòîðîì V ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ
ñèììåòðèè.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü π èñêîìàÿ ïëîñêîñòü ñèììåòðèè, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì V ′X+D = 0. Ââåäåì

â ðàññìîòðåíèå åäèíè÷íûé âåêòîð ν = V/|V | è çàïèøåì óðàâíåíèå èñêîìîé ïëîñêîñòè
â íîðìàëüíîé ôîðìå

ν ′X + d,

ãäå d = D/|V |.
Ïóñòü òî÷êà X0 ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè, òî åñòü X0

′AX0 + 2X0
′b + c = 0. Ïóñòü

X1 � òî÷êà ñèììåòðè÷íàÿ X0 îòíîñèòåëüíî π. Òîãäà

X1 = X0 − 2hν,

ãäå h = X0
′ν+d � îòêëîíåíèå òî÷êè X0 îò ïëîñêîñòè π. Åñëè π ïëîñêîñòü ñèììåòðèè,

òî äëÿ ëþáîé òî÷êè X0 íà ïîâåðõíîñòè, òî÷êà X1 òàê æå äîëæíà ïðèíàäëåæàòü ïî-
âåðõíîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè X0 íà ïîâåðõíîñòè, X1

′AX1+2X1
′b+c ≡ 0.

Ðàñïèøåì:
(X0 − 2hν )′A(X0 − 2hν ) + 2(X0 − 2hν )′b + c =

X0
′AX0 − 4hν ′AX0 + 4h2ν ′Aν + 2X0

′b− 4hν ′b + c =

4h2ν ′Aν − 4h(ν ′AX0 + ν ′b) + X0
′AX0 + 2X0

′b + c︸ ︷︷ ︸
=0

=

4h(ν ′Aν h− (ν ′b + ν ′AX0)) ≡ 0

Òàê êàê ïîâåðõíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ äâàæäû ïîêðûòîé ïëîñêîñòüþ, òî h 6≡ 0, à çíà÷èò

ν ′Aν h− (ν ′b + ν ′AX0) = 0.

Ïîëîæèì λ = ν ′Aν ïîäñòàâèì h = X0
′ν + d. Òîãäà èìååì

λ(ν ′X0 + d)− (ν ′AX0 + ν ′b) = 0
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èëè
X0

′(Aν − λν ) + ν ′b− λν = 0.

Òàê êàê ïîâåðõíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ, òî ñëåäîâàòåëüíî,
{

Aν = λν
ν ′b = λd

Åñëè λ 6= 0, òî d =
ν ′b
λ

, è ýòî ãëàâíûé äèàìåòð.
Ïóñòü λ = 0. Òîãäà åñëè ν ′b = 0, òî ëþáàÿ ïëîñêîñòü ñ âåêòîðîì ν ÿâëÿåòñÿ ïëîñ-

êîñòüþ ñèììåòðèè, à åñëè ν ′b 6= 0, òî íå ñóùåñòâóåò ïëîñêîñòè ñèììåòðèè ñ âåêòîðîì
íîðìàëè ν.

1.6.4 Öåíòð ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè
Ïðåäëîæåíèå 1.6.4 Òî÷êà X0 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè ïîâåðõíîñòè X ′AX+
2X ′b + c = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

AX0 + b = 0.

Êîëè÷åñòâî öåíòðîâ ñèììåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ðåøå-
íèé ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì åùå ðàç óðàâíåíèå (1):

(V ′AV )t2 + 2(X0
′AV + V ′b)t + Φ(X0) = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè X0
′AV + V ′b = 0 äëÿ ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ V , òî X0 � öåíòð ñèì-

ìåòðèè ïîâåðõíîñòè, è îáðàòíî. Ñëåäîâàòåëüíî X0 � öåíòð ñèììåòðèè òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà V ′(AX0+b) = 0 äëÿ ëþáîãî V . Çíà÷èò òî÷êà X0 � öåíòð ñèììåòðèè òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

AX0 + b = 0.

Êîëè÷åñòâî öåíòðîâ ñèììåòðèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé
ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

1.6.5 Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü îáùåé ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà.
Ïðåäëîæåíèå 1.6.5 Ïóñòü òî÷êà X0 ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè

X ′AX + 2X ′b + c = 0

è íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì åå ñèììåòðèè. Òîãäà â òî÷êå X0 ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà
êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü, óðàâíåíèå êîòîðîé ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

X ′AX0 + (X + X0)′ + c = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X0 ïðèíàäëåæèò ïîâåðõíîñòè è íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèì-
ìåòðèè, òî åñòü Φ(X0) = 0, AX0 + b 6= 0. Òîãäà óðàâíåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä:

t
[
V ′AV t + 2V ′(AX0 + b)

]
= 0.

Îäíîìó êîðíþ t = 0 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà X0. Ýòîò êîðåíü áóäåò äâîéíîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

V ′(AX0 + b) = 0.

Òî åñòü ìíîæåñòâî êàñàòåëüíûõ íàïðàâëåíèé çàïîëíÿþò ïëîñêîñòü ñ âåêòîðîì íîðìà-
ëè AX0+b. Òàê êàê X0 íå ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè, òî ýòà ïëîñêîñòü åäèíñòâåííà
è íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ïîâåðõíîñòè. Åå óðàâíåíèå èìååò âèä:

(X −X0)′(AX0 + b) = 0.

Óïðîñòèì åãî:

(X −X0)′(AX0 + b) = X ′AX0 + X ′b− ( X ′
0AX0 + X ′

0b︸ ︷︷ ︸
=−X′

0b−c

) =

X ′AX0 + (X + X0)′ + c = 0.

1.6.6 Ïðÿìûå íà îáùåé ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà.
Ñäåëàåì ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå â àíàëèçå óðàâíåíèÿ (1) è ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå ïðè-
íàäëåæíîñòè ïðÿìîé ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà, çàäàííîé îáùèì óðàâíåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 1.6.6 Ïðÿìàÿ l : X0 + V t ëåæèò íà ïîâåðõíîñòè

X ′AX + 2X ′b + c = 0

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1. X ′
0AX0 + 2X ′

0b + c = 0;

2. V ′(AX0 + b) = 0;

3. V ′AV = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî âûïèñàííûå óñëîâèÿ îáðàùàþò â íóëü
óðàâíåíèå (1) òîæäåñòâåííî ïî t. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ àñèìïòîòè÷åñêèõ íà-
ïðàâëåíèé çàïîëíÿåò êîíóñ V ′AV = 0.

1.7 Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå è àôôèííàÿ êëàññèôèêà-
öèÿ ïîâåðõíîñòåé 2-ãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 1.7.1 Ïóñòü A = (A,L) àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðåîáðàçîâàíèå F :
An → An òî÷å÷íîãî ïðîñòðàíñòâà A â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ àôôèííûì, åñëè îíî ñîõðà-
íÿåò ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè â àññîöèèðîâàííîì ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå è íå äîáàâëÿåò íîâûõ.
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Ôîðìàëüíî, îïðåäåëåíèå àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü
A1, . . . , Am êàêîé-ëèáî íàáîð òî÷åê â An. Êàæäàÿ ïàðà èç íèõ, ñêàæåì A1A2 îïðåäå-
ëÿåò ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð −−−→A1A2 â Ln. Ðàçáèåíèå ðàññìàòðèâàåìîå ìíîæåñòâî íà
ïàðû çàäàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ â Ln. Îáîçíà÷èì èõ

−−−→
A1A2,

−−−→
A3A4, . . . ,

−−−−−−→
Am−1Am.

Ïîëîæèì A′i = F (Ai). Ïðåîáðàçîâàíèå F áóäåò àôôèííûì, åñëè èç

λ
−−−→
A1A2 + µ

−−−→
A3A4 + · · ·+ h

−−−−−−→
Am−1Am = ~0

ñëåäóåò
λ
−−−→
A′1A

′
2 + µ

−−−→
A′3A

′
4 + · · ·+ h

−−−−−−→
A′m−1A

′
m = ~0

è íàîáîðîò. Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû λ, µ, . . . , h â ýòèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèÿõ
îäíè è òå æå.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò
ïðÿìóþ â ïðÿìóþ, ïëîñêîñòü â ïëîñêîñòü.

1.7.1 Àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Àíàëèòè÷åñêîå çàäàíèå àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñõîäíî ñ çàäàíèåì äâèæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1.7.1 Åñëè F : An → An � àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, òî îòíîñè-
òåëüíî ôèêñèðîâàííîé àôôèííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðåîáðàçîâàíèå F çàäàåòñÿ ëè-
íåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

X̃ = QX + X0, detQ 6= 0,

ãäå X̃ = F (X) êîîðäèíàòû îáðàçà ïðîèçâîëüíîé òî÷êè X, à X0 = F (0) êîîðäèíàòû
îáðàçà íà÷àëà êîîðäèíàò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (O,~e1, . . . , ~en) íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ àôôèííàÿ ñèñòåìà
êîîðäèíàò â An. Èç ñîõðàíåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè/íåçàâèñèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî
àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò áàçèñ An â áàçèñ An. Ïîëîæèì ~fi = F (~ei), Õ =
F (O). Òîãäà (Õ, ~f1, . . . , ~fn) îïðåäåëèò íîâóþ àôôèííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â An.

Ïóñòü X = X1~e1 + · · · + Xn~en ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè An â ñèñòåìå
êîîðäèíàò (O,~e1, . . . , ~en). Èç ñîõðàíåíèÿ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî

F (X) = X1F (~e1) + · · ·+ XnF (~en) = X1 ~f1 + · · ·+ Xn ~fn.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃ êîîðäèíàòû òî÷êè F (X), à ÷åðåç X0 êîîðäèíàòû òî÷êè Õ â ñè-
ñòåìå êîîðäèíàò (O,~e1, . . . , ~en). Òîãäà

eX̃ = eX0 + fX = eX0 + eQX = e
(
X0 + QX

)
,

ãäå Q íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïðåîáðàçîâàíèÿ áàçèñîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, X̃ = X0 +
QX.
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Ñëåäñòâèå 1.7.1 Ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè êðèâàÿ ïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà
ïåðåõîäèò â ïîâåðõíîñòü 2-ãî ïîðÿäêà.

Ïðèìåðû àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

1. Ëþáîå äâèæåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ óñëîâèåì | detQ| = 1 è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ àô-
ôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì.

2. Ãîìîòåòèÿ
Q = kE, X0 = 0, k 6= 0,

ãäå k � êîýôôèöèåíò ãîìîòåòèè.

3. Ðàñòÿæåíèå/ñæàòèå:

Q =




k1 0 0
0 k2 0
0 0 k3


 , ki 6= 0.

Äâå ôèãóðû Φ1 è Φ2 íàçûâàþòñÿ àôôèííî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò àô-
ôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå F , òàêîå ÷òî F (Φ1) = Φ2.

Ïðåäëîæåíèå 1.7.2 Âñå òðåóãîëüíèêè íà ïëîñêîñòè àôôèííî ýêâèâàëåíòíû.

Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì áîëåå îáùåãî óòâåðæäåíèÿ:

Ïðåäëîæåíèå 1.7.3 Ïóñòü M1,M2,M3�òðè òî÷êè ïëîñêîñòè, íå ëåæàùèå íà îä-
íîé ïðÿìîé, P1, P2, P3 � äðóãèå òðè òî÷êè ïëîñêîñòè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé.
Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåâûðîæäåííîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå F , ïåðå-
âîäÿùèå òî÷êè M1 → P1, M2 → P2, M3 → P3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì íà ïëîñêîñòè àôôèííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò íà÷àëî êîòî-
ðîé ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé M1, à áàçèñíûå âåêòîðû

~e1 =
−−−−→
M1M2, ~e2 =

−−−−→
M1M3.

Â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òî÷êè M1,M2,M3 ïîëó÷àò êîîðäèíàòû

M1(0, 0),M2(1, 0),M3(0, 1)

è ïóñòü òî÷êè P1, P2, P3 ïîëó÷àò êîîðäèíàòû

P1(x1, y1), P2(x2, y2), P3(x3, y3).

Çàïèøåì îáùåå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå X̃ = QX + X0 â êîîðäèíàòíîé ôîðìå
{

q11x + q12y + x0 = x̃
q21x + q22y + y0 = ỹ

è ïîòðåáóåì, ÷òîáû òî÷êè (0, 0) → P1, (1, 0) → P2, (0, 1) → P3.
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Óñëîâèå (0, 0) → P1 îïðåäåëèò âåêòîð ïàðàëëåëüíîãî ïåðíîñàX0, à èìåííî,

x0 = x1, y0 = y1.

Óñëîâèå (1, 0) → P2 ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâàì
{

q11 + x1 = x2

q21 + y1 = y2

è îïðåäåëÿåò ïàðàìåòðû (q11, q21), à èìåííî

q11 = x2 − x1 q21 = y2 − y1.

Óñëîâèå (0, 1) → P3 ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâàì
{

q12 + x1 = x3

q22 + y1 = y3

è îïðåäåëÿåò ïàðàìåòðû (q12, q22), à èìåííî

q12 = x3 − x1 q22 = y3 − y1.

Ìàòðèöà

Q =

(
x2 − x1 x3 − x1

y2 − y1 y3 − y1

)

íåâûðîæäåíà, òàê êàê âåêòîðû −−−→
P3P1 è −−−→P2P1 íå êîëëèíåàðíû.

Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé àôôèííîãî ïðîñòðàíñòâà
ðàçìåðíîñòè n.

Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå F : An → An îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè íàáîðà
èç (n + 1) àôôèííî-íåçàâèñèìûõ òî÷åê.

1.7.2 Îñíîâíîé èíâàðèàíò àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1.7.2 Ïóñòü l1 è l2 äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå. Çàôèêñèðóåì A1, A2 ∈
l1 è A3, A4 ∈ l1. Îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ

∣∣A1A2

∣∣
∣∣A3A4

∣∣
íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ òî÷åê.

Ïðåäëîæåíèå 1.7.4 Ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè ïðîñòîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ
òî÷åê ñîõðàíÿåòñÿ è íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì èíâàðèàíòîì àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äàíû äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå

l1 : X = X1 + t V,
l2 : X = X2 + θ V
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ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì V .
Íà ïðÿìîé l1 îòìåòèì äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè A1(t1), A2(t2), à íà ïðÿìîé l2 òî÷êè

A3(θ3), A4(θ4). Òîãäà ïîä äåéñòâèåì àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

F : X̃ = X0 + QX

ïðÿìàÿ l1 ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ l̃1, à l2 â l̃2 ñ óðàâíåíèÿìè

F (l1) = l̃1 : X̃ = X0 + QX1 + t(QV ),
F (l2) = l̃2 : X̃ = X0 + QX2 + X0 + θ(QV ),

Òî÷êè A1, A2, A3, A4 ïåðåõîäÿò â òî÷êè B1, B2, B3, B4 ñ êîîðäèíàòàìè ñîîòâåòñòâåííî:

A1 : X1 + t1 V, B1 : X0 + QX1 + t1 (QV ),

A2 : X1 + t2 V, B2 : X0 + QX1 + t2 (QV ),

A3 : X2 + θ3 V, B3 : X0 + QX2 + θ3 (QV ),

A4 : X2 + θ4 V, B4 : X0 + QX2 + θ4 (QV ),

Òîãäà
|A1A2| = |V | |t2 − t1|, |B1B2| = |QV | |t2 − t1|,
|A3A4| = |V | |θ4 − θ3|, |B3B4| = |QV | |θ4 − θ3|.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèÿ

|A1A2|
|A3A4| =

|t2 − t1|
|θ4 − θ3| =

|B1B2|
|B3B4|

íå çàâèñÿò îò àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, à îïðåäåëÿþòñÿ âûáîðîì òî÷åê íà ïàðàë-
ëåëüíûõ ïðÿìûõ.

1.7.3 Ñòðóêòóðà àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Ïðåäëîæåíèå 1.7.5 Ëþáîå àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé äâè-
æåíèÿ è ñæàòèÿ/ðàñòÿæåíèÿ âäîëü âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé n = 2. Ïðîèçâîëüíàÿ îêðóæíîñòü ïîä
äåéñòâèåì àôôèííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ F ïåðåéäåò â çàìêíóòóþ êðèâóþ 2-ãî ïîðÿäêà,
òàê êàê àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ñðåäè êðèâûõ 2-ãî ïîðÿäêà
çàìêíóòîé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ýëëèïñ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàçîì îêðóæíîñòè áóäåò ýë-
ëèïñ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç d̃1 è d̃2 åãî ãëàâíûå äèàìåòðû. Äèàìåòð d̃1 äåëèò ïîïîëàì
õîðäû, ïàðàëëåëüíûå äèàìåòðó d̃2. Òàê êàê ïðè àôôèííîì ïðåîáðàçîâàíèè ïàðàë-
ëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåõîäÿò â ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, òî ñåìåéñòâî õîðä, ïàðàëëåëü-
íûõ äèàìåòðó d̃2 ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ñåìåéñòâà ïàðàëëåëüíûõ õîðä îêðóæíîñòè. À òàê
êàê àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò îòíîøåíèÿ îòðåçêîâ, òî äèàìåòð d̃1 ÿâëÿåòñÿ
îáðàçîì äèàìåòðà d1 îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç ñåðåäèíû ñåìåéñòâà ïàðàëëåëü-
íûõ õîðä îêðóæíîñòè. Ïî òåì æå ïðè÷èíàì, äèàìåòð d̃2 ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì äèàìåòðà
îêðóæíîñòè d2, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç ñåðåäèíû ñåìåéñòâà õîðä îêðóæíîñòè, ïàðàëëåëü-
íûõ äèàìåòðó d1. Î÷åâèäíî, ÷òî äèàìåòðû d1 è d2 � äâà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ
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äèàìåòðà îêðóæíîñòè. Òîãäà ïðÿìûå d1 è d2 ìîæíî ñîâìåñòèòü ñ ïðÿìûìè d̃1 è d̃2 äâè-
æåíèåì. Ïðè ýòîì öåíòð îêðóæíîñòè è ýëëèïñà ñîâïàäóò. ×òîáû ïîëó÷èòü èç äàííîé
îêðóæíîñòè äàííûé ýëëèïñ äîñòàòî÷íî òåïåðü ñîâåðøèòü ñæàòèå/ðàñòÿæåíèå âäîëü
äèàìåòðîâ d̃1 è d̃2.

Ïðè n > 2 ðàññìîòðåíèÿ àíàëîãè÷íû. Ñôåðà ïåðåõîäèò â ýëëèïñîèä. Äèàìåòðàëü-
íûå ïëîñêîñòè ýëëèïñîèäà ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè äèàìåòðàëüíûõ ïëîñêîñòåé ñôåðû, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíûõ ñîîòâåòñòâóþùèì ñåìåéñòâàì ïàðàëëåëüíûõ õîðä. Òàê êàê ãëàâíûå
äèàìåòðû ýëëèïñîèäà âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû (íîðìàëè ê íèì � ñîáñòâåííûå âåê-
òîðû ìàòðèöû êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè, è îíè ìîãóò âñåãäà áûòü
âûáðàíû îðòîíîðìèðîâàííûìè), ñîîòâåòñòâóþùèå äèàìåòðû ñôåðû òàê æå âçàèìíî
îðòîãîíàëüíû. Ýòè äèàìåòðû ñôåðû è ãëàâíûå äèàìåòðû ýëëèïñîèäà ìîæíî ñîâìå-
ñòèòü äâèæåíèåì. Ýëëèïñîèä ïîëó÷àåòñÿ èç ñôåðû ñæàòèåì/ðàñòÿæåíèåì âäîëü íîð-
ìàëåé ê ãëàâíûì äèàìåòðàì.

1.7.4 Àôôèííàÿ êëàññèôèêàöèÿ êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé 2-ãî ïîðÿä-
êà

Ïðåäëîæåíèå 1.7.6 Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì óðàâíåíèå ëþáîé êðèâîé 2-ãî ïî-
ðÿäêà ïðèâîäèòñÿ ê îäíîé èç ñëåäóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ ôîðì

• x2 + y2 = 1 � àôôèííàÿ îêðóæíîñòü;

• x2 + y2 = −1 � ìíèìàÿ àôôèííàÿ îêðóæíîñòü;

• x2 − y2 = 1 � àôôèííàÿ ãèïåðáîëà;

• x2 = y � àôôèííàÿ ïàðàáîëà;

• x2 − y2 = 0 � ïàðà àôôèííûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ;

• x2 + y2 = 0 � ïàðà àôôèííûõ ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ;

• y2 = 1 � ïàðà àôôèííûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ;

• y2 = −1 � ïàðà àôôèííûõ ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ;

• y2 = 0 � ïàðà àôôèííûõ ñëèâøèõñÿ ïðÿìûõ;

Äîêàçàòåëüñòâî. Îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ïðèâåäåì óðàâíåíèå êðèâîé ê
îäíîìó èç êàíîíè÷åñêèõ åâêëèäîâûõ ôîðì. Âûïîëíèì òåïåðü ðàñòÿæåíèå/ñæàòèå
âäîëü êàíîíè÷åñêèõ îñåé êîîðäèíàò. Êîìïîçèöèÿ äâóõ òàêèõ àôôèííûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ïðèâîäèò óðàâíåíèå êðèâîé ê îäíîé èç ïåðå÷èñëåííûõ ôîðì.

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì
ïðèâîäèòñÿ ê îäíîìó èç 17 òèïîâ óðàâíåíèé, âûïèñûâàíèå êîòîðûõ ïðåäîñòàâèì ÷è-
òàòåëþ.
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1.8 Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü è åå ìîäåëè.
Åñëè âíèìàòåëüíî ïåðå÷èòàòü àêñèîìû ïëàíèìåòðèè (èëè ñòåðåîìåòðèè) òî ìîæíî
îáíàðóæèòü, ÷òî â ýòèõ àêñèîìàõ óïîìèíàþòñÿ ëèøü îòíîøåíèÿ, â êîòîðûõ ñîñòîÿò
ýëåìåíòû, ïîä÷èíÿþùèåñÿ ýòèì àêñèîìàì, íî íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î ñàìèõ ýëåìåíòàõ.
Êîíå÷íî æå, ýòè àêñèîìû îñíîâàíû íà ñâîéñòâàõ ðåàëüíûõ îáúåêòîâ íà ïëîñêîñòè èëè
â ïðîñòðàíñòâå è íàøå âîîáðàæåíèå æèâî ïîäñòàâëÿåò ïîä àêñèîìû ýòè ðåàëüíûå,
"ôèçè÷åñêèå"ïðÿìûå è ïëîñêîñòè. Îäíàêî, åñëè íåêîòîðîå äðóãîå ìíîæåñòâî ýëåìåí-
òîâ ïîä÷èíÿåòñÿ òàêèì æå àêñèîìàì, òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè íà
òàêîì ìíîæåñòâå ñòðîèòñÿ ãåîìåòðèÿ íè÷åì íå õóæå ãåîìåòðèè îáû÷íûõ ïðÿìûõ è
ïëîñêîñòåé. Èíà÷å ãîâîðÿ, â êà÷åñòâå íîñèòåëÿ ãåîìåòðèè ìîæåò âûñòóïàòü òî÷å÷-
íîå ìíîæåñòâî ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû. Â ýòîì ðàçäåëå ìû â îïðåäåëåííîì ñìûñëå
ðåàëèçóåì ãåîìåòðèþ íàä íåîáû÷íûì òî÷å÷íûì ìíîæåñòâîì.

1.8.1 Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü è ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.
Çàôèêñèðóåì â ïðîñòðàíñòâå òî÷êó è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷å-
ðåç ýòó òî÷êó. Òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ñâÿçêîé ïðÿìûõ. Ñîñòàâèì íîâîå òî÷å÷íîå
ìíîæåñòâî, íàçâàâ "òî÷êîé"ïðÿìóþ èç ñâÿçêè. Íàçîâåì "ïðÿìîé"íà ýòîì ìíîæåñòâå
ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåíòð ñâÿçêè.

Îïðåäåëåíèå 1.8.1 Ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ RP 2 íàçûâàåòñÿ ñâÿçêà ïðÿìûõ â åâ-
êëèäîâîì (èëè àôôèííîì) ïðîñòðàíñòâå. Êàæäàÿ ïðÿìàÿ ñâÿçêè íàçûâàåòñÿ òî÷-
êîé, à ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð ñâÿçêè � ïðÿìîé íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêî-
ñòè.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ÷åðåç ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðî-
õîäèò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ. Åñòü òî÷êè, ïðèíàäëåæàùèå äàííîé ïðÿìîé è òî÷êè,
åé íå ïðèíàäëåæàùèå. Ëþáûå äâå ïðÿìûå íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ
â åäèíñòâåííîé òî÷êå, îäíàêî â îòëè÷èå îò åâêëèäîâîé èëè àôôèííîé ãåîìåòðèè, íà
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íåò ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Ïåðåñåêàþòñÿ äåéñòâèòåëüíî ëþ-
áûå äâå ïðÿìûå. Ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íàçîâåì âåëè÷èíó óãëà ìåæäó
îðèåíòèðîâàííûìè ïðÿìûìè â ñâÿçêå, ïðåäñòàâëÿþùèìè ýòè òî÷êè. Íåðàâåíñòâî òðå-
óãîëüíèêà äëÿ òàêîé ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ (ìåòðèêè) ãàðàíòèðîâàíî íåðàâåíñòâîì äëÿ
ïëîñêèõ óãëîâ òðåõãðàííîãî óãëà: γ ≤ α+ ~β. Îäíàêî â îòëè÷èå îò åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè, ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè îãðàíè÷åíî. Åñëè íà äàííîì ìíîæåñòâå îïðåäåëåíà
ìåòðèêà, òî äèàìåòðîì ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó åãî
òî÷êàìè. Äèàìåòð åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè d(E2) = +∞, â òî âðåìÿ êàê d(RP 2) = π.

Îïðåäåëåíèå 1.8.2 Ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèåé íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàçûâà-
åòñÿ àôôèííàÿ ãåîìåòðèÿ íà ñâÿçêå ïðÿìûõ. Ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðî-
åêòèâíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñâÿçêè, ñîõðàíÿþùåå åå
öåíòð.

Ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà åâêëèäîâîé èëè àôôèííîé ïëîñêîñòè áû-
ëî âîçìîæíûì áëàãîäàðÿ íàëè÷èþ íà íèõ ñèñòåì êîîðäèíàò. Ââåäåì êîîðäèíàòû íà
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.
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Ðàñïîëîæèì íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (x1, x2, x3) ïðîñòðàíñòâà â öåí-
òðå ñâÿçêè. Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà P ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðåäñòàâèòñÿ ïðÿìîé ñ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèì óðàâíåíèåì





x1 = ξ1 t,
x2 = ξ2 t,
x3 = ξ3 t,

(ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2 6= 0

è ìû ìîæåì óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå
P → {ξ1, ξ2, ξ3}.

Îäíàêî ýòî ñîîòâåòñòâèå íå áóäåò âçàèìíî îäíîçíà÷íûì, òàê êàê ïðÿìàÿ íå îïðåäå-
ëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî ñâîèì íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îäíîçíà÷íîñòè,
ââåäåì íà òðîéêàõ ÷èñåë (÷èòàé, êîîðäèíàòàõ íàïðàâëÿþùèõ âåêòîðîâ ïðÿìûõ) îò-
íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè

{ξ1, ξ2, ξ3} ∼ {η1, η2, η3} ⇔ η1 = t ξ1, η2 = t ξ2, η3 = t ξ3, (t 6= 0).

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç (ξ1 : ξ2 : ξ3) êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè òðîéêè ïàðàìåòðîâ {ξ1, ξ2, ξ3},
òî ñîîòâåòñòâèå

P → (ξ1 : ξ2 : ξ3), (ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2 6= 0

ñòàíîâèòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Êëàññ (ξ1 : ξ2 : ξ3) íàçûâàåòñÿ ïðîåêòèâíûìè èëè
îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 1.8.1 Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì âèäà

ξ̃ = Qξ ⇔
ξ̃1 = q11ξ

1 + q12ξ
2 + q13ξ

3,

ξ̃2 = q21ξ
1 + q22ξ

2 + q23ξ
3,

ξ̃3 = q31ξ
1 + q32ξ

2 + q33ξ
3,

det Q 6= 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ àô-
ôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ñâÿçêè, ñîõðàíÿþùèì åå öåíòð. Åñëè íà÷àëî àôôèííûõ
êîîðäèíàò ðàñïîëîæåíî â öåíòðå ñâÿçêè, òî àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäàþòñÿ âû-
ïèñàííûìè ôîðìóëàìè. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå êîððåêòíî â òîì ñìûñëå,
÷òî ïåðåâîäèò êëàññ (ξ1 : ξ2 : ξ3) â êëàññ (ξ̃1 : ξ̃2 : ξ̃3).

Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íûì, òàê êàê det Q 6= 0, à çíà÷èò ïåðåâîäèò äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè â äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè. Òàê êàê äâå òî÷êè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ïðÿìóþ,
òî ñëåäîâàòåëüíî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåâîäèò ïðÿìóþ â ïðÿìóþ. Àíàëè-
òè÷åñêè ýòî ñâîéñòâî ìîæíî ïîëó÷èòü òàê.

Ïóñòü a1x1 + a2x2 + a3x3 = 0 óðàâíåíèå ïëîñêîñòè â E3, ïðåäñòàâëÿþùåé íåêî-
òîðóþ ïðÿìóþ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Åå âåêòîð íîðìàëè {a1, a2, a3} îïðåäåëåí ñ
òî÷íîñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîé ïðÿìîé íà ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè ìîæíî îäíîçíà÷íî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå êëàññ (a1 : a2 : a3), òî åñòü òî÷-
êó íà RP 2. Ïîäâåðãíåì RP 2 ïðîåêòèâíîìó ïðåîáðàçîâàíèþ. Òîãäà êëàññ (a1 : a2 : a3)
ïåðåéäåò â êëàññ (ã1 : ã2 : ã3), êîòîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåëèò ïëîñêîñòü ñ âåêòîðîì
íîðìàëè (ã1 : ã2 : ã3), òî åñòü íåêîòîðóþ ïðÿìóþ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.
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1.8.2 Àôôèííûå ïðîåêöèè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.
Ïóñòü (ξ1 : ξ2 : ξ3) òî÷êà íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ó êîòîðîé ξ3 6= 0. Òîãäà, î÷åâèäíî,

(ξ1 : ξ2 : ξ3) ∼
(

ξ1

ξ3
:
ξ2

ξ3
: 1

)
.

Òî÷êà â R3 ñ êîîðäèíàòàìè
(

ξ1

ξ3
,
ξ2

ξ3
, 1

)
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé





x1 = ξ1 t,
x2 = ξ2 t,
x3 = ξ3 t,

ñ ïëîñêîñòüþ
x3 = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü x3 = 1, òî íàéäåì t = 1
ξ3 è, ñîîòâåòñòâåííî, x1 =

ξ1

ξ3
, x2 =

ξ2

ξ3
.

Íà ïëîñêîñòè x3 = 1 êîîðäèíàòû x1, x2 îïðåäåëÿþò âíóòðåííèå àôôèííûå êîîðäè-
íàòû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè (ξ1 : ξ2 : ξ3), ó êîòîðûõ
ξ3 6= 0 îïðåäåëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå

ϕ3 : RP 2 → R2

äåéñòâóþùåå ïî ïðàâèëó

ϕ3(ξ1 : ξ2 : ξ3) =
(

ξ1

ξ3
,
ξ2

ξ3

)
∼





x1 =
ξ1

ξ3
,

x2 =
ξ2

ξ3
.

Ýòî ñîîòâåòñòâèå îáëàäàåò òåì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì, ÷òî ïåðåâîäèò ïðîåêòèâíûå
ïðÿìûå â àôôèííûå è íàîáîðîò. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

l : a1x
1 + a2x

2 + a3 = 0

ïðÿìàÿ íà àôôèííîé ïëîñêîñòè (x1, x2). Óðàâíåíèå åå ïðîîáðàçà ϕ−1
3 (l) íà ïðîåê-

òèâíîé ïëîñêîñòè ìû ïîëó÷èì, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâÿçüþ àôôèííûõ è ïðîåêòèâíûõ
êîîðäèíàò

a1
ξ1

ξ3
+ a2

ξ2

ξ3
+ a3 = 0 ∼ a1ξ

1 + a2ξ
2 + a3ξ

3 = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêè, ýòî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ïðÿ-
ìóþ l. Ýòà ïëîñêîñòü è îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ïðÿìóþ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè.

È îáðàòíî, ïóñòü
l : a1ξ

1 + a2ξ
2 + a3ξ

3 = 0
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ïðÿìàÿ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ïðè÷åì ξ3 6= 0. Ðàçäåëèì óðàâíåíèå íà ξ3 è ñíîâà
âîñïîëüçóåìñÿ ñâÿçüþ àôôèííûõ è ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò. Ïîëó÷èì

ϕ3(l) : a1
ξ1

ξ3
+ a2

ξ2

ξ3
+ a3 = 0 ∼ a1x

1 + a2x
2 + a3 = 0.

Ãåîìåòðè÷åñêè, ýòî óðàâíåíèå ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè a1ξ
1 + a2ξ

2 + a3ξ
3 = 0 ñ

ïëîñêîñòüþ ξ3 = 1.
ßñíî, ÷òî íå âñå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ïî-

ñòðîåííîé ïðîåêöèè. Âûïàäàþò âñå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ξ3 = 1. Ýòè
ïðÿìûå, îäíàêî, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â äðóãèõ ýêçåìïëÿðàõ àôôèííîé ïëîñêî-
ñòè, à èìåííî, â ïëîñêîñòè ξ2 = 1, èëè â ïëîñêîñòè ξ1 = 1 (çàìåòèì, ÷òî çäåñü "èëè"íå
èñêëþ÷àþùåå, ò.å âîçìîæíî ïðåäñòàâëåíèå â îáîèõ ýêçåìïëÿðàõ îäíîâðåìåííî).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RP 2 ñóùåñòâóþò òðè ýêçåìïëÿðà àô-
ôèííîé ïëîñêîñòè π1, π2, π3 è òðè âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèÿ
ϕ1, ϕ2, ϕ3, ïîñðåäñòâîì êîòîðûõ ëþáàÿ òî÷êà íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà ïàðîé àôôèííûõ êîîðäèíàò ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîé èç ýòèõ ýêçåìïëÿ-
ðîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì

ϕ1(ξ1 : ξ2 : ξ3)
ξ1 6=0
=

(
ξ2

ξ1
,
ξ3

ξ1

)
∼





x2 =
ξ2

ξ1
,

x3 =
ξ3

ξ1
.

ϕ2(ξ1 : ξ2 : ξ3)
ξ2 6=0
=

(
ξ1

ξ2
,
ξ3

ξ2

)
∼





x1 =
ξ1

ξ2
,

x3 =
ξ3

ξ2
.

ϕ3(ξ1 : ξ2 : ξ3)
ξ3 6=0
=

(
ξ1

ξ3
,
ξ2

ξ3

)
∼





x1 =
ξ1

ξ3
,

x2 =
ξ2

ξ3
.

Ïëîñêîñòè π1, π2, π3 íàçûâàþòñÿ ëîêàëüíûìè êîîðäèíàòíûìè êàðòàìè RP 2, à èõ
ïðîîáðàçû

U1 = ϕ−1
1 (π1), U2 = ϕ−1

2 (π2), U3 = ϕ−1
3 (π3)

ñîñòàâëÿþò ëîêàëüíûå êàðòû íà RP 2. Ñîâîêóïíîñòü êàðò (U1, U2, U3) íàçûâàåòñÿ àò-

ëàñîì íà RP 2. Àòëàñ ïîêðûâàåò ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü, òî åñòü RP 2 =
3⋃

i=1
Ui. Åñëè

òî÷êà ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ êàðò, ñêàæåì, P ∈ U1 ∩ U2, òî îíà ïîëó÷èò êîîðäè-
íàòû â äâóõ êîîðäèíàòíûõ êàðòàõ, à èìåííî,

ϕ1(P ) :





x2 =
ξ2

ξ1
,

x3 =
ξ3

ξ1
.

ϕ2(P ) :





y1 =
ξ1

ξ2
,

y3 =
ξ3

ξ2
.

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû ïåðåñ÷åòà êîîðäèíàò èç îäíîé êàðòû â äðóãóþ

y1 =
1
x1

, y3 = x3.
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Ýòè ôîðìóëû çàäàþòñÿ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè. Ïîýòîìó RP 2 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðè-
ìåð ãëàäêîãî äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ.

Óïðàæíåíèå 1.8.1 Ïîêàæèòå, ÷òî ñôåðà S2 ïîêðûâàåòñÿ äâóìÿ ëîêàëüíûìè êàð-
òàìè è ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì äâóìåðíûì ìíîãîîáðàçèåì.

Óêàçàíèå: Ðàññìîòðèòå ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ.

1.8.3 Àôôèííî-ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü.
Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïðîåêöèþ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íà îäíó èç ëîêàëüíûõ êàðò,
ñêàæåì π3.

Ýòî àôôèííàÿ ïëîñêîñòü ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2) . Åñëè ïðÿìûå l1 è l2 íà àôôèí-
íîé ïëîñêîñòè (x1, x2) íå ïàðàëëåëüíû, òî ϕ−1

3 (l1) è ϕ−1
3 (l2) ïåðåñåêàþòñÿ. Ïðè÷åì

ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ϕ−1
3 (l1) è ϕ−1

3 (l1) ïåðåñåêàåò àôôèí-
íóþ ïëîñêîñòü ξ3 = 1 â òî÷êå M = l1 ∩ l2.

Åñëè æå ïðÿìûå l1 è l2 ïàðàëëåëüíû, íî íà àôôèííîé ïëîñêîñòè îíè íå èìåþò îá-
ùèõ òî÷åê, îäíàêî ïðÿìûå ϕ−1

3 (l1) è ϕ−1
3 (l2) íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ

(!) ïî ïðÿìîé, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè ξ1, ξ2. Ïðè÷åì äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðÿìûõ çàäàííîãî
íàïðàâëåíèÿ ýòà òî÷êà íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè îäíà è òà æå. Íàçîâåì ýòó òî÷êó
íåñîáñòâåííîé òî÷êîé àôôèííîé ïðÿìîé, à òî÷íåå, ïó÷êà ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ
äàííîìó íàïðàâëåíèþ. Êàæäîìó ïó÷êó ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ñîîòâåòñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ íåñîáñòâåííàÿ òî÷êà, à ìíîæåñòâî âñåõ íåñîáñòâåííûõ òî÷åê çàïîëíÿåò âñþ
ïëîñêîñòü ξ1, ξ2, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ýòà ïðÿìàÿ
íàçûâàåòñÿ íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé àôôèííîé ïëîñêîñòè.

Àôôèííàÿ ïëîñêîñòü, äîïîëíåííàÿ íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ àôôèííî-
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ.

Ëþáûå äâå ïðÿìûå íà àôôèííî-ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïåðåñåêàþòñÿ ëèáî â ñîá-
ñòâåííîé òî÷êå, ëèáî â íåñîáñòâåííîé. Ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò íåñîá-
ñòâåííóþ â åäèíñòâåííîé òî÷êå. Òî÷êè àôôèííî-ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàõîäÿòñÿ
âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïðîåêòèâíûìè êîîðäèíàòàìè ξ1 : ξ2 : ξ3 íà
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ýòè êîîðäèíàòû íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè íà
àôôèííî-ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. ×òîáû íå ñìåøèâàòü ýòè îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû
ñ ïðîåêòèâíûìè íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, äëÿ íèõ áóäåì ïðèìåíÿòü îáîçíà÷åíèå
(x1 : x2 : x3).

Âñå ñîáñòâåííûå òî÷êè îïèñûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè

(x1 : x2 : x3) ∼ (
x1

x3
:
x2

x3
: 1)

è ìîãóò áûòü çàäàíû îáû÷íûìè àôôèííûìè êîîðäèíàòàìè

x =
x1

x3
, y =

x2

x3
.

Â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå ëþáîé ïðÿìîé çàïèñûâàåòñÿ êàê

a1x
1 + a2x

2 + a3x
3 = 0.
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Íåñîáñòâåííàÿ ïðÿìàÿ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì x3 = 0, òî åñòü, íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé
ïðèíàäëåæàò âñå òî÷êè ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè

(x1 : x2 : 0).

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî ëþáûå äâå ïðÿìûå íà àôôèííî-ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïå-
ðåñåêàþòñÿ. Ïóñòü

l1 : a1x
1 + a2x

2 + a3x
3 = 0, l2 : b1x

1 + b2x
2 + b3x

3 = 0.

äâå ïðÿìûå. Åñëè
∆ =

∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ 6= 0

òî îáùàÿ òî÷êà ýòèõ ïðÿìûõ ñîáñòâåííàÿ ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè
(

∆x

∆
x3 :

∆y

∆
x3 : x3

)
∼

(
∆x

∆
:
∆y

∆
: 1

)
,

ãäå
∆x =

∣∣∣∣
−a3 a2

−b3 b2

∣∣∣∣ , ∆y =
∣∣∣∣

a1 −a3

b1 −b3

∣∣∣∣ .

Åñëè æå ∆ = 0, òî ðåøåíèåì ñèñòåìû áóäåò åäèíñòâåííàÿ íåñîáñòâåííàÿ òî÷êà (−a2 :
a1 : 0).

Ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà íà àôôèííî-ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì óðàâíåíèå êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ
â âèäå

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0

è ïåðåéäåì ê îäíîðîäíûì êîîðäèíàòàì:

x =
x1

x3
, y =

x2

x3
.

Ïîñëå î÷åâèäíûõ óïðîùåíèé ïðèäåì ê óðàâíåíèþ
3∑

i,k=1

aikx
ixk = 0.

Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì íà àôôèííî-ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ àôôèí-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå åå îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò. Äâå êðèâûå 2-ãî ïîðÿäêà íà àôôèííî-
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ àôôèííî-ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò àô-
ôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå óðàâíåíèå îäíîé êðèâîé â óðàâíåíèå äðóãîé.
Ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 1.8.2 Êðèâàÿ 2-ãî ïîðÿäêà íà àôôèííî-ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè àôôèííî-ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç 11 êàíîíè÷åñêèõ ôîðì

• äåéñòâèòåëüíûé ýëëèïñ (x1)2 + (x2)2 − (x3)2 = 0;

• ìíèìûé ýëëèïñ (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 0;
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• ãèïåðáîëà (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = 0;

• ïàðàáîëà (x2)2 − 2x1x3 = 0;

• ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â
ñîáñòâåííîé òî÷êå (x1)2 − (x2)2 = 0;

• ïàðà ìíèìûõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â ñîáñòâåííîé òî÷êå
(x1)2 + (x2)2 = 0;

• ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â
íåñîáñòâåííîé òî÷êå (x2)2 − (x3)2 = 0;

• ïàðà ìíèìûõ ïðÿìûõ, ïåðåñåêàþùèõñÿ â íåñîáñòâåííîé òî÷êå
(x2)2 + (x3)2 = 0;

• ïàðà ñîâïàäàþùèõ ñîáñòâåííûõ ïðÿìûõ (x2)2 = 0;

• ïàðà ïðÿìûõ, ñîñòîÿùàÿ èç ñîáñòâåííîé è íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé x2x3 = 0;

• ïàðà ïðÿìûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé (x3)2 = 0;

Äîêàçàòåëüñòâî îïóñêàåì ââèäó ïðîñòîòû.

1.8.4 Åäèíñòâî ýëëèïñîâ, ãèïåðáîë è ïàðàáîë íà àôôèííî-ïðîåêòèâ-
íîé ïëîñêîñòè.

Ñíîâà ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà íà àôôèííî-ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè. Çàïèøåì óðàâíåíèå êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0

è íà ñåé ðàç ïåðåéäåì ê ïðîåêòèâíûì êîîðäèíàòàì ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè:

x =
ξ1

ξ3
, y =

ξ2

ξ3
.

Ïîñëå î÷åâèäíûõ óïðîùåíèé ïðèäåì ê óðàâíåíèþ

3∑

i,k=1

aikξ
iξk = 0.

Òàê êàê ξ1, ξ2, ξ3 ïî ãåîìåòðè÷åñêîìó ñìûñëó ÿâëÿþòñÿ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè â
R3, òî âûïèñàííîå óðàâíåíèå åñòü óðàâíåíèå êîíóñà 2-ãî ïîðÿäêà â R3, ïîñòðîåííîãî
íàä êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè ξ3 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ êðèâàÿ
2-ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì ñå÷åíèåì íåêîòîðîãî êîíóñà 2-ãî ïîðÿäêà.

Ðàññìîòðèì ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ àñèìïòîòèêó ïîâåäåíèÿ ýëëèïñîâ è ãèïåðáîë ñ
çàêðåïëåííîé âåðøèíîé (ñì. ï. 1.5). Êàê íàì èçâåñòíî, ïðè ε → 1 − 0 ïðàâûé ôîêóñ
ñåìåéñòâà ýëëèïñîâ F2 → ∞, à íà àôôèííî-ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ýòî åñòü òî÷êà
F2(+∞) ïåðåñå÷åíèÿ îñè Ox1 ñ íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé â íàïðàâëåíèè +∞. Ýëëèïñ,
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êîñíóâøèñü òî÷êè íà íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé ðàçìûêàåòñÿ â ïàðàáîëó, à êîíóñ, "çàâà-
ëèâàåòñÿ"íà ïëîñêîñòü ξ1, ξ2, êàñàÿñü ýòîé ïëîñêîñòè âäîëü îñè ξ1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ε → 1 + 0 ëåâûé ôîêóñ ñåìåéñòâà ãèïåðáîë F1 → −∞, à
íà àôôèííî-ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ýòî åñòü òî÷êà F1(−∞) ïåðåñå÷åíèÿ îñè Ox1 ñ
íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé â íàïðàâëåíèè −∞. Ïðè ïîïàäàíèè ôîêóñà F1 íà íåñîáñòâåí-
íóþ ïðÿìóþ, ãèïåðáîëà "òåðÿåò"ñâîþ ëåâóþ âåòâü, ïðàâàÿ âåòâü ïðåâðàùàåòñÿ â ïà-
ðàáîëó, à êîíóñ ñíîâà "çàâàëèâàåòñÿ"íà ïëîñêîñòü ξ1, ξ2, êàñàÿñü ýòîé ïëîñêîñòè âäîëü
îñè ξ1.

Íî îñü Ox èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé! Ïî-
ýòîìó F2(+∞) = F1(−∞). Îáðàçíî ãîâîðÿ, ïîñëå ïåðåõîäà ôîêóñà F2 ÷åðåç òî÷êó íà
íåñîáñòâåííîé ïðÿìîé, ýëëèïñ ñòàíîâèòñÿ ãèïåðáîëîé.

1.8.5 Ìîäåëü ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íà åäèíè÷íîé ñôåðå.
Êàê ìû çíàåì, ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü ìîæåò áûòü ïîêðûòà òðåìÿ ëîêàëüíûìè àô-
ôèííûìè êàðòàìè. Ìîæíî ïîêðûòü åå è îäíîé "êàðòîé", íî íå àôôèííîé, à ñâîåãî
ðîäà "ãëîáóñîì". Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñôåðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà S2 ñ öåíòðîì â
öåíòðå ïó÷êà. Êàæäàÿ òî÷êà (=ïðÿìàÿ) ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè "îòìåòèòñÿ"â äâóõ
äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ ñôåðû. Îòîæäåñòâèì èõ, ââåäÿ íà ñôåðå îò-
íîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ïî ïðèíàäëåæíîñòè òî÷åê îäíîìó è òîìó æå äèàìåòðó.
Ìíîæåñòâî êëàññîâ îáðàçóåò ôàêòîð-ìíîæåñòâî S2/∼, ïðè ýòîì êàæäûé êëàññ ñî-
ñòîèò ðîâíî èç äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê. Åñëè â êàæäîì êëàññå
âûáðàòü ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ, òî S2/∼ ìîæíî "óâèäåòü"êàê âåðõíþþ ïîëóñôåðó
ñ îäíèì çàìå÷àíèåì: äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûå òî÷êè ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè
ñëåäóåò íå ðàçëè÷àòü. Òàêîé âîò ïîëó÷àåòñÿ "ãëîáóñ". Îäíàêî îí õîðîøî ìîäåëèðó-
åò ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü âî ìíîãèõ ðàññìîòðåíèÿõ. Íàïðèìåð, ëþáàÿ ñîáñòâåííàÿ
ïðÿìàÿ àôôèííî-ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñå÷åíèåì ïîëóñôåðû ïëîñêî-
ñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åå öåíòð, òî åñòü äóãîé áîëüøîãî êðóãà ñôåðû. Íåñîáñòâåííàÿ
ïðÿìàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòüþ êîòîðàÿ à) ÿâëÿåòñÿ áîëüøîé îêðóæ-
íîñòüþ íà ñôåðå, à çíà÷èò ñ ïîëíûì ïðàâîì ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ ïðÿìîé, è á) ëþáàÿ ñîá-
ñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ÷èòàé � äóãà áîëüøîãî êðóãà, ïåðåñåêàåò ãðàíè÷íóþ îêðóæíîñòü
â äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ, êîòîðûå îòîæäåñòâëåíû (!). Çíà÷èò,
êàæäàÿ äóãà áîëüøîãî êðóãà ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòîé (íà÷àëî è êîíåö ñîâïàäàþò) è
èìååò êîíå÷íóþ äëèíó, ðàâíóþ π. Çàìåòèì, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïðîåêòèâ-
íîé ïëîñêîñòè îïðåäåëÿëîñü êàê âåëè÷èíà óãëà ìåæäó îðèåíòèðîâàííûìè ïðÿìûìè,
ïðåäñòàâëÿþùèìè ýòè òî÷êè. Íà íàøåé ìîäåëè ÿñíî, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå â òî÷íîñòè
ðàâíî äëèíå äóãè áîëüøîãî êðóãà â ñå÷åíèè ïîëóñôåðû ïëîñêîñòü, íàòÿíóòîé íà ýòó
ïàðó ïðÿìûõ. Èíà÷å ãîâîðÿ, RP 2 è S2/∼ èçîìåòðè÷íû.

Áîëåå íàãëÿäíûìè ñòàíîâÿòñÿ è ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà. Îñü Ox íà
àôôèííî-ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïåðåõîäèò â çàìêíóòóþ äóãó áîëüøîãî êðóãà íà ïî-
ëóñôåðå è ñåìåéñòâî ýëëèïñîâ îòîáðàçèòñÿ íà ïîëóñôåðå â ñåìåéñòâî ñå÷åíèé ïîëó-
ñôåðû ñîîòâåòñòâóþùèìè êîíóñàìè. Ïðè äâèæåíèè âäîëü îñè Ox ôîêóñà F2, åãî îáðàç
F íà ïîëóñôåðå áóäåò ïðèáëèæàòüñÿ ê ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè. Êàê òîëüêî F äîéäåò
äî ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòè, êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè ðàçîìêíåòñÿ â ïàðàáîëó. Íî òî÷êà F
ìîæåò ïðîäîëæàòü ñâîé ïóòü ïî äóãå! Ñ î÷åâèäíîñòüþ, îíà ïîÿâëÿåòñÿ íà ïîëóñôåðå ñ
"äðóãîé ñòîðîíû", ÿâëÿÿñü òåïåðü îáðàçîì ëåâîãî ôîêóñà ãèïåðáîëû. Äà è ñàì îáðàç
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íà êðèâîé íà ïîëóñôåðå "ðàçâàëèâàåòñÿ" íà äâå êîìïîíåíòû.

1.8.6 Ïðîåêòèâíàÿ êëàññèôèêàöèÿ êðèâûõ 2-ãî ïîðÿäêà
Ñíîâà ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà íà àôôèííî-ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè. Çàïèøåì óðàâíåíèå êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x + 2a23y + a33 = 0

è ïåðåéäåì ê ïðîåêòèâíûì êîîðäèíàòàì ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè:

x =
ξ1

ξ3
, y =

ξ2

ξ3
.

Îïðåäåëåíèå 1.8.3 Ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, ïðîåê-
òèâíûå êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

3∑

i,k=1

aikξ
iξk = 0

íàçûâàåòñÿ êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Äâå êðèâûå 2-ãî ïîðÿäêà íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ïðîåêòèâíî ýê-
âèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïåðåâîäÿ-
ùåå óðàâíåíèå îäíîé èç íèõ â óðàâíåíèå äðóãîé.

Ïîñêîëüêó ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðî-
åêòèâíûõ êîîðäèíàò, òî ñ î÷åâèäíîñòüþ èìååòñÿ 5 êàíîíè÷åñêèõ ôîðì óðàâíåíèé êðè-
âîé 2-ãî ïîðÿäêà íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè.

Ïðåäëîæåíèå 1.8.3 Ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, óðàâíåíèå êðèâîé 2-ãî ïîðÿäêà
íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ïðèâîäèòñÿ ê îäíîé èç 5 êàíîíè÷åñêèõ ôîðì

• (ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2 = 0 � íåâûðîæäåííàÿ ìíèìàÿ êðèâàÿ;

• (ξ1)2 + (ξ2)2 − (ξ3)2 = 0 � íåâûðîæäåííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ êðèâàÿ;

• (ξ1)2 + (ξ2)2 = 0 � ïàðà ìíèìûõ ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ;

• (ξ1)2 − (ξ2)2 = 0 � ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ;

• (ξ1)2 = 0 � ïàðà ñëèâøèõñÿ ïðÿìûõ;

Êëàññ íåâûðîæäåííûõ äåéñòâèòåëüíûõ êðèâûõ íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñîñòîèò
èç ýëëèïñîâ, ãèïåðáîë è ïàðàáîë â òîì ñìûñëå, ÷òî êàæäàÿ èç ýòèõ àôôèííûõ êðèâûõ
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç íåâûðîæäåííîé äåéñòâèòåëüíîé êðèâîé ïðîåêòèðîâàíèåì íà
óäà÷íî ïîäîáðàííóþ àôôèííóþ ëîêàëüíóþ êàðòó.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì êðèâóþ

(ξ1)2 + (ξ2)2 − (ξ3)2 = 0
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è åå ïðîåêöèþ ϕ3 : RP 2 → π3. Â ýòîé êàðòå ξ3 6= 0 è ïåðåõîäÿ ê àôôèííûì êîîðäè-
íàòàì

x =
ξ1

ξ3
, y =

ξ2

ξ3

ïîëó÷àåì àôôèííûé ýëëèïñ
x2 + y2 = 1.

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ ϕ2 : RP 2 → π2. Â ýòîé êàðòå ξ2 6= 0 è ïåðåõîäÿ ê àôôèííûì
êîîðäèíàòàì

y =
ξ1

ξ2
, x =

ξ3

ξ2

ïîëó÷àåì àôôèííóþ ãèïåðáîëó
x2 − y2 = 1.

×òîáû ïîëó÷èòü àôôèííóþ ïàðàáîëó, ñîâåðøèì äîïîëíèòåëüíîå ïðîåêòèâíîå ïðåîá-
ðàçîâàíèå

η1 = ξ1,

η2 = ξ2 + ξ3,

η3 = −ξ2 + ξ3.

ßñíî, ÷òî ýòî êðèâàÿ òîãî æå ïðîåêòèâíîãî òèïà, íî åå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

(η1)2 − η2η3 = 0.

Ïðîåêòèðîâàíèå ϕ3 äàåò àôôèííóþ ïàðàáîëó

x2 = y.

1.8.7 Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RP n è ïðîåêòèâíàÿ êëàññèôèêàöèÿ
ïîâåðõíîñòåé 2-ãî ïîðÿäêà.

Â àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå Rn+1 ðàññìîòðèì ñâÿçêó ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà-
÷àëî êîîðäèíàò. Ïðÿìûå ýòîé ñâÿçêè íàçîâåì òî÷êàìè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè RPn.
Ëþáûå äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè â RPn ñîåäèíÿåò åäèíñòâåííàÿ ïðÿìàÿ = ïëîñêîñòü,
ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è äâå ïðÿìûå, ïðåäñòàâëÿþùèå äâå òî÷êè RPn.
Ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû íà RPn îïðåäåëÿþòñÿ êàê êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè íàïðàâ-
ëÿþùèõ âåêòîðîâ ïðÿìûõ

(η1, . . . , ηn+1) ∼ t (ξ1, . . . , ξn+1)

è ýòè êëàññû îáîçíà÷àþò (ξ1 : . . . : ξn+1).
Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî RPn ïîêðûâàåòñÿ (n + 1)-îé àôôèííîé ëîêàëüíîé êî-

îðäèíàòíîé êàðòîé

ϕi(ξ1 : . . . : ξn+1)
ξi 6=0
=

(
ξ1

ξi
, . . . , î, . . . ,

ξn

ξi

)
∼

x1 =
ξ1

ξi
, . . . , î , . . . , xn+1 =

ξn+1

ξi
,
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ãäå î îçíà÷àåò ïðîïóñê îòíîøåíèÿ ñ íîìåðîì i.
Àíàëîãè÷íî ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, êàæäóþ ëîêàëüíóþ êàðòó ìîæíî äîïîëíèòü

íåñîáñòâåííîé ïëîñêîñòüþ è ïîëó÷èòü àíàëîã àôôèííî-ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Ïóñòü

n∑

i,k=1

aikx
ixk +

n∑

i=1

ai n+1x
i + an+1 n+1 = 0

óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà â (n + 1)-é êîîðäèíàòíîé êàðòå, ò.å ξn+1 6= 0.
Òîãäà ïåðåõîäÿ ê ïðîåêòèâíûì êîîðäèíàòàì ïîëó÷èì óðàâíåíèå

n+1∑

i,k=1

aikξ
iξk = 0

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðîåêòèâíîé ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïîðÿäêà, èëè êîðîòêî �
ïðîåêòèâíîé êâàäðèêîé. Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâíûõ êîîðäèíàò óðàâíå-
íèå òàêîé êâàäðèêå ïðèâîäèòñÿ ê ñóììå êâàäðàòîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè −1 , 0 , 1. Ñëå-
äîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà êëàññèôèêàöèè.

Ïðåäëîæåíèå 1.8.4 Ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè 2-ãî ïî-
ðÿäêà â ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå RP 3 ïðèâîäèòñÿ ê îäíîé èç 5 êàíîíè÷åñêèõ ôîðì

• (ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2 + (ξ4)2 = 0 � íåâûðîæäåííàÿ ìíèìàÿ ïîâåðõíîñòü;

• (ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2− (ξ4)2 = 0 � íåâûðîæäåííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü;

• (ξ1)2 + (ξ2)2 + (ξ3)2 = 0 � âûðîæäåííàÿ ìíèìàÿ íåðàñïàäàþùàÿñÿ ïîâåðõíîñòü;

• (ξ1)2 + (ξ2)2 − (ξ3)2 = 0 � âûðîæäåííàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ íåðàñïàäàþùàÿñÿ ïî-
âåðõíîñòü;

• (ξ1)2 + (ξ2)2 = 0 � ïàðà ìíèìûõ ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòåé;

• (ξ1)2 − (ξ2)2 = 0 � ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòåé;

• (ξ1)2 = 0 � ïàðà ñëèâøèõñÿ ïëîñêîñòåé;

Óïðàæíåíèå 1.8.2 Íàéäèòå â ðàçëè÷íûõ ïðîåêöèÿõ ïðîåêòèâíûõ êâàäðèê âñå àô-
ôèííûå êëàññû ïîâåðõíîñòåé 2-ãî ïîðÿäêà.

Õîðîøåé ìîäåëüþ ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ Sn/∼ � ñôåðà ñ îòîæ-
äåñòâëåííûìè äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûìè òî÷êàìè. Â ýòîé ìîäåëè ïðÿìûì íà
RPn ñîîòâåòñòâóþò äóãè áîëüøèõ êðóãîâ íà ïîëóñôåðå ξn+1 > 0 è ýòè äóãè çàìêíóòû
íà ïîëóñôåðå òàê êàê òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíè÷íîé îêðóæíîñòüþ îòîæäåñòâëå-
íû. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè
îïðåäåëÿåòñÿ êàê âåëè÷èíà óãëà ìåæäó ïðåäñòàâëÿþùèìè èõ îðèåíòèðîâàííûìè ïðÿ-
ìûìè, à ýòîò óãîë â ñâîþ î÷åðåäü ðàâåí äëèíå äóãè áîëüøîãî êðóãà íà ìîäåëè RPn

â ïîëóñôåðå. Òàêèì îáðàçîì, RPn è Sn/∼ èçîìåòðè÷íû. Òàê ÷òî íà RPn âñå ïðÿ-
ìûå çàìêíóòû è èìåþò îäíó è òó æå äëèíó, ðàâíóþ π. Â ãåîìåòðèè èçîìåòðè÷íûå
ìåæäó ñîáîé ïîâåðõíîñòè íå ðàçëè÷àþòñÿ.


