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ОТЩЕПЛЕНИЕ ГРАНИЧНОГО СПЕКТРА ДЛЯ ПОЧТИ 
ПЕРИОДИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ И ПРЕДСТАВЛЕНИЙ 
ПОЛУГРУПП 

Изложим результаты, анонсированные в работе [I], которые 
относятся к общим п.п. представлениям и сконцентрированы 
вокруг так называемой теоремы об отщеплении граничного спект-
ра. Описаны применения этой теоремы к обобщенной теории 
Перрона — Фробениуса. т. е . к спектральной теории неотрица-
Г':>льных п.п. представлений в банаховом пространстве с конусом 
будет посвящена отдельная статья. Частично наши результаты 
отражены в книге [2], здесь они получили дальнейшее развитие. 

§ 1. Банаховы представления компактных групп и полугрупп. 
Пусть G — компактная группа, {^/х] — система всех ее попарно 
I еэквивалентных унитарных неприводимых (следовательно, ко-
нечномерных) представлений, Хх—характер представления Ся,, 

— его степень, т. е. размерность пространства этого пред-
авления. Рассмотрим групповую алгебру 1^(0) . Это банахова 
1гебра со сверткой 

^ (1.1) 
в 

• качестве произведения. Ее центр совпадает с множеством 
И' нтральных функций, т. е. таких что ф (Л'^^^Л) — Ф (gf). 
!> частности, все характеры %х принадлежат центру, а их линей-
.!ая оболочка там плотна. Правило свертывания характеров имеет 
в'щ = (1/Аг/.)бя,цХц. Поэтому, если положить пх=пхУ.х, то 
•кажется Ля,*Лц = В силу этих соотношений интегральные 
операторы Пя,Ф = Ф*л;. являются проекторами (Пя = Щ ) и попар-
но аннулируются (ЩПц = О при К Ф \ 1 ) . Проекторы Пя конеч-
номерны: если положить L(G; Х) = 1 т Щ , то d imL(G; %) == п^. 

Система {Пя.} полна, т . е. a) = L i (G) (черта означает 
Я. 

замыкание), и тотальна, т. е. П К е г Щ ^ О * ' . Все Щ коммути-

руют со сдвигами по группе. 
Пусть —матрица представления Ux в каком-нибудь 

эрюнормированном базисе. Подпространство L (G; X) совпадает 
г линейной оболочкой матричных элементов тя„«(1 < i, к< .пх) . 
Если R—правое регулярное представление группы G в Z-i (G), 
т. е. (R{h)(f){g) ^if{gh), то RL{G\ k)ciL{G; X) и ограничение 

*1 Кроме того, система минимальна, т. е. 1 ( 0 ; Я) П -= 

= о для всех я. Это следует из того, что П̂ ^̂ П̂  = 0(^1 ^ Л). 
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R\L(G-, X) распадается в прямую сумму п-,. неприводимых пре; 
ставлепий, каждое из которых эквивалентно и-,.. 

Описанная классическая ситуация (Петер—Г. Вейль. А. Веиль 
является прототипом и одновременно гхновой для анализа прои; 
вольных банаховых представлений компактных групп. Согласи 
стандартному определению, все представления топологически 
групп (или полугрупп) предполагаются сильно непрерывными 
li силу этого любое банахово представление Т компактной груп 
пы G ограничено: sup || ̂ ( g ) i| < оо. Рассматриваемые банахоы 

г 
пространства, если не оговорено противное, предполагаются коми 
лексными. 

Теорема 1.1. Пусть Т — rif^edcmaeAeHue компактной групт 
в банаховом пространстве В. Ограниченные операторы 

(1.2 
G 

образуют полную тотальную систему попарно аннулирующихс. 
проекторов, коммутирующих с представлением, так что под 
пространства = инвариантны для Т и 

Для любого вектора х^В(к) (.v 0) линейная оболочке 
орбиты {Г (§•);»:} конечномерна и разлагается в прямую сумм1 
не более пх инвариантных подпространств, на каждом из ко 
торых представление эквивалентно L\. Любое инвариантно( 
подпространство, на котором представление эквивалентно Uy, 
содержится в В {К). 

Доказательство теоремы 1.1 приведено в [2]. 
Инвариантные подпространства называются изотипи-

ческими компонентами представления Т. Это понятие можно 
формально 

определить для любой группы (и даже полугруппы] 
свойствами, описанными в последнем абзаце теоремы 1.1, не упо-
миная конструкцию при помощи проекторов. Теорема 1.1 утвер-
ждает, что банахово представление компактной группы разла-
гается в топологическую прямую сумму своих изотипических 
компонент. 

Множество тех унитарных неприводимых представлений Ux, 
для которых ВЩф^ (т. е. РкФО), назовем спектром* пред-
ставления Т. В связи с этим описанное разложение представле-
ния назовем спектральным, а теорему 1 . 1 — с п е к т р а л ь н о й 
т е о р е м о й . Из нее прежде всего вытекает 

С л е д с т в и е 1. Для любого банахова представления компакт-
ной группы система конечномерных подпредставлений полна. 

* Термин 
«спектр» здесь употребляется в том же смысле, что в теории 

почти периодических функций. Спектр может быть не замкнут в естественной 
топологии. 
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Ясно, что неприводимые банаховы представления компактной 
группы конечномерны и эквивалентны унитарным. Для абелевой 
группы они одномерны и могут быть отождествлены со своими 
характерами. 

Напомним некоторые термины из общей теории представлений. 
Пусть G — любая топологическая группа (или полугруппа), 

Т—ее представление в банаховом пространстве В. Если вектор 
w ^ B { w ФО) порождает одномерное инвариантное подпространство 
представления Т, то он называется весовым. При этом T{g)w~ 
= где % — одномерный комплексный характер (непрерыв-
ный гомоморфизм из G в мультипликативную группу С* поля 
комплексных чисел). Характер X называется весом представления, 
соответствующим весовому вектору W. Для каждого веса X мно-
жество всех весовых векторов, пополненное нулем, является под-
пространством и называется весовым подпространством, соответ-
;твующим весу Х-

С л е д с т в и е 2. Пространство банахова представления абе-
левой компактной группы разлагается в топологическую прямую 
сумму весовых подпространств. 

Характер X, для которого | X (g) | = 1, называется унитарным. 
Все характеры компактной группы унитарны. 

Унитарный характер Xo(g') = 1 называется единичным, или три-
•иальным. В любом представлении Т ему соответствует подпро-
транство Фг = {л: I л: ^ В, Г (g) л; = л;} инвариантных (т. е. непод-

вижных) векторов (Фт-г^О, если Хо — вес и только в этом случае). 
Рассмотрим наряду с Фг подпространство Фт = { f \ f ^В*, Т {g)*f = 
= /} инвариантных линейных функционалов. Эти подпространства 
находятся в естественной двойственности, как показывает 

С л е д с т в и е 3. Для любого банахова представления Т ком-
пактной группы G подпространство Фг естественно отожде-
ствляется с Ф*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим в соответствии с (1.2) 

P i = [ T { g - ^ ) d g = \ T { g ) d g . (1.4) 
а в 

Это — проектор на Фг, аннулирующий все остальные изотипи-
ческие компоненты представления Т (если Хо не является весом, 
то Pi = 0). Если ^ ^ Ф г , то, полагая f (х) F (Р^х), получаем 
/ ^ Ф г - Наоборот, для любого / ^ Ф г функционал F = f \ O j при-
надлежит Ф*. Указанные отображения Ф* Фг взаимно обратны. 
Следовательно, 

Любое банахово представление Т компактной группы G можно 
превратить в изометрическое, вводя в пространстве представления 
новую норму IIХ11̂  = sup ЦТ(g)л: II, эквивалентную исходной. 

& 
Если группа G —абелева, а представление Т —изометрично, 

то II Рл| | < 1, т. е. ||Рл|1 = 1, если только Рх Ф 0. Таким образом. 
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<) ri Іі:<>м'чиг::чіи KUX nprdiтавлеичй обелены < компактны грип 
Р, :ів.і:іюг.іс:і О'лпіхоаими срточроекторами. В эгом смыс. 

р.-ічл.-ж('ііі!е (1 .ЗІ — ортогональное. Г-^о верно также для гильбор 
тілл,іх уітгарпьіх ііредспаеленнй лкх'ых компактных групп, так ка 
и этом случае Р* Р>. Г5мссте с тем. нагфнмер, для регуляриог 
ирс лсгавлёипя і руппы G U (2) в С (О) нормы проекторов Р,. н 
ї)Гратічеиьі в o(juokv пнгк'тп. 

Пере/ідем -іеперь'к представлениям полугрупп. Для иекоторы. 
классов полугрупп теория представлений в значительной степені 
( иолится к с т у а ц и и компактной группы. Пусть S — полугруппа 
1-е папмепьшпй дБусторонннй идеал называется ядром Сушкевичі 
(короче — ядром) и обозначается К (S). В настоящей работе это 
объект играет ведущ>ю роль. 

Бесконечные полугруппы не всегда обладают ядром. Простей 
П1ИЙ пример —аддитивная полугруппа Z^ целых неотріщательнн.і 
чисел. Однако, .поОая компактная по.іугруппи обладает я.др 
причем се ядро является объединением изоморфных между собої 
компактных групп, каждая из которых является пересечениел 
некоторого минимального левого идеала с некоторым мини.маль 
ным правым идеалом (см. \2, 3]). 

Назовем топологическую полугруппу S элементарной, есл" 
ядро K{S) существует и является компактной группой. Например 
любая компактная абелева полугруппа элементарна в силу ска 
занного выше. Очевидно, любая компактная (и только компакт-
ная) группа элементарна. Если топологическая полугруппа і 
обладает двусторонним идеалом К, являющимся компактной груп-
пой, то этот идеал — ядро и, следовательно, S элементарна. В част-
ности, любая топологическая полугруппа S с нулем элементаркг 
A'(S) = {0}. 

В элементарной полугруппе S особое место занимает единица 
е ядра K{S). Это, очевидно, идемпотент и, кро.ме того, е — цен~-
ральнын элемент полугруппы S. Действительно, для любого 
элементы se, es принадлежат K{S) и, след'-вательно. se = ese = es. 

Отображение es = se является ретракцией S на К (S). Кроме 
того, оно является гомоморфизмом: (sO е = S {te) = S {ete) = (se) (te). 
Поэтому каждое представление группы К (S) канонически про-
должается до прелставления полугруппы S. Полученные этим 
путем представления з.іементарной полугруппы S будем называть 
невырожденными. Для невырожденности представления Т необ-
ходимо и достаточно, чтобы Т (е) = I (/ — единичный оператор). 
Необходимость очевидна, достаточность следует из выкладки: 
T{s) = T(s)I=T{ser. 

* Представление Т любой группы G по определению удовлетворяет ус-
.товию Т{е} = / , однако, если G рассматривать как полугруппу, то оператор 
Т (е) обязан быть лишь идемпотентом (проектором). Таким образом, представ-
.тения групп в классе полугрупп выделяются условием невырожденностн. 
Отметим, любое изометрическое представление эле.ментарной полигриппы — 
невырожденное. ' 
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Если Т — невырожденное представление, то все операторы 
Т (s) ( sgS ) обратимы в End В. Они образуют компактную в силь-
ной топологии группу операторов. 

Из теоремы 1.1 вытекает еще и такое 
С л е д с т в и е 4. Невырожденное банахово представление эле-

ментарной полугруппы S разлагается в топологическую прямую 
сумму изотипических компонент, отвечаюш^их унитарным не-
приводимым представлениям ядра K(S). 

Общий случай сводится к невырожденному в следующем смысле. 
Теорема 1.2. Пусть Т — представление элементарной полу-

группы S в банаховом пространстве В. Тогда В = В^, где 
В^, В^ — инвариантные подпространства, такие, что 1) пред-
ставление ГI Б, — невырожденное, причем Bj — наибольшее такое 
подпространство, 2) = (J Кег r ( s ) = Кег Г (е). 

S 

Тем самым Т\В^ обладает свойствами, указанными в след-
твии 4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим проектор Р = Т {е)ч положим 
% = КегР , В^ = 1га Я. Так как Р коммутирует со всеми T{s), то 

и Bj — инвариантные подпространства. Поскольку Т{е)\В^ = 
= P\Bi = \d, то r | S i — н е в ы р о ж д е н н о е . Обратно, если В' — 
зкое инвариантное подпространство, что Г | В' — невырожденное, 
о Т(е)\В' = id, т. е. P | B ' = id, а это означает, что В'cz В^. 
:аконец, если х^Вд , то по определению х ^ К е г Т ( е ) и обратно, 

если X ^ Кег Т (s) для некоторого S £ 5 , то Т {s) Рх = РТ (s) X = 0. 
Но Рх£В^. а ^ ( s ) ! ^ ! обратим. Следовательно, Рх = 0, т. е. 
: £ В„. Теорема доказана. 

Для любой полугруппы S любое ограниченное банахово пред-
:тавление Т можно превратить в сжимающее путем перенорми-
ювки ||a:||j, = тах ( | | supll Т'(5)л:||) (полугруппа 5 может не со-

S 

держать единицы). 
Теорема 1.2'. Если Т — сжимающее представление элемен-

парной полугруппы S в банаховом пространстве В, то В — 
= Вп + В,, где ВI —наибольшее инвариантное подпространство, 
•пакое, что представление T\Bi — изометрическое*, а В„ = 
= и Кег Т (s) = Кег Т (е). Представление Т \ В, разлагается в 

S 

топологическую прямую (а если S — абелева, то в ортогональ-
ную) сумму изотипических компонент, отвечающих унитарным 
неприводимым представлениям ядра K{s)- Разложение В = B^-f 
+ Bi полу ортогонально в том смысле, что соответствующий 
проектор Р (Кег Р = Во, Im Р = Bi) ортогонален (но проектор 
Q — I — Р , вообще говоря, не ортогонален). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим то же разложение, что и в 
i еореме 1.2. Поскольку представление T \ B i — сжимающее и не-

* Таким образом, Т \ В, — представление обратимыми изометриями, а 
1т {Т \ Вj) — подгруппа группы изометрий подпространства В^. 
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•ырожлсиное, то 71 Б, — изометрическое. Разложение Т\В^ на 
изотипические компоненты обеспечивается следствием 4 теоремы 1.1. 
Проектор Р ортогонален, ибо Р г ^ П е ) . а Г —сжимающее. 

Спектр представления Г | В , в условиях теоремы 1.2 мы будем 
называть граничным спектром представления Т, а саму теорему 1.2 
(II ее метрический вариант — теорему 1.2', а также дальнейшие 
обобщения и аналоги) т е о р е м о й об о т щ е п л е н и и г р а н и ч -
н о г о с п е к т р а . Соответственно подпространства Б, и В„ назы-
ваются граничным и внутренним для Т. Проектор Р называется 
граничным проектором представления Т. 

§ 2. Почти периодические представления полугрупп. Представ-
ление Т топологической полугруппы 5 в банаховом пространстве 
В называется почти периодическим (п. п.), если орбита {Т(5)х} 
каждого вектора х ^ В сильно предкомпактна. В работе [З] пока-
зано, что д г̂я п. п. представления Т необходимо и достаточно, 
чтобы в сильной топологии замыкание полугруппы операторов 
\тТ = {Т (5)} было компактным. Появляющаяся таким образом 
компактная полугруппа* р .̂ называется боровским компактом 
представления Т. Ее ядро называется ядром (Сушкевича) п. п. 
представления Т. П. п. представление называется элементарным, 
если его ядро есть группа, т. е. боровский компакт представле-
ния является элементарной полугруппой. Любое п. п. представ-
ление абелевой полугруппы 8 эле мента оно. 

Если Т — п. п. представление топологической группы, то его 
боровский компакт является компактной группой (следовательно, 
совпадает со своим ядром). 

Теорема 2.1. Для того чтобы ограниченное представление Т 
топологической группы О обладало полной системой конечномер-
ных унитарных (с точностью до эквивалентности) подпред-
ставлений, необходимо и достаточно, чтобы оно было п. п. 

Необходимость. Для любого орбита сколь угодно 
точно аппроксимируется конечными суммами предкомпактных 
множеств. Следовательно, орбита предкомпактна. 

Достаточность вытекает из теоремы 1.1, примененной к боров-
скому компакту представления. 

Замечание. В сторону необходимости теорема справедлива для 
полугрупп в силу тех же рассуждений, что и для групп. 

Теорема 2.2. Пусть Т — элементарное п. п. представление 
топологической полугруппы 8 в банаховом пространстве В. 
Тогда В = +В^, где 1) ВI —наибольшее инвариантное под-
пространство, на котором представление невырождено: при этом 
Т\В1 разлагается в топологическую прямую сумму изотипиче-
ских компонент, отвечающих унитарным неприводимым пред-

* Любое п. п. представление, очевидно, ограничено. На любом ограничен-
ном подлшожестве алгебры операторов умножение непрерывно в сильной топо-
логии. Поэтому сильное замыкание ограниченной полугруппы операторов являет-
ся топологической полугруппой (в сильной топологии). 

74 



ставлениям ядра; 2) Вд состоит из тех. векторов х^В. для 
которых замыкание орбиты {^(х);^} содержит нуль. Если пред-
ставление Т — сжимаюш,ее, то разложение В = В^ полуор-
тогонально, а ТIпредставление обратимыми изометриями. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя теорему 1.2 (а для сжатий — 
теорему 1.2') к единичному представлению воровского компакта 

получаем разложение В = + В^ (полуортогональное для 
сжатий), где Рг!^^ обладает всеми нужными свойствами, а значит, 
ими обладает и Т\В1. Из тех же соображений следует 

Для слабо п. п. представлений теорема об отщеплении гранич-
ного спектра принадлежит К. де Лю и И. Гликсбергу [3)—осно-
вателям излагаемой теории. 

Коммутативный случай допускает более законченную форму-
лировку. Дело в том, что на любой абелевой полугруппе 5 име-
ется естественный квазипорядок: 5 > г. если 5 делится на I или 
, = При этом 5 является направленным множеством, так как 
>152 > и 5152 > 52. Это позволяет применять К 5 обобщенную 
еорию пределов. Если ф (5) — направленность на 5 (т. е. функция 
1а 5 со значениями в топологическом пространстве) и если она 
сходится, ее предел будем обозначать через Итф(5) . Условие 

0^ |Г( .5 )х] , определяющее внутреннее подпространство Вц, теперь 
примет вид ИтГ(5)л; = 0. Действительно, если 5 > то | |Г(5)х | | < 

оо 
< IIГ (/) л: I! В силу сжимаемости**. Поэтому направленность = 
= 117" (5) л; 11 сходится к своей нижней грани, которая при Во 
равна нулю, поскольку 0 ^ ( Г ( 5 ) х ] . Отправляясь от этого наблю-
дения, определим для абелевых полугрупп максимально широкий 
класс представлений, для которых имеет место теорема об отщеп-
лении граничного спектра. 

Назовем направленность ф(5) асимптотически предкомпакт-
ной, если любая ее поднаправленность обладает сходящейся под-
направленностью. Такова, в частности, любая сходящаяся направ-
ленность. Для любой направленности будем называть (о-предель-
ными точками пределы сходящихся поднаправленностей. Если 
направленность асимптотически предкомпактна, то множество ее 
м — предельных точек компактно. 

Ограниченное представление Т абелевой топологической полу-
группы 5 называется асимптотически почти периодическим 
(а.п.п), если направленность Т(8) асимптотически предкомпактна 
в сильной топологии. Любое п. п. представление является а. п. п. 
Обратное неверно, как показывает следующий 

* В полугруппе может не быть единицы. 
** Сжимаемость обеспечивается переходом к эквивалентной норме. 
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Пример. Пусть 5 - Z ^ —неотрицательный квадрант в двуме! 
ной целочисленной решетке. Возьмем в бесконечно.мерном ГИЛ! 
Г)ертовом 1ф(хтрангтве / / любой унитарный оператор U с чисг 
пепрсрыв1п,1м спектром и определим представление Т полугруп:; 
Л' и И, полагая Т{т, п, bin)U"'. где 6(0) = К Ь{п} = О (л > о 
Если (т. л ) ->оо . т. е. ffi-»-oo и п-^ со, то Т(т, п) сходится 
нулю (Т{гп, п) О при п > 0 ) . Таким гУЗрагюм. Г — а . п^п. пре;: 
ставлеиие. Но оно не является п. п, ибо Т (т. а дл 
представления ( tn^Z^) п. п. эквивалентна полноте систем; 
собственных векторов оператора U. 

Ограниченное представление Т называется сходящимся, есл1 
направленность Т {$) сильно сходится. Очевидно, любое сходя 
щееся представление является а. п. п. 

Лемма 2.1. Если Т — а.п. п. представление, то сильное за 
мыкание ß^ полугруппы операторов Im Г является элементарное 
полугруппой. * 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через К множество ш-пре 
дельных (в сильной топологии) точек направленности T(s). Онс 
непусто по определению а. п. п. и сильно ко.мпактно. Покажем 
что К — идеал в ß^ (тем бо.яее — полугруппа). Пусть А^К, т . е. 
Л = ИтГ(5 , ) , где {5,) — поднаправленность в S. Тогда Т {s) А = 

= l imr(ssO, т. e.T{s)A^K (s^S), откуда XA£K(X£ßj.) в силу 

замкнутости множества Л". 
Остается проверить, что К — группа, а для этого достаточно 

установить делимость для любых двух элементов А, А'^К-
- Пусть Л = ИтГ(5 , ) , Л' = И т Г ( / ; ) , где [s/}, {s/} —две под-

i i 
направленности в 5 . Выберем /,• для каждого i так, чтобы ti~ 
~ t ' j . > s ] и тем самым ti = SiVi, где V i - ^ o o . Так как Л ' = 
= Н т Г ( / , ) и в силу а. п. п. представления Т можно считать, 
что существует l im7(y,) = Q, то А' = AQ, что и требовалось. 

Для любого а. п. п. представления Т мы назовем ядром {Суш-
кевича) ядро полугруппы ß r . 

Теорема 2.3. Пусть Т — ограниченное представление абеле-
вой топологической полугруппы S в банаховом пространстве В, 
•ßo = 11™ T{s)x = 0}, ß j — замыкание линейной оболочки весо-

S-f-ao 

вых векторов, отвечающих унитарным весам. Для того чтобы 
имело место разложение ß = + В^, необходимо и достаточ-
но, чтобы представление Т было а. п. п. При этом В^ явля-
ется топологической прямой суммой весовых подпространств, 

* Эта полугруппа, играющая роль 6opoBCK0i0 компакта для а. п. п. пред-
ставления Т, вообще говоря, не компактна. 
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отвечающих унитарным весам, T\Bi — невырожденное пред-
ставление. 

Достаточность вытекает из теоремы 1.2 благодаря лемме 2 . І . 
Необходимость ясна из того, что прямая сумма двух а. п. п. 

представлений является а. п. п., представление T\Bq — сходящееся 
к нулю и потому а. п. п. , представление T \ B i — п. п. в силу 
замечания к теореме 2.1, и тем более — а . п. п. 

Если Т — сжимающее а. п. п. представление, то, как обычно, 
разложение Bn + B•̂  — полуортогональное, представление — 
изометрическое и ß , разлагается в топологическую ортогональную 
сумму весовых подпространств, отвечающих унитарным весам. 

Охарактеризуем теперь сходящиеся представления. 
Теорема 2.4. Для того чтобы представление Т абелевой то-

пологической полугруппы S было сходящимся, необходимо и 
достаточно, чтобы оно было а. п. п. и не имело унитарных ве-
сов, отличных от единичного. 

Необходимость свойства а. п. п. очевидна. Далее, если 1 — 
унитарный вес, то из сходимости представления следует, что су-
ществует limX{s):5tO. Следовательно, существует и не зависит 

ОТ t предел limX(s/). Отсюда Х ( / ) = 1 . 

Достаточность вытекает из того, что прямая сумма двух схо-
дящихся представлений сходится, а применение теоремы 2.3. дает 
именно такое разложение, ибо сходится (к нулю), а ß j при 
данных условиях совпадает с подпространством инвариантных 
векторов. 

Замечание• Если а. п. п. представление Т сходится, то опе-
ратор = 1 ітГ(5) является проектором (для сжимающего пред-

S-»-oo 

ставлення — ортопроектором) на подпространство инвариантных 
векторов, КегЯі = 5о-

С любой абелевой полугруппой S связяна группа Гротенднка 
G{S). Она яв,дяется универсальным объектом относительно гомо-
морфизмов из S в группы, т. е. любой гомоморфизм /: (Г — 
группа) имеет вид f = ]у, где 7 : 5 - ^ 0 ( 5 ) —канонический гомо-
морфизм, / : G(S)-> Г — гомоморфизм групп, однозначно опреде-
ляемый гомоморфизмом f . Если 5 — полугруппа с сокращением, 
то канонический гомоморфизм инъективен и f можно назвать 
продолжением гомоморфизма f на G{S), а / соответственно су-
жением 7 на S. Будем применять эту терминологию и в общем 
случае. 

Предложение 2.1, Если Т-ограниченное представление абелевой 
топологической полугруппы S, обладающее полной системой весо-
вых векторов, отвечающих унитарным весам, то оно однозначно 
продолжается до п. п. представления Т группы Гротендика*. 

' В HS) имеется стандартная топология, индуцированная из S. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Представление Т является п. п. согласно 
замечанию к теореме 2.1. Применяя теорему 2.3, получаем 
в силу условия полноты. Будучи гомоморфизмом в компактную 
группу, а именно, в свое ядро Сушкевича, Т однозначно продол-
жается до п. п. представления f группы Гротендика G(S). 

С л е д с т в и е . Пусть f — представление группы Гротендика 
G{S). Для того чтобы f было п. п., необходимо и достаточно, 
чтобы оно было ограниченным, а его сужение Т на S было п. п. 

Необходимость очевидна. Для доказательства достаточности 
заметим, что для представления Т будет = 0. Действительно, 
если l i m T ( s ) x = 0, то И т Т (y(s)x) = О, а тогда дс = 0. ибо 
s u p l | f ( y ( s ) ' ^ ) | | < o o . Итак. Т обладает полной системой весовых 

S 

векторов, отвечающих унитарным весам, а тогда Т п. п. 
§ 3. Почти периодические операторы и однопараметрическне 

полугруппы. Ограниченный линейный оператор А в банаховом 
пространстве В называется п. п., если представление п-^ 
является п. п., т. е. каждая орбита предкомпактна. Свойство 
а. п. п. для Z+ эквивалентно п. п. 

Теорема об отщеплении граничного спектра для п. п. опера-
тора непосредственно вытекает из теоремы 2.3. и формулируется 
следующим образом. 

Теорема 3.1. Пусть А — оператор в банаховом пространстве 
В такой, что 5 и р | | Л " | 1 < о о . Пусть ß^ = {л;| lim = 0}, В^ — 
замыкание линейной оболочки собственных векторов оператора А, 
отвечаюш,их унитарному дискретному спектру*. Для того 
чтобы имело место разложение В — В^, необходимо и до-
статочно, чтобы оператор А был п. п. При этом 5, является 
топологической прямой суммой собственных подпространств, 
отвечающих граничному спектру. Если вдобавок | |Л | | = 1, т. е. 
А — сжатие, то разложение В = + В^ — полуортогональное, 
оператор А\ В^ —обратимая изометрия, В^ является тополо-
гической ортогональной суммой граничных собственных подпро-
странств. 

Далее, имеет место критерий сильной сходимости степеней 
оператора, вытекающий "из теоремы 2.4. 

^Теорема 3.2. (ср. [4]). Для того чтобы последовательность 
{'4''}„>1 сильно сходилась, необходимо и достаточно, чтобы опе-
ратор А был п. п. и не имел унитарных собственных значений, 
отличных от единицы. При этом lim/l" = Pi, ^öe Р^ —проек-
тор (если А— сжатие, то Р^ — ортопроектор) на подпростран-
ство инвариантных векторов оператора А. 

* в дальнейшем эта часть спектра п. п. оператора называется граничным 
спектром (см, подстрочное примечание на с, 3). 
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Вообще же для любого п. п. оператора А имеет место э р г о -
д н ч е с к а я т е о р е м а , т. е. существует сильный предел 

п—1 

и он является проектором (для сжатия — ортопроектором) на под-
пространство инвариантных векторов оператора А. Это вытекает 
из теоремы 3.1. Следовательно, для каждого граничного собствен-
ного значения X существует сильный предел 

п—I 
Р^ = lim - у Х-"А", 

п—«> " , А=0 
и ОН является проектором (для сжатия — ортопроектором) на со-
ответствующее собственное подпространство*. Это получается 
заменой А на А/Х. 

Наконец, отметим, что из предложения 2.1 вытекает 
Предложение 3.1. Если s u p | | / 4 " | | < o o и оператор А обладает 

1> 1 
полной системой собственных векторов, отвечающих унитарному 
дискретному спектру, то оператор А обратим и порождает 
п. п. представление группы Z. 

В этом смысле можно сказать, что А — двусторонне п. п. 
оператор. 

С л е д с т в и е . Для того чтобы обратимый оператор А был 
двусторонне п. п., необходимо и достаточно, чтобы он был п. п. 
и чтобы 5 и р | | Л ' ' | | < о о . 

п<0 
Рассмотрим некоторые примеры п. п. операторов. 
Пример 1. Если А — строгое сжатие в том смысле, что его 

спектральный радиус г ( Л Х 1 , то Л — п . п. оператор, так как 
Л" сходится к нулю (даже по норме). Граничный спектр строгого 
сжатия пуст. 

Пример 2. Если Л—компактный оператор и sup || Л" II < оо, 
и > 1 

то А — п. п. оператор в силу определений. Граничный спектр 
такого оператора конечен, более того, граничное подпространство 
конечномерно в силу теории Фредгольма. Проекторы Р vl Р^ со-
впадают** с рисовскими спектральными проекторами. После отщеп-
ления граничного спектра получается строгое сжатие. 

Аддитивная комбинация двух предыдущих тривиальных при 
меров уже не тривиальна. Она была исследована К. Иосида 
и С. Какутани [5]. Один из основных результатов этой работы 
можно истолковать как теорему об отщеплении граничного спектра 

* Если I А, I = 1, но не является собственным значением, то Р^^ существует 
но в этом случае Р^ = О-

** Здесь, как и прежде, Р — граничный проектор. 
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с теми же свойствам», что для компактного оператора. В ситуа-
ции 11г)сида — Какутани свойствоп. п. проверяется непосредственно, 
гккле чего указанная т е о р е . м а становится следствием общей теории. 

Теорема 3.3. Пусть оператор А в банаховом пространств" 
имеет нид A^C+R, еде С — компактный оператор, R — 
строгое сжатые, причем s u p I M " ! l < ° ° - Тогда А —п. п. опери-

п>\ 

тор, его граничное подпространство конечномерно, а на внут-
реннем подпространстве спектральный радиус меньше единицы. 

.Можно сказать, для А имеет место равномерное отщепление 
граничного спектра. Доказательство теоремы -3.3 приведено в [2]. 

С л е д с т в и е (51. Пусть существует показатель N, такой, 
что A''^ = C+R, где С —компактный оператор, R —строгое 
сжатие, причем sup|| Л " | | < оо. Тогда А —п. п. оператор, его 
граничное подпространство конечномерно, а на внутреннем под-
пространстве спектральный радиус меньше единицы. 

Замечание. В условиях теоремы 3.3 (или её следствия) средние 
/Г ' У сходятся по норме. Таким образо-м. имеет .место рав-(<л—1 
н о м е р н а я э р г о д и ч е с к а я т е о р е м а . 

Сформулируем теперь основные результаты для сильно непре-
рывной однопараметрической полугруппы операторов 
А — инфинитезимальный оператор *), иными словами, для пред-
ставления полугруппы в банаховом пространстве В. В это:,; 
случае а. п. п. и п. п. по-прежнему эквивалентны. Граничный 
спектр п. п. представления t-^e^^' состоит в точности из тех экспо-
нент е'^', для которых "k^R, а ik является собственным значение.м 
оператора Л. В этом случае граничным спектром оператора Л 
естественно называть его чисто мнимый дискретный спектр. 

Теорема З .Г . Пусть sup || е^^ || оо. Положим: Вп = >̂0 
= {л; I lim = В^ — замыкание линейной оболочки собствен-

ных векторов оператора А, отвечаюищх граничному спектру. 
Для того чтобы имело место разложение ß = - f ß , необхо-
димо и достаточно, чтобы 

полугруппа е^' была п. п. При эпюм 
Bi является топологической прямой суммой собственных под-
пространств, отвечающих граничному спектру. Если вдобавок 
Ije-^'Hcl (т. е. А—диссипативный оператор), то разложение 
ß = + — полу ортогональное. оператор А | ßj консервативен 
(т. е. — полугруппа обратимых изометрий), ßj является 
топологической ортогональной суммой граничных собственных 
подпространств. Теорема 3.2'. Для того чтобы существовал сильный nprde.i 

" достаточно, чтобы полугруппа е ' ' 
была п. п. и А не имел чисто мнимых собственных значений, 
отличных от нуля. Этот предел является проектар<ш на Кег Л. 

* Оператор А, вообще говоря, неограничен, но замкнут и плотно onреле.юн. 
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Вообще же для Л10боЙ п. п. полугруппы И ' существует силь-
ный предел 

I 
Р„ = lim i [еЛ^йт, 

н он является проектором на Кег Л. Следовательно, для каждого 
граничного собственного значения iX существует сильный предел 

t 
Р х = lim I {e '^ 'e- '^ 'dT, 

о 

и он является проектором на соответствующее собственное под-
пространство*. Все описанные выше проекторы в случае днсси-
патнвного оператора А являются ортопроекторами. 

Теорема 3.2 ' непосредственно соприкасается с теорией устой-
чивости, ибо является эволюционным оператором в задаче 
Кош и 

= = (3-1) 

С этой точки зрения ограниченность полугруппы е" '̂ означает 
устойчивость по Ляпунову, а стремление к нулю (в сильном 
смысле) означает асимптотическую устойчивость. Из теоремы 3.2' 
вытекает 

С л е д с т в и е . Пусть А — инфинитезимальныа оператор 
сильно непрерывной однопараметрической полугруппы. Для того 
чтобы задача Kouiu (3.1) была асимптотически устойчива, не-
обходимо и достаточно, чтобы полугруппа е^' была п. п. и А 
не имел чисто мнимых собственных значений. 

Это — обобщение классического критерия Ляпунова, относя-
щегося к конечномерному случаю. В конечномерном случае ус-
ловие п. п. полугруппы е'̂ * эквивалентно ограниченности. В бес-
конечномерном случае это неверно, даже если оператор А не 
имеет чисто мнимых собственных значений. Примером может 
служить полугруппа сдвигов (Ег (s) = ? (s 4- О) в простран-
стве непрерывных ограниченных функций на полуоси s > 0. 

Остановимся теперь на вопросе о полноте системы собствен-
ных векторов инфинитезимального оператора А. 

Предложение З .Г . Если sup||e'^' | |<oo и оператор А обла-
<>0 

дает полной системой собственных векторов, отвечающих чисто 
мнимому дискретному спектру, то полугруппа е^' {t > 0) про-
должается до п. п. группы — о о < / < о о ) . 

* Если X вещественно, но не является собственным значением, то Р» 

сущестьует, но в этом случае = 

Ö1 



» : л е л с 1 в и е . Дли modo нтиОы однипараметрическая груп-
па ( _ о о < / < о о ) была п. п., необходимо и достаточно, 
чтобы полугруппа е^' (/ > 0 ) была п. п. и sup || е'^'|| < оо. 

И силу теоремы 2.1 полнота системы собственных векторов, 
отвечающих граничному спектру инфинитезимального оператора 
Л, эквивалентна п. п. группы И ' при условии ее ограниченно-
сти. Вместе с тем одним из авторов [6,7] получен критерий пол-
ноты системы собственных векторов, состоящий в п. п. всех 
функций вида / ( / ' л - ) (хg fi, jÇ^B*). При этом пространство В 
предполагалось слабо полным. Если такую почти периодичность 
называть скалярной, то оказывается, что в слабо полном про-
странстве для ограниченной группы е^^ скалярная п. п. эквива-
лентна п. п. (здесь уместно сказать,— сильной п. п.). Отметим, 
что если Л — компактный оператор, то группа е^* при условии 
t e ограниченности является скалярно п. п. (6). 

Теорема 3.4. Пусть банахово пространство В не содержит 
подпространств изоморфных с (т. е. пространству сходящихся 
последовательностей). Если А—компактный оператор и груп-
па — о о < / < о о ) ограничена, то она является п. п. 

Доказательство аналогично [6], но использует известную 
теорему Кадеца об интегрировании п. п. вектор-функций. 

В пространстве с имеется контрпример [7]. Пусть — 
последовательность попарно различных вещественных чисел, 
стремящаяся к нулю. Тогда оператор Л = {ik^l^} 
компактен, группа е'^' изометрична, но не является п. п., ибо 
при орбита {e'̂ '̂î'} не предкомпактна. Конечно, в этом 
примере нет полноты системы собственных векторов (замыкание 
их линейной оболочки совпадает с Cq). Вместе с тем эта группа 
является скалярно п. п. 

Остановимся еще вкратце на приложениях к теории скалярных 
п. п. функций. Скалярная функция ф ( 0 , непрерывная и ограни-
ченная на полуоси / > О, называется п. п., если семейство ее 
сдвигов фй(/) = - f / i ) (Я > 0) предкомпактно в sup-норме, 
т. е. в пространстве CB{R+)- Замыкая в этом пространстве ли-
нейную оболочку семейства [ф/,}, мы получаем подпространство 
^ф, инвариантное относительно сдвигов, и в этом подпростран-
стве регулярное представление = фл (/г > 0) полугруппы /?+. 
Почти периодичность функции ф эквивалентна почти периодич-
ности представления R . 

Теорема 3.1" [8]. Для того чтобы непрерывная функция 
Ф(0 >0) была п. п., необходимо и достаточно, чтобы она 
имела вид ф = где ф, (О принадлежит равномерному 
замыканию линейной оболочки семейства экспонент 
а Фи (О f^PU +00. 

82 



При эгом функция ф1 будет аппроксимироваться линейными 
комбинациями лишь тех экспонент, которые сами аппроксими-
руются линейными комбинациями сдвигов исходной функцим 
(и в этом смысле принадлежат спектру Берлинга функции Ф1). 
Таким образом, здесь, как и на всей оси имеет место спект-
ральный синтез. На самом деле указанная аппроксимация экви-
валентна тому, что Ф1 почти периодически продолжается на всю 
ось (согласно предложению З . Г ) . 

§ 4. Вычисление ядра Сушкевича. Ядро Сушкевича а. п. п. 
представления абелевой полугруппы можно описать в спектраль-
ных терминах. 

Теорема 4.1. Пусть 8 — абелева топологическая полугруппа, 
Т — ее а. п. п. представление, К — его ядро Сушкевича. Пусть 
граничный спектр представления Т непуст. Тогда К^О*, где 
О — дискретная группа, порожденная семейством {XV) унитар-
ных весов представления Т (рассматриваемых как функции 
на К) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как О — группа непрерывных функ-
ций на К со значениями в единичной окружности, то обычная 
луализация (Л*(Х) = Х(Л) (Л^/С)) определяет непрерывный гомо-
морфизм /: Так как группа К компактна, то нужно 
тишь показать, что / биективен. 

Пусть / ( Л о ) = 1 , т . е. Х(Ло) = 1. Тогда, в частности, все 
'Су(Лп)= 1, т . е. все весовые векторы оператора Л^ инвариантны. 
Ввиду полноты системы весовых векторов в граничном поапро-
с'транстве, получаем, что Ло = 1(1. Таким образом. / инъективен. 

Пусть [ ( К ) ф О * . Тогда на компактной группе 0 * У 1 { К ) су-
ществует нетривиальный характер Х .̂ Естественный гомоморфизм 
О* переносит Х„ на Ь* . По принципу двойственности 
У-п^О. Но при этом т. е. Хо = ' в О вопреки по-
строению. 

Отметим несколько следствий этой теоремы. 
С л е д с т в и е 1. Если А—п. п. оператоу, г ( Л ) = 1 , то 

К^О*, где О — дискретная подгруппа единичной окружности, 
порождаемая граничным спектром оператора А. 

В частности, если граничный спектр конечен* (например, 
в случае компактного оператора или в более общей ситуации 
Иосида — Капутани), то порождаемая им подгруппа изоморфна 
прямому произведению конечной циклической группы и целочис-
ленной решетки Z* некоторой размерности ^ > 0. Поэтому имеет 
место 

С л е д с т в и е 2. Если граничный спектр п. п. оператора 
конечен, то его ядро Сушкевича изоморфно прямому произве-
дению конечной циклической группы и тора Г* некоторой раз-
мерности к >.0. Если все точки граничного спектра являются 

• Для краткости здесь и далее мы опускаем оговорку о непустоте гра-
ничного спектра. 
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I ' i'H'iMii in гоиницы (и только n этом слу ше), ядро Сушкевича 
Г,11ГЧН0, и тогда оно я«1яется циклической группой 

luiK.-n ч е т к а я групп;! рзомсффиа D ( л ю б а я к о н е ч с а я абе-
i|)yi!ii;i р зомсрфиа своеп группе х а р а к т е р о в ) . Ее порялок 

<. !!, liailNU'llLIIIie Г,бщсе к р а т н о е порядков точек г р а н и ч и г г о 
('П('к I ра . 

PaicMOipn.M lei iepb и. п. п о л у г р у п п у е ' ( / > 0 ) . 
С л е д . - т в п е 3 . Если е^' ((>()) —п. п. полугруппа, то 

KxD*, где D — подгруппа аддитивной группы R, порождаемая 
граничным спектром оператора А. Если граничный спектр 
конечен, то ядро Сушкевича является тором некоторой раз-
мерности ^ > 0. 

Д е й с т в и т е л ь н о , если D c z R — к о н е ч н о п о р о ж д е н н а я п о д г р у п п а , 
1о D » Z * n p H некоторо.м ^ > 0 , п о с к о л ь к у ' ж а не с о д е р ж и т 
э т е м е н т о в к о н е ч н о г о п о р я д к а . По этой ж е п р и ч и н е для любой 
однопараметрической п. п. полугруппы ядро К с в я з н о . 

В з а к л ю ч е н и е п р о к о м м е н т и р у е м с и т у а ц и ю п. п . ф . ф ( / ) { t > 0 ) . 
В этом с л у ч а е D — т а к называемый м о д у л ь с п е к т р а , а / С « 
боровский компакт ф у н к ц и и ф. Р о л ь этих о б ъ е к т о в в т е о р и и 
п. п . ф . хорошо и з в е с т н а . 
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