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1.1 Вiдповiдностi та вiдношення

Означення 1.1 Беремо непорожнi множини M,N , утворюємо прямий
добуток цих множини M×N . Пiдмножини цього прямого добутку нази-
вають вiдповiдностями мiж елементами M та N . Вiдповiднiсть мiж
елементами однiєї i тiєї ж множини, тобто пiдмножину декартового
квадрату M × M = M 2 = {(a, b)|a, b ∈ M}., називають бiнарним вiдно-
шенням, або просто вiдношенням на множинi M .

Серед вiдношень найважливiшими є перетворення (функцiї, функцiо-
нальнi вiдношення ...), еквiвалентнiсть та вiдношення порядку. Зараз нас
цiкавлять перетворення, якi ще називають вiдображенями iз множини в
себе (або функцiями, або частковими вiдображеннями, частковими фун-
кцiями. — в залежностi вiд мовного оточення та традицiй)

Означення 1.2 Вiдображенням iз множини M у множину N назива-
ють таку вiдповiднiсть f мiж єлементами множин M,N, (тобто f ⊆
M×N , ) що для кожного x ∈ M iснує i до того ж єдиний елемент y ∈ N
такий, що (x, y) ∈ f.

Таке складне означення i позначення потрiбне для максимально строгого
розвою математики. До звичних (шкiльних) означень та позначень перехо-
димо таким чином. Якщо f — вiдображення iз множини M у множину N ,
i (x, y) ∈ f, то використовуємо позначення

f : M → N, x
f7→ y, y = f(x).

Якщо y = f(x), то y називається образом елемента x , а x називається
прообразом елемента y.

Означення 1.3 Вiдображення f : M → N називається iн’єктивним,
якщо для будь-яких x1, x2 ∈ M,x1 ̸= x2 виконується нерiвнiсть f(x1) ̸=
f(x2). Згадане вiдображення називється сюр’єктивним, якщо для будь-
якого y ∈ N знайдеться хоч один елемент x ∈ M такий, що y = f(x).
Коли вiдображення є i iн’єктивним i сюр’єктивним, то воно бiєктивне.
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1.2 Пiдстановки

1.2.1 Означення та задання

Означення 1.4 Бiєктивнi вiдображення непорожнiх скiнченних множин
у себе називають пiдстановками.

Оскiльки елементи скiнченної множини можна перенумерувати числами
починаючи з одиницi, то можна вважати iз самого початку, що скiнченна
множина — це {1, 2, 3, . . . , n} для деякого натурального n ≥ 1.

Пiдстановки на n−елементнiй множинi (або n−елементної множини)
звичайно задають таблично, у два рядки: у верхньому рядку виписують
образи, а в нижньому прообрази. Отже, для

σ : {1, 2, . . . , n} −→ {1, 2, . . . , n}

ми пишемо
σ =

(
1 2 3 . . . n

σ(1) σ(2) σ(3) . . . σ(n)

)
(1)

або
σ =

(
1 2 3 . . . n
i1 i2 i3 . . . in

)
(2)

замiсть σ(1) = i1, σ(2) = i2, σ(3) = i3, . . . σ(n) = in.
Прикладами пiдстановок є

σ1 =

(
1 2
2 1

)
, σ2 =

(
1
1

)
, σ3 =

(
1 2 3 4 5
3 1 5 2 4

)
, σ4 =

(
1 2 3 4 . . . 2n− 1 2n
2 1 4 3 . . . 2n 2n− 1

)
.

(3)

Теорема 1.1 (про порядок групи пiдстановок) На n−елементнiй мно-
жинi iснує n! пiдстановок.

Доведення. Нехай σ — пiдстановка на множинi 1, 2, . . . , n. Для образа
σ(1) першого елемента 1 є n можливостей, для образа σ(2) другого еле-
мента 2 коли образ першого вибраний, є n− 1 можливiсть, для образа σ(3)
третього елемента 3, коли образи σ(1), σ(2) уже вибранi, маємо є n − 2
можливостi, i т.д. Для образа останнього елемента лишається єдина мо-
жливiсть. За комбiнаторним правилом добутку для вибору пiдстановки σ

є n! можливостей.
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1.2.2 Перестанвки, iнверсiї перестановок, парнiсть перестановок та пiдстановок

Верхнiй рядок при заданнi пiдстановки таблично, двома рядками, стає зай-
вим, якщо домовитися про стандарт, звичайне розтшування чисел у зро-
стаючому порядку,

(1, 2, 3, . . . , n),

то цей верхнiй рядок стає зайвим i пiдстановку (1) задають одним нижнiм
рядком:

(σ(1), σ(2), σ(3), . . . , σ(n))

За такою домовленiстю пiдстановки σ1, σ2, σ3, σ4 в прикладах (3) можна
задати послiдовностями:

σ1 = (2, 1), σ2 = (1), σ3 = (3, 1, 5, 2, 4), σ4 = (2, 1, 4, 3, . . . , 2n, 2n− 1).
(4)

Означення 1.5 Запис елементiв скiнченної множини у певному лiнiй-
ному порядку (один за другим) називають перестановкою.

В записi перестановки використовують круглi дужки, щоб пiдкреслити ва-
жливiсть порядку елементiв у послiдовностi, на вiдмiну вiд фiгурних ду-
жок, в якi береться перелiк елементiв множини, де порядок запису елемен-
тiв не має значення. Таким чином

(1, 2), (3, 2, 1), (5, 3, 2, 1, 4)

є перестановками — перша на множинi {1, 2}; друга на множинi {1, 2, 3},
третя на множинi {1, 2, 3, 4, 5}.

Означення 1.6 У перестановцi (i1, i2, . . . in) чисел 1, 2, . . . n два елементи
ip, iq утворюють iнверсiю (зворотний порядок) коли p < q, ip > iq, тобто
коли бiльше число стоїть ранiше, нiж менше.

Так у перестановцi 2,1,5,4,3 елементи 1,2 утвоюють iнверсiю, а елементи
1,4 iнверсiї не утворюють.
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Означення 1.7 Перестановка назвається парною, якщо вона має парну
кiлькiсть iнверсiй. Пiдстановка називається парною, якщо вона задана
парною перестановкою.

В наведенiй вище перестановцi 4 iнверсiї — {1, 2 {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}, отже

пiдстановка
(
1 2 3 4 5
2 1 5 4 3

)
парною.

Лема 1.1 (про змiну парностi кiлькостi iнверсiй у перестановцi) Якщо
у перестановцi помiняти мiсцями два елементи, то парнiсть кiлькостi
iнверсiй змiниться на протилежну (якщо кiлькiсть iнверсiй була пар-
ною, то стане непарною, а якщо була непарною, то стане парною).

Доведення.
Нехай перестановка

β = (x1, x2, . . . , xu, q, y1, y2, . . . , yv, p, z1, z2, . . . , zw), 0 ≤ u, v, w < n

на множинi {1, 2, . . . n} одержан iз перестановки

α = (x1, x2, . . . , xu, p, y1, y2, . . . , yv, q, z1, z2, . . . , zw)

переставлянням двох елементiв 1 ≤ p, q ≤ n. Позначимо

X = {x1, x2, . . . , xu}, Y = {y1, y2, . . . , yv}, Z = {z1, z2, . . . , zw}.

Всi iнверсiй пiдстановок α розiб’ємо на кiлька типiв — до першого вiдне-
смо тi iнверсiї, що не мстять жодного iз елементiв p, q (позначимо iх кiль-
кiсть в перестановцi α через a); до другого вiднесемо тi iверсiї, що мiстять
один iз елементiв p, q, а другий iз множини X ∪ Z (позначимо iх кiлькiсть
в перестановцi α через b); до третього вiднесемо тi iверсiї, що мiстять p i
елемент iз множини Y (позначимо iх кiлькiсть в перестановцi α через c);
до четвертого вiднесемо тi iверсiї, що мiстять q i елемент iз множини Y

(позначимо iх кiлькiсть в перестановцi α через d). Також позначимо

δ1 =

{
1, якщо {p, q} утворюють iнверсiю в перестановцi α
0, якщо {p, q} не утворюють iнверсiю в перестановцi α .
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В цих позначеннях перестановка α має

m1 = a+ b+ c+ d+ δ1

iнверсiй.
Пiдрахуємо кiлькiсть iнверсiй в пiдстановцi β. Позначимо

δ2 =

{
1, якщо {p, q} утворюють iнверсiю в перестановцi β
0, якщо {p, q} не утворюють iнверсiю в перестановцi β .

Пiдстановка β ожержана iз α переставлянням елментiв p, q. Тому {p, q}
утворюють iнверсiю в α тодi i тiльки тодi, коли {p, q} не є iнверсiєю в
перестановцi β, тобто δ1 = 1 ↔ δ2 = 0 i в будь-якому випадку

δ1 + δ2 = 1

Оскiльки елемент p стояв в перестановцi α пiсля всiх елементiв iз Y ,
елемент q стояв в перестановцi α пthtl всiма елементами iз Y , а в пiдстановцi
β навпаки, то iнверсiй в β, що мiстять p i елемент iз множини Y буде v−c, а
тих, що мiстять q i елемент iз множини Y буде v− d. Iнверсiї перестановки
β, що не мiстять жодного iз елементiв {p, q} збiгаються з вiдповiдними
iнверсiями перестановки α. Також збiгаються тi iнверсiї перестановок α, β,
в яких один елемент належить {p, q}, а другий належить X ∪ Z. Тому
всього iнврсiй в перестановцi β буде

m2 = a+ b+ v − c+ v − d+ δ2.

Остання формула дозволяє записати

m1 +m2 = 2a+ 2b+ 2v + (δ1 + δ2) = 2(a+ b+ v) + 1,

m1+m2 є непарним числом i, вiдповiдно, числа m1,m2 мають протилежну
парнiсть.

Теорема доведена

Теорема 1.2 Коли пiдстановка задана таблично, двома рядками, i в верх-
ньому рядку числа стоять в довiльному (не обов’язкомо в зростаючому)
порядку, то парнiсть цiєї пдстановки збiгається з парнiстю суми кiль-
костi iнверсiй у верхньому i в нижньому рядках.
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Доведення. Твердження теореми впливає з того, що коли переставити
два стовпчики табличного задання пiдстановки, то одночасно змiниться
парнiсть кiлькостi iнверсiй i в верхньому i в нижньому рядках, а парнiсть
суми залишиться незмiнною.

1.3 Множення пiдстановок

Пiдстановки (як i будь-якi вiдображення iз множини в себе) можна пере-
множати. Так якщо f, g — двi пiдстановки, то пiдстановка h = fg визнача-
ється правилом: для будь-яких x h(x) = f(g(x)). Звернемо уагу на те, що
iм’я елемента, на який дiє вiдображення, ми записуємо справа вiд iменi вiд-
ображення. Де писати це iм’я — справа чи злiва є питанням домовленостi.
Наслiдком прийняятої домовленостi є те, що в добутку двох вiдображення
першим вiдображеням в добутку, яке дiє на елемент множини, є те, яке
записане справа. На рис. 1 графiчно зображено двi пiдстановки

Рис. 1: Добуток двох пiдстановок. Першою дiє на елементи та пiддстановка, яка в добутку стоїть справа
— така домовленiсть

f =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
4 8 1 7 2 3 6 5

)
, g =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 4 3 6 8 7 5

)
, (5)
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та їх композицiю (добуток) gf

gf =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
3 5 1 7 2 4 8 6

)
.

В прикладi (5) пiдстановка f може бути задана перестановкою (4,8,1,7,2,3,6,5).
В нiй з числом 1 є 2 iнвесiї {4,1 } {8,1 }, з числом 2 є 3 iнверсiї {4,2 } {
8,2} {7,2 }, з числом 3 є також 3 iнверсiї {4,3 } {8,3 } {7,3 }, з числом 5
є 3 iнверсiї {8,5 } { 7,5 } {6,5 } i з числом 6 є 2 iнверсiї { 7,6 } { 8,6 },
число 7 утворює одну iнверсiю {8,7}. Всього в перестановцi (4,8,1,7,2,3,6,5)
є 2+3+3+3+2+1=14 iнверсiй, отже пiдстановка f парна.

1.4 Цикли i транспозицiї

Означення 1.8 Одинична пiдстановка idM на множинi M = {1, 2, . . . n}
визначається за допомогою рiвностi id(x) = x. x = 1, 2, . . . n. Елементи
x, f(x), f 2(x) = f(f(x)), f 3(x) = f(f 2(x)), . . . утворюють орбiту елемен-
та x. Якщо пiдстановка має єдину неодноелементну орбiту, то це цикл.
Довжина цикла це кiлькiсть елементiв у його неодноелементнiй орбiтi.
Цикли довжини 2 називають транспозицiями. Два цикли називаються
незалежними, якщо їх неодноелементнi орбiти мають порожнiй пере-
тин — не мають спiльних елементiв.

Запис a = (a1, a2, a3, . . . , ak−1, ak) означає цикл, який переводить a1 в a2,
a2 в a3, i так далi, ak−1 в ak, i ak в a1. Транспозицiї мають вигляд (a, b).

Теорема 1.3 (про розкладання пiдстановки в добуток незалежних циклiв)
Кожна неодинична пiдстановка є добутком незалежних циклiв.

Доведення. Нехай M = {1, 2, . . . n} n ≥ 2 — множина i f : M → M неоди-
нична пiдстановка. Розглянемо множину C1, C2, . . . рiзних орбiт. Оскiльки
кожен елемент належить своїй орбiтi, то

C1 ∪ C2 ∪ . . . = M.

Кожна орбiта є орбiтою кожного свого елемента, — це випливає iз бiєктив-
ностi пiдстановки i iз того, що множина M скiченна. Iз цього випливає, що

8



Рис. 2: Пiдстановка розкладена в добуток 2 незалежних (неодноелементних) циклiв i має три орбiти

рiзнi орбiти мають порожнiй перетин, тобто

Ci ̸= Cj ⇒ Ci ∩ Cj = ∅.

Далi, за кожною неодноелементною орбiтою C = {x, f(x), f 2(x), f 3(x), . . . fk−1}
для деякого x ∈ M визначаємо цикл fC : M → M правилом: для y ∈ M

fC(y) =

{
f(y), якщо y ∈ C;

y, якщо y /∈ C.

Тепер пiдстановка f є добутком побудованих незалежних циклiв.

На рисунку 2 графiчно зображено пiдстановку, яка розкладається у до-
буток двох незалежних циклiв — транспозицiї та циклу довжини 6, i має
три орбiти.

Пiдстановка f в прикладi (5) розкладаєтья в добуток двох незалежних
циклiв f = (1, 4, 7, 6, 3)(2, 8, 5) довжини 5 та 3.

Коли потрiбно вказати нерухомi елементи пiдстановки, тобто тi, орбiти
яких одоелементнi, то до запису незалежних циклiв додають одноелементнi
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орбiти — один елемент в круглих дужках. Наведемо приклад. Пiдстановка

σ = (2, 1, 5, 8)(6, 3, 4)

є добутком двох циклiв. Але коли потрiбно вказати, що ця пiдстановка
дiє на 10-елементнiй множинi i нерухомими є елементи 7,9,10, то потрiбно
писати

σ = (2, 1, 5, 8)(6, 3, 4)(7)(10)

Теорема 1.4 Кожну пiдстановку на множинi M = {1, 2, . . . n} n ≥ 2
можна записати у виглядi добутку транспозицiй.

Доведення. Cправдi, одиничну пiдстановку можна записати у вигядi
квадрата транспозицiї (1, 2) Неодинчну пiдстановку можна розкласти в
добуток циклiв, а кожен цикл можна розкласти в добуток транспозицiй,
кiлькiсть яких на одиницю менша нiж довжина цикла

(i1, i2, . . . ik−1, ik) = (i1, i2) · (i2, i3) · (i3, i4) . . . (ik−1, ik) k > 1. (6)

Так, можна записати

(1, 4, 7, 6, 3) = (1, 4)(4, 7)(7, 6)(6, 3), (2, 8, 5) = (2, 8)(8, 5).

Тепер пiдстановку

f =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
4 8 1 7 2 3 6 5

)
можна записати як добуток 6 транспозицiй (циклiв дожини 2):

f = (1, 4, 7, 6, 3)(2, 8, 5) = (1, 4)(4, 7)(7, 6)(6, 3)(2, 8)(8, 5).

Пiдстановка

g =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 4 3 6 8 7 5

)
може бути задана перестановкою (1,2,4,3,6,8,7,5). Її можна задати як добу-
ток двох незалежних циклiв g = (3, 4)(5, 6, 8) i у виглядi добутку 3 транспо-
зицiй g = (3, 4)(5, 6)(6, 8), або, якщо потрiбно вiдмiтити нерухомi елементи,
у виглядi g = (1)(2)(3, 4)(5, 6)(6, 8)(7). Порядок запису циклiв не має зна-
чення.
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Теорема 1.5 (про парнiсть пiдстановки) . Пiдстановка є парною в то-
му i тiльки тому випадку, коли вона є добутком парної кiлькостi транс-
позицiй.

Доведення. Для доведення теореми досить показати, що множення пiд-
становки на транспозицiю змiнює парнiсть кiлькостi iнверсiй.

Нехай σ =

(
1 2 3 . . . p . . . q . . . n
i1 i2 i3 . . . ip . . . iq . . . in

)
. Тодi (ip, iq)σ = σ(p, q)

одержується iз σ переставлянням 2(q − p)− 1 сусiднiх елементiв у нижнiй
перестановцi, кожне з яких змiнює парнiсть.

Означення 1.9 Якщо вiд кiлькостi елементiв вiдняти кiлькiсть незале-
жних циклiв, на якi розкладається пiдстановка, то одержне чсло нази-
вають дерементом пiдстановки. Декремент одиничної пiдстановки до-
рiвнює нулю.

Лекремент пiдстановки g = (3, 4)(5, 6, 8), дорiвнює 5-2=3, де 6 це цисло
рухомих лементiв, 3 кiлкiсть неодноелементних циклiв. Декремент цiєї ж
пiдстановки, записаної у виглядi g = (1)(2)(3, 4)(5, 6, 8)(7), дорiвнює 8-5, де
8 це клькiсть елементiв множини, на якiй дiє пiдстановка, а 6 це кiлькiсть
незалежних циклiв, включаючи одноелементнi.

Теорема 1.6 Пiдстановка є парною тодi i тiльки тодi, коли її декремент
є парним числом.

Доведення. Доведення полягає в тому, що кожен цикл є добутком
транспозицiй, кiлькiсть яких на одиницю менша нiж довжина циклу.

Згiдно з наведеною теореою пiдстановка g = (3, 4)(5, 6, 8) непарна.
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1.5 Застосуванная пiдстановок для обчислення визначникiв

Означення 1.10 Визначником (або детермiнантом) detA квадратної ма-
трицi

A =


a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
a31 a32 a33 . . . a3n
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann


називається число

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n
a31 a32 a33 . . . a3n
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 an3 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
яке обчислюється за формулою

detA =
∑

σ=

1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

∈Sn

sign(σ)a1i1a2i2a3i3 . . . anin, (7)

де Sn сукупнiсть всiх пiдстановок на множинi {1, 2, . . . , n}, n ≥ 1, а

signσ =

{
1, пiдстановка σ парна,
−1, пiдстановка σ непарна,

Iз означення парностi пiдстановки видно, що sign можна обчилювати за
формулою

signσ = (−1)N(σ(1),σ(2),σ(3),...,σ(n)),

де N(σ(1), σ(2), σ(3), . . . , σ(n)) — кiлькiсть iнверсiй у перестановцi (σ(1), σ(2), σ(3), . . . , σ(n)).

Теорема 1.7 (про розкладення визначника за елементами першого рядка)
Для кожної матрицi A розмiру n× n n ≥ 2 правильною є формула

detA =
n∑

i=1

(−1)i−1a1,iM
1
i (8)
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де M 1
i — мiнор, тобто визначник матрицi розмiру (n−1)× (n−1) n ≥ 2,

яка одержується iз матрицi A викреслюванням першого рядка та i−го
стовпчика.

Доведення. За означенням

detA =
∑

σ=

1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

∈Sn

sign (σ)a1i1a2i2a3i3 . . . anin =

=
n∑

i=1

∑
σ=

1 2 . . . n
i σ(2) . . . σ(n)

∈Sn

(−1)N(i,σ(2),σ(3),...,σ(n))a1,ia2,σ(2)a3,σ(3) . . . an,σ(n).

(9)
j−й рядок (j > 1) пiсля викреслювання 1-го рядка в матрицi A матиме
номер j − 1, а j−й стовпчик пiсля викреслювання i−го стовпчика матиме
той же номер j, якщо j < i, i буде мати номер j − 1, якщо j > i. Тому

M 1
i =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 . . . a2,i−1 a2,i+1 . . . a2n
a31 . . . a3,i−1 a3,i+1 . . . a3n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 . . . an,i−1 an,i+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣

m1,1 m1,2 . . . m1,n−1

m2,1 m2,2 . . . m2,n−1

. . . . . . . . . . . .

mn−1,1 mn−1,2 . . . mn−1,n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
=
∑

τ∈Sn−1

(−1)N(τ(1),τ(2),...,τ(n−1))m1,τ(1)m2,τ(2) . . .mn−1,τ(n−1) (10)

де

mp,q =

{
ap+1,q, якщо q < i,

ap+1,q+1, якщо q > i,

i при заданому фiксованому 1 ≤ i ≤ n мiж доданками (9) i (10) встановлю-
ється взємно однозначна вiдповiднiсть, де вiдповiднi доданки рiвнi, а саме,
ми можемо вважати, що

τ(j) =

{
σ(j), якщо σ(j) < i,

σ(j)− 1, якщо σ(j) > i.
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Оскiльки для будь-якої пiдстановки σ ∈ Sn σ(1) = i утворює iнверсiю з
числами 1, 2, . . . , σ(1)− 1, то σ(1) утворює рiвно i− 1 инверсiй i

(−1)N(i,σ(2),σ(3),...,σ(n)) = (−1)i−1(−1)N(σ(2),σ(3),...,σ(n)) = (−1)N(τ(1),τ(2),...,τ(n−1)) = (−1)i−1sign τ.
(11)

Формула (11) доволяє переписати формулу (9) у виглядi

detA =
n∑

i=1

(−1)i−1a1,i
∑

τ∈Sn−1

sign τ ·m1,τ(1)m2,τ(2) . . .mn−1,τ(n−1) =
n∑

i=1

a1,i(−1)i−1M 1
i .

(12)
Теорема доведена.

Теорема (1.7) дозволяє записати∣∣∣∣∣∣
a b c
−1 2 0
3 5 −7

∣∣∣∣∣∣ = a ·
∣∣∣∣ 2 0
5 −7

∣∣∣∣− b ·
∣∣∣∣ −1 0

3 −7

∣∣∣∣+ c ·
∣∣∣∣ −1 2

3 5

∣∣∣∣ .
Теорема 1.8 (про визначнк транспонованої матрицi) Визначник транс-
понованої матрицi збiгається iз визначником самої матрицi.

Доведення. Нехай маємо матрицю A розмiру n × n i матриця B = AT ,
що транспонована до A:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 , AT =


a11 a21 . . . an1
a12 a22 . . . an2
. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . ann

 = B =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . . . . . . . . . . .
bn1 n2 . . . bnn

 .

Вiдповiдно bi,j = aj,i, i, j = 1, 2, . . . n. В цих познченняхБ враховуючи, що
для σ ∈ Sn

sign (σ) = (−1)N(σ(1),σ(2),σ(3),...,σ(n)) = sign

(
σ(1) σ(2) . . . σ(n)
1 2 . . . n

)
маємо

detA =
∑
σ∈Sn

(−1)N(σ(1),σ(2),σ(3),...,σ(n))a1,σ(1)a2,σ(2) . . . an,σ(n) =
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=
∑
σ∈Sn

(−1)N(σ(1),σ(2),σ(3),...,σ(n))b1,σ(1)b2,σ(2) . . . bn,σ(n) = detB.

Теорема доведена.

Розглянемо матрицi розмiру n× n, що утворенi рядками

e1 = (1, 0, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), e3 = (0, 0, 1, . . . , 0), . . . en = (0, 0, 0, . . . , 1),

тобто рядок ei має довжину n i всi його елементи, крiм i−го, дорiвнюють
нулю, а i−й, дорiвнює одиницi. Якщо σ ∈ Sn, то ми можемо розглянути
матрицю Aσ, першим рядком якої є eσ(1), другм рядком є eσ(2) i т.д. , а n−м
рядком є eσ(n). Таку матрицю можна назвати матрицею-пiдстановкою. За
формулою (7)

detAσ = sign (σ).

Для прикладу, якщо n = 4,

σ =

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
∈ S4,

,то

Aσ =


0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0


i

detAσ = (−1)N(2,4,1,3) = (−1)3 = −1.

1.6 Числа Стiрлiнга 1-го роду

Пiдстановки є давнiм i важливим i iнструментом дослiджень i об’єктом
дослiджень. Зокрема, пiдстановок стосується i ряд комбiнаторних задач.
Числа, що є спiльною вiдповiддю до кiлькох рiзних комiнатрних задач, якi
часто використовуються, називаються комбiнаторними числами. А задачi,
вiдповiдi до яких є комбiнаторними числами, називають модельними зада-
чами. Прикладом комбiнаторного числа є число Стiрлiнга першого роду, i
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модельна задача, вiдповiддю до якої слугує це число, стосується пiдстано-
вок.

Означення 1.11 Кiлькiсть пiдстановок n−го степеня, n ≥ 1, якi ма-
ють k рiзних орбiт , k ≥ 1, називається числом Стiрлiнга першого роду

iз n по k i позначається
[
n

k

]
Зручно вважати, що

[
n

0

]
= 0 для всiх

n = 1, 2, . . . , i
[
0
0

]
= 1.

Iснує єдина пiдстановка в Sn, яка має n орбiт - це одинична пiдстановка.

Тому
[
n
n

]
= 1.

Щоб пiдстановка мала одну орбiту, потрiбно, щоб ця пiдстановка була
циклом довжини n. Циклiв довжини n в Sn (n−1)!, тому що образiв одиницi
n− 1, образiв двiйки, коли образ одиницi вибраний, n− 2 i так далi. Образ

останнього елемента визначається однозначно. Отже
[
n
1

]
= (n− 1)!.

Оскiльки пiдстановка iз Sn не може мати бiльше n орбiт, то при k > n[
n
k

]
= 0.

При малих значеннях n всi ненульовi числа Стiрлiнга легко пiдрахову-
ються [

1
1

]
= 1;[

2
1

]
=

[
2
2

]
= 1;[

3
1

]
= 2,

[
3
2

]
= 3,

[
3
3

]
= 1.

Таким чином одержується своєрiдний трикутник, що нагадує трикутник
Паскаля для бiномних коефiцiєнтiв.

Одержимо рекурентне спввiдношення для чисел Стiлнга першого роду,
яке доволить обчислити елементи наступних рядкiв в трикутнику, коли
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вiдомi попереднi, тобто дозволяє обчислати
[
n

k

]
для всiх k, коли при всiх

k вiдомi всi коефiцiєнти
[
n− 1
k

]
, n ≥ 2.

Теорема 1.9 (рекурентне спiввiдношення для чисел Стiрлiнга першого роду)
Для n ≥ 2 числа Стiрлiнга першого роду пiдкоряються умовi

[
n

k

]
=

[
n− 1
k − 1

]
+ (n− 1)

[
n− 1
k

]
, n = 2, 3, . . . ; k = 1, 2, . . . (13)

Доведення.
Нехай U множина пiдстановок на n−елементнiй множинi A, якi мають

рiвно k орбiт, n = 2, 3, 4, . . . ; k = 0, 1, 2, . . . За комбiнаторним визначенням
чисел Стiрлнга першого роду кiлькiсть елементiв у множинi U дорiвнює[
n
k

]
. Видiлимо в A один елемент a ∈ A i позначимо B = A \ {a}.

Всi пiдстановки iз U розбиваємо на два типи. До першого типу вiдноси-
мо тi пiдстановки, для якких a утворює одноелементну орбiту (або є одно-
елементним циклом). До другого типу вiднесемо тi пiдстановки, для яких
a знаходиться у неодноелементнiй орбiтi. Множину пiдстановок першого
типу позначимо через U1, а мнжину пiдстановок другого типу позначимо
через U2. Таким чином U = U1 ∪ U2, U1 ∩ U2 = ∅, i за правилом суми
|U | = |U1|+ |U2|.

Зрозумiло, що мiж пiдстановками iз U1 i тими пiдстановками на множинi
B, якi мають k − 1 орбiту, iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть. Тому

|U1| =
[
n− 1
k − 1

]
.

Якщо взяти пiдстановку f на множинi B, яка має k орбiт, i довiльний
елемент b ∈ B, то за ними можна побудувати пiдстановку g ∈ U наступни-
ми чином: вважаємо для g(a) = b, g(c) = a, якщо f(c) = b, i g(x) = f(x),
якщо x ̸= a, f(x) ̸= b. У запропонований спосiб кожна пiдстановка на мно-
жинi B, яка має k орбiт, породжує n−1 пiдстановку iз U2 i всi пiдстановки iз

U2 у такий спосiб одержаться по одному разу. Оскiльки ми маємо
[
n− 1
k

]
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дорiвнює кiлькостi пiдстановок на множинi B, якi мають рiвно k орбiт, то

за правилом добутку маємо |U2| = (n − 1) ·
[
n− 1
k

]
. Звiдси одержуємо

рекурентне спiввiдношення (13)

Иепер ми можемо обчислити всi ненульвi числа
[
4
k

]
:[

4
1

]
=

[
3
0

]
+ 3

[
3
1

]
= 6,

[
4
2

]
=

[
3
1

]
+ 3

[
3
2

]
= 11,[

4
3

]
=

[
3
2

]
+ 3

[
3
3

]
= 6,

[
4
4

]
=

[
3
3

]
+ 3

[
3
4

]
= 1.

Означення 1.12 Для змiнної x i n = 0, 1, 2, . . . многочлен xn, що визна-
чається умовами

x0 = 1, x1 = x, xn = x · (x+ 1) · (x+ 2) · . . . (x+ n− 1) коли n > 1,

назиається зростаючим факторiальним степенем.

Теорема 1.10 (аналiтичне введення чисел Стiрлiнга першого роду)
Числа Стiрлiнга першого роду є коефiцiєнтами зростаючого факторiаль-
ного стпеня, точнiше, при n = 0, 1, 2, . . .

xn =

[
n
0

]
+

[
n
1

]
x+

[
n
2

]
x2 + . . .+

[
n
n

]
xn.

Доведення. Доведення поводимо методом математичної iндукцiї.
База iндукцiї — превряємо теоему при малих знчннях n. При n = 0

x0 = 1 =

[
0
0

]
i теорема справджується.

При n = 1

x1 = x =

[
1
1

]
x
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i також теорема справджується.
При n = 2

x1 = x =

[
1
1

]
x

i також теорема справджується.
При n = 2

x1 = x(x+ 1) = 0 + x+ x2 =

[
2
2

]
x+

[
2
1

]
x2.

i теорема знову справджується.
Зауажимо ткож, що для будь-якого n ≥ 1 вiльний член зростаючого

факторiального степеня xn дорiвнює 0, тобто
[
n

0

]
.

Iндуктивне припущення: Припустимо, що теорема правильна для дякого
n ≥ 2.

Iндуктивний перехiд. Доведемо теорему для зростаючого степеня xn+1.
Нехай зростаючi факторiальнi степенi xm,m ≥ 2 мають коефiцiєнти

α(m, i), i = 0, 1, 2, . . ., тобто

xn = α(m, 0) + α(m, 1)x+ α(m, 2)x2 + . . .+ α(m,m)xm.

Лема 1.2 Коефiцiєнти зрстаючого факторiального степеня пiдкоряються
ркурентному спiввiдношенню

α(m, k) = α(m− 1, k − 1) + (m− 1)α(m− 1, k), m ≥ 2, k ≥ 1 (14)

Доведення.

∞∑
k=0

α(m, k)xk = xm = xm−1·(x+m−1) =

( ∞∑
k=0

α(m− 1, k)xk

)
·(x+m−1) =

=
∞∑
k=0

(α(m− 1, k − 1) + (m− 1) · α(m− 1, k))xk.

Звiдси, для будь-яких натуральних m ≥ 2, k > 1 одержуємо формулу (14)
Лема доведена.
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Прдовжимо доведення теореми. Оскiльки за iндуктивним припущенням

α(n, k) =

[
n
k

]
, k = 0, 1, 2, . . . ,

то згiдно з формулами (13),(14)

α(n+ 1, k) =

[
n+ 1
k

]
, k = 0, 1, 2, . . .

2 Симетрична та знакозмiнна група

2.1 Напiвгрупа. Група. Пiдгрупа

Означення 2.1 Множина S з однiєю асоцiативною бiнарною (двомiсною)
операцiєю f : S × S → S,, тобто

f(f(a, b), c) = f(a, f(b, c))

для будь-яких a, b, c ∈ S, називається напiвгрупою. Якщо операцiя названа
додаванням, то напiвгрупа адитивна, а якщо операцiя названа множен-
ням, то напiвгрупа буде мультиплiкативною. Елемент e ∈ S назиається
нейтральнм елементом вiдносно операцiї f , якщо f(e, a) = f(a, e) = a для
будь-якого елемента a ∈ S. В адитивнiй напiвгрупi нейтральний елемент
звичайно називається нулем, i познчається 0, а в мультиплкативнiй на-
пiвгрупi найтральний елемент називається одиницею i позначається 1.
Якщо в напiвгрупi є нейтральний елемент i застосування бiнарної опера-
цiї до двох елементiв дає нейтральний елемент, то цi два елементи на-
зивають оберненими один до другого. В адитивнiй напiвгрупi обернений
до a ∈ S позначається a−1. В адитивнiй напiвгрупi оберений да a ∈ S
елемент позначається −a i називається протилежним.

Отже, адитивна напiвгрупа S пiдкоряється однiй аксiомi

∀a, b, c ∈ S (s+(b+c)) = ((a+b)+c) — асоцiативнiсть додавання;
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мультиплкативна напiвгрупа S пiдкоряється однiй аксiомi

∀a, b, c ∈ S (s · (b · c)) = ((a · b) · c) — асоцiативнiсть множення;

нуль адитивної напiвгрупи визначається умовою

∀a ∈ S (s+ 0 = 0 + a = a;

нуль мультиплiативної напiвгрупи визначається умовою

∀a ∈ S (s · 0 = 0 · a = 0;

одиниця мультиплiативної напiвгрупи визначається умовою

∀a ∈ S (s · 0 = 0 · a = 0;

протилежний до елемента a ∈ S напiвгрупи S визначається умовою

s+ (−a) = −a+ aa = 0;

обернений до елемента a ∈ S напiвгрупи S визначається умовою

s · a( − 1) = a−1 · a = 1.

Зауважимо, що напiвгрупа може бути порожньою.
Прикладами пiвгруп будуть:

Напiвгрупа всiх вiдображеня iз множини в себе з операцiєю мно-
ження (або композицiєю) вiдобажень. Тотожне вiдображенняь, що
переводить кожен елемент в себе є нйтральним елементом.
Адитивна напiвгрупа натуральних чисел. В шкiльному курсi мате-
матики вважається, що нуль не є натуральним числом. В цьму ви-
падку адитивна напiвгрупа натуральних чисел не має нуля. Оскль-
ки нуль є кiлькiстю елементвв порожньої множини, то можна вва-
жати, що нул є натуральним чслом, в такому разi адитивна напiв-
група натуральних чисел має нуль.
Мультплiкативна напiвгрупа натуральних чсел має одиницю, але
обернений елемент iснує лише для одиницi (одинця сама до себе
обернена).
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Адитивна напiвгрупа прямокутних матриць заданого розмiру над
заданим полем має нуль — всi елементи нульової матрицi нулi.
Мултплiкативна напiвгрупа квадратних матриць заданого розiру
над заданим полем має одиницю — в одиничнiй матрицi по головнiй
дiагоналi стоять одиницi, а решта елемнтiв нулi.
Вс пiдмножини заданої множини i з операцiєю перетину i операцiєю
обїєднання i з операцiєю симетричної рiзницi утворюють напiвгру-
пу з нейтральним елементом. Якщо операцiя перетин, то нейтраль-
ним елментом є вся множина, якщо операцiя симетрична рiзниця
або об’єднання, то нейтральним елементом є порожня множина.
Множина S з операцiєю

∀a, b ∈ S a · b = a

утворює так звану напiвгрупу лiвих нулiв. А множина S з операцi-
єю

∀a, b ∈ S a · b = b.

утворює так звану напiвгрупу правих нулiв. Ряди, многочлени з
операцiями множення.
Мультиплiкативнi i адитивнi напiвгрупи формальних степеневих
рядiв та многочленiв мають нейтральнi елементи 0 та 1.

Означення 2.2 Напiвгрупа називається групою, якщо вона має нейтраль-
ний елемент i кожен елемент має обернений.

Iз умови "В групi iснує нейтральний елемент"виплває, що група обов’яз-
ково не порожня.

Обротнi квадратнi матрицi заданого розмiру утворюють мультаплiка-
тивнi групу: цiлi числа утворюють адитивну групу; ненульовi дiйснi числа
утворюють мультплiкативну групу; симетрiї кола утворюють мультиплiка-
тивну групу; рухи площини утворюють мультиплiкативну групу.

Означення 2.3 Нехай маємо двi напiвгрупи — S1 з операцiєю a · b для
a, b ∈ S1 i S2 з операцiєю c ⋆ d для c, d ∈ S2, i виконуються умови

S2 ⊆ S1;
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∀, x, y ∈ S2 x · y = x ⋆ y,

то кажуть, що множина S2 замкнена вiдносно операцiї ·; операцiя ⋆ є
обмеженням операцiї · на множину S2; напiвгрупа S2 з операцiєю ⋆ є
пiднапiвгрупою напiвгрупи S1 з операцiєю ·.

Означення 2.4 Нехай маємо двi групи — S1 з операцiєю a · b для a, b ∈ S1

та S2 з операцiєю c ⋆ d для c, d ∈ S2, i оперцiя ⋆ є обмеженням операцiї ·
на S2, то S2 називають пiдгрупою групи S1.

Так адитивна група цiлих чисел є пiдгрупою адитивної групи дiйсний чи-
сел, а {0, 1} — двоелементна мультиплiкативна пiдгрупа мультиплiкативної
групи ненульових дiйсних чисел.

Кожна група має двi так званi "тривiальнi"пiдгрупи — одна збiгається з
усiєю групою, а друга одноелемнтна, вона складається iз одного нейтраль-
ного елемента.

Означення 2.5 Cтепiнь gk елемента g ∈ G муьтиплiкативної групи
G визначається iндуктивно. Для g ∈ G нульовий степiнь збiгається iз
нейтральним елементом, i

gn+1 = gn · g, g−n = (g−1)n n = 0, 1, 2, . . .

Якщо група G адитивна, то для g ∈ G i k = 0, 1, 2, . . . використовують
термiн "k−кратний"елемент k · g, який визначається умовами

0 · g = 0, (n+ 1) · g = n · g + g, (−n) · g = n · (−g), n = 0, 1, 2, . . .

Можна переконатися, що множення степенiв заданого елемента g ∈ G
групи пiдкоряється правилам

g0 = 1, g1 = 1, g−n = (gn)−1, gn · gm = gn+m, gn · (gm)−1 = gn−m.
(15)

Теорема 2.1 (про степенi елемента групи) Всi степенi заданого еле-
мента заданої групи утворюють пiдгрупу цiєї групи.
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Доведення. Нехай G група, g ∈ G її елемент i

H = {gn|n ∈ Z} ⊆ G.

Щоб довести, що H є пiдгрупою групи G потрiбно довести, що H не поро-
жня множина i переконатися в тому що

x, y ∈ H ⇒ x · y−1 ∈ H. (16)

Множина H не порожня, тому що в нiй мiстяться g = g1 i нейтральний
елемент g0.

Для перевiрки (16) вибираємо x = gi, y = gj, i, j ∈ Z, i записуємо

x · y−1 − gi · g−j = gi−j

Означення 2.6 Група називається циклiчною, якщо вона збiгається iз
множиною степенiв якогось свого елемента.

Оскiльки всi степенi елемента утворюють пiдгрупу заданої групи, то ця
пiдгрупа буде циклiчою.

Означення 2.7 Група називається комутативною, якщо результат за-
стосування операцiї до двох елементiв не залежить вiд порядку цих двох
елементiв. Вiдповiдно, мультиплiкативна група G комутативна, якщо

∀a, b ∈ G a · b = b · a,

адитивна група G комутативна, якщо

∀a, b ∈ G a+ b = b+ a.

Адитивна група цiлих чисел комутативна, кожна циклiчна група комута-
тивна, адивна група прямокутних матриць заданого розмiру комутативна,
група обертань кола комутативна.

Комутативна група квадратних оборотних матриць некомутативна.
Традицiйно, операцiю в групi називають додаванням лише для комута-

тивних груп.
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Означення 2.8 Кiлькiсть елементiв рупи називають порядком групи.
Якщо група нескiнченна, то кажуть, що вона "нескiнченного порядку".
Кiлькiсть елементiв цикiчної пiдгрупи, що утворена степенями задано-
го елмента, називається порядком цього елемента. Можна скзати, що
порядок елемента, це найменший ненульовий стеiнь, о якого потрiбно
пiднести заданий елемент, що одержати нейтрльний елемент. Поря-
док групи G позначається |G|.

Означення 2.9 Якщо G — група, H — її пiдгрупа, i g ∈ G елемент групи,
то множина

g ·H = {g · h|h ∈ H} ⊆ G

називається правим сумiжним класом елемента g ∈ G за пiдгрупою H,
а множина

H · g = {h · g|h ∈ H} ⊆ G

називається лiвим сумiжним класом елемента g ∈ G за пiдгрупою H.

Теорема 2.2 ( Лагранжа про порядок пiдгрупи) В скiнченнiй групi
порядок пiдгрупи є дiльником порядка групи i дорiвнює добутку порядка
пiдгрупи на кiлькiсть рiзних правих (або лiвих) сумiжних класiв.

Доведення. Нехай G — група i H ⊆ G її пiдгрупа. Оскiльки g ∈ H · g
для будь-якого g ∈ G, то ∪

g∈G

g ·H = G.

Переконаємося, що рiзнi сумiжнi класи мають порожнiй перетин, тобто
коли сумiжнi класи мають спiльний елемент, то вони збiгаються. Справдi,
нехай g1.g2 ∈ G i u ∈ g1H ∩ g2H. Тодi для деяких h1, h2

g1h1 = u = g2h2,

i для будьякого h ∈ H
g1h = g2(h2h1h); (17)

g2h = g1(h1h2h). (18)
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Iз рiвностi (18) випливає, що

g1H ⊆ g2H,

а iз рiвностi (??) випливає, що

g2H ⊆ g1H.

Отже, g1H = g2H, i група є об’єднанням рiзних сумiжних класiв, що мають
порожнiй перетин.

Для доведення теореми лишилося переконатись, що всi сумiжнi класи
мають одну i ту ж кiльксть елементiв, а саме, вона дорiвнює клькостi еле-
ментiв в пiдгрупi H, тобто

|g ·H| = |H|, g ∈ G. (19)

За комбiнатоорним правилом рiвностi двi множини мають одну i ту ж кiль-
кiсть елементiв тодi i тiльки тодi, коли iснує взаємно однозначна вiдповiд-
нiсть мiж елементами циз множин, або iснує оборотне вiдображення iз однi-
єї множини в другу. Ми можемо вказати взаємно оберненi вiдображення

ĝ : H → gH, ĝ(h) = gh, (20)

ĝ−1 : gH → H, ĝ−1(u) = g−1u, (21)

тому (19) справджується. Теорема доведена.

В загальному випадку лiввi сумiжнi класи не збiгаються iз п равими сумi-
жними класами, але в деяких випадках (зокрема, в комутативних групах)
це так.

Означення 2.10 Пiдгрупа, для якої лiвi сумiжнi класи збiгаються iз пра-
вими сумiжними класами називається iнварiантною або нормальним
дiльником.

Теорема 2.3 (умова iнварiантностi пiдгрупи) Пiдгрупа H групи G iва-
рiантна тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких g ∈ G, h ∈ H буде
ghg−1 ∈ H.
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Доведення. Нехай пiдгрупа H групи G нварiантна i, вiдповiдно, для g ∈ G

сумiжнi класи gH = Hg. Тодi для будь-якого h ∈ H снує h1 ∈ H такий,
що gh = h1g, ghg−1 = h1 ∈ H. Ми довели, що

gH = Hg ⇒ ∀h ∈ H∃h1 ∈ H(ghg−1 = h1).

Припустимо тепер, що для деякого h ∈ H ghg−1 = g1 /∈ H. Тодi припу-
щення gh = g1g = h1g ∈ Hg приводить до суперечностi g1 = h1.

Теорема доведена.

Означення 2.11 Унарна (одномiсна) операцiя в групi G

x → g · x · g−1,

яка визнчається елементом g ∈ G, називається спряженням.

Використовуючи цей термiн умову iнварiантностi пiдгрупи можна пере-
формулювати наступним чином.

Теорема 2.4 Пiдгрупа iнварiантна тодi i тiльки тодi, коли вона замкне-
на вiдносно всiх спряжень, що визначаються елементами групи.

класи сужностi групи G по пiдгрупi H можна множити — в заданих
класах K1, K2 вибираємо по представнику x ∈ K1, y ∈ K − 2, знаходимо
добуток цих представникiв, застосовуючи операцiю в групi, i знаходимо
той клас K, якому належить знайдений добуток.

Теорема 2.5 (коректнiсть визначення операцiї на класах сумiжностi)
Якщо пiдгрупа є нормальним дiльником, то результат множення класiв
не залежить вiд вибору представникiв в цих класах.

Доведення.
Нехай є група G, пiдгрупа H, два класи сумiжностi

K1 = g1H, K2 = g2H, g1, g2 ∈ G, x ∈ K1, y ∈ K2.

Прдедставники вибранi так, що x = g1h1, y = g2h2. для деяких h1, h2. Тодi

xy = g1h1g2h2 = g1g2g
−1
2 h1g2h3.
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Оскiльки пiдгрупа H iнварiантна, то спряжений до h1 ∈ H знову лежить
в H, тобто для деякого f ∈ H

g−1
2 h1g2 = f1 ∈ H, x1y1 = g1g2fh2 ∈ g1g2H. (22)

Iз (22) бачимо, що клас, якому належить добуток, не залежить вiд вибору
представникiв.

Теорема доведена.

Означення 2.12 Класи сумiжностi групи G за нормальним дiльником
H iз введеною операцiєю множення класiв утворюють групу — в нiй ней-
тральним елементом буде H = 1 ·H, оберненим до класа gH слугує g−1.
Нейтральним елементом слугує клас нейрального елемента. Побудова-
на група називається факторгрупою групи G по нормальному дiльнику
H ⊆ G i позначається G/H/ Кiлькiсть елементiв факторгрупи, тоб-
то кiлькiсть рiзних сумiжних класiв групи за пiдгрупою, називається
iндексом пiдгрупи вiдносно групи i позначається [G : H].

Означення 2.13 Множина Sn всiх пiдстановок на (1, 2, . . . , n) разом з
операцiєю множення утворює групу, що називається групою пiдстановок
або симетричною групою i позначається Sn. ЇЇ пiдгрупа, що складається
iз парних пiдстановок називається знакозмiнною групою i позначається
An.

Однакове позначення i множини пiдстановок i групи пiдстановок не при-
зводить до непорозумiнь — що мається на увазi в конкретному випадку,
видно iз мовного оточення.

Означення коректне в тому розумiннi, що Sn є групою, i що An є її пiд-
ггрупою. Справдi, асоцiативнiсть множення пiдстановок гарантуєтья асо-
цiативнiсть множеня будь-яких вiдображень. Нафвнiсть оберненої пiдста-
новки гарантується бiєктивнiсть пiдстановки i тим, що добуток бiєктивних
вiдображень знову є бiєктивним вiдображенням.

Прнi пiдстановки це тi, що розкладається в добуток парної кiлькостi
транспозицiй. Обернена пiдстановка розкладається в добуток тих же транс-
позицiя, що i сама пiдстановка, але в зворотному порядку. Щоб знайти
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розкладення добутку двох пiдстановок у добуток транспозицiй, достаньо
розкласти обидвi пiдстановки окремо, а потiм записати одне розкладеня за
другим. Так, коли

σ = (1, 5)(5, 7)(1, 3), τ = (2, 7)(5, 3)(2, 7)(1, 4),

то
στ = (1, 5)(5, 7)(1, 3)(2, 7)(5, 3)(2, 7)(1, 4).

Тому добуток парних пiдстанвок знову є парною пiдстановкою, обернена
до парної пiдстановки також є парною пiдстановкою, i одинична пiдста-
новка за означенням також є парною пiдстановкою. Як насслiдок — An є
пiдгрупою групи Sn.

Теорема 2.6 (про порядок пiдстановки) Порядок пiдстановки дорiв-
нює найменшому спiльному кратному довжин незалежних циклiв, на якi
розкладається ця пiдстановка.

Для прикладу вiзьмемо пiдстановку σ, що рокладається у добуток двох
незалежних циклiв — (i1, i2) та (j1, j2, j3), тобто

σ = (i1, i2) · (j1, j2, j3).

Пiдносимо пiдстановку σ до степенiв, вкраховуючи, що цикли переставнi,
порядок їх перемножання не має знчення. Отже,

σ2 = (j1, j3, j2), σ3 = (i1, i2), σ4 = (j1, j2, j3), σ5 = (i1, i2)(j1, j3, j2) = σ−1, σ6 = id.

Доведення. Якщо σ = (i1, i2, . . . , i4) — цикл довжини k ≥ 2,, то σr(i1) =
ir+1 для r = 1, 2, . . . , k − 1 i найменший степiнь, в якому цикл дорiвнює
одиничнiй пiдстановцi, дорiвнює довжинi цикла. Далi твердження теоре-
ми виплива з того, що цикли незалежнi i щоб знайти степiнь пiдстановки
потрiбно пiднести до цього степеня цикли i результати перемножити.

Згiдно з нведеною теоремою пiдстановка, що розкладається в добуток
незалежних циклiв довжини 6 та 8, має порядок 24.

Теорема 2.7 (про iндекс знакозмiнної групи) Якщо n ≥ 2, то iндекс
знакозмiнної групи An в симетричнiй групi Sn дорiвнює 2.
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Доведення. Для доведення потрiбно переконатися, що множина непар-
них пiдстановок Sn \An збiгається iз одним сумiжним класом пiдгрупи An

в Sn.
Дiйсно, беремо транспозицiю τ = (1, 2) ∈ Sn i будуємо сумiжний клас

τAn. Цей сумiжний клас збiгається iз множиною всiх непарних пiдстановок.
Щоб переконатся в цьому, вибираємо довiльну непарну пiдстановку σ ∈
Sn \ An, парну пiдстановку (1, 2)σ = σ1 ∈ An i бачимо, що σ = (1, 2)σ1 ∈
(1, 2)An.

Теорема доведена.

2.2 Властивостi спряження

Спряження g → tgt−1 елемента g групи G за допомогою t ∈ G будемо
позначати через gt, тобто для g, t ∈ G

gt = tgt−1.

Очевиднi властивостi спряження в групi G з нейтральним елементом 1
об’єднаємо в наступну теорему

Теорема 2.8 (про властивостi спрфження в групi) Спряження в гру-
пi G з нейтральним елементом 1 має наступнi властивостi. Для g, g1, g2, t, t1, t2 ∈
G

1. 1t = 1;

2. g1 = g;

3. (g1g2)t = gt1g
t
2;

4. gt1t2 = (gt1)
t2 ;

5. g1 = gt1, g2 = gt21 ⇒ g2 = gt1t2;

6. t2 = t−1
1 , g2 = gt11 ⇒ g1 = gt22 .

Теорема 2.9 (про спряженiсть циклiв довжини 3) Всi цикли довжи-
ни 3 спряженi в Sn, коли n ≥ 3, i всi цикли довжини 3 спряженi в групi
An, коли n ≥ 5.
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Доведення. Властивостi (5),(6) спряження Дозволяють доводт лше те,
що всi цикли довжини 3 спряженi до цикла (1,2,3) в Sn, коли n ≥ 3, а
також всi цикли довжини 3 спряженi до цикла (1,2,3) в An, коли n ≥ 5.

В S3 є всього два цикли довжини три — σ1 = (1, 2, 3) i σ2 = (1, 3, 2). Цi
цикли спряженi:

σ2 = (2, 3)σ1(2, 3), (2, 3) ∈ S3.

В A5 цикли σ1, σ2 спряженi, тому, що

σ2 = (2, 3)(5, 2)(4, 5)(2, 4)σ1(2, 4)(4, 5)(5, 2)(2, 3), (2, 3)(5, 2)(4, 5)(2, 4) ∈ A5.

В Sn n ≥ 3 можна мiняти один елемент циклу на iнший, що не водитв у
цикл, за допомогою спряження однiєю транспозицiєю. Так

(1, 2, i) = (3, i)(1, 2, 3)(3, i);

(1, i, 3) = (2, i)(1, 2, 3)(2, i);

Щоб здiйснити подiбний перехiд в An, тобто за допомогою парної кль-
костi транспозицiй, застосовують послiдовнiсть, подiбну до наступної

(1, 2, 3) → (1, 2, j) → (1, 2, i)

Отже
(1, 2, i) = (i, j)(3, j)(1, 2, 3)(3, j)(i, j) i, j ≥ 4, i ̸= j.

Замiна двох елементв в циклi здiйснюєть добутком двох транспоицiй,
тобто

(1, i, j) = (2, i)(3, j)(1, 2, 3)(3, j)(2, i) i, j ≥ 4, i ̸= j.

Оскiльки мiняючи елементи в циклi i переставляючи їх за допомогою
спряженя в An, n ≥ 5 ми можемо перейти до будь-якого триелементного
цикла, то теорема доведена

2.3 Простота групи An при n ≥ 5.

Теорема 2.10 (про те, що цикли довжини 3 породжують знакозмiнну групу)
Кожен елемент знакозмiнної групи An, n ≥ 3 є добутком триелементних
циклiв.
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Доведення. Твердження тоереми випливає з того, що кожен елемент (пiд-
становка) знакозмiнної групи є добутком парної кiлькостi транспозицiй, а
добуток двох рiзих транспозицiй можна можна виразити через цикли дов-
жини ти: Коли a, b, c, d — чотири рiзнi елемнти,то

(a, b)(c, d) = (a, b)(b, c)(b, c)(c, d) = (a, b, c)(b, c, d),

а коли a, b, c — три рiзнi елементи,то

(a, b)(b, c) = (a, b, c).

Означення 2.14 Групу, яка не має нетривiальних iнварiантних пiдгруп,
називають просою.

Теорема 2.11 (про простоту групи An, n ≥ 5) Група An, n ≥ 5 про-
ста, тобто не має нетривiальних iнваiантних пiдгруп.

Доведення. Будемо доводити, що пiдгрупа G ⊆ An(n ≥ 5), |G| > 1
обов’зково збiгаєься iз An.

Випадок 1 — група G мiстить цикл довжини 3. Тодi за теоремою (2.9)
ця група мiстить всi цикли, а за теоремою (2.10) вона збiгається iз всiєю
групою.

Випадок 2 — група G мiстить пiдстановку, яка має в своєму розкладеннi
в добуток незалежних циклiв цикл довжини бiльше нiж 3. Нехай

σ = τ1τ2τ3 . . .

розкладення пiдстановки σ ∈ G в добуток незалежни циклiв i

τ1 = (c1, c2, . . . cs−3cs−2, cs−1, cs)

цикл довжини s ≥ 4. Позначимо t = (cs−2, cs−1, cs)
Тодi

t−1σt = (t−1τ1t)τ2τ3 . . .

i
(t−1τ1t) = (c1, c2, . . . cs−3cs−1, cs, cs−2).
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Оскiльки G пiжгрупа групи An i до того ж iнварiантна, то σ−1, t−1σ−1t ∈ G
i

σt−1σ−1t = (cs−3, cs, cs−2) ∈ G.

i ми звели випдок 2 до випадку 1.
Випадок 3 — група G мiстить пiдстановку σ, яка має в своєму розкла-

деннi в добуток незалежних цикiв два цикли довжини 3:

σ = τ1τ2τ3 . . .

i
τ1 = (a1, a2, a3), τ2 = (b1, b2, b3)

цикли довжини 3.
Для елемента t = (a3, b1, b2) ∈ An

h = t−1σt = (a1, a2, b1)(b2, a3, b3)τ3 . . . ∈ G

i
σh−1 = (a2, b2, a3, b1, b3) ∈ G.

Отже випадк 3 звiвся до випадку 2.
Випадок 4 — група G мiстить пiдстановку σ, яка має в своєму розкла-

деннi в добуток незалежних цикiв один чи декiлька циклiв довжини 3, а
решта циклiв є транспозицiями:

σ = τ1τ2τ3 . . . τ1 = (a, b, c), τ2 = (d, e, f).

Тодi σ2 = τ 21 τ
2
2 . . . = (a, c, b)(d, f, e) . . . , i в цьому розклденнi немає транс-

позицiй. Отже випадок 4 звiвся до випадку 3 або до випдку 1.
Випадок 5 — група G мiстить пiдстановку σ, яка розкладається в добуток

незалежних транспозицiй, причому їх клькiсть не менше 4:

σ = (x, y)(z, u) . . . (a, b)(c, d).

Позначимо t = (y, a)(b, c). Тодi

h = t−1σt = (x, a)(z, u) . . . (y, c)(b, d) ∈ G

i
gh = (x, c, b)(y, a, d) ∈ G.

33



Випадок 5 звiвся до випдку 3.
Випадок 6 — в групi G є елемент, який є добутком рiвно двох незлежних

транспозицiй
σ = (a, b)(c, d) ∈ G.

Оскiльк за припущенням n ≥ 5, то ми можем вибрати цикл t = (a, b, e) ∈
An, e /∈ {a, b, c, d}. Для так вибраного цикла буде

h = t−1σt = (b, e)(c, d) ∈ G, σh = (a, e, b) ∈ G

I ми знову прийшли до уже розклянутого випдку 1.

Знкозмiнна група A4 не проста, вона має нормальний дiльник H, що
складається iз 4 пiдстановок

H = {id, σ1 = (1, 2)(3, 4), σ2 = (1, 3)(2, 4), σ3 = (1, 4)(2, 3)}.

2.4 Гомоморiзми та iзоморфiзми груп

Означення 2.15 Гомоморфiзмами f : G1 → G2 iз групи G1 в групу G2

називають такi вiдображення, що узгодженi з операцiями в групах, то-
чнiше, для a, b ∈ G1

f(a · b) = f(a) · f(b), f(1) = 1, f(a−1) = (f(a))−1.

Сюр’єктивний гомоморфiзм називають епiморфiзмом, iн’єктивний гомо-
морфiзм називають мономорфзмом, гомоморфiзм iз групи в себе називаю-
тьендоморфiзмом, а iзоморiзм iз групи в себе називають автоморфзмом.
Автоморфiзм iз групи в себе, який кожному елемент ставить у вiдпо-
вiднiсть спряжений елемент, називається внутрiшнiм автоморфiзмом.

Теорема 2.12 (про унiверсальнiсть групи пiдстановок) Кожна скн-
ченна група iзоморфна пiдгрупi деякої групи пiдстановок.

Доведення. Множину елементiв групи можна перенумерувати, i тодi мно-
ження всiх елементiв групи на заданий елемент можна hозгядати як пiд-
станоку. Всi такi пiдстановки i утворюють необхiдну пiдгрупу.
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