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1 Безкоординатне векторне рiвняння прямої в афiнному
просторi

Простiр називаємо афiнним, щоб пiдкреслити, що скалярний добу-
ток не використовується.

Теорема 1.1 Нехай є точка O (точка вiдлiку), пряма l i точки
A,B на цiй прямiй A ̸= B. Позначимо

OA = r0, AB = r1,

Точка C з радiус-вектором r = OC лежить на прямiй l тодi i
тiльки тодi коли

r = r0 + r1 · t, r1 ̸= 0. (1)
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r0 r = r0 + r1 · t

Сформульовану теорему доводити не будемо. Будемо вважати, що
вона вiдома iз шкiльний курс геометрiї, або може бути доведена з ви-
користанням шкiльного обсягу знань з аксiоматики площини i три-
вимiрного простору. Ще одне причина вiдмови вiд доведення — при
узагальненнях дiйсної площини, коли шкiльна аксiоматика дiйсної
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площини вiдсутня, рiвняння стає означенням прямої, i, таким чином,
не вимагає доведення.

Визначення 1.1 Рiвняння (1) називається векторним рiвнянням
прямої, а вектор r1 в ньому називається напрямним вектором пря-
мої.

З використання означення векторного рiвняння прямої теорема
1.1 може бути переформульована наступним чином

Теорема 1.2 Кожна пряма може бути задана векторним рiвнян-
ням, i коже векторне рiвняння задає пряму.

2 Координатнi рiвняння прямої на площинi i в тривимiр-
ному просторi

2.1 Параметричне рiвняння прямої

Теорема 2.1 Кожна пряма на площинi може бути задана рiвня-
нням вигляду {

x = x0 + x1 · t,
y = y0 + y1 · t.

(2)

i кожне рiвняння вигляду (2) задає пряму.
Кожна пряма на площинi може бути задана рiвнянням вигляду

x = x0 + x1 · t,
y = y0 + y1 · t,
z = z0 + z1 · t.

(3)

i кожне рiвняння вигляду (3) задає пряму в тривимiрному дiйсному
афiнному просторi..
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Теорема правильна тому, що рiвняння (2) є рiвносильним переза-
писом векторного рiвняня (1) у випадку, коли є система координат
на площинi — в такому випадку рiвняння (1) переписується у виглядi(

x

y

)
=

(
x0
y0

)
+

(
x1
y1

)
· t, (x1, y1) ̸= 0. (4)

Тепер рiвняння (2) є покоординатним записом рiвностi (4). Так само
обгрунтовується тривимiрний випадок.

Визначення 2.1 Рiвняння (2) називається параметричним рiвня-
нням прямої на площинi, а (3) називається параметричним рiвня-
нням прямої у тривимiрному просторi.

Розглянемо пряму, що проходить через точку A(2, 5) i має напрям-
ний вектор r1 = (−1, 3). Тодi r0 = (2, 5) i векторним рiвнянням цiєї
прямої буде(

x

y

)
=

(
2

5

)
+

(
−1

3

)
· t, (x1, y1) ̸= 0.

Те ж саме рiвняння можна подати в покоординатному записi, тоб-
то у виглядi параметричного рiвняння.{

x = 2− t,

y = 5 + 3t.

Якщо пряма проходить через точку A(2, 5, 0) i має напрямний ве-
ктор r1 = (−1, 0, 3). Тодi r0 = (2, 5, 0) i векторним рiвнянням цiєї
прямої буде
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 x

y

z

 =

 2

5

0

 +

 −1

0

3

 · t.

Те ж саме рiвняння можна подати в покоординатному записi, тоб-
то у виглядi параметричного рiвняння.

x = 2− t,

y = 5,

z = 3t.

Якщо пряма задана параметричним рiвнянням
x = −t,

y = 3,

z = 0,

то переписуємо його iз явною вказiвкою всiх складових
x = 0− 1 · t,
y = 3 + 0 · t,
z = 0 + 0 · t.

i тодi переписуємо у виглядi векторного рiвняння: x

y

z

 =

 0

3

0

 +

 −1

0

3

 · t.
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2.2 Рiвняння прямої “через точку паралельно вектору“

Знаходячи t з усiх рiвнянь парамтричного рiвняння (2) чи (3) i при-
рiвнюючи їх, ми одержуємо рiвняння тiєї ж прямої у виглядi

x− x0
x1

=
y − y0
y1

(5)

для площини i у виглядi
x− x0
x1

=
y − y0
y1

=
z − z0
z1

(6)

для тривимiрного простору.

Визначення 2.2 Рiвняння (5) називається рiвнянням прямої, що
проходить через точку (x0, y0) в напрямку вектора (x1, y1) на пло-
щинi, а рiвняння (6) називаються рiвнянням прямої, що проходить
через точку (x0, y0, z0) в напрямку вектора (x1, y1, z1) у тривимiр-
ному просторi.

В рiвняннях (5), (6) немає нiчого незвичного, коли вектори (x1, y1)

та (x1, y1, z1) не мають нульових координат. Якщо ж нульовi коор-
динати є, то цi рiвняння стають умовними — дрiб з 0 у знаменнику
коректний, коли i чисельник дорiвнює нулю, i рiвностi з цим дробом
не розглядається.

Наведемо приклади. Нехай є точка A(2, 5, 0). Пряма, що прохо-
дить через точку A в напрямку вектора r1 = (2, 3, 1) має звичайне
рiвняння “через точку у напрямку вектора“

x− 2

2
=

x− 5

3
=

z − 0

1
.
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Якщо ж напрямний вектор r1 має нульовi координати r1 = (0, 2, 3)

, то рiвняння “через точку у напрямку“ приймає вигляд

x− 2

0
=

x− 5

2
=

z − 0

3
,

яке за домовленiстю розумiється як система

x = 2,
x− 5

2
=

z − 0

3
.

А якщо напрямний вектор r1 має двi нульовi координати, r1 =

(0, 1, 0) то рiвняння
x− 2

0
=

x− 5

1
=

z − 0

0
.

за домовленiстю розумiється як система

x = 2, z = 0.

2.3 Рiвняння “через двi точки“. Рiвняння вiдрiзка. Подiл вiдрiзка у
даному вiдношеннi

Розглянемо випадок, коли потрiбно написати рiвняння прямої, що
проходить через двi рiзнi заданi точки A(x1, y1), B(x2, y2) (на пло-
щинi) чи A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2) (у тривимiрному просторi) В ьо-
му випадку ми можемо вважати, що пряма проходить через точку
A у напрямку вектора

−→
AB = (x2 − x1, y2 − y1) (на площинi) чи−→

AB = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1) (у просторi), i переписати рiвняння
(5) чи (6) у виглядi

x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

. (7)
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чи у виглядi
x− x1
x2 − x1

=
y − y1
y2 − y1

=
z − z1
z2 − z1

. (8)

Визначення 2.3 Рiвняння (7 ), (8) називаються рiвняннями пря-
мої “через двi точки“

Для прикладу, нехай потрiбно записати рiвняння сторiн (прямих,
на яких лежать сторони) трикутника iз вешинами A(2,−2, 1), B(3, 3, 0),
C(−1, 7, 2). Скористаємося формулами (8): для сторони AB

x− 2

3− 2
=

y + 2

3 + 2
=

z − 1

0− 1
,

x− 2

1
=

y + 2

5
=

z − 1

−1
;

для сторони AC

x− 2

−1− 2
=

y + 2

7 + 2
=

z − 1

2− 1
,

x− 2

−3
=

y + 2

9
=

z − 1

1
;

для сторони BC

x− 3

−1− 3
=

y − 3

7− 3
=

z − 0

2− 0
,

x− 3

−4
=

y − 3

4
=

z

2
.

За означенням множення вектора на число точка M лежит на
вiдрiзку тодi i тiльки тодi коли

−−→
AM = t · AB, 0 < t < 1, (9)

i, вiдповiдно, −−→
MB = (1− t) · AB.

Число
λ =

|AM |
|MB|

=
t

1− t
, 0 < λ < ∞
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називають вiдношенням, в якому точка M дiлить вiдрiзок . AB. Вiд-
даючи данину традицiї, говорять про подiл вiдрiзка, але насправдi
мова йде про напрямлений вiдрiзок, в якому важливим є яка точка
є початком, а яка кiнцем вiдрiзка.

Теорема 2.2 Точка M(x, y, z) дiлить вiдрiзок AB, A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2)

у вiдношеннi λ 0 < λ,∞ тодi i тiльки тодi, коли

x =
x1 + λx2
1 + λ

, y =
y1 + λy2
1 + λ

, z =
z1 + λz2
1 + λ

. (10)

Доведення. Розглядати будемо лише тривимiрний випадок — не-
хтуючи третьою координатою ми одержимо двовимiрний випадок

Для вибраного числа λ, 0 < λ < ∞ шукаємо число t для якого
λ = t/(1− t):

λ(1− t) = t, t =
λ

1 + λ
, 0 < t < 1,

i записуємо рiвнiсть (9) в координатному виглядi:

x = x1 + t(x2 − x1), y = y1 + t(y2 − y1), z = z1 + t(z2 − z1),

Пiдставляємо t = λ/(1 + λ) i робимо перетворення

x = x1 +
λ

1 + λ
(x2 − x1) =

(λ + 1)x1 + λ(x2 − x1)

λ + 1
=

x1 + λx2
λ + 1

,

y = y1 +
λ

1 + λ
1 + λ(y2 − y1) =

(λ + 1)y1 + λ(y2 − y1)

λ + 1
=

y1 + λy2
λ + 1

,

z = z1 +
λ

1 + λ
1 + λ(z2 − z1) =

(λ + 1)z1 + λ(z2 − z1)

λ + 1
=

x1 + λx2
λ + 1

,

Теорема доведена.
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Застосуємо теорему до випадку, коли вiдрiзок дiлиться навпiл —
коли точка M є серединою вiдрiзка AB. . Тодi t = 0.5, λ = 1 i ми
о держуємо вiдому формул для координат середини вiдрiзка:

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2
2

, z =
z1 + z2

2
.

Буває зручно говорити про подiл вiдрiзка у вiдношеннi λ1
λ2
, — точка

M дiлить вiдрiзок у вiдношеннi λ1
λ2
, якщо

|AM |
|MB|

=
λ1

λ2

— знову ж розрiзняємо початок i кiнець вiдрiзка AB. В такому ви-
падку пiдставляємо λ1

λ2
, замiсть λ i перетворюємо формули ??formulas-

division-segment-proportion) в

x =
λ2x1 + λ1x2

1 + λ
, y =

λ2y1 + λ1y2
1 + λ

, z =
λ2z1 + λ1z2

1 + λ
. (11)

Формули (11) є формулами координат точки, що дiлить взаданий
вiдрiзок у заданому вiдношеннi λ1 : λ2 λ1, λ2 > 0.

Для прикладу, знайдемо координати точки M(a, b, c) переретину
медiан трикутника з вершинами A(2, 4,−1), B(0, 1, 1), C(3, 4, 6).

Для цього спочатку знайдемо средину N(x1, y1, z1) вiдрiзка BC:

x1 =
2 + 0

2
= 1, y1 =

4 + 1

2
=

5

2
, z1 =

−1 + 1

2
= 0.

Далi скористаємося тим, що точка M дiлить вiдрiзок AN у вiдно-
шеннi 2:1. Тепер знайдемо координати (abc) за формулами (11)

a =
1 · 2 + 2 · 1

3
=

4

3
, b =

1 · 4 + 2 · 2
5

3
=

22

15
, c =

1 · (−1) + 2 · 0
3

= −1

3
.
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2.4 Загальне рiвняння прямої

Оскiльки напрямний вектор прямої ненульовий, то iз одному рiвня-
няя можна знайти (виразити через ) i пiдставити в друге. Одержимо
рiвняння вигляду

ax + by + c = 0, (a, b) ̸= (0, 0). (12)

Визначення 2.4 Рiвняння (12) називаєтсья загальним рiвнянням
прямої на площинi.

Приклад 1. Нехай пряма l задана параметричним рiвняннням

x = 5− 7t, y = 2 + 3t.

Тодi

x = −x− 5

7
, y = 2 + 3

(
−x− 5

7

)
=

14− 3x + 15

7
,

i
7y + 3x− 1 = 0

є загальним рiвнянням цiєї прямої.

Нехай пряма l задана загальним рiвнянням

−x + 3y + 9 = 0.

Тодi одну змiнну позначаємо через t а другу знаходимо як функцiю
вiд t. В нашому випадку позначаємо

y = t, x = 3t + 9,

11



i записуємо параметричне раiняння цiєї прямої{
x = 9 + 3t,

y = t.

Вiд останнього параметричного рiвняння перейдемо до векторного(
x

y

)
=

(
9

0

)
+

(
3

1

)
· t.

.

2.5 Рiвняння прямої у вiдрiзках

-

6
HHHHHHHHHHHHHHHH

a
a (a, 0)

(0, b)

x

a
+

y

b
= 1. (13)

2.6 Паралельнiсть прямих на площинi, паралельнiсть вектора i пря-
мої на площинi.

Нехай є двi прямi, що заданi загальними рiвняннями

l1 : a1x + b1y + c1, l2 : a2x + b2y + c2 = 0.

Позначимо

d1 =

∣∣∣∣ a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ , d2 =

∣∣∣∣ a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣ , d3 =

∣∣∣∣ b1 c1
b2 c2

∣∣∣∣ .
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Якщо d1 = 0 то два рiвняння прямих l1, l2 мають розв’язок i до
того ж єдиний, тобто прямi перетинаються; якщо d1 = d2 = d3 =

0, то рiвняння прямих рiвносильнi, i, вiдповiдно, прямi збiгаються;
якщо d1 = 0, а один iз визначникiв d2, d3 ненульовий, то система двох
рiвнянь, що задають прямi l1, l2 несумiсна i, таким чином, прямi не
перетинаються, паралельнi. Оскiльки пряма сама собi паралельна,
то маємо в пiдсумку, що умова d1 ̸= 0 є умовою перетину прямих
в єдинiй точцi, а умова d1 = 0 є умовою паралельностi l1, l2. Умову
d1 = 0 традицiйно переписують у виглядi

a1
a2

=
b1
b2
, (14)

навiть якщо у знаменнику стоїть нуль.
Для прикладу, прямi x− 7y + 12 = 0, −4x + 3y − 7 = 0 перети-

наються в єдинiй точцi, оскiльки∣∣∣∣ 1 −7

−4 3

∣∣∣∣ = −25 ̸= 0;

прямi x− 7y + 12 = 0, −4x + 28y − 48 = 0 збiгаються, оскiльки∣∣∣∣ 1 −7

−4 28

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1 12

−4 −48

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −7 12

28 −48

∣∣∣∣ = 0;

прямi x− 7y + 12 = 0, −4x+ 28y − 1 = 0 паралельнi i не претина-
ються оскiльки∣∣∣∣ 1 −7

−4 28

∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣ 1 12

−4 −1

∣∣∣∣ ̸= 0,

∣∣∣∣ −7 12

28 −1

∣∣∣∣ne00.
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2.7 В’язка прямих

Визначення 2.5 Множину всiх прямих, що проходять через зада-
ну точку, називають в’язкою прямих.

XXXXXXXX

��������

���
XXX
a(x0, y0)

Кожна пряма, що має рiвняння вигляду

a(x− x0) + b(y − y0) = 0. (15)

проходить через точку з координатами (x0, y0). Навпаки, якщо пря-
ма l має загаьне рiвняння ax + by + c = 0 i проходить через точку
(x0, y0), то ax0 + by0 + c = 0, c = −ax0 − by0. Тому рiвняння цiєї
прямої l можна записати у виглядi (15).

Сказане доводить наступну теорему.

Теорема 2.3 Рiвняння (15) є рiвнянням в’язки приямих.

3 Пряма на площинi iз прямокутною декартовою систе-
мою координат.

Нажче розглядаємо випадок, коли на площинi задана прямокутна
деартова систем координат i, таким чином, ми можемо шукати ска-
лярний добуток векторiв, шукати довжину вектора чи вiдрiза, шу-
кати кут мiж векторами.

Вектор, що перпендикулярний прямiй, називають вектором нор-
малi цiєї прямої.
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3.1 Векторне рiвняння, вектор нормалi.

Теорема 3.1 Нехай n ненульовий вектор i a — число. Тодi рiвняння

(n, r) = a. (16)

задає пряму, що перпеникулярна вектору n, i будь-яка пряма, для
якої n є вектором нормалi, може бути задана таким рiвнянням.
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Ar1 B

rr0

Доведення. Твердження теореми випливає з того, що для прямої
з векторним рiвнянням r = r0 + r1t i ненульового вектора n число

(n, r) = (n, r + tr1) = (n, r0) + t · (n, r1)
є сталим тодi i тiльки тодi, коли (n, r1) дорiвнює нулю.

Ми маємо рiвняння
(nr) = (nr0) (17)

прямої, що проходить через точку з радiус-вектором r0 перпенику-
лярно вектору n. Якщо вектор n має координати (a, b)„ то позна-
чивши (nr0) = −c перетворимо рiвняння (17) в загальне рiвняння
ax + by + c = 0. Таким чином ми довели наступну теорему

Теорема 3.2 Якщо система координат прямокутна декартова, то
коефiцiєнти a, b в загальному рiвняннi ax+ by + c = 0 прямої є ко-
ординатами вектора нормалi цiєї прямої. Рiвнянням прямої, що
проходить через точку (x0, y0) перпендикулярно вектору (a, b) є

a(x− x0) + b(y − y0) = 0.
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Приклад 1. Написати рiвняння висоти трикутника ∆ABC A(1, 2), B(5,−1), C(−2,−4)

, що проходить через вершинуA.
Розв’язуання. Обчислюємо вектор

−−→
BC = (−7,−3), який є векто-

ром нормалi до цiєї сторони, i пишемо потрiбне рiвняння

−7(x− 1)− 3(y − 2) = 0.

Приклад 2. Написати рiвняння прямої, що проходить через точку
(1, 2) i перпендикулярна прямiй l:

x− 7

1
=

y + 2

−4
.

Розв’язування. Напрямний вектор прямої l дорiвнює n = (1,−4)

i вiн повинен бути вектором нормалi до потрiбної прямої. Отже пи-
шемо вiдповiдь

1 · (x− 1)− 4(y − 2) = 0.

Двi прямi на площинi перпендикулярнi одна однiй, коли їх векто-
ри нормалей ортогональнi. Звiдси випливає правильнiсть наступної
теорема

Теорема 3.3 Прямi ax + b1y + c1 = 0 a2x+ b2y + c2 = 0 перетина-
ються пiд прямим кутом тодi i тiльки тодi, коли

a1a2 + b1b2 = 0.

Приклад. Прямi 3x + 5y + 1, −4x + y − 2 не перпендикулярнi,
тому що 3 · (−4) + 5 · 1 = −7 ̸= 0, а прямi 3x+ 5y + 1, −5x+ 3y− 2

перпендикулярнi одна однiй, тому що 3 · (−5) + 5 · 3 = 0.
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3.2 Нормальне рiвняння. Вiдхилення точки вiд прямої. Вiдстань вiд
точки то прямої

Нехай є пряма l, одиничний вектор нормалi n, точка A на прямiй з
радiус-вектором r0, i довiльна точка B з радiус-вектором r. Розкла-
демо вектор r − r0 в суму r − r0 = r1 + r2 т к, щоб вектор r1 був
паралельний прямiй l, а вектор r2 був перпендикулярний цiй прямiй
(отже, паралельний вектоору нормалi n).
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Тодi
(n, r − r0) = (n, r1 + r2) = (n, r2),

а число (n, r2) дорiвнює вiдстанi вiд B до l , якщо B лежить в однiй
пiвплощинi, що визначається прямою l, або дорiвнює вiдстанi iз зна-
ком мiнус, якщо точка лежить в iншiй пiвплощинi.

Визначення 3.1 Нехай задана пряма. Фунцiя, яка ставить у вiд-
повiднiсть кожнiй точцi однiєї пiвлощини вiдстань вiд цiєх точки
до прямої, а кожнiй точцi другої пiвплощини ставить у вiдповiд-
нiсть вiдстань iз знаком мiнус, називається вiдхиленням точки
вiд прямої

У пiдсумку ми маємо наступну теорему.
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Теорема 3.4 Нехай (n, r − r0) = 0, де n — одиничний вектор, рiв-
няння прямої через точку r0 перпеникулярно вектору n (див. (17)).
Тодi функцiя, яка ставить у вiдповiднiсть кожнiй точцi B r пло-
щини число (n, r−r0) є вiдхиленням точки вiд заданої прямої. Щоб
обчислити вiдстань вiд точки до прямої, потрiбно взяти модуль
вiдхилення цiєї точки вiд прямої.

Нехай n = (a, b), a2 + b2 = 1 Тодi (n, r − r0) = ax + by + c.

Визначення 3.2 Рiвняння

ax + by + c = 0, a2 + b2 = 1. (18)

називається нормальним рiвнянням прямої.
Тепер одержану вище теорему можна сформулювати так:

Теорема 3.5 якщо ax+ by+ c = 0 — номальне рiвняння прямої, то
для будь-якої точки площини число ax + by + c буде вiдхиленням
цiєї точки вiд прямої.

3.3 Рiвняння з кутовим коефiцiєнтом. Кут мiж прямими.

Прямi, що паралельнi осi OY , мають рiвняння x = c. Нехай пряма
не паралельна осi OY. Ьодi вона має загальне рiвняння ax+by+c = 0

в якому b ̸= 0. . Це загальне рiвняння можна розв’язати вiдносно i
одержати рiвняння вигляду

y = kx + l (19)

Визначення 3.3 Рiвняння називається рiвнянням прямої, що розв’я-
зане вiдносно y або рiвняння з кутовим коефiцiєнтом.
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Остання назва пов’язана з тим, що числа k i l в (19) має геоме-
тричний змiст. Число l є y-ю координатою точки перетину прямої iз
вiссю OY , а k є тангесом кута α, утвореного прямою з вiссю OX .
Щоб точно вказати кут α вводимо на прямiй додатнiй напрямок —
напрямок в якому зростає x-координата — пряма перетворюється на
вiсь. Вибираємо додатнiй напрямо обертання площини — звичайно
його обирають так, щоб обертанна на π

2 переводило вiсь OX у вiсь
OY . Тепер можна сказати, що k є тангенсом кута, на який потрiбно
обертати вiсь OX в додатньому напрямку до сумiщення iз прямою.
Обертаючи у вiд’ємному напрямку ми одержуємо вiд’ємний кут.

Обгрунтуємо сказане. Нехай A(x1, y1), B(x2, y2) - двi точки на пря-
мiй

���������������
6

y = kx + l

(0, l)b
b
bA

B

C

i x2 > x1, C(x1, y2). Оскiльки точки A(x1, y1), B(x2, y2) лежать на
прямiй, то

y1 = kx1 + l, y2 = kx2 + l, y2 − y1 = k(x2 − x1), k =
y2 − y1
x2 − x1

.

Остання рiвнiсть переконує, що k є тангесом кута ∠BAC в трику-
тнику △ ABC iз належним знаком. .
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