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=����?� l 6E��$8�8���.muP����/�$���������$ l @ N�!��.��:��������.�X����N���$��
� ����4T G�V�E+wD����������CP�$�� 9 �46E�"1������= 67�u���3-��$4��= ����6E��*
����'��$������Q������$���/+�8��J���� 9 �M67� 9 ����$���� 9 �M:����+%O� 9 �����+*
=�����$8�8��J���!]6E�F$���/+��6E� @ :�� %�����%�BC02��6E���	%F�O�����:+�?�8*
����:����;����) , ��'���!�"O����= 6E)102�����+%+"O:���������"+�����$��D���8*
=����?�M3-�+��/1���$���'�E��?��� �J<34��N�!��#:��������� 34���D:����+*
N����+32������!d'5/�����$�������'QZ>[�=�*G)��$���' , �������$��.P����/�$�����*
����=�������� @ ����/+�?�8��!d����BC02��'u��:��������������!d�I� 9 ������� , �*
���+%����.������ , ���+)S������$���/1�8��J�����'j/1��6E:���������$�!F���+��)�*
/�\����>67� 9 ����$���� 9 �-:�����% @ ��+��)S$���/1�-�j$�����02����!�������*
���L6E��$8�8���?�M�OP����/�$���������$8�!Ev?X����$�������' � ���� @ �L��+*
��)-� 9 �4:������$���$�! @+, ���$��4���:�����J�=�)1BC$2:����S��N�����N���$�/1�
P�/+��:�������6E����$8�8��J���!�"<����=�) ��J8$8��$����S�+��%o��:�:+����/+���67�8*
\���� 9 ��������\�!p��N��?���$���)��$���' , �������$����C:��+���$��������$����
)1/+��= ���+��!�"5:�������6E��$������Sh���6�E @ ����:�����6E��� @ �]N�����6E���2�
����EAT A&V�k+E
<Y�$���' , �������$�Jd������������� ��+%C����)�"RN���= 9 ������� , ��!�" 9 ��*

����=�����$&�8��J���!�"2���������C:�������� ��%�02�+"X3-�+��/1���$���'2�R�����+*
$���/+�8��J�����6�67� 9 ����$�����6�:������<����������������8�?���J � ����'+*
����6fT �8V�EyrX���������������!d'o�����8����=-� 9 ������� , �����8�?�	%L������*
��6E��$���������� 6>:+�����/��+"u�4���� ���676E��$���� , �+!�"4����= 6E)102�*
����'�:���������"+�����$��X����=����?� @, $��d���Y:���=��������+����)��$&������*
����$�J2������N��������]����$������ ���!d�R�����N����������$��.��� �$8��N��+���+*
=�����)1BC02� 9 �M�����+%��+�+%O67� 9 ����$���� 9 �M:�����%o:����a����=�6E)�*
02�����+%+"Q��N�02� 9 �4���+�?�!E

Z>[�=�*G)��$���' , �������$�JF�8��BR6E����������!�"gP����/�$���������=��*
�����(�;����6E/1�8"_��������'�����'g$����������g����������������8�?���J#�
����N���$��j����$��������>�?�����+��'D�$8��$�J��;T D V�E7�y��K2��������= �8���8*
, ������%�67�8��!�"�����=�6E)102������'�h�/�����=�?k�������������� ���� 9 �
����$��&%��+�+%O�����:+�?����� @ ��:����!d����� 6E!�"p������� ������=��������+*
��!]6E�i)1�������������+%�6E�i67� 9 ����$�����' 9 �+�����&��������6E��/�� @
���)102� �$�����%+�����J , �������������2��������������]6E��$��&�?�u[+�8�����+*
/������!E1rX���������������!d'5�����8����=]:���/+��= �8� @�, $��2�����������)1B
������JL�p6E��"1������= 6E� 9 ���+������\����D�������o����'��$�����$����J����
� 9 ������$L������$���/+�8��J����8%O/1��6E:���������$8�p67� 9 ����$���� 9 �p:���*
��% @ /1��/LP�$��j)1/+��=�!d���8�����JQ�LT G�V�EAHI!����j:���/+��= �����S$8�8*
/+34� @d, $��D����)��$���' , �������$�Ja�������$O:������ 9 ����!d'#"1�����8*
/�$���� @ ��N�)�����������������!d'Q��%�=�/����$�J�BF3-�+��/1���$���'�E

rX�&��"��&� @ ���������������!d'a���L�����8����=��S������� ������=��������+*
��!�"�)1��������������'^67� 9 ����$�����' 9 �+�����&��������6E�+/���h�N���=
) , ��$8�C��%�=�/����$��23-�1��/1���$���'?k @ ��������67��$��������8�?�	% � ����'+*
����6o��w���� 9 ��6(T F8V�E

��������'���!d�C/1������N������+%5:���������"+�����$��5����=����?��3-�+��*
/1����$��'u�]�����6E:�$���$�� , � �/1��6j:�����N����+32������������)�"1������'+*
����' l 6E���/1��'M���&��! l ��=�) , �8�����JQ�S����N���$��4HI�&%�������� , �
�2�E��6E�������4T �8V�E8�]���8��� 9 � , ��!d��67��$�� 67��$�� , � �/����d6E�&���*
���>:����M����������������������>Z>[�=�m�:�����\�� ������-�S�8��BR6E�����+*
����!�"5P����/�$���������=������8"Q���:�����J�=������8���o=uP����+�?����MT U b8V @
�����+�?���'g� =uP����+�?�����T U�U�m]U�C8V @ Z������+���a� =uP����+��*
����<T U	G�V @ =u����/+� , �S����EAT U�A&V�E

�]���8����=D6E�"1������= 6E��� 9 ����������\������������g�F����6E/+�8"
6E�&������ @ :���������&32��������'���T �8V @ :�������� ���+�?�	%_��)1/�J�%+*
������!]6#�M����EYT U �8V�E:<Y�$���' , �������$�Jj�$8��\�������������!�">$��*
, ������'g$���/������ �)102�+"F3-�+��/����$���'g�;67� 9 ����$�����6s:���*

���o:�����6E������$����J����;/g�8��BR6E�����+����!]6sP����/�$���������=��*
����6<����������������8�?���JX�u����N���$&�8" ?X)1������/������X�.����E�T U/D V @
� �����j�<����EqT U�F @ U �8V�E��E�������5P�$���$�����:������4��������67��$����+*
���8�?�	%S�jT F8V�E

� �����)���$C��$�6E��$���$�J @8, $��R�CN�����J�K2�����$����Y��=I)1/+��= ���+*
��!�"S��!dK2�X����N���$4����) , ��$�!d���8�?���J.��%�=�/����$�J43-�+��/1��*
�$���'�ECcq$��a��N��$�� %�$����J��$����o���M:���=��������1���o:��������+��J�*
���u��N���%������$�J�:������ 9 ����!d'2"1������/�$����.����)��$���' , �������$��
�()1/+��= ��$�Ja6E��$�� ��!���:��������������+% 9 ��������\�!s��N��?���$��
)��$���' , �������$��4�X:������$���������$�������:��+������%�BC02�+"4:������8*
6E��$������-��������67��$���������� 6E!�"QZ>[�=�m1����$�� 6�E
=2�������8%�����N���$&�;:����&������34����$F��������������������1% @ ���8*

, ��$�!d�g�vT D V @ T `�b8V�EQrX� ������N�������������6E��$������v����) , ��'
����)�"1������'�����'�����$�� 6E!���� ��6E��K2������BC02�+"��	%�$���/������*
�)102�+"g3-�+��/1���$���' @ ��= ����6E� ����'��$���)1BC02�+"��D������$��+*
/+�8��J���!]6a67� 9 ����$���!]6O:������ 6�E

� }��m�U�C�;�@�m�{�M� �����O~m�d� |

� } � }��X� ���1�1���X�5���?�8 �����¡���¢Q����£?¤<£<�1¥1�1¦&��§�¨�����£?¤
�7������67��$�����������$��x%©����$�� 67�ª����)�"«�+� ��6E��K2������BC02�+*
"1�	%R3-�+��/1���$���' @ = ��:������+%�BC02�+"R\��+�����+����� , � �/�)1Ba:���*
�����$�J @ � 9 ������� , ������)1B�:+�����/���6E� 9 ������=����$8�8��J���!]6E�
:���������"+�����$�%�6E�oP����/�$����&�����>�a����:�������� ��%�02��'oN���/���*
����'-�$�����/���' @ /+��/.:���/1��= �����X���X�����-E U�E��7������67��$����������*
6E)1B������$���6E)5N�) ��� 6o� , ��$&��$�J.P��� 6y����$���6oP����/�$���� , �*
�/1��'<\���:�� @ :��j/1��$�������'<:�����$���/+����$j:����$��&%�����!d'<$���/
J0
E&HI) ��� 6�� , ��$&��$�JC$8��/+32� @ , $��]3-�+��/����$��u���:�!d$�!d���8*

BC$O����=����'��$������<:�����$�� %������ 9 �a�&��������� ����� 9 �O67� 9 ���+*
$���� 9 �2:�����% @ ���=�?������� 6E� 9 ��������K2����6E�5���$�� , ����/+��6E��E
�X�+��)1/�\���Bs������K2��� 9 �L67� 9 ����$���� 9 �L:�����%a��N���=���� , ��6
~B0 (B0 = const)

E
rX)��$�J

Ω1,Ω2
m���N��?���$�� @ = ������67��� 6E!d�_���+3-����'

��������"+����'�3-�+��/����$ %�6E�+¬
Ω3,Ω4

mF������"+����'g�����+*
3-����'vP����/�$����&��! @ �����$�����$��$��������+��EQwI����"+���+'vP���*
/�$����&� @ ����%4��:������������������$�� @ N�) ��� 6>� , ��$&��$�J������ ����6 @
���+3-����'o*X/1��$��&����6�EErX)��$�J

∂Ωk
* 9 ��������\�����N��?���$��

Ωk
@ Γik

m4��N�02��'-) , ���$���/ 9 ��������\5����)1"-���:�����/+������B]*
02�+"1�	%���N��?���$���'

Ωi,Ωk
@ $8��/ , $�� Γik := ∂Ωi ∩ ∂Ωk

@
i, k = 1, 4, i < k

E+C$�6E��$���6 @�, $��u�u:������+%�$�!�".��N���=����8*
, �����+%+" Γ12

��=���� , ����$S:���������"+�����$�JS����=����?�53-�+��/1��*
�$���'�E�HI��/1����)1BF:���������"+�����$�J.\��1�����+����� , � �/1��'j��N��?�8*
�$��

Ωk, k = 1, 4
��N���=���� , ��6 Sk

E
wI������ 6®:���%�6E��) 9 ����J���)1B �����$���6E)¯/���������������$

Ox1x2x3
@ ���J

Ox3
/���$�������'©����:��������������°������$��+*

/+�8��J�������������"1E5r��+��:�)��/+�������_$���/+� , ������=g��������67�8*
$���������� 6E)1BeZ>[�=�mF����$�� 6E)_��!d=�!d������$#:�� %������������
����:���������$����J���� 9 ��67� 9 ����$���� 9 ��:�����%s�F���+��)1/�\�����'
~BJ(~x)

EqwI= ����6E�&����'��$������S��N��A� 6E��!�"o$���/1���
~(~x) @ ���8*�:���������������!�"o�

Ω1,Ω2
@ �S�)+6767������!]6g67� 9 ����$���!]6

:������ 6 ~B = ~B0 + ~BJ
:�������� ����$</a:��&%�����������Bt:����+*

G �oE =mE HI���������� @�� E �UE rX�����?�����/���' @1� E � E �Y)&�������
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±�²1³ ´�µ ´�¶d·�²�¸�¹�²�º�²1»¼�½ ¸+»�¾u³À¿8ÁÃÂÄ»�Å.Æ&Ç(È�³	²1³ÃÉ&ÁÃÂ�Ê

��������6E��$�������!�"o��+� @ ����'��$���)1BC02�+"p���>3-�+��/����$�� @ �
��N��A� 6E����'Q:+����$������$�J�B

~F (k) = ~j(k) × ~B(k) , k = 1, 2.

�?��� �J5�>���B���)S�?�8�����u������"+����'����+����/+�u�5/���) 9 ��!�"
�/1��N�/1�8">��=���� , ����$Q����6E���L��N��?���$�� @ /L/���$�������'<��$�����*
���$��	%j$8�4�+���j�����8%j������ , �����!E

wË����$��&%������Ì������������� ��+%�3-�+��/����$���'e������3-��!
��!d:������+%�$�J��	%j��������)1BR0u����)����������+%AÍ

−∇p(k)
0 + ρk~g +~j(k) × ~B(k) = 0

�
Ωk, k = 1, 2,

hÀU&k

p
(1)
0 = p

(2)
0

���
Γ12,

hÎ`�k

9 ��� p
(k)
0

m 9 �+�������$&��$�� , � �/1���<�?������������� @ ρk
m#:+����*

$������$�J
k
*G'Q3-�+��/1���$�� @ ~g *q)��/1��������������+��!F$ %+32� �$���E

=���%2��N��A� 6E����'u:+����$��+���$��4$���/+�]�2:���$�����\����8�?�CP���*
/�$���� , � �/1� 9 �.:�����%j:��+��6E� 6O= ��/1���>R67�SÍ

~j(k) = −σk∇ψ(k), k = 1, 4,
h¾C�k

9 ��� σk(= const)
*�)&�����J����8%�P����/�$�����:�������� �������$�J

������!f�
Ωk
EAwgP�$���6F�Ã��) , ���.:���$�����\����8�pP����/�$���� , �*

�/1� 9 �4:�����%S������32���j) ����������$�������%�$�J4)1�������������+%�6�Í

∆ψ(k) = 0
�

Ωk, k = 1, 4.
hîG1k

HI)&��� 6s� , ��$8��$�J @ , $��;$���/���:��&�����&��/g�����"+����' 9 ���8*
���(�����&�?�

Γ03
@ /+��/D�#$���/1����$���� �#��$p�+�+3-����' 9 �������

/+��$�� �?�
Γ04

@ ���)102� �$�����%�BC$��	%F�<:���6E��02J�B^:���������*
��%�02�+"S:+�?���$���� @ )&�����J����8%jP����/�$�����:�������� �������$�J./1��*
$�����!�"5=���� , ��$����J����2:�������!dK4����$2) �����J���)1BFP����/�$�����*
:��������&�������$�JXP����/+$��+�&������E�woP�$���6L����) , ����:���$�����\����8�
P����/�$���� , � �/1� 9 �u:�����%

ψ(~x)
���u/1�83.����'5��=]:���������"+����*

�$���'
Γ03

@ Γ04
6E� 3-���.� , ��$8��$�J4:����$��&%�����!]6 @ :����?� 9 �8%

ψ(3) = U(= const)
���

Γ03;ψ
(4) = 0

���
Γ04;

h A�k

Wu��:���������"+�����$ %+"L����=����?�M�����a������3-��!���!d:�����*
�+%�$�J��	%2)����������+%u����:�������!d�������$��2P����/�$���� , � �/�� 9 �X:+��*
$�����\����8�?�.�j������67�8��J���!�"5/1��6E:���������$.$���/+��Í

{ψ}Γik
= 0,

{

σ
∂ψ

∂n

}

Γik

= 0
���

Γik, ik = 12, 14, 23.

h���k
�?��� �J

~n
m-�������� , ��!d'�����/�$����S������67�8���S/j:���������"+����*

�$��j����=����?�4������ @ ����:���������������!d'Q�.��N��?���$�J4�CN�����J�*
K2��6����+����/1���6�E2zu� 9 )1����!d�D�/1��N�/��g�fh���k>�g�?�8�����
��=���� , ��BC$-�/1� , ��/S= ��/+��B , ��������'j�-���+"S������ , ����!F���
:���������"+�����$��S����=����?�.�����ÄÍ

{A}Γik
:= (A(k) −A(i))|Γik

.

Wu�d����P����/�$�����:��������&����!�"�N���/1����!�"X�$�����/+�8"2����) �?�
������3-��!(��!d:������+%�$�J��x%5)����������+%-����:�����$���/+�����+%5$���/+��Í

∂ψ(k)

∂n
= 0

���
Sk, k = 1, 4

h�D�k

r���$����+\����8�
U

P����/�$���� , � �/�� 9 �O:�����%(���a������"+����'
9 �������������&�?�O�_:�������!d'_$���/

J0
@ :�����$���/+��BC02��'_:��

��������67��$���������� 6E��'L\���:�� @ %�����%�BC$��	%p= �����������-������=����*
�$���!]6E�<������ , ������6E��E�=���%M�+"���:��������������+%>������N&"���*
����6E�-= �8�?��$�J4����:���������$����J���!d�������$�����K2�����+%AÍ

J0 =

∫

Γ

σ
∂ψ

∂x3
dΓ, U + J0R0 = E , h¾F�k

9 ��� E mMc)= � ���$�� , ����/+�Q$���/1� @ R0
m��)+6767���������.���*

:�����$��������������5$���/1��:�� �����&��%�02�+"MK2��� @ ��/+��B , �8%p����)�*
$������������>���:�����$��������������S���$�� , ����/1�<$���/+�!E7w����������+*
�$����8">h¾F�k7:�� �

Γ
6E� 3-���2:�������67��$�J2:�������=�������J������d:+��*

:������ , �������� , �������S��BCN���'O��=j��N��?���$���'
Ωk, k = 1, 49 ������=�����$8�8��J�����'Q:+�����/1���$�J�B

x3 = const
E

H�) ��� 6�� , ��$&��$�J @�, $��_67� 9 ����$������O:������O���N��$������+*
��!�"S$���/1���.��������67��$���������� 6E��'S����$�� 6E!_=���� , ��$����J����
6E����J�K2�o������K2��� 9 �#:�����% @ BJ � B0

ERwªP�$���6s����)�*
, ���#���N��$���������!]6�67� 9 ����$���!]6ª:������ 6^6E� 3-���_:����*
����N���� , J @ :����?� 9 �8% ~B(k) = ~B0, k = 1, 2

EÄw�:������+%�$�!�"
:������:������&34�����+%+"M����$�� 67�S)1�������������+'M� 9 ������� , ��!�"
)�����������'�:����������$�J�BÏ��:��������+%���$�������������� ���!d�(���*
�$��&%����+%O3-�+��/����$���' @ � �����O����:���������$����J����p� , ��$8��$�J
��N��A� 6��&������'a��=S3-�+��/����$���'�hÐ����%O��:������������������$�� @
:���������'?kI= �8�?������!]6IÍ

∫

Ω1

dΩ = V1
h���k

W��$��+)&�����<:+������������$�J @E, $��<�<� ���������&������6�67� 9 ���+*
$�����6j:������ ~B0

:+�����/+�8% 9 ������=�����$&�8��J����8%X:���������"+�����$�J
����=����?��3-�+��/1���$���'

x3 = 0
��$���� , ����$>����= 6E�&3-����6E)

����$��&%�����BO������������� ��+%���������67��$���������� 6E��'u����$�� 6E!O�

� E =mE HI���������� @�� E �@E rX�����?������/���' @+� E � E �Y) ������� A



���������	��
�������	������������������ !�#"$ ���!%'&)(�*��+ �$ ���-,�./����
�,�0�%'&2��3�� 4-,76),�8:9v�+4

�&���+�����&����!]6S�����:����������������� 6j��N��A� 6E��!�"R$���/����d� 9 �+*
�������$&��$�� , � �/���6s�?������������� 6 @ ��:���������%�� 6E!]6E�f�����*
��)1BC02��6E�������$�����K2�����+%�6E�AÍ

~j(k) = −j0~e3, j0 = const, k = 1, 4;

p
(k)
0 = −ρkgx3 + (~j0 × ~B0) · ~x+ const, k = 1, 2,hÀU b�k

9 ��� ~e3
m-����$.����

Ox3
E

� } Ñ!}fÒO§�Ó���ÔI§�Ó�£�¨����&Õ�§�¤OÖ2�+��ÔI×�¡�£��?�1�+Õ+§pØ&�1��¡�ÙuÚ�£?Û
�1�����1ÜL¦&§� �§�¨?£�}
� ���$��&%����+��:���/��&%S��������67��$���������� 6E��'j����$�� 6E! @ )&������*
����$�������%�BR0u���>)����������+%�6�������������� ��+%_hÀU&kGm�hÎ`�k @ �?�8���*
/1�a���M���� 9 �?�L%�����%���$��	%()��$���' , ����!]6���$��������$����J����
��� , �8��J���!�"F����= 6E)102������'�E#=u��'��$�����$����J���� @ /1��/�:���*
/+��=!d����BR$DP�/1�:�������6E����$�!����D�?��N�������$�������!�"F6E�&���*
��%+"LT D Vy:����>)1������ , ������M��+��!_$���/+�

J0
��Ý&�+�������+��)�*

/�\�����������K2��� 9 �567� 9 ����$���� 9 �5:�����%
B0

����$��&%�������:���*
/1� %-��6y���+%���$��	%.������������!]6>���3-��6E��6M�����+32�����+%43-�+��*
/1����$��'�EXwªP�$���6t���3-��6E�a���#:���������"+�����$��_����=����?�
3-�+��/����$���' 9 ������������)1BC$��	%�/���)1:�����67���Ku$8��N���!d�X������*
��! @ ���������f/1��$�����!�"t�����= 6E������67��� 9 ������=�����$8�8��J�*
��!]6E�S����= 6E������6E�S����) �?�!E+rX���Q:�� ��������3.�������Q:����$���*
%�����!�"-������K2���+"-)�����������'-/1������N������+%.3-�+��/1���$���'5����*
�$8��$�� , ���aN�!]�$����O:�������N�����$&��BC$O:�������� ��� , � �/���'F:��
����� 6E�����Q"1������/�$�����E��]���8��� 9 � , ��!d�XP Þ�ÞX��/�$�!;����N���B]*
�?��BC$��	%Q���2:�����6E!dKu��������!�"Q�8��BR6E����������!�"5P����/�$�����*
����=������8"MT A&V�E
?X����$�� , � �/����F=���� , �������_��+��!i$���/1�

J È	¹ @ �(:����*
��!dK2������� 6Q/1��$������ 9 ����� 9 ��������\��7����=����?�I3-�+��/1���$���'
9 ������������)1BC$��x%O��������! @ = ���������$>��$M�����'a�������/�)1:�����*
�$�� 9 ����6E��$���� , � �/��+"j��ÞX��=�� , � �/��+"S:�������6E��$������-��+*
�$�� 6E!OE�C:���������������

J È	¹ %�����%���$��	%j� ������'j��=����������*
��!�"<= �8�?� , :����L����K2�������L:�����N���� 6FZ>[�=�*C)���$���' , �+*
�����$��j�8��BR6E����������!�"QP����/�$���������=���������E

��6E��BC02��� �x%;P�/+��:�������6E����$8�8��J���!d�M�?������!d�M:���=�����*
��%�BC$�)1$�������3.�?��$�J @(, $���:����ß67�8��!�"à=���� , �����+%+"
∆J = J0 − J È	¹ > 0

����=�����/+��BC02���-/1������N������+%<3-�+��*
/1����$��'u�����	%�$d��������'���!d'�"1������/�$�����E	=���%��+"���:����������+%
6E�&3-�+�p�����:�����J�=������8$�J��	%p������� ������=�����������!]6E�O)1������*
�������+%�6E��67� 9 ����$�����' 9 �+�����&��������6E��/���E

CN���=���� , ��6 , ������= ζ (t, x1, x2)
��$�/+�������������C:���������"1*

�����$��a����=����?�>��$M������������� ���� 9 �>:+�����&34�����+% @y, ������=
~v (t, ~x)

*.:������<�/��������$���'#3-�+��/1���$���'�E#?���/#��N�! , ���
:������+%�$��j�S��������'�����'L$������+��� @ ÞX)1��/�\����

ζ (t, x1, x2)
@

~v (t, ~x)
N�)&����6<� , ��$&��$�Ju67�8��!]6E�.������ , ������6E�4:�������� 9 �

:�����%+��/+�.67�8�����$���E�[A�+�����&��������6E� , � �/1���R�?�������������
p @:+����$������$�J>P����/�$���� , � �/�� 9 �>$���/1� ~j @ :���$�����\����8�aP���*

/�$���� , � �/�� 9 �X:�����%
ψ

:�����?�$8������6>�R���+�����)+676E!a������*
������� ���!�"<=���� , ���+��'oP�$��+"p������� , ���o�p�+"p67�8��!�"L����*
= 6E)102������'AÍ

p(t, ~x) = p0(~x) + p′(t, ~x),

~j(t, ~x) = ~j0(~x) + ~j′(t, ~x),

ψ(t, ~x) = ψ0(~x) + ψ′(t, ~x).
w��?�8��J�����'�K2��6tK2$����+"+� @ ��N���=���� , �8BC02���L����= 6E)102�*
���+%j������ , ��� @ N�) ��� 6o��:�)��/+��$�J�E

w#��������'�����6a:�����N����+34�������j�����+32�������X3-�+��/1���$���'
��:����!d������$��	%S�������)1BC02��6E��)1������������+%�6E�AÍ

ρk
∂~v(k)

∂t
= −∇p(k) + ηk∆~v(k) +~j(k) × ~B0,

hÀU�U&k

á+â ã
~v(k) = 0

�
Ωk, k = 1, 2,

hÀU&`�k

9 ��� ηk
*Y��������6E� , � �/+�8%j��%�=�/����$�J

k
*G'Q3-�+��/1���$���E

W��v:���������"+�����$�������=����?�s3-�+��/1���$���'«�����+3-��!
��!d:������+%�$�J��	%S/������ 67��$�� , ���/����u)����������+%AÍ

∂ζ

∂t
= v

(1)
3 = v

(2)
3 , v(1)

α = v(2)
α , α = 1, 2

���
Γ12

hÀU�C�k

�S��������6E� , � �/�����)����������+%AÍ
{

η

(

∂vα

∂x3
+
∂v3
∂xα

)}

Γ12

= 0, α = 1, 2
���

Γ12,
hÀU	G1k

{

−p+ 2η
∂v3
∂x3

}

Γ12

= (ρ1 − ρ2) gζ
���

Γ12.
hÀU�A�k

<Y���������+%>hÀU	G1k @ hÀU�A�kE:�����?�$8������%�BC$u���N���'4������� �����+*
=�����������!d�>)����������+%#����:�������!d���+���$��;/1������$����J���!�"D�
������67�8��J���!�">����:���%+34������'<���Q:���������"+�����$��>����=����?�
3-�+��/1���$���'�E

W��-$���������!�">�$�����/+�8"�:�����6E� 6 @ /1��/>��N�! , ��� @ )��Ã����*
�����X:����+����:������+% , ���$���\S3-�+��/1���$��AÍ

~v(k) = 0
���

∂Ωk \ Γ12, k = 1, 2.
hÀU ��k

HI)&��� 6#� , ��$&��$�J @�, $��Q= ��/1���<R67�Mh¾C�kd��!d:������+%���$��	%
����%Q����= 6E)102������'5$���/+�u�Q:���$�����\����8�?�uP����/�$���� , � �/���*
9 �.:�����% @ $&��/ , $��

~j(k) = −σk∇ψ(k), k = 1, 4,
hÀU/D�k

∆ψ(k) = 0
�

Ωk, k = 1, 4.
hÀU�F�k

������� ������=�)�%4)����������+%4����:�������!d�������$��.:���$�����\����8�?�
P����/�$���� , � �/1� 9 �u:�����%-�-������67�8��J���!�"./���6E:���������$u$���*
/+�4���4:���������"+�����$ %+"5����=����?�.����� @ N�) ��� 6o��6E��$�J�Í

{ψ}Γ12
= −σ1 − σ2

σ1σ2
j0ζ,

{

σ
∂ψ

∂x3

}

Γ12

= 0
���

Γ12;

hÀU ��k

{ψ}Γik
= 0,

{

σ
∂ψ

∂x3

}

Γik

= 0
���

Γik, ik = 14, 23;

hÎ`�b�k
∂ψ(k)

∂n
= 0

���
Sk, k = 1, 4.

hÎ`+U&k

� �oE =mE HI���������� @�� E �UE rX�����?�����/���' @1� E � E �Y)&�������



���������	��
�������	������������������ !�#"$ ���!%'&)(�*��+ �$ ���-,�./����
�,10�%'&2��3!�54-,76),!8:9;�+4

HI)&��� 6�� , ��$8��$�J @&, $��R�C:�����\�� ����q�����134�����+%u3-�+��/1��*
�$���'��)+6767������!d'S$���/ @ :�����$���/1��BC02��'j:��.��������67��$����+*
����� 6E��'2P����/�$���� , � �/1��'.\���:�� @ ���$8����$��	%4������= 6E���+��!]6 @
J0 = const

E�w(P�$���6O����) , �������4������"+����' 9 ������������� �?�
�j���+3-����' 9 �������S/+��$��&�?�.�������)���$.:������+%�$�J-)����������+%AÍ

ψ(3) = 0
���

Γ03; ψ
(4) = 0

���
Γ04.

hÎ`�`�k
C$�6E��$���6 @�, $��-:����j= �8�?��������'jÞX)1��/�\����

ζ
/����������8%

= �8�?� , �ohÀU�F�kGm�hÎ`�`�kX:����������$�J�B���:���������%���$M����= 6E)102�*
�����C:���$�����\����8�?��P����/�$���� , � �/�� 9 �2:�����%-�5$���/1�����u/+�8*
3.����'j��=X��N��?���$���'

Ωk
@ k = 1, 4wF��� , �8��J���!d'>6E��6E����$Q����� 6E�����>:������2�/1�������$���'��

ÞX����67�4:���������"+�����$��S����=����?�23-�+��/1���$���'j:������:����?�8*
9 ��BC$��x%j��=���� �$���!]6E� @

ζ
∣

∣

∣t=0 = ζ0
���

Γ12;~v
(k)

∣

∣

∣t=0 = ~v
(k)
0

�
Ωk, k = 1, 2.hÎ`-C�k

wI��/�$����+*�ÞX)1��/�\����
~v

(k)
0 (~x), k = 1, 2

������3-��!�) ���������*
$�������%�$�J�)1�������������1%�6fhÀU&`�kR�L)����������+%�6�hÀU�C�k @ hÀU	G1k @ �
ÞX)1��/�\��+%

ζ0(x1, x2)
*Y)�����������B

∫

Γ12

ζ0(x1, x2)dΓ = 0.

we:������+%�$�!�"�:������:������ 34�����+%+"������+34�������(3-�+��*
/1���$���'(:����������$�J�Bª��:����!d������$��x%(����$�� 6E��';)1���������*
����' @C9 ������� , ��!�"F����� , �8��J���!�"F)�����������'�hÀU�U&kGm�hÎ`-C�k+E
wI��:������<��NO)��$���' , �������$��F������������� ���� 9 �O����$��&%����+%
3-�+��/1���$���'f����&����$��x%�/����������������������BÌ)��$���' , ������*
�$��t$����������8��J���� 9 �f����Ku�����+%tP�������BC\�����������'�= �8�?�8*
, �MhÀU�U&kGm�hÎ`-C�kE��$��������$����J����u��� , �8��J���!�"4����= 6E)102������'
ζ0 (x, y) , ~v0 (~x)

E

� } ä!} �4�+��ÔI§�¡�å1���X�OÕ+��¡���¥1§���£?¤F¢�£? AÕ��+� Ó���Ü�}{�]���8Û
Õ?Ó��?§�¡�å1���XÜL���?£�¦&��§1Õ<×�� Ó��1Ü�¨�£��1�+� Ó�£�}
� P�������BC\�����������'f= �8�?� , ��'vhÀU�U&kGm�hÎ`-C�kM$�� ��������%�= �8*
���5�:���/�$����8��J����8%�= �8�?� , �-�-������67�8��J���!�"������N�� ����!�"
/1������N������+%+"53-�+��/1���$���' @ ��:����!d����� 6E!�"Q����K2�����+%�6E� @
P�/+�:���������\����8��J����4= �������	%�02��6E�S��$4����� 6E�����AÍ













~v
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ζ
ψ
~j













(t, ~x) = exp (λt)













~v
p
ζ
ψ
~j













(~x)
hÎ`/G1k

� :���/�$����8��J���!d'S:�������6E��$��
λ

�4��N�02� 6o����) , ���R:����+*
����67����$>/���6E:+����/+���!d�5=���� , �����+%AÍ λ = γ + iω @Ä9 ��� γ*uÞ���/�$����o= ��$�)�"1�����+%;h��L����) , ��� γ < 0

ku�+���a�������8*
�$8�����+%(h��>����) , ��� γ > 0

kX/1������N�������' @ ω *R/���) 9 �����8%
, ���$���$8�M���N��$���������!�"p/1������N�������'a����$�� 6E!OEYwI������ 6
:�������67�8��!�"j��6E��02������' , ���$���\S3-�+��/����$���'

~u(t, ~x) =
exp(λt)~u(~x) @ ���%�= ���������u��:������ 6#�/1�������$���'>�������)1B]*
02��6E�������$�����K2�����+%�6E�AÍ

~v(t, ~x) =
∂~u(t, ~x)

∂t
= λ exp(λt)~u(~x).

hÎ`�A�k

r�� �?�$8������%+%^hÎ`/G1kO�vhÀU�U&kG*�hÎ`�`�ka�s) , ��$�!d���8%t:����
P�$���6æhÎ`�A�k @ :��������s��$ ����������+%eP�/+�:���������\����8��J���� 9 �
����� 6E������� 9 �v6E��� 3-��$����%�:����+"��&����6Ï/°�:���/�$����8��J�*
����'ç/�����������'è= �8�?� , �éh���$��+�����$����J����|���N��$������+*
��!�"ê=���� , ������' λ

�ß��6E:+���+$�) ����!�"ë6E���&3-��$������'
~u(~x), p(~x), ζ(x1, x2), ψ(~x)

k�Í

λ2ρk~u
(k) = −∇p(k) + ληk∆~u(k) +~j(k) × ~B0,

hÎ`���k

á+â ã
~u(k) = 0

�
Ωk, k = 1, 2;

hÎ`�D�k

ζ = u
(1)
3 = u

(2)
3 , u(1)

α = u(2)
α , α = 1, 2

���
Γ12;

hÎ`-F�k
{

η

(

∂uα

∂x3
+
∂u3

∂xα

)}

Γ12

= 0, α = 1, 2
���

Γ12;
hÎ`���k

{

−p+ 2λη
∂u3

∂x3

}

Γ12

= (ρ1 − ρ2) gζ
���

Γ12;
h¾C�b�k

~u(k) = 0
���

∂Ωk \ Γ12, k = 1, 2;
h¾C�U&k

~j(k) = −σk∇ψ(k) �
Ωk, k = 1, 4;

h¾C�`�k

∆ψ(k) = 0
�

Ωk, k = 1, 4;
h¾C�C�k

{ψ}Γ12
= −σ1 − σ2

σ1σ2
j0ζ,

{

σ
∂ψ

∂x3

}

Γ12

= 0
���

Γ12;

h¾C-G1k

{ψ}Γik
= 0,

{

σ
∂ψ

∂x3

}

Γik

= 0
���

Γik, ik = 14, 23;

h¾C�A�k

∂ψ(k)

∂n
= 0

���
Sk, k = 1, 4;

h¾C���k

ψ(3) = 0
���

Γ03; ψ
(4) = 0

���
Γ04.

h¾C�D�k
 , �����+����� @�, $��Q:����

γ > 0
����K2�����+%����+�?��hÎ`/G1k����*

� 9 ������� , �������.����=������$8��BC$�E?zu��=�� , � �/��jP�$��-��=���� , ����$ @
, $��X����) , ��'+��!d�q����= 6E)102�����+% @ )���+��������� 6E!d�YP����/�$�����*
67� 9 ����$���!]6E�Q��+�?��6E� @ ���������$&��BC$u�������� 6E����� 6 @ :����+*
���&��%>/<:�� %�����������Bf����= ��$�)�"1��BC02�+"��������M���5:���������"1*
�����$�������=����?��3-�+��/1���$���'�E-rX�������&��/1������N�������'��
ÞX����67�R�������4��:���������%�BC$��	%.������N��������IN�!]�$����X�����$�)�*
02��6E�-����K2�����+%�6E�.���+�?�.hÎ`/G1k+E��C6E:+����$�) �?���������4�X���+*
����'�����'L= �8�?� , �4%�����%���$��	%<������:���������%�� 6E!]6F:�������6E�*
$�����6 n /1����� , �����$�J���6E:+����$�) ��!O��� �8��J���!�"2�������2��N���%+*
��+%���$��	%f�����������'���!]6E��P Þ�ÞX��/�$8��6y� @ ���D) , ��$�!d�����*
6E!]6E����hÎ`���kGm�h¾C�D�k+E
?u��/X��=���� �$����uT `+UV @ �]��$��)1$��$������u$���/1�d�267� 9 ����$�����*

9 ��:�����%.= �8�?� , �.hÎ`���kGm�h¾C�D�kÄ��6E����$X�����/�����$���!d'5�:���/�$��
���N��$���������!�"o=���� , ������' λk = γk + iωk (k = 1, 2, . . .)

E

� E =mE HI���������� @�� E �@E rX�����?������/���' @+� E � E �Y) ������� D



���������	��
�������	������������������ !�#"$ ���!%'&)(�*��+ �$ ���-,�./����
�,�0�%'&2��3�� 4-,76),�8:9v�+4

Z��&3-�+�X:���/+��= ��$�J @&, $��R�����/�����$������$�Ju�:���/�$����X��&"+���8*
�+%���$��x%Q�5�2��������67��$���������� 6E��6<=��� �J2����) , ����E�cq$��2:���*
=�������%���$�= ��:�������$�J�)������������-)��$���' , �������$��(h�����)��$���'+*
, �������$��?kO������������� ���� 9 �f����$��&%����+%s��������67��$�����������*
6E��'j����$�� 6E!_�.���+����Í

max
k

γk < 0
m-)������������X)��$���' , �������$��

(max
k

γk > 0
m-)������������R����)��$���' , �������$�� )

h¾C�F�k

 , �����+����� @�, $���:����
J0 = 0, B0 = 0

�
ρ1 >

ρ2
hÐ��� 9 /+�8%#3-�+��/1���$�Ja�����:������&32�����p���8�;$ %+34�����'?k

��������67��$���������� 6E���q����$��&%������q������������� ��+%�)��$���' , ������E
C:������8%��Ju���2�:���/�$����8��J���!d'5:�����=�����/5)��$���' , �������$��
h¾C�F�k @ 6E�&3-���.:���/+��= ��$�J @+, $��.�5����) , ��� J0 6= 0 @ B0 6= 0����%53-�+��/1���$���'j�C:���������N����3-��6E�.67�8����'Q��%�=�/1���$�J�B @
$�E ��E�:����

η1 = η2 = 0 @ ������������� ������X����$��&%����������� 9 �?�
����)���$���' , ������EqìÄ��/���6f��N�����=���6 @ �L��������67��$���������� 6E��'
= �8�?� , �j��%�=�/1���$�J<3-�+��/1���$���'D� 9 ������$L���/+��B , ��$����J�*
���L���83-�+)+Bt������J @ ��:���������%+%O:������ 9 ����!d'p"1������/�$����
Z>[�=�m-����)��$���' , �������$��S������������� ��+%�E

� :���/�$����8��J���!d'í:�����=�����/í)��$���' , �������$�� h¾C�F�k
���:�����J�=�)���$��	%î�é�?�8��J�����'�K2� 6ï����%î:����$����������+%
9 ��������\�!®��N��?���$��ð)��$���' , �������$��ð�ñ:������$���������*
$����}ÞX��=�� , � �/��+"|:�������6E��$������ò��������67��$���������� 6E��'
����$�� 6E!OE

Ñ!}1Ò5�I�{��~B�#�Ió ��� |.ô �w� ���.�w���U�-õM�m�{������Û
~m�d�j|

Ñ!} � }��R¥+ö5§�¤L�÷1��ÔI§SÔI��Ó��� �§Sø1§�¡�����Õ?£���§�}
=���%4:��+��N����+34������� 9 �X��! , �����������+%.���N��$���������!�"u=����8*
, ������';�_���N��$���������!�"#ÞX)1��/�\���'_��:���/�$����8��J�����';= �8*
�?� , ��hÎ`���kGm�h C�D�k5N�) ��� 6�:�����6E���+%�$�J;6E��$�� ��[+�8������/��+*
���!E:=���%LP�$�� 9 �j��!dN������ 6(�j/+� , � �$����.N���=������Q:�������)1B
����$�� 6E)5������������+�?�8��J���!�"4����/�$����+*�ÞX)1��/�\���' {~ui}∞i=1

@
��:���������������!�"S�

Ω1,Ω2
@ ) ����������$�������%�BC02�+"Q)����������+*

%�6(h¾C�U&k @ hÎ`���k7�Q)�����������B;����:�������!d�������$��<hÎ`-F�k7���u:���*
������"��+���$��

Γ12
@ �>�<���$8�8��J�����6_:�������=�������J���!�"1E�?��8*

3.����'pN���=��������'pÞX)1��/�\����
~ui

���:����$8������6FÞX)1��/�\���B
ζi := ~n · ~ui |Γ12

���
Γ12

E�rX��������6E��02������' , ���$���\23-�+��*
/1����$��' @ ��$�/+�������������]:���������"+�����$��.����=����?����$�����������*
��� ���� 9 �M:������&32�����+% @ ����= 6E)102�����+%a:���$�����\����8�?�<P���*
/�$���� , � �/�� 9 �-:�����%S�j$���/1���.:�����?��$8������6a�.���+����Í

~u =
N
∑

k=1

ck~uk, ζ =
N
∑

k=1

ckζk,

ψ =
N
∑

k=1

ckψk, ~j =
N
∑

k=1

ck~jk,

h¾C���k

9 ��� ck
*�/���P Þ�ÞX��\�������$�! @ :��&�����34��02���q��:���������������B @

�SÞX)1��/�\����
ψk,~jk

���8"��&��%�$��x%</+��/M����K2�������./�����������'
= �8�?� , �fh¾C�`�k-m�h¾C�D�k5:����

ζ = ζk
EdùX�������aN���=������!�"

ÞX)1��/�\���'
N

:+�&��N���������$��	%-��=R)�����������'5:�����/�$�� , � �/���'
�	"�� ����6E���$��<��! , ��������$����J���� 9 �Q:�����\�� ����� @ ��:�������������*
9 �.�-�������)1BC02� 6a����=�������E

rX)��$�J
~u(~x) @ ~ξ(~x)

m©������������+�?�8��J���!d������/�$����+*
ÞX)1��/�\���� @ )&����������$�������%�BC02���]$�� 6L32�C)����������+%�6 @�, $��
�aN���=������!d�SÞX)1��/�\����

~uk(~x)
E7wfP�$���6g����) , ���S��6E����$

6E� �$��p�������)1BC04�8%OÞX����6E)&�?�M[A�������M����%O��:�������$������
� $���/+����Í

∫

Ω1∪Ω2

(−∇p+ λη∆~u) ~ξdΩ =

= −λD(~ξ, ~u) −
∫

Γ12

{

−p+ 2λη
∂u3

∂x3

}

ξ3dΓ−

−λ
∫

Γ12

2
∑

α=1

{

η

(

∂uα

∂x3
+
∂u3

∂xα

)}

Γ

ξαdΓ,

hîG�b�k

D(~ξ, ~u) :=

:=

∫

Ω1∪Ω2

3
∑

i,k=1

η

2

(

∂ξi
∂xk

+
∂ξk
∂xi

) (

∂ui

∂xk
+
∂uk

∂xi

)

dΩ.

rX�&�?�$8������%+%�h¾C���k��;)1���������������FhÎ`���k���)+6E��� 3.�8%
�/+�8��%������>��N�� , ���$��o:�����) , ������� 9 �������������$����j���

~u∗ih�=�����=��� , /+�4��=���� , ����$./���6E:+����/+����Q����:���%+34������)1B����*
��� , ����)�k @ :��������q����$�� 9 ���������������+%u:��C��N��?���$��

Ω1∪Ω2�<���:�����J�=������8����� 6�ÞX����6E)&��!ÌhîG�b�k5�F)�����������'fhÎ`���k @
h¾C�b�kqN�)&��� 6o��6E��$�J�Í

(

λ2A + λD + (B − C)
)

c = 0,
hîG�U&k

c := (c1, c2, . . . , cN )t.
�?��� �J A, B m-67��$�����\�!;/�������$�� , � �/1��'S�Q:���$�����\��+*

�8��J�����'<P������ 9 ��' @ D *C67��$�����\�����%�=�/���'M���������:���\���� @
C *E67��$�����\��4Z>[�=_*E��= ����6E�&����'��$����+% @ ��:���������������!d�
���+34��E

cY��� 6E����$�!
aik

67��$����+\�! A ��6E��BC$.���+�ÄÍ

aik =

∫

Ω1∪Ω2

ρ~u∗i ~ukdΩ, i, k = 1, . . . , N.
hîG1`�k

cY��� 6E����$�!
bik

67��$�����\�! B ��:�������������!(��!d���832�����+%+*
6E�AÍ

bik =

∫

Γ12

g (ρ1 − ρ2) ζ
∗

i ζkdΓ, i, k = 1, . . . , N.
hîG�C�k

C$�6E��$���6 @C, $��D����%F:�����%��/��������$���' @ :�����?�$8�����+*
6E� 9 �5�Q���+���ShÎ`�A�k @ h¾C���k @ /����8������$�� , ���8%>ÞX����67�

ctAc @��:���������%���$j/�������$�� , � �/�)1B�P������ 9 ��B���������67��$����������*
6E��'5����$�� 6E! @ ��/����8������$�� , ���8%5ÞX����67�

ctBc m2:���$����+*
\����8��J���)1B�P������ 9 ��Bª����$�� 6E!OE�rX�pP�$���'#:���� , ����� A� B ����=�������!_67��$�����\���6E�M/�������$�� , � ��/1��'M��:���$�����\��+*
�8��J�����'SP������ 9 ��' @ �����$�����$��$�����������E

F �oE =mE HI���������� @�� E �UE rX�����?�����/���' @1� E � E �Y)&�������



���������	��
�������	������������������ !�#"$ ���!%'&)(�*��+ �$ ���-,�./����
�,10�%'&2��3!�54-,76),!8:9;�+4

cY��� 6E����$�!
cik

67��$�����\�!�Z>[�=�m���= ����6E�&����'��$����+% C��:���������%�BC$��	%j:��-ÞX����6E) �?��6�Í

cik =

∫

Ω1∪Ω2

~u∗i ·
(

~jk × ~B0

)

dΩ, i, k = 1, . . . , N.
hîG�G1k

CN�02���j��!d���834�������S����%#P��� 6E����$����
dik

67��$�����\�!
���������:���\���� D ��6E����$.���+�ÄÍ

dik = D(~u∗i , ~uk), i, k = 1, . . . , N.
hîG�A�k

?X���8������$�� , ��!d'5ÞX)1��/�\��������8� D(~u, ~u)
�5��$���� , ��BC04�8%

� 6E)Q/����8������$�� , ���8%jÞX����67�
ctDc ��:����������%�BC$.�������+*

:���\���B�P������ 9 ��� @ ��N�)�����������������)1BF��%�=�/����$�J�BF3-�+��/1��*
�$���' @�, $��-�j��N���%���+%���$2����=�����������67��$�����\�! D EZ���$��&�o[+�8��ú���/������j:���=��������+�L�����)1\�����������$�Jj���	"���*
����)1B#�:���/�$����8��J���)1BD/���������)1BO= �8�?� , )�/.�8� 9 ��N������ , �*
�/1��'<�:���/�$����8��J�����'M= �8�?� , �2����%</����8������$�� , ��� 9 �S:�)�*
, /+�]67��$�����\ShîG�U&k+E&wI������ 6

n
m16E������!d'u����/�$����+*G�$�����N���\

b := λc
E�����6E��$���6�$8��/+32� @&, $�� A mRP���6E��$������]:������&3-�+*

$����J�������:����������������8%-67��$�����\�� @ $8��/ , $��u�)102� �$���)���$
��N�����$����8%567��$�����\�� A−1 E1WX��$���) �����2���+����$�J @�, $��ShîG�U&k
:��������&����$��x%j/jP�/��������8������$�����6E)5)1�������+������B2Í
(

−A−1D −A−1 (B − C)
I 0

)(

b
c

)

= λ

(

b
c

)

,
hîG���k

9 ��� I m-�������� , ���8% N ×N
mQ67��$�����\��!E

� ��N��$���������!d� , �����?� λ �:���/�$����8��J�����'5= �8�?� , �MhîG�U&k @
/+��/���P�/��������8������$�����'���'�= �8�?� , �-hîG���k @ %�����%�BC$��	%�:����+*
N����+34������!]6E�<=���� , �����+%�6E�L���N��$���������!�" , �����L/����8*
������'L= �8�?� , �#hÎ`���kCmOh¾C�D�k @ �����N��$���������!d�.����/�$�����!

c��:���������%�BC$p6E�&��!t/1������N����+��'O����= 6E)102������!�"a������+*
, ���.�u�����$�����$��$������.���+"4:�����?�$8�����������+%�6y�>h¾C���k+E����8*
N�� 9 �8%S��:������� @ ��$�6E��$���6 @?, $��5���N��$���������!d� , �����?�.= �8*
�?� , �DhîG���kCN�) ��)1$S��:���������%�$�J��	% , ���������������.����:�����J�*
=������������ 6

QR
*��8� 9 ������$�67�ST `�`&V�E

Ñ!} Ñ!}-ÒO§�Ó��?£�Ú��àÕ?£�����Ó�£�¨����&Õ��1Ü�£����1Ó�����Ú�£�§�¡�å1���1Ü
Ø&�����?û £�Ü�}
rX���������������!d�2��!dK2�4ÞX����6E)&����������/��>P�������BC\�����������'
���:���/�$����8��J�����'�= �8�?� ,A@ �($&��/+34�a��N�04�8%_:�����\����)�*
���X6E��$��&�?�X[+�8������/������R��$������	%�$��x%./4\��+�����+����� , � �/�6E)
����)&��)O��:�������=�������J���!]6�:���:������ , ��!]6��� , ������� 6�EIw
�?�8��J�����'�K2� 6FN�) ��� 6_� , ��$8��$�J @Ä, $��M:���:+����� , �����Q�� , �*
�����.:��������$��<����)&�?�5��6E����$j:���%�6E��) 9 ����J���)1B�ÞX����6E)�E
?X����6E�j$�� 9 � @ � 9 ������� , ��67�x%D��������6E��$���������� 6g3-�+��/1��*
�$���'o67�8����'p��%�=�/1���$���EEcIÞ�ÞX��/�$�������!]6_6E��$��&����6_���*
K2�����+%Q= �8�?� ,Q9 �+����� ��������6E��/��S�.����) , ���X67�8������%�=�/+�+"
3-�+��/1���$���'#%�����%���$��	% @ /1��/(��=���� �$���� @ 6E��$�� �F:�� 9 ���8*
��� , ��� 9 �j�����&% @ :���=�������%�BC02��'<�����������$����J����S:������$��
���8"�� ����$�J>�����6E:�$���$�� , � �/����5����K2�����+%L�j���+���-��%+�����
:��-�$���:����+%�6O/���P Þ�ÞX��\�������$����.��%�=�/����$���E

r��+�4��� �8����= ��\����.6E��$�� �?�X[+�8��ú���/������R:�����?�$&������%��*
$��	%u������N��������Y\����� �����N�����=���!]6S���:+����J�=�������$�Jd�]/+� , �*
�$�����N���=������!�"SÞX)1��/�\���' {~ui}∞i=1

���N��$���������!d��ÞX)1�+*
/�\����F= �8�?� , �;�O67�8��!�";/�������N������+%+"#��������67��$����������*
6E��'�����$�� 6E!_�-��$��)1$��$�������$���/1���.��67� 9 ����$���� 9 �-:+��*
��%�Edcq$8�p= �8�?� , �<��:����!d������$��	%D����$�� 6E��'()1�������+������'
hÎ`���k�m�h¾C�U&k @19 ����������N&"��&����6E�4:������&3-��$�J

~ = 0
E

w������$�����$��$������<�2��N�02��'>:��+��\����)1����'<6E��$��&�?�Q:+��*
9 ������� , ��� 9 �Q�����&%pT `-C8Vy:�����?�$8������6#ÞX)1��/�\����

~ui(~x)
�

���+����Í

~ui = ∇ϕi(~x) + ~wi(~x), i = 1, . . . , N,
hîG�D�k

9 ��� ϕ mO:+��$����\����8�_��6E��02������' , ���$���\(3-�+��/����$���' @
~w

m>����/�$����+*�ÞX)1��/�\��+% @ ) , ��$�!d����BC04�8%<�����+%������5��%�=*
/1���$��D�p$�����/��+"D����� %+" @ :�����6E!d/1��BC02�+"D/D$���������!]6
�$�����/+��6�� 9 ��������\�������=����?�M3-�+��/1���$���'�E�zu)1��/�\����
ϕ(~x) @ ~w(~x) @ �.�����BF� , �������J @ :�����?�$8������6o�4���+���X��%+*
������Í

ϕ(k) = ϕ0(k) + ν
1/2
k ϕ1(k) + . . . ,

~w(k) = ~w0(k) + ν
1/2
k ~w1(k) + . . . , k = 1, 2,

9 ��� νk
m�/����+� 67��$�� , � �/+�8%(��%�=�/����$�J

k
m���'O3-�+��/1���$���E

?X��6E:+����/+���!d�4���N��$���������!d� , ���$���$�!�/�������N�������'�$8�8*
/+34��N�) ��� 6a��$�!]�/�������$�J4�-���+���X��%+����Í

λ = λ0 + ν1/2λ1 + . . . ,

9 ����:��&�
ν
6E�&3-�+��:����+��67��$�J

ν1
�+���

ν2
@�, $��X:��������&����$

/j�&������6E)5�j$���6E)532������=�) ��J8$8��$�)�E
=u�+%F:�����/�$�� , � �/��+"F����� , ��$���� @ /+��/F:��������+��� @ ����*

�$8��$�� , ����� 9 ������� , ��$�J��x%©:�������!]6E�e����)+6y% , �������8*
6E�f�����6y:�$���$�� , � �/1� 9 �(��%+�?�D����%

λ
ERZ��&3-���(:���/+�8*

= ��$�J @d, $��a����%F�+"(��:��������������+%;�����$8��$�� , ���a����'�$��
ϕ0(k), ~w0(k), k = 1, 2.zu)+�+/�\����

ϕ0(k) ��:����!d����BC$#/1������N������+%g����$�� 6E!
�+��� �8��J���!�"<3-�+��/����$���'o�p��:���������%�BC$��	%o/1��/p����K2�*
���+%j/�����������'S= �8�?� , �AÍ

∆ϕ(k) = 0
�

Ωk, k = 1, 2;

ζ =
∂ϕ(1)

∂x3
=
∂ϕ(2)

∂x3

���
Γ12;

(λ0)
2
(

ρ1ϕ
(1) − ρ2ϕ

(2)
)

+ g (ρ1 − ρ2) ζ = 0
���

Γ12;

∂ϕ(k)

∂n
= 0

���
Sk, k = 1, 2.

w�����) , ���a\��+�����+�����F�a:���%�6E��) 9 ����J���!]6s:���:������*
, ��!]6;�� , ������� 6#����K2�����+%MP�$���'M= �8�?� , ����� 9 /1�Q��!d:��+*
�!d����BC$��	%S�4%�������6o���+����Í

ϕ
(1)
j =

~Ãü (κj (h1 + x3))

κj ý ü (κjh1)
ζj (x1, x2) ,

� E =mE HI���������� @�� E �@E rX�����?������/���' @+� E � E �Y) ������� �



���������	��
�������	������������������ !�#"$ ���!%'&)(�*��+ �$ ���-,�./����
�,�0�%'&2��3�� 4-,76),�8:9v�+4

ϕ
(2)
j = −

~	ü (κj (h2 − x3))

κj ý ü (κjh2)
ζj (x1, x2) ,

ζj = αj cos (κ1jx1) cos (κ2jx2) , λ
0
j = ±iω0

j ,

ω0
j =

(

g (ρ1 − ρ2)κj

ρ1
~�þ	ü (κjh1) + ρ2

~�þ	ü (κjh2)

)1/2

;
hîG�F�k

κ1j :=
πp1j

l1
, κ2j :=

πp2j

l2
, κj :=

(

κ2
1j + κ2

2j

)1/2
,

p1j , p2j = 0, 1, 2, . . . ; p1j + p2j 6= 0, j = 1, 2, . . . .

�?��� �J
h1

mS$�����02�����S�����&%M���+3-����'M3-�+��/����$�� n
h2ma$�����02�����a����� %(������"+����'#3-�+��/����$�� n

l1, l2
m 9 �����+*

=�����$8�8��J���!d�-����= 6E����!�����) �?�S��������J������'
Ox1, Ox2

@
�����$�����$��$���������� n

ω0
j

m4���N��$���������!d� , ���$���$�!#/1������N��8*
����'p��������67��$���������� 6E��'M����)�"1������'�����'L����$�� 6E!f3-�+��*
/1����$��'L����$��)1$��$������.��%�=�/1���$�� @ 67� 9 ����$���� 9 ��:�����%<�
$���/1����E
=���%.��:������������������$��-N�)&��� 6<� , ��$8��$�J @�, $��u\����� , �+*

����������!d�.:�������6E��$���!
p1j , p2j

��!dN�������BC$��	%M$8��/ @�, $���*
N�!°������������!d� , �����?� κj

��N�����=�����!d���8���_����)1N�!d����B]*
02)1B�:����������������$����J������$�J�E�rX������=������<�j��!dN������.��6y*
:+����$�) ����!�"o6E���&3-��$������'

αj
h��5����= 6E���������$�J�B������+*

��!Ck-6E� 3-���p���:�����J�=�������$�JM����%#$���'#�+���#���+��'#�����+*
6E��������/��g���N��$���������!�"FÞX)1��/�\���'

ζj
@ ϕ(k)

j

n �D�?�8��J�*
����'�K2� 6L����%5)1:�����02�����+%5= ��:�����5P��� 6E����$����467��$�����\ @
��"�� ��%�02�+"Q�>hîG�U&k @ hîG���k @ N�)&��� 6a:����?� 9 ��$�J αj = 1∀j =
1, 2, . . . .rX���;:�� �?� , ��$��LP��� 6E����$����D67��$�����\F/�������$�� , � �/1��'
�p:���$�����\����8��J�����'LP������ 9 ��'p:�� 9 ������������'���!]6E�p���?� 9 �8*
� 6E!]6E�

~wi
��:�����?�$8��������������:�����%���6E��02������' , �8*

�$���\o3-�+��/1���$���'FhîG�D�ku6E�&3-���M:���������N���� , J�EE���:�����J�*
=�)�%ShîG�F�k @ P��� 6E����$�!O67��$�����\�!a/�������$�� , � �/1��'4P������ 9 ���
����$���) �����-��!d:�������$�J.�4%�������6o���+����Í

aij = δij
(ρ1

~�þ	ü κih1 + ρ2
~�þ	ü κih2) l1l2εi

κi
,

hîG���k

εi =

{

1/2, (κ1iκ2i = 0)
1/4, (κ1iκ2i 6= 0)

.

=���%2P��� 6E����$�����67��$�����\�!a:���$�����\����8��J�����'2P������ 9 ���
N�) ��� 6a��6E��$�J�Í

bij = δij (ρ1 − ρ2) gεi.
h A�b�k

w�hîG���k @ h A�b�k , ������= δij @
/+��/O��N�! , ��� @ ��N���=���� , ����!

���6E������!a?X��������/1����!E

Ñ!} ä!}AÒO§�Ó��?£�Ú�§S��¤?¦8Õ+�1Ü< �£��&� £���§�Ú�£�£�}
wÌ��$ ��� , ���(��$g67��$�����\�/�������$�� , � �/1��'���:+��$����\��+*
�8��J�����'MP������ 9 ��'<P��� 6y����$�!�67��$�����\�!���%�=�/1��'>��������+*
:���\����M��:���������%�BC$��	%<�Q�������������6D:�� 9 ������������'���!]6E�
ÞX)1��/�\��+%�6E�

~wj
Ew=���%�����/�$����+*�ÞX)1��/�\���'

~wj
��N�����=��

$���������!�"M�$�������/<��6E��� 6;�������)1BC02���4��N�02���2��!d���834�*
������Í

~w
(k)
j = −∇τϕj exp



−1 + i√
2

√

ω0
j

νk
ξ,



 , k = 1, 2,

h A+U&k
9 ��� ξ mO/���������������$8� @ ��$�� , ��$�!d����� 67�8%#� 9 ��)1N�JL3-�+��*
/1���$��<:��j������67�8���</L$�����������'L�$�����/�� @ ∇τ

*]:���������"1*
�����$���!d' 9 ���8��������$R�/1�8��%�������'4ÞX)1��/�\���� @ ��:������������+*
��!d'o���>�����$�����$��$���)1BC02��'L$����������'o�$�����/1��EEwIN�����=��
:���������"+�����$��S����=����?�u3-�+��/1���$���'

~wj
��6E��BC$-���+�ÄÍ

~w
(1)
j = − ρ2

√
ν2 ~w0j

ρ1
√
ν1 + ρ2

√
ν2

exp





1 + i√
2

√

ω0
j

ν1
x3



 ,

~w
(2)
j =

ρ1
√
ν1 ~w0j

ρ1
√
ν1 + ρ2

√
ν2

exp



−1 + i√
2

√

ω0
j

ν2
x3



 ,

h A�`�k
~w0j := κ−1

j ( ~�þ	ü κjh1 + ~�þ	ü κjh2)∇τ ζj .=���%�P��� 6E����$����C67��$�����\�!L��%�=�/1��'R���������:���\�������6E�*
�$��-hîG�A�kÄ6E� 3-���X:������+%�$�JX:�����N����134������������!d���832�������

dij ≈
∫

Ω1∪Ω2

η
∂ ~w∗

i

∂ξ
· ∂ ~wj

∂ξ
dΩ, i, j = 1, 2, . . . N.

h A-C�k

=���%5$�����/��+"5���������3-�+��/1���$���'-���������:���\�����'5P������+*
9 ���5����N���/�����!�"4�$�����/+�8"-����)&�?��6E� 3-���u:���������N���� , J�E
wgP�$���6_����) , ���.��=>h A-C�k @ ) , ��$�!d���8%#h A+U&k @ h A�`�kCN�)&��� 6
��6E��$�J�Í

dij = δij

√

ωi

2

(

ρ1
√
ν1

ý ü 2(κih1)
+

ρ2
√
ν2

ý ü 2(κih2)
+

+
( ~�þ	ü (κih1) + ~�þ	ü (κih2))

2ρ1ρ2
√
ν1ν2

ρ1
√
ν1 + ρ2

√
ν2

)

εi.
h A/G1k

C$�6E��$���6 @�, $��p����%#:�����6E!dKu��������!�"#�8��BR6E����������!�"
P����/�$���������=��������C$�����02�����C�����&%26E��$&�8���?�

h1 = 20−30��6 @ ����� %�P����/�$���������$8�
h2 = 4−7

��6S:����uK2���������Y�����+*
��!O:�����%+��/+�MG�6M�2��������� @ �����$�� 9 ��BC02��'SU�AR6�E�ìy��/���6
��N�����=���6 @ :�����6E������$����J����2/5�8��BR6E����������!]6LP����/�$�����*
����=�������6o:�����N����+34���+��� @ �4/1��$�������6p:�����) , ����!;��!d���8*
34�����+%�h A/G1k @ 6E�&3-�+�O� , ��$&��$�Ja��:��������>) ����������$��������+*
$����J���!]6�E

Ñ!} ÿ7}AÒO§�Ó��?£�Ú�§jÒDø�~sÛd�1¦&§�£�ÔI�8 ���Ü�� Ó��1£?¤k}
wI!d:���K2� 6M/���6E:���������$�!D67��$�����\�!OZ>[�=(*A��= ����6E�&����'+*
�$����+% @ � , ��$&�8%S������K2�����R67� 9 ����$������X:������R������$���/1�8��J�*
��!]6 @ ~B0 = B0~e3

E

U b �oE =mE HI���������� @�� E �UE rX�����?�����/���' @1� E � E �Y)&�������



���������	��
�������	������������������ !�#"$ ���!%'&)(�*��+ �$ ���-,�./����
�,10�%'&2��3!�54-,76),!8:9;�+4

?���/o)�34�S��$�6E� , �8�����JM��������� @ N���=������!d�SÞX)1��/�\+���
ψ

(k)
i , k = 1, 4

�R:�����?��$8�������������4:���$�����\����8�?�CP����/�$����+*
, � �/1� 9 �o:�����%(��:���������%�BC$��x%;:��OÞX)1��/�\��+%�6

ζi
/+��/

����K2�����+%Q/�����������'5= �8�?� , �Mh¾C�`�kGm�h¾C�D�k7:����
ζ = ζi

E�=���%
\��+�����+����� , � �/�� 9 �o����) �?�M:���%�6y��) 9 ����J���� 9 �<�� , �����+%
P�$��j����K2�����+%S��� 9 /��-��!d:����!d����BC$��x%S�4%�������6o���+����Í

ψ
(1)
i =

j0
σ1
α1i

[

ý ü (κih4)
~Ãü (κi(h1 + x3))+

+
σ4

σ1

~Ãü (κih4) ý ü (κi(h1 + x3))

]

ζi(x1, x2),

ψ
(2)
i =

j0
σ2
α2i

[

ý ü (κih3)
~Ãü (κi(h2 − x3))+

+
σ3

σ2

~Ãü (κih3) ý ü (κi(h2 − x3))

]

ζi(x1, x2),

ψ
(3)
i =

j0
σ2
α2i ý ü (κi(h2 + h3 − x3))ζi(x1, x2),

ψ
(4)
i =

j0
σ1
α1i ý ü (κi(h1 + h4 + x3))ζi(x1, x2).

h A�A�k

?X��P Þ�ÞX��\�������$�!
α1i

@ α2i
�Oh A�A�k���:�������������!���!d���8*

34�����+%�6E�AÍ

α1i =
(1 − σ2/σ1) s2i

r2is1i + (σ2/σ1)r1is2i
,

α2i = − (1 − σ2/σ1) s1i

r2is1i + (σ2/σ1)r1is2i
,

9 ���

r1i = ~Ãü (κih1) ý ü (κih4) + (σ4/σ1) ý ü (κih1)
~	ü (κih4),

r2i = ~Ãü (κih2) ý ü (κih3) + (σ3/σ2) ý ü (κih2)
~	ü (κih3),

s1i = ý ü (κih1) ý ü (κih4) + (σ4/σ1)
~Ãü (κih1)

~	ü (κih4),

s2i = ý ü (κih2) ý ü (κih3) + (σ3/σ2)
~	ü (κih2)

~Ãü (κih3).

rX�&�?�$&������%+%fh A�A�kQ�_hîG�G1kQ� @ ) , ��$�!d���8%F:����FP�$���6
hîG�D�k @ :�����) , ��6L��!d���834���+�+%-����%5P��� 6E����$����467��$�����\�!
Z>[�=�*G��= ����6E�&����'��$����+%AÍ

mij = B0j0 ×
(

α1j

κi ý ü (κih1)

(

ý ü (κjh4)I
(1)
1ij +

σ4

σ1

~Ãü (κjh4)I
(1)
2ij

)

+

+
α2j

κi ý ü (κih2)

(

ý ü (κjh3)I
(2)
1ij +

σ3

σ2

~	ü (κjh3)I
(2)
2ij

))

×

× (κ1 iκ2 jK1 ijK2 ji − κ1 jκ2 iK1 jiK2 ij) , h A���k
9 ���

I
(m)
1ij =















ý ü (2κihm)

4κi
+
hm

2
, κi = κj ,

ý ü (κi + κj)hm

2(κi + κj)
+

ý ü (κi − κj)hm

2(κi − κj)
, κi 6= κj ,

I
(m)
2ij =















1

4κi
(1 − ~	ü (2κihm)) , κi = κj ,

1 − ~	ü (κi + κj)hm

2(κi + κj)
+

1 − ~	ü (κi − κj)hm

2(κi − κj)
, κi 6= κj ,

Ks ij =











0, psi + psj− , ��$������ , ������� @

2κs i

κ2
s i − κ2

s j

, psi + psj−
��� , ��$������ , ���Ã����E

r�����) , ������!d����!d���832�����+%ª����%°67��$�����\�Z>[�={m
��= ����6E�&����'��$����+% @ ���������:���\���� @ /�������$�� , � �/���'D�O:+��*
$�����\����8��J�����'QP������ 9 ��'S���:�����J�=�)1BC$��x%Q�2�?�8��J�����'�K2� 6
� , ������������!�"L��������������������+%+"LZ>[�=tmM)��$���' , �������$��
:���������"+�����$��S����=����?�23-�+��/����$���'�E

ä!}Äø��k�@� |�� �h�{�w�o�@�C�w| �U�C�{�{�.� | �O�U�C�w|

ä!} � }��C��¦8�?§�¦8ÔI���?���X�-��§1�?§1ÔI��Ó��?�f¦&§� �§8¨�£�}
?���/Q)�32�R��$�6E� , �8�����J2��!dK2� @ �C$�� , /��Q=��������+%Q:����+����*
34������'Q������N�����J�K2��'-����$������ �C�u�?��������'5= �8�?� , �C:������*
�$8������%�BC$F/�����$�� , � �/+���#=���� , ����+% 9 ����6E��$���� , � �/��+"
�5ÞX��=�� , � �/��+"4:�������6y��$���������������67��$���������� 6E��'.����$��*
6E! @ �����$�����$��$���)1BC02���X���3-��6E)Q����=�N�)�3.�������+%S�������1E

w�������� 6aN���=�����= 6E�����!d'j:�������6E��$��

W =
J0B0

(ρ1 − ρ2)gS
,

h A�D�k

9 ��� S = l1l2
*u:+����04�8��J 9 ������=�����$8�8��J���� 9 �<�� , �����+%

:��������$��2����)&�?� @ ��&������3.��02� 9 �d3-�+��/����$���E8r�������6E��$��
W

"1������/�$������+=�)���$ @ � , �����+����� @ ��$�����K2�������MP����/�$�����*
67� 9 ����$���!�"<��+� @ ����'��$���)1BC02�+">���53-�+��/1���$�� @ /<��+*
���]$�%+34� �$��-�4%�����%���$��	%.�&������6M��=d�����������!�"2:�������6E�*
$������ @ ��:���������%�BC02�+"D:������������������������67��$���������� 6E��'
����$�� 6E!OEAwF�?�8��J�����'�K2� 6DN�)&��� 6D����=�!d����$�J

W
:������8*

6E��$�����6DZ>[�=�m-��= ����6E�&����'��$����+%�E
RN���=��� , ��6 , ������= q

�������/�)1:������$�J#����"_���$8�8��J�*
��!�"�N��=�����= 6E������!�"v:�������6E��$�����������$�� 6E!OE�w , �+*
������P�$��+"s:�������6E��$���������"��&��%�$ @ � , ���$������$�� @Q9 ����*
6E��$���� , � �/����pN���=�����= 6E������!d�M:�������6E��$���!�Í

l̄ := l2/l1
@

h̄k := hk/L, k = 1, 4 @E9 ��� L *X"1������/�$�������!d'p��������'+*
��!d'Q����= 6E���5= �8�?� , ��E � ����=�)234�R��$�6E��$���6 @1, $��4�2:����+*
�����������!�"(���+34�L����=�) ��J8$8��$&�8"(����� , ��$����O�O/+� , � �$����
"1������/�$�������� 9 �p�������'���� 9 �a����= 6E�����p��!dN������8�?���Jp���*
��� , ����� L = S1/2 EXcq$��D��N���%���+%���$��	%;$�� 6 @], $��D����%
:�����6E!dKu��������!�"pP����/�$���������=��������>:+����04�8��J

S
��:����*

�����%���$(�+"_6E��02�����$�J @ $8��/ , $��(:�������!dN������L��:�$��+*
67�8��J���!�"j:�������6E��$������-P����/�$���������=������.= �8�?��������'�6E��*
02�����$��<) ����N����Q��$��������$�JS����u��������'���!d�.����= 6E����!g/
������ , ����� S1/2 E

� E =mE HI���������� @�� E �@E rX�����?������/���' @+� E � E �Y) ������� U�U



���������	��
�������	������������������ !�#"$ ���!%'&)(�*��+ �$ ���-,�./����
�,�0�%'&2��3�� 4-,76),�8:9v�+4

w , �������¯N���=�����= 6E������!�" ÞX��=�� , ���/��+" :������8*
6E��$������Ï��"��&��%�$���$�����K2�����+%ß:+����$������$���'ë3-�+��/���*
�$���'

ρ̄ := ρ2/ρ1
@ ) �����J���!�"�P�����/�$�����:��������&�������$���'

�����
σ̄k := σk/σ1, k = 2, 4

� , �����?���E��'�������J��?���
���

k = g1/2L3/2/νk
@ k = 1, 2

E}ìÄ��/���6 ��N�����=���6 @
:���������������a��������67��$���������� 6E��'�����$�� 6E!Ì:���6E��6E�

W��:���������%���$��x%��������/�)1:������$�J�BfU�UX:�������6E��$������

q = (l̄, h̄1, h̄2, h̄3, h̄4, ρ̄, σ̄2, σ̄3, σ̄4,
���

1,
���

2).

� ��N��$���������!d� , �����?� ��������67��$���������� 6E��' �:��*
/�$����8��J�����'à= �8�?� , �à= �������x%�$ @ � , ����+����� @ ��$©�����'
�������/�)1:������$��QN���=�����= 6E������!�"Q:�������6E��$������ @ $&��/ , $��

λk = γk(W, q) + i ωk(W, q), k = 1, 2, . . . .

w���+��)�P�$��+"M= ���������6E���$���'<�:���/�$����8��J���!d'M:�����=�����/
)��$���' , �+�����$��ª������������� ��+% @ ��ÞX����6E) ����������������!d'��
:������!���)102� 6f����=������ @ ��:���������%���$p��N��?���$��D)��$���'+*
, �������$��gh��#����)��$���' , �������$��?k.������������� ���!�"O����$�� %+*
����'O����$�� 6E!��<:+�����$��������$����SN���=�����= 6E������!�"p:������8*
6E��$������

(W, q)
E4[���������\��_��N��?���$��f)��$���' , �������$����

P�$���6a:������$��������$����X��:���������%���$��	%S�����������$�����6�Í

max
k

γk(W, q) = 0.
h A-F�k

�7��=����K4�8%g)1���������������(h A-F�k���$��������$����J����
W @ ����'+*

��� 6 @ � , �����+����� @ /����+$�� , � �/����-=���� , �����+%MP�$�� 9 �S:������8*
6E��$����L�L= ���������6E���$��O��$

q
Í
W È	¹ = W È	¹ (q) EI�����8%

W È	¹ (q) @ )1��������������� 9 ��������\�!F��N��?���$��j)��$���' , �+�����$��
6E�&3-�+�-= ��:�������$�J.�.���+����Í

W = W È	¹ (l̄, h̄1, h̄2, h̄3, h̄4, ρ̄, σ̄2, σ̄3, σ̄4,
���

1,
���

2).h A���k

ä!} Ñ!}��q��¦&×�¡�å�Ó&§�Ó��f�1�X¨�£���¡�����£�Ü�}
� � 9 ���������h A-F�kq:����$������������ 9 �����+��\�!F��N��?���$��S)��$���'+*
, �������$���������������� ���!�"j����$�� %�����'M���� ����$��	%�/>��! , �+*
����������B����N��$���������!�" , �����o�:���/�$����8��J�����'</�����������'
= �8�?� , �DhÎ`���kG*�h¾C�D�k @ ��!������������B����N��$���������!�" , �����p�
67��/1���67�8��J�����'D����02� �$�����������' , ���$�J�B��j:����������)1B]*
02��6;)1$�� , ��������� 6F=���� , ������'LN���=�����= 6E������!�"M:�������6E�*
$������

W, q @ :����>/1��$�����!�">67��/1���67�8��J����8%�����02� �$������+*
���8% , ���$�JM���N��$���������!�" , �����o��N�����04����$��	%L�>��)&��J�E
�7��� , �$p���N��$���������!�" , �����(�:���/�$����8��J�����'a/�����������'
= �8�?� , � @ /+��/j:���/+��= �����.�-:������!���)102� 6O����=������ @ �����*
����$��x%s/s�8� 9 ��N������ , � �/1��'�= �8�?� , �F���f���N��$���������!d�
=���� , �����+%FhîG���k+Ey�E��K2�������S:�������������'a= �8�?� , �o���)102��*
�$�����%+�����J , �������������(�<���:�����J�=������������ 6

QR
m;�8��*

9 ������$�67�!EQ<C$�� , �������+�f:�������6E��$������
W, q @ ��$���� , ��B]*

02�+"u��)&��������6y)�=���� , ������BD67��/+���67�8��J�����'u����02� �$������+*
����' , ���$������N��$���������!�" , ����� @ ���)102� �$�����%+������JD�
���:�����J�=������8����� 6«�$8���+�?����$�����'t:�����\����)1��!ê6E��$�� �?�
���+"���$���6E�+��E�=���%L��� �8����= ��\����L��:������������ 9 �S:�����\�� �����

±�²1³ ´��8´���»	� ²1³	²1Â�
 ³ÃÉ ½
W È	¹ 
 ÉX³�

 É ¸�
�]Á	¸�²1¾

� 
 ·�²���
�¸1É »¼�½ ¸�Ê7¿2·1»��ÃÂAÁÃ·�
��Xº�
��&ÁÃ·8¿�¸�
 ³ÃÉ ².·1»����1Á	¼+»
� ²�����
 ³ÃÉ&Á����µ��

σ4/σ1 = 0.1 � ��� σ4/σ1 = 0.05 �� � σ4/σ1 = 0.01

±�²1³ ´  ´���»�� ²1³x²1Â�
 ³ÃÉ ½u³�
! ³ÃÉ�&Á	¸�¸�
���"+»�³ÃÉ#
 É Ê
ω̄ È	¹ 
 É³�

 É ¸�
�]Á	¸�²1¾ � 
 ·�²���
�¸1É�»¼�½ ¸�Ê7¿4·�»�	ÂAÁÃ·�
���º�
��&ÁÃ·8¿�¸�
 ³ÃÉ ²

·1»����1Á	¼+» � ²�����
 ³ÃÉ&Á��?´

��! , ������������'<����=�����N���$8�����-:���� 9 ����6767�Q����� , ��$8�Q/����+*
$�� , � �/��+"M=���� , �����' W È	¹ :����M:�������=�������J���!�"�=���� , �*
���+%+"S���$8�8��J��+!�"QN���=�����= 6E������!�"Q:�������6E��$������

q
E

W��S�����-E `S:��������������! 9 ����ÞX��/��<= ���������6E���$��
W È	¹��$_�����$�����K2�����+% 9 ������=�����$8�8��J���!�"g����= 6E�������_����)�*

�?�
l̄ = l2/l1

����%�����=��� , ��!�"�=���� , ������'g:�������6E��$����
σ̄4
E#=���%F���$8�8��J���!�";:�������6E��$������D��!dN������8�����JD�����*

��)1BC02���M=���� , �����+%AÍ l̄ = 0.35 @ h̄1 = 0.037 @ h̄2 = 0.08 @
h̄3 = 0.07 @ h̄4 = 0.05 @ ρ̄ = 0.913 @ σ̄2 = 0.6 · 10−4 @
σ̄3 = 0.82 · 10−2 @ ���

1 = 0.8 · 108 @ ���
2 = 0.4 · 108 E

cq$��(=���� , �����+%#:�����N����+34�������a�����$�����$��$���)1BC$p:������8*
6E��$�����6;:�����6E!dKu��������!�"<�8��BR6E����������!�">P����/�$��������+*
=���������E

CN��?���$�JF)��$���' , �������$��f������������� ���!�"g����$��&%�����'
���X�����-E `X�����:������ 34�����R���+34�C�����$�����$��$���)1BC02��'4/����+*
����'�E2�X=����6E!e/�����$�� , � �/��+"�/�������!�"���N���%���+%�BC$��x%
��6E������'uÞX����6S:�������� ��� , � �/��+"�/�������N�������'R3-�+��/1���$���'
:����-��=�6E�����������

l̄
E+zu����6E�X����=�N�)�3.�?��� 6E!�"u�������4��:����*

U&` �oE =mE HI���������� @�� E �UE rX�����?�����/���' @1� E � E �Y)&�������



���������	��
�������	������������������ !�#"$ ���!%'&)(�*��+ �$ ���-,�./����
�,10�%'&2��3!�54-,76),!8:9;�+4

�����%���$��	%j�����������$�����6�Í

ζ =

N
∑

k=1

(ak cos(ω È	¹ t) − bk sin(ω È	¹ t)) ζk,

9 ��� ak = Re(ck) @ bk = Im(ck)
Ev?���/a:���/+��= �8���a���8*

� , ��$�! @ ��N�! , ���a�����a/1��P Þ�ÞX��\������$8�
ck

:��D6E�&��) ��B
=���� , ��$����J����RN�����J�K2�q���$8�8��J���!�"1E � ����$�����$��$���)1BC02���
��6aÞX)1��/�\����

ζk
N�) ��� 6p����=�!d����$�J 9 �?������!]6E�Q��= ����6E��*

����'��$���)1BC02��6E�_6E� �?��6E�;/1������N�������'�E�WX��6E����� 9 �?����*
��!�"X��= ����6E�&����'��$���)1BC02�+"X6E�&�

(p1k, p2k)
)1/+��= ����!<���

�����-E `j���8� 9 �?�8��/���6E�a) , ���$�/1��6E�o/�����$�� , � �/��+"p/����+*
��!�"1E

CN�����04����$j���>���N&%p���+��67�������Q=���� , ��$����J������5�����+*
%������M���p)��$���' , �������$�Ja����$�� 6E!v:�������6E��$����

σ4/σ1
n

�L)1������ , ������� 6�P�$�� 9 �D:�������6E��$����D�����$���$D=���� , �������
W È	¹ Ed�X��!]6E�_����������6E� @ )1������ , �������<) �����J�����';P���*
/�$�����:��������&�������$��.���+3-��� 9 �uP����/�$���� �?�u�:������N��$���)���$
�����K2����������B#��N��?���$��-Z>[�=Fmu)��$���' , �������$��.�������67�8*
$���������� 6E��'j����$�� 6E!OE

� 6E�����2ÞX����6L/�������N�������'Q���:�������� 3.�?����$��	%-�/+� , /���*
��N�����=���!]6E����= 6E��������+%�6E�4���N��$�����������' , ���$���$�! ω È	¹ EwI������ 6FN���=�����= 6E������)1B����N��$���������)1B , ���$���$�)</1�����*
N�������'�3-�+��/1���$���'

ω̄ @ :����?� 9 �8% ω̄ := g−1/2L1/2ω
E

�����������6E���$�J
ω̄ È	¹ ��$-�����$�����K2�����+% 9 ������=�����$8�8��J���!�"

����= 6E�������M:���������"+�����$��o����=����?�>:���/+��= ���������M�����-E C
����%°=���� , ������'°:�������6E��$������ @ ��$���� , ��BC02�+"ª/���������'
`o���a�����-E `�EdwI! , ���������+�+%F:���/1��= �8��� @�, $��D���N��$������+*
���8% , ���$���$&� ω È	¹ N�����=�/1�L/#���N��$���������!]6 , ���$���$8��6
9 �+�����&��������6E� , � ��/��+">/1������N����+��'M����$�� 6E! @ ��$���� , ��BC*
02�+" 9 �?������!]6p��= ����6E� ����'��$���)1BC02��6o6E� �?��6p�4��$��)1$8*
�$������>67� 9 ����$���� 9 �L:�����%D�D$���/1����EYrX���#�����:��8��������
P�$��+" , ���$���$(:�������6E��$��

W È	¹ :���������67����$(����/+�8��J����
6E������67�8��J���!d�o=���� , �����+%�ERìÄ��/���6s��N�����=���6 @d9 ���������+*
��)�� 6E!d�����4:���������"+�����$��Q����=����?�23-�+��/1���$���'j��������!
�����	%�$j"�������/�$����o���������N�����=���� 9 �j����=������������� 9 �j��= ���+*
6E�&����'��$����+%5���N��$��������+!�".6E�&�5/�������N�������'-����$�� 6E!(�
�����:��8�?��BC02��6E�S�+���jN�����=/���6E� , ���$���$8��6E��E

W��S�����-E G�:��������������! 9 ����ÞX��/��<= ���������6E���$��
W È	¹��$FN���=�����= 6E��������'�$�����02����!e�Ã���&%����+3-����'�3-�+��/1��*

�$��
h̄1 = h1/L

����%o����=��� , ��!�"L=���� , ������' l̄
n =���� , �*

���+%M���$8�8��J���!�"�:�������6E��$������Q��$���� , ��BC$Q/���������'�CQ���
�����-E `�E�=���%D67�8��!�"

h̄1
= ���������6E���$�J

W È	¹ (h̄1)
�������$

:�����6E����������������'���!d'L"�������/�$���� @A, $��>:�����������$�J�B����*
��$�����$��$���)���$Q��6E��BC02��67�	%<P�/+��:�������6E����$8�8��J���!]6#�?���+*
��!]6�T A @ D V�E7rX���O)1������ , ������� h̄1

:�������6E��$��
W È	¹ ����*

=������$8����$4�j��!�"�� ����$.���4)��$&������������K2��� �	%Q=���� , �����+%�E
�7���K2�����������C��N��?���$��-)��$���' , �������$��5:����5)1������ , �*

�����
h̄1

@ /+��/<�L:����L)1������ , ������� σ̄4
@ ��� 9 /1�j��N���%���+%+*

��$��	%j$�� 6 @�, $��Q�X�����$���6aP�$��+"S:�������6E��$������-)+6E����J�K4�8*
BC$��	% 9 ������=�����$8�8��J���!d������$8������%�BC02���j����= 6E)102������'
$���/+�p�o�����:+�?����� @ ��= ����6E� ����'��$������>/1��$�����!�"#�������+*
$���/+�8��J���!]6F67� 9 ����$���!]6;:������ 6(%�����%���$��	%<:���� , ������'
9 ����������\����j��������E

±�²1³ ´�$�´���»	� ²1³	²1Â�
 ³ÃÉ ½
W È	¹ 
 ÉXÉ#
�¼�%d²�¸�Êa³	¼�
�¾2¸�² � ¸1Á��

� ²�����
 ³ÃÉ ² h1/L
��µ��

l̄ = 0.35 � ��� l̄ = 0.52 �� � l̄ = 0.71 �$&�
l̄ = 0.75

±�²1³ ´�'8´(��»	� ²1³	²1Â�
 ³ÃÉ ½
W È	¹ 
 ÉXÉ#
�¼�%d²�¸�Êa³x¼�
¾)�&ÁÃ·8¿�¸1Á��

� ²�����
 ³ÃÉ ² h2/L
��µ��

l̄ = 0.35 � ��� l̄ = 0.52 �� � l̄ = 0.71 �$&�
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