
 71

7. Квадратурные формулы интерполяционного типа 
для гиперсингулярных интегралов. 

 
 
В этом разделе речь пойдет о квадратурных формулах для ин-

тегралов (см. [3]) 
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где )(ϕnf  – тригонометрический полином порядка n , и (см. [3]) 
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где −− )(2 tpn алгебраический полином степени 2−n . 
Также получены квадратурные формулы интерполяционного 

типа для интегралов от многочленов по интервалу (-1,1) с весом 
21 t−  и интегралов с логарифмическим ядром и тем же весом. 
Рассмотренные в этом разделе квадратурные формулы ис-

пользуются при вычислении потенциалов двойного слоя. 
 
 

7.1. Для вычисления интеграла (1) подставим в формулу (1) вы-
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найдем выражения интегралов (1) для фундаментальных интер-
поляционных тригонометрических полиномов порядка точно n . 
В силу (1) и (6.7) получаем 
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(в самом деле, 
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после несложных преобразований находим 
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Окончательно имеем интерполяционную квадратурную фор-
мулу для гиперсингулярного интеграла (1): 
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Эта формула значительно упрощается при { } n
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7.2. Прежде чем переходить к выводу интерполяционной квадра-
турной формулы для интеграла (2), займемся интерполяционны-
ми полиномами Лагранжа с )1( −n  чебышевскими узлами 2-го ти-
па: 
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где )(,2 tl II
jn−  – фундаментальные интерполяционные полиномы 2-го 

типа, определенные следующим образом : 
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Непосредственно проверяется, что 
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7.3. Теперь можно получить квадратурную формулу интерполя-
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теперь имеем, с учетом значения jn
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7.4. Переходя к выводу квадратурной формулы интерполяцион-
ного типа с )1( −n  узлами { } 1 

10 
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n
j

n
jt  для интеграла с логарифмичес-

ким ядром 
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Теперь разложим полином степени n
j

n
tt

ttUn
0

2
1 )1)((   : 
−

−−  по полино-

мам Чебышева 1-го рода: 

 ∑
=

− =
−

− n

k
k

n
kjn

j

n tTb
tt

ttU

0
,

0

2
1 )()1)((   (7.16) 
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Подставим разложение (16) с найденными коэффициентами в 
представление (15) для интеграла ))(( 0,2 tlL II
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Теперь мы можем выписать квадратурную формулу интерпо-
ляционного типа для интеграла (14) с логарифмическим ядром. 
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Отметим, что если )(2 tpf n−=  - полином степени )2( −n , то 

0)( 0 ≡tRn . В этом случае мы говорим, что интерполяционная квад-
ратурная формула (18) точна для полиномов степени )2( −n . 
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чительном пункте настоящего раздела. 
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Для доказательства этого тождества воспользуемся явным вы-
ражением для фундаментального интерполяционного полинома 
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и, используя соотношение (6.24), находим 
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и окончательно получаем квадратурную формулу интерполяци-
онного типа для гиперсингулярного интеграла (2): 
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Эта формула верна для любого ( )1,10 −∈t . 
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7.6. Выведем ещё одну квадратурную формулу для гиперсингу-
лярного интеграла (2). Имеем (в силу (6.26)): 
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Итак, показано, что при n
jtt 00 ≠  
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и при { } 1 

100  
−

=
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n

j
n

jtt  имеем такую квадратурную формулу 
интерполяционного типа для гиперсингулярного интеграла: 
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А теперь сосчитаем ))(( 0,2

n
j

II
jn tAl −  как предел при n

jtt 0→  правой 
части равенства (22), для чего сначала преобразуем выражение 
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Подставляя это выражение в (22) и переходя к пределу, полу-
чаем 
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Значение выражения (22) при jktt n
k ≠=  , 00  вычислим непосред-
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Наконец, мы можем выписать окончательную квадратурную 
формулу интерполяционного типа, которая справедлива в )1( −n  
точках 1,,1,0 −= nktn

k … : 
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7.7. Выпишем джексоновскую  оценку для наименьшего откло-
нения полиномов из II

nП 2−   от функции [ ]
α,

1,1)( rCtf −∈ : 
 

 ( )
( )

2    , 
2
1

!
112 1

2 +>
−

+
≤ +

+

− rn
nr

MrrE r
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n α

α
  (7.25) 

 
Здесь rM - константа в условии Гёльдера для r -ой производной 

функции [ ]1,1),( −∈ttf . 
Доказательство этой оценки можно найти в уже цитированной 

книге И.П. Натансона (И.П. Натансон. Конструктивная теория 
функций.-М.-Л.:ГИТТЛ, 1949.-688с.). 

Для среднеквадратичного (с чебышевским весом 21 t− )  от-
клонения интерполяционного полинома ))(( 2 tfPII

n−  функции [ ]
α,

1,1
rCf −∈  

от этой функции находим 
 22 2 −− ≤− nII

II
n EffP π   (7.26) 

(вывод этого неравенства аналогичен выводу неравенства (5.28), 
проведенному в  пятом разделе). 
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Используя неравенство (26) и действуя так же как при выводе 
формулы (5.30), получаем оценку для остаточного члена в фор-
муле (11): 

 ( ) 2
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1

2
2 1 ))(()( −

−
− ≤−−∫ n

II
n EdtttfPtf π .  (7.27) 

А оценка для остаточного члена )( 0tRn  в квадратурной формуле 
интерполяционного типа (18) выглядит следующим образом: 
 








=

+αrn
n

OtR 1 )( 0 .  (7.28) 

Если функция [ ]1,1),( −∈ttf  в формулах (11) и (18) принадлежит 
классу гладкости [ ]

α,
1,1

rC − , то для 2−nE  в оценках остаточного члена 
(27) и (28) имеем неравенство (25). 


