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Âñòóï
Íàðàçi ââàæà¹ìî, ùî ñëóõà÷i ìàþòü óÿâó ïðî êiëüöÿ, çîêðåìà, ïðî êiëüöå Z

öiëèõ ÷èñåë i êiëüöå Zn êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì n, äå n � íàòóðàëüíå ÷èñëî,
ùî áiëüøå àáî äîðiâíþ¹ 2. Öi êiëüöÿ êîìóòàòèâíi, òîáòî xy = yx äëÿ áóäü-ÿêèõ
ñâî¨õ åëåìåíòiâ x, y, i â íèõ ¹ îäèíèöÿ. Òàêîæ ââàæà¹ìî, ùî ñëóõà÷i ìàþòü óÿâó
ïðî ïîëÿ, çîêðåìà, ïðî ïîëå R äiéñíèõ ÷èñåë, ïîëå Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ïîëå
Zp, äå p � ïðîñòå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèçíà÷åííÿ êiëüöÿ, íàéïðîñòiøi âëàñòèâîñòi
îïåðàöié â êiëüöi, ïiäáiðêà çàäà÷, ùî ñòîñóþòüñÿ íàéïðîñòiøèõ ðå÷åé â êiëüöi,
ìîæíà çíàéòè â ðîñiéñüêîìîâíié ìåòîäè÷öi [1]. Áiëüø ñïåöiàëüíi ðå÷i, ùî ñòîñóþòüñÿ
êiëåöü, ââîäÿòüñÿ â ìåòîäè÷öi [2].

Ïðîòÿãîì ðîáîòè ÷àñòî áóäóòü âèíèêàòè ñóìè, ùî ìàþòü ÷è íåñêií÷åííî áàãàòî
äîäàíêiâ, ÷è ïðîñòî áàãàòî (âñi âèïèñàòè íåìîæëèâî), ÷è äîäàíêiâ çìiííà êiëüêiñòü.
Â òàêèõ âèïàäêàõ âèêîðèñòîâó¹ìî çíàê ïiäñóìîâóâàííÿ

∑
. Òàêèì ÷èíîì,

x0 + x1 + . . . + xn =
n∑

i=0

xi =
∑

0≤i≤n

xi, x0 + x1 + . . . + xn + . . . =
∞∑
i=0

xi.

Çãiäíî âèêëàäàöüêî¨ òðàäèöi¨, òåõíiêà ðîáîòè iç çíàêîì ñóìè íå ïîÿñíþ¹òüñÿ.
Âëàñòèâîñòi äiéñíèõ ÷èñåë � êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàíÿ òà ìíîæåííÿ, iñíóâàííÿ

îáåðíåíîãî äî êîæíîãî íåíóëüîâîãî ÷èñëà, ðîçïîäiëüíi çàêîíè äëÿ äîäàâàííÿ òà
ìíîæåíÿ ââàæàþòüñÿ âiäîìèìè i âèêîðèñòîâóþòüñÿ áåç äîäàòêîâîãî íàãàäóâàííÿ.

Êîëè â òåêñòi éäåòüñÿ ïðî ÷èñëà, òî ìàþòüñÿ íà óâàçi åëåìåíòè ïîëÿ àáî
åëåìåíòè êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ R ç îäèíèöåþ (a.b ∈ R ⇒ ab = ba, 1 ∈ R) i
áåç äiëüíèêiâ íóëÿ (a, b ∈ R, a, b 6= 0 ⇒ ab 6= 0). Öå ïîëå ÷è êiëüöå

• àáî ÷iòêî âêàçàíå;

• àáî âãàäó¹òüñÿ iç ìîâíîãî îòî÷åííÿ;

• àáî æ íå ïðèíöèïîâî, ç ÿêîãî ñàìå ïîëÿ ÷è êiëüöÿ öi ÷èñëà áåðóòüñÿ.

1 Ìíîãî÷ëåíè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨
1.1 Âèçíà÷åííÿ ðÿäiâ, ìíîãî÷ëåíiâ i äié ç íèìè
Âèçíà÷åííÿ 1.1 Ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì âiä çìiííî¨ x ç êîåôiöi¹íòàìè
iç êiëüöÿ R (àáî, iíøèìè ñëîâàìè, íàä êiëüöåì R, íàä êiëüöåì êîåôiöi¹íòiâ R)
¹ âèðàç âèãëÿäó

a0 + a1x + a2x
2 + . . . =

∞∑
i=0

aix
i, ai ∈ R, i = 0, 1, . . . .
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×èñëà ai ∈ R íàçèâàþòü êîåôiöi¹íòàìè ðÿäó. Êîåôiöi¹íò a0 íàçèâàþòü âiëüíèì
÷ëåíîì. Çà äîìîâëåíiñòþ ââàæà¹òüñÿ x0 = 1, a0x

0 = a0.

Äâà ðÿäè çáiãàþòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi (çà âèçíà÷åííÿì), êîëè ó íèõ îäíàêîâi
âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè.

Äîäàíêè ðÿäà ç íóëüîâèìè êîåôiöi¹íòàìè ìîæíà íå ïèñàòè. ßêùî âñi êîåôiöi¹íòè
äîðiâíþþòü íóëþ, òî ðÿä ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì 0.

Ïðèêëàäè.
1. Çàïèñ (âèðàç)

2 + 3x + 4x2 + 5x3 + . . . =
∞∑

n=0

(n + 2)xn

¹ ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì ç âiëüíèì ÷ëåíîì 2. Êîåôiöi¹íòîì ïðè x24 ¹ 26.
2. Çàïèñ (âèðàç)

2 + 3x+ 4x2 + 0x3 + 0x4 . . . =
∞∑

n=0

anx
n, a0 = 2, a1 = 3, a2 = 4, an = 0 ïðè n ≥ 3

¹ ôîðìàëüíèì ñòåïåíåâèì ðÿäîì ç âiëüíèì ÷ëåíîì 2 i ëèøå òðüîìà íåíóëüîâèìè
äîäàíêàìè.

Âèçíà÷åííÿ 1.2 Ïîëiíîìàìè (÷è ìíîãî÷ëåíàìè) íàçèâàþòü ôîðìàëüíi ñòåïåíåâi
ðÿäè, ùî ìàþòü ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ äîäàíêiâ (êîåôiöi¹íòiâ).

Ìíîãî÷ëåí f(x)

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . + anx

n =
n∑

i=0

anx
n, a0, a1, . . . , an ∈ R, an 6= 0

ìà¹ âiëüíèé ÷ëåí a0, ñòàðøèé ÷ëåí anx
n, ñòàðøèé êîåôiöi¹íò an 6= 0 i ñòåïiíü

deg f = n.
Ñòåïåíåì íóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà ââàæaþòü−∞ (òàê çðó÷íî ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ).
Äîäàíêè a0, a1x, a2x

2, . . . , anx
n íàçèâàþòü îäíî÷ëåíàìè àáî ìîíîìàìè.

Ïðèêëàäè.
1. Âèðàç

1 + 5x + 25x2 + 125x3 + . . . + 5nxn + . . . =
∞∑
i=0

5ixi

¹ ñòåïåíåâèì ðÿäîì íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë ç âiëüíèì ÷ëåíîì 1. Öåé ðÿä íå ¹
ìíîãî÷ëåíîì, îñêiëüêè â íüîìó íåñêií÷åííî áàãàòî íåíóëüîâèõ äîäàíêiâ. 125x3 ¹
îäíèì iç îäíî÷ëåíiâ öüîãî ðÿäó.

2. Ðÿä
x2 − 7x3 − 12x7
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¹ ìíîãî÷ëåíîì íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë ñòåïåíÿ 7 ç íóëüîâèì âiëüíèì ÷ëåíîì,
ñòàðøèì ÷ëåíîì (ìîíîìîì, îäíî÷ëåíîì, äîäàíêîì)−12x7 i ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì
−12.

3. Ñòåïåíÿìè ïîëiíîìiâ x, x2 + 1,−5 + 2x10, âiäïîâiäíî, ¹ ÷èñëà 1, 2, 10.

1.2 Äi¨ ç ðÿäàìè òà ìíîãî÷ëåíàìè
Íà ìíîæèíi ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ íàä êiëüöåì âèçíà÷åíi îïåðàöi¨

äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:
∞∑
i=0

aix
i +

∞∑
i=0

bix
i =

∞∑
i=0

(ai + bi)x
i, (1)

( ∞∑
i=0

aix
i

)( ∞∑
i=0

bix
i

)
=

∞∑

k=0


 ∑

i+j=k

aibj


 xk. (2)

Òåîðåìà 1.1 Íåõàé ¹ êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ R. Ôîðìàëüíi ñòåïåíåâi
ðÿäè íàä R ç îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ, ùî âèçíà÷åíi çà äîïîìîãîþ
(1), (2) óòâîðþþòü êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Ìíîãî÷ëåíè óòâîðþþòü
ïiäêiëüöå êiëüöÿ ðÿäiâ.

Äîâåäåííÿ. Â öüîìó ïåðåêîíó¹ìîñÿ ïðÿìîþ ïåðåâiðêîþ. Îòæå, ïîòðiáíî óìiòè
ïåðåâiðÿòè àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ òà äîäàâàííÿ ðÿäiâ, êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ
òà ìíîæåííÿ, ïîòðiáíî óìiòè ïåðåâiðÿòè, ùî ðÿä 0 ¹ íóëåì (òîáòî íåéòðàëüíèì
åëåìåíòîì çà äîäàâàííÿì), ðÿä 1 ¹ îäèíèöåþ (òîáòî íåéòðàëüíèì åëåìåíòîì çà
ìíîæåííÿì), ïîòðiáíî óìiòè äîâîäèòè iñíóâàííÿ ïðîòèëåæíîãî ðÿäó. Òàêîæ ïîò-
ðiáíî óìiòè äîâîäèòè, ùî òàê âèçíà÷åíi äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ðÿäiâ ïiäêîðÿþòüñÿ
äèñòðèáóòèâíîìó çàêîíó. Ïðè äîâåäåííi ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè âèêîíàííÿ âiä-
ïîâiäíèõ àêñiîì â êiëüöi êîåôiöi¹íòiâ.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè ïåðåâiðêè âèêîíàííÿ êiëüêîõ ç àêñiîì êiëüöÿ.
Ïåðåâiðÿ¹ìî àêñiîìó iñíóâàííÿ ðÿäà, ùî ïðîòèëåæíèé äàíîìó.
Áåðåìî äîâiëüíèé ðÿä f =

∞∑
i=0

aix
i i ðîçãëÿäà¹ìî ðÿä g =

∞∑
i=0

(−ai)x
i. Åëåìåíòè

−ai iñíóþòü â R òîìó, ùî R � êiëüöå, à â êiëüöi äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà ¹ ïðîòèëåæ-
íèé. Äàëi äîäà¹ìî

f + g =
∞∑
i=0

(ai + (−ai))x
i =

∞∑
i=0

0 · xi = 0.

Îòæå g = −f i ìè äîâåëè iñíóâàííÿ ïðîòèëåæíîãî ðÿäà (êîíñòðóêòèâíî, ìè òî÷íî
âêàçàëè öåé ïðîòèëåæíèé ðÿä).
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Ïåðåâiðÿ¹ìî àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ ðÿäiâ. Íåõàé ¹ òðè ðÿäè

f =
∞∑
i=0

aix
i, g =

∞∑
i=0

bix
i, h =

∞∑
i=0

cix
i,

Ïîòðiáíî äîâåñòè ðiâíiñòü (fg)h = f(gh). Ïîçíà÷èìî fg = U, gh = V, S =
Uh, T = fV i

U =
∞∑
i=0

uix
i, V =

∞∑
i=0

vix
i, S =

∞∑
i=0

six
i, T =

∞∑
i=0

tix
i,

Äâà ðÿäè çáiãàþòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ó íèõ îäíàêîâi êîåôiöi¹íòè (çà
âèçíà÷åííÿì). Îòæå, íàì ïîòðiáíî äîâåñòè ðiâíiñòü T = S i ìè öå äîâåäåìî,
êîëè ïåðåâiðèìî ðiâíiñòü ti = si äëÿ áóäü-ÿêîãî i = 0, 1, 2, . . ..

Áåðåìî ïåâíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ÷è 0, ïîçíà÷à¹ìî éîãî ÷åðåç i i îá÷èñëþ¹ìî
(çíàþ÷è âèçíà÷åííÿ ìíîæåííÿ ðÿäiâ) êîåôiöi¹íòè si, ti.

si =
∑

ε+γ=i

uεcγ, ti =
∑

α+δ=i

aαvδ.

Ïîäiáíèì ÷èíîì
uε =

∑

α+β=ε

aαbβ, vδ =
∑

β+γ=δ

bβcγ,

Òåïåð ïiäñòàâëÿ¹ìî çíà÷åííÿ uε òà vδ ó âèðàçè äëÿ si, ti.

si =
∑

ε+γ=i

(
∑

α+β=ε

aαbβ)cγ =
∑

α+β+γ=i

(aαbβ)cγ,

ti =
∑

α+δ=i

aα(
∑

β+γ=δ

bβcγ) =
∑

α+β+γ=i

aα(bβcγ)

Äàëi êîðèñòó¹ìîñÿ òèì, ùî â êiëüöi êîåôiöi¹íòiâ ìíîæåííÿ àñîöiàòèâíå i ïðè áóäü-
ÿêèõ α, β, γ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(aαbβ)cγ = aα(bβcγ).

Îòæå, âñi äîäàíêè â ñóìi äëÿ si çáiãàþòüñÿ iç âiäïîâiäíèìè äîäàíêàìè â ñóìi äëÿ
ti, ñóìè çáiãàþòüñÿ i äîâåäåííÿ ðiâíîñòi si = ti çàêií÷åíå. Òîìó çàêií÷åíå òàêîæ
äîâåäåííÿ àñîöiàòèâíîñòi ìíîæåííÿ ðÿäiâ.

Âïðàâà. Äîâåñòè ñàìîñòiéíî óñi iíøi àêñiîìè êiëüöÿ â êiëüöi ðÿäiâ.
Ïðèêëàä. Âiçüìåìî ðÿäè

f =
∞∑

i=0

xi, g =
∞∑

i=0

(−1)ixi, h =
∞∑

i=0

(2i− 3)xi
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i îá÷èñëèìî f 2, fh, gh, fgh.
1) f 2 = (1 + x + x2 + . . .)(1 + x + x2 + . . .) = 1 + 2x + 3x2 + . . . =

∞∑
i=0

(i + 1)xi.

2) fh =
∞∑
i=0

αix
i, αi =

∑
p+q=i

(2p − 3) =
i∑

p=0
(2p − 3) =

−3 + (2i− 3)

2
(i + 1) =

i2 − 2i− 3,

fh =
∞∑
i=0

(i2 − 2i− 3)xi.

3) gh =
∞∑
i=0

βix
i,

βi =
∑

p+q=i

(2p− 3)(−1)q =
i∑

p=0
(2p− 3)(−1)i−p = (−1)i

i∑
p=0

(2p− 3)(−1)p = i + 1−
2(1 + (−1)i),

gh =
∞∑
i=0

(i− 1− (−1)i · 2))xi.

4) fg =
∞∑
i=0

γix
i, γi =

∑
p+q=i

(−1)q =
1 + (−1)i

2
, fg =

∞∑
i=0

1 + (−1)i

2
xi.

5) f · (gh) =
∞∑
i=0

δix
i, δi =

∑
p+q=i

(p− 1− 2 · (−1)p) =
i∑

p=0
(p− 1− 2 · (−1)p).

Îñêiëüêè
i∑

p=0

p =
1

2
i(i+1),

i∑
p=0

(−1) = −1(i+1),
i∑

p=0

(−2)·(−1)p =

{
0, ÿêùî i ïàðíå,

−2, ÿêùî i íåïàðíå,
òî

δi =
1

2
i(i + 1)− (i + 1)− (1 + (−1)i),

òîáòî

f · (gh) =
∞∑
i=0

(
1

2
i(i + 1)− (i + 1)− (1 + (−1)i))xi. (3)

Äëÿ ïåðåâiðêè ïðîâåäåíèõ îá÷èñëåíü ïiäðàõó¹ìî δi ïðè ìàëèõ çíà÷åíÿõ i �
íàïðèêëàä, ïðè i = 0, 1, 2, äâîìà ñïîñîáàìè. Îäèí ñïîñiá íàì äà¹ ôîðìóëà (3) äëÿ
îá÷èñëåííÿ δi, à äðóãèé ñïîñiá � öå ïðÿìå ïåðåìíîæàííÿ ðÿäiâ áåç âèêîðèñòàííÿ
çíàêiâ ñóìè.

Îòæå çà ïåðøèì ñïîñîáîì
δ0 = −3, δ1 = −1, δ2 = −2.

Çà äðóãèì ñïîñîáîì

f = 1 + x + x2 + . . . , g = 1− x + x2 + . . . h = −3− x + x2 + . . .

gh = −3 + 2x− x2 + . . . f(gh) = −3− x− 2x2 + . . .
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Âèçíà÷åííÿ 1.3 Äâà åëåìåíòè êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ç îäèíèöåþ íàçèâàþòüñÿ
âçà¹ìíî îáåðíåíèìè (îáåðíåíèìè îäèí äî äðóãîãî), ÿêùî ¨õ äîáóòîê äîðiâíþ¹
îäèíèöi.

Äåÿêi ðÿäè â êiëüöi ðÿäiâ ìàþòü îáåðíåíèé ðÿä. Íàïðèêëàä,

(1 + x + x2 + x3 + . . . + xn + . . .)(1− x) = 1

i ðÿäè 1− x òà
∞∑
i=0

xn âçà¹ìíî îáåðíåíi.

Òåîðåìà 1.2 Ðÿä ìà¹ îáåðíåíèé òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè éîãî âiëüíèé ÷ëåí ìà¹
îáåðíåíèé â êiëüöi êîåôiöi¹íòiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ¹ ðÿä f(x) =
∞∑
i=0

aix
i ç êîåôiöi¹íòàìè iç êiëüöÿ R: ai ∈

R, i = 0, 1, 2, . . .

ßêùî ðÿä g(x) =
∞∑
i=0

bix
i îáåðíåíèé äî ðÿäà f(x), òîáòî f(x) · g(x) = 1, i,

âiäïîâiäíî,

a0b0 = 1,

a0b1 + a1b0 = 0,

a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0,

. . .

a0bn + a1bn−1 + a2bn−2 + . . . + anb0 = 0,

. . .

òî åëåìåíòè a0, b0 âçà¹ìíî îáåðíåíi â êiëüöi. Îòæå, a0 ìà¹ îáåðíåíèé åëåìåíò â
êiëüöi êîåôiöi¹íòiâ.

ßêùî æ åëåìåíò a0 ìà¹ îáåðíåíèé åëåìåíò â êiëüöi êîåôiöi¹íòiâ, òî âèïèñàíà
ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ðÿäà g(x) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê i, âiäïîâiäíî,
ðÿä ìà¹ îáåðíåíèé.

Òåîðåìà äîâåäåíà ïîâíiñòþ.

Êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ íàä êiëüöåì R âiä çìiííî¨ x áóäåìî ïîçíà÷àòè R[x]. Êiëüöå
ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ íàä êiëüöåì R âiä çìiííî¨ x áóäåìî ïîçíà÷àòè R[[x]].

Âiä ðÿäiâ ìîæíà áðàòè ïîõiäíó.

Âèçíà÷åííÿ 1.4 Ïîõiäíîþ âiä ðÿäà f(x) =
∞∑
i=0

aix
i ç êîåôiöi¹íòàìè iç êiëüöÿ

R: ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . íàçèâàþòü ðÿä f ′(x) =
∞∑
i=0

ai+1(i + 1)xi. Ïîõiäíi áiëüø
âèñîêèõ ïîðÿäêiâ âèçíà÷àþòüñÿ iíäóêòèâíî.
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Ïîòðiáíî ìàòè íà óâàçi, ùî êîëè an ∈ R, i k � íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî ïiä
äîáóòêîì k · an ðîçóìiþòü ñóìó k äîäàíêiâ, êîæåí ç ÿêèõ äîðiâíþ¹ an. Òîìó
k · an ∈ R.

Ïðèêëàä. Âiçüìåìî ìíîãî÷ëåíè f1(x) = x + 2x2 + x5 + 2x6 + x7, f2(x) = x3

íàä ïîëåì Z3. Â ïîëi Z3 1 + 1 + 1 = 0. Òîìó

f ′1(x) = 1+4x+5x4+12x5+7x6 íàä ïîëåì R, f ′1(x) = 1+x+2x4+x6 íàä ïîëåì Z3,

f ′2(x) = 3x2 íàä ïîëåì R, f ′2 = 0 íàä ïîëåì Z3.

Ïîõiäíà âiä ðÿäiâ ìà¹ òi æ âëàñòèâîñòi, ùî i ïîõiäíà âiä ôóíêöi¨ äiéñíîãî
àðãóìåíòà.

Òåîðåìà 1.3
(f + g)′ = f ′ + g′, (fg)′ = f ′g + g′f.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ ïðÿìîþ ïåðåâiðêîþ i ëèøà¹òüñÿ äëÿ ñà-
ìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

1.3 Äâi òåîðåìè ïðî ñòåïåíi ìíîãî÷ëåíiâ
Òåîðåìà 1.4 ßêùî êiëüöå êîåôiöi¹íòiâ íå ìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ (òîáòî äîáóòîê
íåíóëüîâèõ ÷èñåë íå äîðiâíþ¹ íóëþ), òî ñòåïiíü äîáóòêó ìíîãî÷ëåíiâ äîðiâíþ¹
ñóìi ñòåïåíiâ ìíîæíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîëè f(x) = anx
n +

an−1x
n−1 + . . . + a0, g(x) = bmxm + bm−1x

m−1 + . . . + b0 äâà ìíîãî÷ëåíè i anbm 6= 0,
òîäi

fg = anbmxn+m + (anbm−1 + an−1bm)xm+n−1 + . . . + a0b0.

Ïðèêëàäè.
1. Íàä ïîëåì Z :

(5x2 − 7x + 11)(2x3 + x2 − 13x + 8) = 10 x5 − 9 x4 − 50 x3 + 142 x2 − 199 x + 88.

2. Íàä ïîëåì Z3 :

(2x3 + x + 2)(2x4 + x3 + x2 + 2) = x7 + 2 x6 + x5 + x3 + 2 x4 + 2 x + 2 x2 + 1

3. Â êiëüöi Z6 äîáóòîê 2 · 3 äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîìó çàñòîñîâóâàòè òåîðåìó 1 äëÿ
ìíîãî÷ëåíiâ íà öèì êiëüöåì íå ìà¹ìî ïðàâà. Íàâåäåìî ïðèêëàä, êîëè äîáóòîê
äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ íàä êiëüöåì Z6 ìà¹ ìåíøèé ñòåïiíü, íiæ ñóìà ñòåïåíiâ ìíîæíèêiâ:

(2x2 + 5x + 4)(3x3 + 2x + 5) = 3 x4 + 4 x3 + 2 x2 + 3 x + 2.
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Òåîðåìà 1.5 Ñòåïiíü ñóìè äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ àáî äîðiâþ¹ áiëüøîìó iç ñòåïåíiâ
äîäàíêiâ, àáî ìåíøå íüîãî.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ f(x) =
a0 + a1x + . . . + anx

n, g(x) = b0 + b1x + . . . + bmxm â ñóìi ìíîãî÷ëåíiâ h(x) =
f(x) + g(x) = c0 + c1x + c2x

2 + . . . êîåôiöi¹íò ïðè k > n ≥ m áóäå ck = 0.

Ïðèêëàäè.
1. Íàä ïîëåì Z : (5x2− 7x + 11) + (2x3 + x2− 13x + 8) = 2 x3 + 6 x2− 20 x + 19.
2. Íàä ïîëåì Z3 : (2x3 + x + 2) + (2x4 + x3 + x2 + 2) = 2 x4 + x2 + x + 1.
Â íàâåäåíèõ ïðèêëàäàõ ñòåïiíü ñóìè äîðiâíþ¹ áiëüøîìó iç ñòåïåíiâ äîäàíêiâ.

Àëå êîëè ñòåïåíi äîäàíêiâ îäíàêîâi, òîäi ñòàðøi êîåôiöi¹íòè ìîæóòü ñêîðîòèòèñÿ.
Íàïðèêëàä:
f = 3x2−3, deg f = 2, g = −3x2+x−7, deg g = 2, f +g = x−10, deg(f +g) = 1.

1.4 Äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí ç îñòà÷åþ
Äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ çàâæäè ðîçãëÿäàþòü òîäi, êîëè êiëüöå êîåôiöi¹íòiâ ¹

ïîëåì. Òîìó çàâæäè äîáóòîê íåíóëüîâèõ êîåôiöi¹íòiâ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íóëÿ, çàâæ-
äè ñòåïiíü äîáóòêó äîðiâíþ¹ ñóìi ñòåïåíiâ ìíîæíèêiâ.

Âèçíà÷åííÿ 1.5 Íåõàé çàäàíi äâà ìíîãî÷ëåíè f(x) i g(x), ïðè÷îìó g(x) 6= 0.
Ðîçäiëèòè f(x) íà g(x) ç îñòà÷åþ îçíà÷à¹ çíàéòè äâà ìíîãî÷ëåíè q(x) (éîãî
íàçèâàþòü ÷àñòêîþ âiä äiëåííÿ f(x) íà g(x)) i r(x) (éîãî íàçèâàþòü îñòà÷åþ
âiä äiëåííÿ f(x) íà g(x)), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü äâi óìîâè

• f(x) = g(x) · q(x) + r(x);

• deg r(x) < deg g(x).

Âèçíà÷åííÿ äiëåííÿ ç îñòà÷åþ â êiëüöi ïîëiíîìiâ íàä ïîëåì êîðåêòíå, òîáòî
ñïðàâäi ïîëiíîìè íàä ïîëåì ìîæíà äiëèòè ç îñòà÷åþ i äî òîãî æ ¹äèíèì ÷èíîì.
Òî÷íiøå, ïðàâèëüíîþ ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.6 ßêùî g(x) � íåíóëüîâèé ïîëiíîì, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîëiíîìà f(x)
iñíóþòü äâà ïîëiíîìè q(x) i r(x), äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ äâi óìîâè

f(x) = g(x)q(x) + r(x) (4)
deg r(x) < deg g(x). (5)

Ïîëiíîìè q(x) i r(x),ùî âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè (4), (5), ¹äèíi, òîáòî êîëè äëÿ
äåÿêèõ ïîëiíîìiâ q1(x) i r1(x) òàêîæ

f(x) = g(x)q1(x) + r1(x), deg r1(x) < deg g(x), (6)
òîäi q(x) = q1(x), r(x) = r1(x).
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâîäèìî iñíóâàííÿ ïîëiíîìiâ q(x) i r(x), ÿêi çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâó (4). Äîâîäèìî êîíñòðóêòèâíî, òîáòî âêàçó¹ìî ¨õ: q(x) = 0, r(x) =
f(x).

Äàëi ñåðåä ìíîãî÷ëåíiâ q(x) i r(x), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4), âèáèðà¹ìî
òàêó ïàðó, â ÿêié ñòåïiíü deg r(x) íàéìåíøèé. Òàêà ïàðà iñíó¹, òîìó ùî ñòåïåíi
öå íàòóðàëüíi ÷èñëà, íóëü àáî −∞. ßêùî iñíó¹ íóëüîâèé ìíîãî÷ëåí r(x) (éîãî
ñòåïiíü çà äîìîâëåíiñòþ äîðiâíþ¹ −∞), òî âèáèðà¹ìî ñàìå öåé ïîëiíîì, ÿêùî æ
íóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà íåìà¹, òî ñòåïåíi ¹ íåïîðîæíüîþ ïiäìíîæèíîþ ðîçøèðåíîãî
íàòóðàëüíîãî ðÿäó (íàòóðàëüíi ÷èñëà ç íóëåì), à òàêà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà ìà¹
íàéìåíøèé åëåìåíò (çà ïðèíöèïîì íàéìåíøîãî ÷èñëà).

Òàêèì ÷èíîì ìè îáãðóíòóâàëè, ùî ìîæëèâî âèáðàòè ïàðó ïîëiíîìiâ q(x) i r(x),
ó ÿêèõ ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà r(x) íàéìåíøà (ñåðåä òèõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
(4)). Îò ìè òàêó ïàðó i âèáðàëè.

Äàëi ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî äîâîäèìî, ùî òàê âèáðàíà ïàðà q(x) i r(x)
òàêîæ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5). Ïðèïóñêà¹ìî, ùî óìîâà (5) ïîðóøåíà, òîáòî deg r(x) =
m ≥ n = deg g(x), i ìè ìîæåìî çàïèñàòè

g(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a0, r(x) = bmxm + am−1x
m−1 + . . . + b0,

an 6= 0, bm 6= 0,m ≥ n.

Òîäi, ç îäíîãî áîêó, ìíîãî÷ëåí

r1(x) = r(x)− g(x) · bm

an
· xm−n

ìà¹ ñòåïiíü ìåíøèé, íiæ r(x), à ç äðóãîãî áîêó, âií iç ìíîãî÷ëåíîì q1(x) = q(x)+
bm

an
·xm−n çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó f(x) = g(x)q1(x)+r1(x). Ìè îäåðæàëè ñóïåðå÷íiñòü iç

óìîâîþ âèáîðó: r(x) ïîâèíåí áóâ ìàòè íàéìåíøèé ñòåïiíü, à ìè çíàéøëè ìíîãî÷ëåí
ç ìåíøèì ñòåïåíåì.

Ìè çàêií÷èëè äîâåäåííÿ òîãî, ùî ìíîãî÷ëåíè q(x) i r(x), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè (4), (5), iñíóþòü.

Ïåðåõîäèìî äî äîâåäåííÿ òîãî, ùî òàêi ïîëiíîìè ¹äèíi. Äîâîäèìî ìåòîäîì
âiä ïðîòèëåæíîãî. Îòæå ïðèïóñêà¹ìî, ùî ¹ äâi ïàðè ïîëiíîìiâ q, q1, r, r1, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (4), (5), (6). Ç öèõ óìîâ îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

g(x) · (q(x)− q1(x)) = r1(x)− r(x). (7)

Îñêiëüêè ìè äiëèìî âèêëþ÷íî íà íåíóëüîâi ìíîãî÷ëåíè i, âiäïîâiäíî, g(x) 6= 0, òî
áóäü-ÿêà iç íåðiâíîñòåé q 6= q1, r 6= r1 ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî ñòåïiíü ëiâî¨ ÷àñòèíè
ðiâíÿííÿ (7) ñòðîãî áiëüøå ñòåïåíÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ. Ìè âèêîðèñòàëè
òåîðåìè ïðî ñòåïiíü äîáóòêó òà ñòåïiíü ñóìè äâîõ ïîëiíîìiâ.

Ïðèêëàä. Ðîçäiëèòè ìíîãî÷ëåí f(x) = x3 + 3x2 − 1 íà ìíîãî÷ëåí g(x) =
3x2 + 6x ç îñòà÷åþ.
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Äiëèìî ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà f(x) íà ñòàðøèé ÷ëåí g(x), îäåðæó¹ìî 1

3
x.

Ðiçíèöÿ f1(x) = f(x) − 1

3
x · g(x) = x2 − 1 ìà¹ ñòåïiíü 2, ìåíøèé çà deg f(x).

Äàëi äiëèìî ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà f1(x) íà ñòàðøèé ÷ëåí g(x), îäåðæó¹ìî 1

3
.

Ðiçíèöÿ f2(x) = f1(x) − 1

3
· g(x) = −2x − 1 ìà¹ ñòåïiíü 1, ìåíøèé çà deg f(x).

Îñêiëüêè deg f2 < deg g, ïðîöåñ äiëåííÿ ïðèïèíÿ¹ìî i ïåðåõîäèìî äî îôîðìëåííÿ
ðåçóëüòàòó:

f−1

3
x·g = f2 ⇒ f =

1

3
xg+f2; f2 =

1

3
g+(−2x−1) ⇒ f = g·

(
1

3
x +

1

3

)
+(−2x−1).

Âiäïîâiäü: ÷àñòêîþ âiä äiëåííÿ f íà g ¹ q(x) =
1

3
x +

1

3
, à îñòà÷åþ ¹ r(x) =

−2x− 1.
Ïðîöåñ äiëåííÿ ÷àñòî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi òàáëèöi, ùî ïîäiáíà äî òàáëèöi

�äiëåííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ó ñòîâï÷èê�. Çàïèøåìî �ó ñòîâï÷èê� ïðîâåäåíå äiëåííÿ
f íà g:

x3 + 3x2 + 0x − 1 3x2 + 6x

x3 + 2x2 1

3
x +

1

3
x2 + 0x
x2 + 2x
− 2x − 1

Â ïàêåòi ñèìâîëüíèõ îá÷èñëåíü Maple ¹ êîìàíäè, ùî äîçâîëÿþòü çíàéòè ÷àñòêó
i îñòà÷ó âiä äiëåííÿ îäíîãî ìíîãî÷ëåíà íà äðóãèé.

Êîìàíäà
> rem(f,g,`q`);
âèâîäèòü íà åêðàí îñòà÷ó âiä äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíà f íà ìíîãî÷ëåí g i çáåðiãà¹ ïiä
iìåíåì q ÷àñòêó âiä äiëåííÿ f íà g.

Êîìàíäà
> quo(f,g,`r`);
âèâîäèòü íà åêðàí ÷àñòêó âiä äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíà f íà ìíîãî÷ëåí g i çáåðiãà¹ ïiä
iìåíåì r îñòà÷ó âiä äiëåííÿ f íà g.
Âèçíà÷åííÿ 1.6 Êîëè îñòà÷à äîðiâíþ¹ íóëþ, òîäi êàæóòü, ùî ìíîãî÷ëåí f

äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí g, àáî ìíîãî÷ëåí g ¹ äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíà f .
Âèçíà÷åííÿ 1.7 ßêùî ìíîãî÷ëåí íåìîæëèâî ðîçêëàñòè ó äîáóòîê äâîõ ìíîãî-
÷ëåíiâ òàê, ùîá îáèäâà ìíîæíèêè íå áóëè êîíñòàíòàìè, òîäi òàêèé ìíîãî÷ëåí
íàçèâàþòü íåðîçêëàäíèì (íåçâiäíèì).
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1.5 Ñõåìà Ãîðíåðà.
Ïðè äiëåííi ìíîãî÷ëåíà f(x) = a0x

n + a1x
n−1 + . . . + an, a0 6= 0 ñòåïåíÿ n

íà (x − c) îäåðæó¹ìî ÷àñòêó q(x) = b0x
n−1 + b1x

n−2 + . . . + bn−1 ñòåïåíÿ (n − 1)
i îñòà÷ó r = bn. Äiëåííÿ â ñòîâï÷èê ïîêàçó¹, ùî êîåôiöi¹íòè bi, i = 0, 1, 2, . . . , n
îá÷èñëþþòüñÿ ðåãóëÿðíèì ÷èíîì (çãiäíî îäíîãî ïðàâèëà):

b0 = a0, bi+1 = ai+1 + bi · c, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (8)

ßêùî äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) íà (x− c) âiäáóâà¹òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì òàáëè÷êè

a0 a1 . . . an−1 an

c b0 b1 . . . bn−1 bn = r
,

â ÿêié ÷èñëà bi, 0 ≤ i ≤ n îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (8), òî êàæóòü,
ùî äiëåííÿ âiäáóëîñÿ çà ñõåìîþ Ãîðíåðà.

Ïîêàæåìî íà ïðèêëàäi, ÿê âiäáóâà¹òüñÿ äiëåííÿ çà ñõåìîþ Ãîðíåðà. Íåõaé
ïîòðiáíî ðîçäiëèòè ìíîãî÷ëåí f(x) = 5x6 − 11x5 + 2x4 + 3x3 − 6x2 + x + 2 íà
(x− 2). Çàïîâíþ¹ìî òàáëèöþ

5 −11 2 3 −6 1 2

2 5 −1 0 3 0 1 4

Çà òàáëè÷êîþ ñêëàäà¹ìî âiäïîâiäü:

f = (x− 2)(5x5 − x4 + 3x2 + 1) + 4

àáî
q = 5x5 − x4 + 3x2 + 1, r = 4.

Âïðàâà. Ðîçäiëèòè f íà x− c.

1. f = −2 x5 − 10 x4 − 8 x3 + 9 x2 + 46 x + 47, c = −4. Âiäïîâiäü: q = −2x4 −
2x3 + 9x + 10, r = 7.

2. f = −2 x5 − 12 x4 − 10 x3 + 9 x2 + 55 x + 57, c = −5. Âiäïîâiäü: q = −2x4 −
2x3 + 9x + 10, r = 7.

3. f = 3 x5−5 x4+2 x3+9 x2+x−7, c = 1. Âiäïîâiäü: q = 3x4−2x3+9x+10, r = 3.

4. f = 3 x6 − 9 x5 − 2 x4 + 6 x3 − 9 x2 + 37 x − 29, c = 3. Âiäïîâiäü: q = 3x5 −
2x3 − 9x + 10, r = 1.

5. f = −2 x5− x4− 3 ix4 + 11 ix− 2 ix3 + 2 x3 + ix5 + 9 x2 + 3 x− 2 ix2− 3 + 13 i,
c = 1− i. Âiäïîâiäü: q = (−2 + i)x4 − 2x3 + (9− 2i)x + 10, r = 7 + 3i.

Ðîçêëàäåííÿ çà ñòåïåíÿìè (x− c).
Íåõàé çàäàíî ìíîãî÷ëåí f i äâî÷ëåí (x− c). Ðîçäiëèìî f íà (x− c) i îäåðæèìî

÷àñòêó f1 i îñòà÷ó r0. Äàëi ðîçäiëèìî f1 íà (x− c) i îäåðæèìî ÷àñòêó f2 i îñòà÷ó
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r1. Çíîâó ðîçäiëèìî f2 íà (x − c) i îäåðæèìî ÷àñòêó f3 i îñòà÷ó r2. Ïðîäîâæèìî
öåé ïðîöåñ, íàñêiëüêè âií ìîæëèâèé. Òàêèì ÷èíîì ìà¹ìî çàïèñè

f = f0 = (x− c)f1 + r0, f1 = (x− c)f2 + r1, f2 = (x− c)f3 + r2, . . .

Ïiäñòàâèâøè çíà÷åííÿ fi+1 â fi äëÿ i = 0, 1, 2, . . . îäåðæèìî çàïèñ

f = r0 + r1(x− c) + r2(x− c)2 + r3(x− c)3 + . . . (9)

Ïðåäñòàâëåííÿ ìíîãî÷ëåíà ó âèãëÿäi (9) íàçèâàþòü ðîçêëàäåííÿì f çà ñòåïåíÿìè
(x− c).

Çâè÷àéíî ó ïðàêòè÷íîìó âèêîðèñòàííi äiëåííÿ íà (x − c) çäiéñíþ¹òüñÿ çà
äîïîìîãîþ ñõåìè Ãîðíåðà i êiëüêà ñõåì îá'¹äíóþòüñÿ äëÿ çðó÷íîñòi â îäíó òàáëèöþ.
Ïîÿñíèìî ñêàçàíå ïðèêëàäîì. Íåõàé ïîòðiáíî ðîçêëàñòè ìíîãî÷ëåí

f(x) = 3 x4 − 28 x3 + 96 x2 − 133 x + 66

çà ñòåïåíÿìè (x− 2).
Çàïîâíþ¹ìî âiäïîâiäíó òàáëèöþ

3 −28 96 −133 66

2 3 −22 52 −29 8 = r0

2 3 −16 20 11 = r1

2 3 −10 0 = r2

2 3 −4 = r3

2 3 = r4

Çà òàáëèöåþ ïèøåìî âiäïîâiäü

f(x) = 3(x− 2)4 − 4(x− 2)3 + 11(x− 2) + 8.

Ïîäiáíå ðîçêëàäåííÿ çðó÷íå, êîëè ðîçãëÿäà¹òüñÿ äðiá, çíàìåííèêîì ÿêîãî ¹
ñòåïiíü äâî÷ëåíà.

Âïðàâà. Ðîçêëàñòè f çà ñòåïåíÿìè (x− c).
1. f = −2 x4 − 20 x3 − 72 x2 − 101 x − 34, c = −2. Âiäïîâiäü: f = −2(x + 2)4 −

4(x + 2)3 + 11(x + 2) + 8.

2. f = x3 + 12 x2 + 49 x + 76, c = −4. Âiäïîâiäü: f = (x + 4)3 + (x + 4) + 8

3. f = x5+5 x4+10 x3+10 x2+6 x+10, c = −1. Âiäïîâiäü: f = (x+1)5+(x+1)+8.

4. f = −2 x4 − 8 ix3 + 12 x2 + 8 ix + 6 + 15 i− 4 x3 − 12 ix2 + 23 x, c = −i.
Âiäïîâiäü: f = −2(x + i)4 − 4(x + i)3 + 11(x + i) + 8.

5. f = 4 x3 − ix3 − 21 x2 + 18 ix2 + 35 x− 58 ix− 10 + 59 i, c = 2− i.
Âiäïîâiäü: f = (4− i)(x + i− 2)3 + (11− i)(x + i− 2) + 8.
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Ðîçêëàäåííÿ íà ïðîñòi äðîáè.
Ðîçêëàäåííÿ çà ñòåïåíÿìè (x − c) âèêîðèñòîâóþòü â çàäà÷àõ ðîçêëàäåííÿ íà

ïðîñòi äðîáè äðîáó âèãëÿäó
anx

n + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0

(x− c)p
.

Ðîçãëÿíåìî áiëüø ñêëàäíèé âèïàäîê.
Ïðèêëàä. Ðîçêëàñòè íà ïðîñòi äðîáè íàä ïîëÿìè C òà R:

2x− 6

(x− 1)2(x2 − 2x + 5)
.

Ðîçêëàäà¹ìî çíàìåííèê íà ïðîñòi ìíîæíèêè íàä ïîëåì C òà ðîçêëàäà¹ìî íà
ïðîñòi äðîáè ç íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè:

2x− 6

(x− 1)2(x− 1 + 2i)(x− 1− 2i)
=

A

(x− 1)2 +
B

x− 1
+

C

x− 1 + 2i
+

D

x− 1− 2i
.

Äîìíîæèìî öþ ðiâíiñòü íà (x− 1)2, îòðèìà¹ìî:

2x− 6

(x− 1 + 2i)(x− 1− 2i)
= A +

B(x− 1)2

x− 1
+

C(x− 1)2

x− 1 + 2i
+

D(x− 1)2

x− 1− 2i
.

Ïiäñòàâèìî â öþ ðiâíiñòü x = 1 òà îòðèìà¹ìî:

A =
2− 6

1− 2 + 5
= −1.

Öå òàê çâàíèé ìåòîä ïàëüöiâ: ìè çàêðèâà¹ìî â ëiâié ÷àñòèíi ñêîáêó, ÿêà ñïiâ-
ïàäà¹ çi çíàìåííèêîì ïðè íåâiäîìîìó êîåôiöi¹íòi, òà ïiäñòàâëÿ¹ìî êîðiíü çíàìåí-
íèêà â ëiâó ÷àñòèíó, ÿêà çàëèøèëàñü. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäà ìè ìîæåìî
çíàéòè êîåôiöi¹íòè A, C, D. Êîåôiöi¹íò B òàê çíàéòè íå ìîæëèâî. Ïiäñòàâèìî
â íàøó ðiâíiñòü çíàéäåíå A = −1:

2x− 6

(x− 1)2(x2 − 2x + 5)
=

−1

(x− 1)2 +
B

x− 1
+

C

x− 1 + 2i
+

D

x− 1− 2i
,

2x− 6

(x− 1)2(x2 − 2x + 5)
+

1

(x− 1)2 =
B

x− 1
+

C

x− 1 + 2i
+

D

x− 1− 2i
.

Çâåäåìî äî ñïiëüíîãî çíàìåííèêà ëiâó ÷àñòèíó
2x− 6 + x2 − 2x + 5

(x− 1)2(x2 − 2x + 5)
=

x2 − 1

(x− 1)2(x2 − 2x + 5)
=

x + 1

(x− 1)(x2 − 2x + 5)
.

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî ðiâíiñòü:
x + 1

(x− 1)(x2 − 2x + 5)
=

x + 1

(x− 1)(x− 1 + 2i)(x− 1− 2i)
=
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=
B

x− 1
+

C

x− 1 + 2i
+

D

x− 1− 2i
.

Òåïåð âñi êîåôiöi¹íòè ìè ìîæåìî çíàéòè "ìåòîäîì ïàëüöiâ":
Çàêðèâà¹ìî (x− 1), òà ïiäñòàâëÿ¹ìî x = 1:

B =
2

1− 2 + 5
=

1

2
.

Çàêðèâà¹ìî (x− 1 + 2i), òà ïiäñòàâëÿ¹ìî x = 1− 2i:

C =
2− 2i

(−2i)(−4i)
=

2− 2i

−8
=
−1 + i

4
.

Çàêðèâà¹ìî (x− 1− 2i), òà ïiäñòàâëÿ¹ìî x = 1 + 2i:

D =
2 + 2i

2i · 4i =
2 + 2i

−8
=
−1− i

4
.

Îòæå, ìà¹ìî ðîçêëàäåííÿ íàä ïîëåì C :

2x− 6

(x− 1)2(x2 − 2x + 5)
= − 1

(x− 1)2 +
1

2(x− 1)
+

−1 + i

4(x− 1 + 2i)
+

−1− i

4(x− 1− 2i)
.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ðîçêëàäàííÿ íàä ïîëåì R äîäàìî äâà îñòàííi äîäàíêè:

−1 + i

4(x− 1 + 2i)
+

−1− i

4(x− 1− 2i)
=

(−1 + i)(x− 1− 2i) + (−1− i)(x− 1 + 2i)

4(x2 − 2x + 5)
=

=
−(x− 1) + i(x− 1) + 2i + 2− (x− 1)− i(x− 1)− 2i + 2

4(x2 − 2x + 5)
=

−x + 3

2(x2 − 2x + 5)
.

Îòæå, ìà¹ìî ðîçêëàäåííÿ íàä ïîëåì R :

2x− 6

(x− 1)2(x2 − 2x + 5)
= − 1

(x− 1)2 +
1

2(x− 1)
+

−x + 3

2(x2 − 2x + 5)
.

1.6 Ïîëiíîìiàëüíi ôóíêöi¨, êîðåíi ìíîãî÷ëåíà
Óíèêíåìî òî÷íîãî âèçíà÷åííÿ, ùî òàêå ôóíêöiÿ � öå íåâäÿ÷íà ðîáîòà. Áóäåìî

êîðèñòóâàòèñÿ iíòó¨òèâíèì ðîçóìiííÿì ôóíêöi¨. Àëå äâi âëàñòèâîñòi ôóíêöié ìè
âiäçíà÷èìî:

• ôóíêöiÿ ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëó x ÷ècëî y. Ïðè öüîìó ÷èñëî x íàçèâàþòü
àðãóìåíòîì, à y çíà÷åííÿì ôóíêöi¨ íà x;

• ÿêùî ¹ äâi ôóíêöi¨, ÿêi êîæíîìó àðãóìåíòó ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü îäíå é
òå æ ÷èñëî, òî öi äâi ôóíêöi¨ çáiãàþòüñÿ � öå îäíà i òà æ ôóíêöiÿ.
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ßêèõîñü óñêëàäíåíü â çâ'ÿçêó ç âiäñóòíiñòþ òî÷íîãî âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ó íàñ
íå âèíèêíå ó çâ'ÿçêó ç òèì, ùî ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè äîñèòü ïðîñòi ôóíêöi¨
â äîñèòü ïðîñòèõ ñèòóàöiÿõ, äëÿ ÿêèõ iíòó¨òèâíîãî ðîçóìiííÿ, âiäïðàöüîâàíîãî â
øêîëi, äîñèòü.

Âèçíà÷åííÿ 1.8 Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Ôóíêöiþ f : R →
R íàçâåìî ïîëiíîìiàëüíîþ, ÿêùî iñíó¹ ïîëiíîì

n∑
i=0

aix
i íàä R òàêèé, ùî çíà÷åííÿ

f(c) äëÿ êîæíîãî c ∈ R îá÷èñëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè

f(c) =
n∑

i=0

aic
i,

òîáòî ïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ c ∈ R â ìíîãî÷ëåí.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíèé ïîëiíîì çàäà¹ ïîëiíîìiàëüíó ôóíêöiþ. ßêùî ðîçãëÿäà-
þòüñÿ ïîëiíîìè íàä íåñêií÷åííèì ïîëåì, òî ïîëiíîìiàëüíà ôóíêöiÿ çàäà¹òüñÿ
¹äèíèì ïîëiíîìîì. I â òàêîìó âèïàäêó ìiæ ïîëiíîìàìè i ïîëiíîìiàëüíèìè ôóíê-
öiÿìè iñíó¹ ïðèðîäíà, âñiì çðîçóìiëà (ÿê êàæóòü, êàíîíi÷íà) âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà
âiäïîâiäíiñòü. Öÿ êàíîíi÷íà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü äîçâîëÿ¹ íå çâåðòàòè
óâàãó íà òå, ç ÷èì ìè ìà¹ìî ñïðàâó â ÿêîìóñü êîíêðåòíîìó âèïàäêó � ç ïîëiíîìîì
÷è ç ïîëiíîìiàëüíîþ ôóíêöi¹þ.

ßêùî æ ïîëå ñêií÷åííå, òî ðiçíi ïîëiíîìè ìîæóòü çàäàâàòè îäíó i òó æ ïîëiíî-
ìiàëüíó ôóíêöiþ. Òàê íàä ïîëåì Z2 ìíîãî÷ëåíè 1 + x + x2 i 1 + x2 + x4 çàäàòü
îäíó i òó æ ôóíêöiþ, ùî ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ çìiííî¨ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1.

Â ïðàêòè÷íié ðîáîòi çâè÷àéíî íå ïåðåéìàþòüñÿ ãðèçîòîþ ùîäî òî÷íîãî âèçíà-
÷åííÿ ïîëiíîìiâ i ïîëiíîìiàëüíèõ ôóíêöié. Ïîëiíîì i çàäàíó íèì ôóíêöiþ ïîçíà-
÷àþòü îäíèì i òèì æå ñèìâîëîì. Ïðè öüîìó çäîðîâèé ãëóçä i ìîâíå îòî÷åííÿ
òî÷íî âêàçóþòü, ïðî ùî âëàñíå éäåòüñÿ â äàíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó i íåïîðîçó-
ìiíü íå âèíèêà¹.

Öèì øëÿõîì ïiäåìî i ìè.
Ôîðìàëüíi ñòåïåíåâi ðÿäè òàêîæ çàäàþòü ôóíêöi¨, êîëè iñíó¹ äîìîâëåíiñòü ïðî

òå, ÿê ðîçóìiòè çíà÷åííÿ

f(c) =
∞∑

i=0

aic
i.

Òàê â áóäü-ÿêîìó êiëüöi R ââàæà¹òüñÿ, ùî

f(0) =
∞∑
i=0

ai0
i = a0.

Íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë

f(c) =
∞∑
i=0

aic
i = lim

n→∞

n∑
i=0

aic
i.
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Ïiäñòàâëÿòè â ðÿä ÿêåñü íåíóëüîâå çíà÷åííÿ çìiííî¨ ïîòðiáíî âêðàé îáåðåæíî.
Ïðèêëàäîì íåïðè¹ìíîñòåé, ÿêi ìîæóòü âèíèêíóòè ïiä ÷àñ ïiäñòàâëÿííÿ, ¹ íàñòóï-
íèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä. Äëÿ ðÿäiâ

f(x) = 1 + x + x2 + . . . , g(x) = 1− x, h(x) = 1

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(x) · g(x) = h(x). À ïiäñòàâëÿþ÷è çàìiñòü x ÷èñëî 2 ìà¹ìî
g(2) = −1, h(2) = 1, f(2) íå iñíó¹.

Òåîðåìà 1.7 (Òåîðåìà Áåçó) Ïðè äiëåííi ìíîãî÷ëåíà f(x) íà äâî÷ëåí (x− c)
îñòà÷åþ áóäå f(c).

Êîæåí ìíîãî÷ëåí çàäà¹ ïîëiíîìiàëüíó ôóíêöiþ, òîìó ¹ çðîçóìiëèì çàïèñ f(c)
� öå çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî¨ ïîëiíîìiàëüíî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi c.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè deg(x−c) = 1, ñòåïåíåì îñòà÷i ¹ 0 àáî −∞, òîáòî îñòà÷à
¹ ÷èñëîì. Îòæå ìà¹ìî

f(x) = (x− c) · q(x) + r, r = const, f(c) = (c− c)q(c) + r, r = f(c).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

1.7 Êîðåíi ìíîãî÷ëåíiâ
Âèçíà÷åííÿ 1.9 ×èñëî x0 ∈ R (iç êiëüöÿ, çâiäêè áåðóòüñÿ êîåôiöi¹íòè ïîëiíîìà)
íàçèâà¹òüñÿ êîðåíåì ïîëiíîìà f(x), ÿêùî f(x0) = 0.

Äëÿ ïðèêëàäó, ÷èñëî 3 ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà x3 − 27, à ÷èñëî 2 íå ¹ êîðåíåì
öüîãî ìíîãî÷ëåíà.

Òåîðåìà 1.8 (óìîâà ïîäiëüíîñòi ìíîãî÷ëåíà íà x− c) Ìíîãî÷ëåí ìà¹ ÷èñëî
c êîðåíåì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè öåé ìíîãî÷ëåí äiëèòüñÿ íà (x− c).

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà (1.8) ¹ ïðÿìèì íàñëiäêîì òåîðåìè Áåçó.

Âèçíà÷åííÿ 1.10 ×èñëî c ∈ R ¹ êîðåíåì êðàòíîñòi k, k ∈ {0, 1, 2, . . .} ìíîãî-
÷ëåíà f(x), ÿêùî ìíîãî÷ëåí äiëèòüñÿ íà (x− c)k i íå äiëèòüñÿ íà (x− c)k+1.

Ç òåîðåìè (1.8) âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî c ∈ R ¹ êîðåíåì êðàòíîñòi k ìíîãî÷ëåíà
f(x) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà f1(x) ìîæíà çàïèñàòè

f(x) = f1(x) · (x− c)k, f1(c) 6= 0.

Íàñëiäêîì òåîðåìè (1.8) ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
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Òåîðåìà 1.9 (ïðî êiëüêiñòü êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà) Ìíîãî÷ëåí n−ãî ñòåïåíÿ
(n > 0,) íàä êiëüöåì áåç äiëüíèêiâ íóëÿ ìà¹ n àáî ìåíøå êîðåíiâ iç âðàõóâàííÿì
êðàòíîñòi, òîáòî ÿêùî x1, x2, . . . , xp � âñi ðiçíi êîðåíi, i, âiäïîâiäíî, k1, k2, . . . , kp

¨õ êðàòíîñòi, òî k1 + k2 + . . . + kp ≤ n.

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìó ìîæíà äîâåñòè ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.
Áàçà iíäóêöi¨. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí ïåðøîãî ñòåïåíÿ ax + b, a 6= 0. Öåé

ìíîãî÷ëåí íå ìîæå ìàòè äâà ðiçíi êîðåíi x1 6= x2 òîìó ùî

ax1 + b = ax2 + b = 0 ⇒ a(x1 − x2) = 0.

À â íàøîìó êiëüöi äîáóòîê äâîõ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ a òà x1−x2 (çà äîìîâëåíiñòþ
êiëüöå íå ìà¹ äiëüíèêiâ íóëÿ) íå ìîæå äîðiâíþâàòè íóëþ. Òàêîæ íå ìîæå ìàòè
êîðiíü áiëüøî¨ êðàòíîñòi íiæ 1, òîìó ùî ìíîãî÷ëåí ïåðøîãî ñòåïåíÿ íå ìîæå
äiëèòèñÿ íà ìíîãî÷ëåí áiëüø âèñîêîãî ñòåïåíÿ.

Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ. Ïðèïóñòèìî, íàì âiäîìî, ùî ìíîãî÷ëåí (n − 1)-ãî
ñòåïåíÿ n ≥ 2 ìà¹ íå áiëüøå íiæ n− 1 êîðiíü.

Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíÿ n (n ≥ 2) ßêùî
ìíîãî÷ëåí f(x) íå ìà¹ êîðåíiâ, òî äëÿ íüîãî òåîðåìà âèêîíó¹òüñÿ: 0 < n. Ó
âèïàäêó, êîëè ìíîãî÷ëåí f(x) ìà¹ êîðiíü c, öåé ìíîãî÷ëåí äiëèòüñÿ íà (x − c)
(çãiäíî òåîðåìè 1.8)

f(x) = (x− c)g(x), deg g(x) = n− 1.

Â êiëüöi, íàä ÿêèì ìè ðîçãëÿäà¹ìî ìíîãî÷ëåíè, äiëüíèêiâ íóëÿ íåìà¹, òîáòî
äîáóòîê äâîõ íåíóëüîâèõ ÷èñåë çíîâó ¹ íåíóëüîâèì ÷èñëîì. Òîìó êîæåí êîðiíü
ìíîãî÷ëåíà f(x) äîðiâíþ¹ c àáî ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà g(x). Òîìó êiëüêiñòü êîðåíiâ
ìíîãî÷ëåíà f(x) íà îäèíèöþ áiëüøà âiä êiëüêîñòi êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà g(x). Çãiäíî
iíäóêòèâíîãî ïðèïóùåííÿ êiëüêiñòü êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà g(x) íå ïåðåâèùó¹ n− 1.
Òîìó êiëüêiñòü êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà f(x) íå ïåðåâèùó¹ n.

Ïðèêëàä. Â êiëüöi Z6 ¹ äiëüíèêè íóëÿ � â öüîìó êiëüöi 2 · 3 = 0. Äëÿ
ìíîãî÷ëåíà f(x) = x2 + 3x + 2 äðóãîãî ñòåïåíÿ íàä öèì êiëüöåì òåîðåìà íå
âèêîíó¹òüñÿ. Öåé ìíîãî÷ëåí ìà¹ ÷îòèðè êîðåíi: 1, 2, 4, 5, îñêiëüêè x2 + 3x + 2 =
(x + 1)(x + 2) = (x + 4)(x + 5).

Íàñëiäêîì òåîðåìè 1.9 ¹

Òåîðåìà 1.10 ßêùî âiäîìî, ùî ìíîãî÷ëåí f(x) = anx
n+an−1x

n−1+. . .+a0, n ≥ 0
íàä êiëüöåì áåç äiëüíèêiâ íóëÿ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ íóëü ïðè n+1 ðiçíèõ çíà÷åííÿõ
çìiííî¨, òî öå íóëüîâèé ìíîãî÷ëåí, òîáòî âñi éîãî êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü
íóëþ.

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íåõàé f(x) 6= 0, 0 ≤ deg f ≤ n. ßêùî deg f = 0, f = a0 6=
0, òî ìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü ç òèì, ùî öåé ìíîãî÷ëåí ìà¹ êîðiíü. ßêùî æ deg f > 0,
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òî çà òåîðåìîþ 1.9 öåé ìíîãî÷ëåí ìà¹ k êîðåíiâ

0 ≤ k ≤ deg f ≤ n < n + 1,

ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi.

Òåîðåìà 1.11 (ïðî êàíîíi÷íèé içîìîðôiçì) ßêùî äâà ìíîãî÷ëåíè

f(x) = a0 + a1x + . . . + anx
n, g(x) = b0 + b1x + . . . + bnx

n, (n ≥ 0)

íàä íåñêií÷åííèì êiëüöeì áåç äiëüíèêiâ íóëÿ ïðèéìàþòü îäíå i òå æ çíà÷åííÿ
ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ çìiííî¨ (òîáòî çàäàþòü îäíó i òó æ ïîëiíîìiàëüíó ôóíêöiþ)
òî ai = bi ïðè âñiõ i = 0, 1, 2, . . . n.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü ðîçãëÿíóòè ðiçíèöþ f − g i çàñòîñóâàòè òåî-
ðåìó 1.9.

Ñëîâî �êàíîíi÷íèé� îçíà÷à¹ ïðèðîäíèé, ¹äèíèé, âñiì çðîçóìiëèé. Ñëîâî �içî-
ìîðôiçì� îçíà÷à¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü iç óçãîäæåííÿì îïåðàöié i
âiäíîøåíü. Îòæå, òåîðåìà 1.11 ïîêàçó¹, ùî ïðèðîäíå çàäàííÿ ìíîãî÷ëåíîì ôóíêöi¨
âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïîëiíîìàìè i ïîëiíîìiàëüíèìè
ôóíêöiÿìè ó âèïàäêó, êîëè êiëüöå êîåôiöi¹íòiâ íåñêií÷åííå i íå ìà¹ äiëüíèêiâ
íóëÿ. Ïîëÿ íå ìàþòü äiëüíèêiâ íóëÿ. Òîìó ìiæ ïîëiíîìàìè i ïîëiíîìiàëüíèìè
ôóíêöiÿìè íàä íåñêií÷åííèìè ïîëÿìè ¹ êàíîíi÷íèé içîìîðôiçì, ÿêèé äîçâîëÿ¹
ìàëî çâåðòàòè óâàãó íà òå, ùî íàðàçi ðîçãëÿäà¹òüñÿ � ïîëiíîì ÷è ïîëiíîìiàëüíà
ôóíêöiÿ.

Â ïîëi, â ÿêîìó ñóìà äâîõ, òðüîõ i áiëüøî¨ êiëüêîñòi îäèíèöü íå äîðiâíþ¹ íóëþ,
ïðàâèëüíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.12 ßêùî c ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x) êðàòíîñòi k > 0, òî c ¹
êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f ′(x) (ïîõiäíî¨ âiä ìíîãî÷ëåíà) êðàòíîñòi k − 1.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f(x) = f1(x) · (x− c)k, f1(c) 6= 0, k > 0. Òîäi

f ′(x) = f ′1(x)(x− c)k + f1(x)k(x− c)k−1 = (x− c)k−1 (f ′1(x)(x− c) + kf1(x)) ,

òîáòî

f ′(x) = (x− c)k−1 · f2(x), f2(x) = f ′1(x)(x− c) + kf1(x), f2(c) = k · f1(c) 6= 0.

Îñòàííi çàïèñè îçíà÷àþòü, ùî c ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f ′(x) êðàòíîñòi k − 1.

Äî ïîëiíîìiâ íàä êiëüöåì Z6 òåîðåìó çàñòîñîâóâàòè íå ìîæíà. Íàïðèêëàä, â
öüîìó êiëüöi ïîõiäíà âiä ïîëiíîìà x6 − 1 ¹ íóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì.
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Òåîðåìà 1.13 (Òåîðåìà Âi¹òà) Íåõàé ìíîãî÷ëåí f(x) = xn+a1x
n−1+a2x

n−2+
. . .+ an ìà¹ êîðåíi x1, x2, . . . , xn (êîæåí êîðiíü ïåðåðàõîâàíèé ñòiëüêè ðàçiâ, ÿêà
éîãî êðàòíiñòü), òîáòî

f(x) = xn + a1x
n−1 + a2x

n−2 + . . . + an = (x− x1)(x− x2) · . . . · (x− xn).

Òîäi

x1 + x2 + . . . + xn =
∑

1≤i≤n

xi = −a1,

x1x2 + x1x3 + . . . + xn−1xn =
∑

1≤i<j≤n

xixj = a2

. . .∑
1≤i1<i2<i3<...<ik≤n

xi1xi2 . . . xik = (−1)kak

. . .

x1x2 . . . xn = (−1)nan

Äîâåäåííÿ.Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ ïðîñòèì ðîçêðèâàííÿì äóæîê.

Äëÿ ëåãøî¨ óÿâè ïðî ðîçêðèâàííÿ äóæîê ìîæíà çäiéñíèòè öå â êîíêðåòíîìó
âèïàäêó � êîëè n = 3. Íåõàé

f(x) = (x− x1)(x− x2)(x− x3).

Òîäi

(x2−(x1+x2)x+x1x2)(x−x3) = x3−(x1+x2+x3)x
2+(x1x2+x1x3+x2x3)x−x1x2x3 =

= x3 + a1x
2 + a2x + a3.

Ïðèðiâíþþ÷è âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè îäåðæó¹ìî ðiâíîñòi

a1 = −(x1 + x2 + x3), a2 = x1x2 + x1x3 + x2x3, a3 = −x1x2x3.

Òåîðåìà Âi¹òà äîçâîëÿ¹ ñêàçàòè, ùî ñóìà êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà x4 − 17x3 − 18x2 +
19x + 2 äîðiâíþ¹ 17, äîáóòîê óñiõ êîðåíiâ äîðiâíþ¹ 2.

Â ðîçóìiííi òåîðåìè Âi¹òà ¹ ïåâíi òîíêîùi. Ïî-ïåðøå, êîðåíi ìíîãî÷ëåíà (ÿêùî
âîíè âçàãàëi iñíóþòü!) ìîæóòü íå íàëåæàòè êiëüöþ êîåôiöi¹íòiâ. Ïî-äðóãå, ìîæóòü
âèíèêíóòè ïðîáëåìè iç ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì � â óìîâi òåîðåìè Âi¹òà âií äîðiâíþ¹
îäèíèöi, à â çàãàëüíîìó âèïàäêó íåâiäîìî, ÷è ¹ ó íüîãî îáåðíåíèé. Çâè÷àéíèé
âèïàäîê, êîëè âèêîðèñòîâó¹òñüÿ òåîðåìà Âi¹òà, � ìíîãî÷ëåíè ðîçãëÿäàþòüñÿ íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Òàì âñi íåíóëüîâi ÷èñëà ìàþòü îáåðíåíi. Òîìó íà ñòàð-
øèé êîåôiöi¹íò ìíîãî÷ëåí ìîæíà ïîäiëèòè. I äî òîãî æ, â öüîìó ïîëi âñi ìíîãî-
÷ëåíè íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ ìàþòü êîðåíi.
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Ïðèêëàäè.
1. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = 3x2 − x + 8 áóäó¹ìî ìíîãî÷ëåí g(x) =

1

3
f(x) =

x2 − 1

3
x +

8

3
, ÿêèé ìà¹ òi æ êîðåíi i ç òi¹þ æ êðàòíiñòþ, ùî i ìíîãî÷ëåí f , i âæå

äî ìíîãî÷ëåíà g íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë çàñòîñîâó¹ìî òåîðåìó Âi¹òà: ñóìà
êîðåíiâ äîðiâíþ¹ 1

3
, äîáóòîê êîðåíiâ äîðiâíþ¹ 8

3
. Ìè îá÷èñëèëè i ñóìó êîðåíiâ i

äîáóòîê êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà, õî÷ âîíè i íå iñíóþþòü â ïîëi äiéñíèõ ÷èñåë. Êîðåíi
ó öüîãî ìíîãî÷ëåíà ëåæàòü â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

2. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(x) = 2x2 + x + 1 íàä ïîëåì Z3. Â ïîëi Z3 ÷èñëî 2
ìà¹ îáåðíåíå � âîíî ñàìî äî ñåáå îáåðíåíå. Òîìó ìîæåìî äîìíîæèòè ìíîãî÷ëåí
f íà 2 i îäåðæàòè íîâèé ìíîãî÷ëåí g(x) = x2 + 2x + 2 ç òèìè æ êîðåíÿìè. I äàëi
çàñòîñîâó¹ìî òåîðåìó Âi¹òà óæå äî ìíîãî÷ëåíà g: ñóìà êîðåíiâ äîðiâíþ¹ 1 (−2 �
öå ïðîòèëåæíå äî 2 ÷èñëî â ïîëi Z3, òîáòî 1), à äîáóòîê äîðiâíþ¹ 2. Ìè çíîâó
îá÷èñëèëè ñóìó i äîáóòîê êîðåíiâ, àëå â ïîëi êîåôiöi¹íòiâ öèõ êîðåíiâ íåìà¹ �
âîíè çíàõîäÿòüñÿ â ïåâíîìó ðîçøèðåííi ïîëÿ êîåôiöi¹íòiâ.

3. Ðîçãëÿíåìî ìíîãî÷ëåí f(x) = 2x2 + x + 1 íàä êiëüöåì Z6. Â öüîìó êiëüöi
2 · 3 = 0, òîìó ÷èñëî 2 íå ìà¹ îáåðíåíîãî. Îòæå äî çàäàíîãî ìíîãî÷ëåíà âçàãàëi
íåìîæëèâî çàñòîñóâàòè òåîðåìó Âi¹òà.

Òåîðåìà 1.14 (Îñíîâíà òåîðåìà âèùî¨ àëãåáðè) Êîæåí ìíîãî÷ëåí íåíóëü-
îâîãî ñòåïåíÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìà¹ êîðiíü.

Òåîðåìó äà¹ìî áåç äîâåäåííÿ.

2 Ðàöiîíàëüíi, äiéñíi i êîìïëåêñíi êîðåíi
2.1 Äiéñíi êîðåíi

Â ïðîïîíîâàíîìó ðîçäiëi ïiä ÷èñëàìè ðîçóìi¹ìî äiéñíi ÷èñëà. Áóäåìî øóêàòè òi
âëàñòèâîñòi êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíà, ÿêi äîçâîëÿþòü ùîñü ñêàçàòè ïðî êiëüêiñòü
äiéñíèõ êîðåíiâ ó ìíîãî÷ëåíà ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ÷è òî íà âñié äiéñíié îñi,
÷è íà ïåâíîìó iíòåðâàëi.

Âèçíà÷åííÿ 2.1 Íåõàé çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü a = {a1, a2, . . . , an}, (n > 1) íå-
íóëüîâèõ äiéñíèõ ÷èñåë. Áóäåìî êàçàòè, ùî ïðè ïåðåõîäi âiä i-ãî åëåìåíòà ïîñëi-
äîâíîñòi äî (i + 1)-ãî (1 ≤ i < n) âiäáóâà¹òüñÿ çìiíà çíàêà (ìà¹ìî çíàêîçìiíó),
êîëè ai · ai+1 < 0. Ââàæà¹ìî, ùî êiëüêiñòü çìií çíàêà (çíàêîçìií) â îäíîåëå-
ìåíòíié ïîñëiäîâíîñòi äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äëÿ ïðèêëàäó, ïîñëiäîâíiñòü 2,−3,−4, 1 ìà¹ äâi çìiíè çíàêà: ïðè ïåðåõîäi âiä
ïåðøîãî äî äðóãîãî i ïðè ïåðåõîäi âiä òðåòüîãî äî ÷åòâåðòîãî åëåìåíòiâ ïîñëiäîâ-
íîñòi. Ïðè ïiäðàõîâóâàííi êiëüêîñòi çíàêîçìií ìîæíà âèïèñóâàòè íå ñàìi åëåìåíòè
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ïîñëiäîâíîñòi, à òiëüêè çíàêè. Òàê çàìiñòü ïîñëiäîâíîñòi 2,−3,−4, 1 ìîæíà ïèñàòè
+−−+.

Âêàæåìî äîñèòü î÷åâèäíi âëàñòèâîñòi êiëüêîñòi çíàêîçìií â ïîñëiäîâíîñòi.

1. ßêùî çìiíèòè âñi çíàêè åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi íà ïðîòèëåæíi, òî êiëüêiñòü
çíàêîçìií íå çìiíèòüñÿ.

2. ßêùî ïåðåä ïåðøèì åëåìåíòîì ïîñëiäîâíîñòi äîïèñàòè îäíå íåíóëüîâå ÷èñëî,
òî êiëüêiñòü çíàêîçìií àáî ëèøèòüñÿ ïîïåðåäíüîþ, àáî çáiëüøèòüñÿ íà îäíó.

3. ßêùî ìiæ äâîìà åëåìåíòàìè ïîñëiäîâíîñòi âïèñàòè ÷èñëî, òî â íîâié ïîñëi-
äîâíîñòi êiëüêiñòü çíàêîçìií áóäå àáî òàêîþ æ, ÿê i â ïî÷àòêîâié, àáî çáiëü-
øèòüñÿ íà 2.

4. ßêùî çìiíèòè çíàê ïåðøîãî åëåìåíòà ïîñëiäîâíîñòi, òî êiëüêiòü çíàêîçìií
àáî çiëüøèòüñÿ íà 1 àáî çìåíøèòüñÿ íà 1.

5. ßêùî ïåðøèé åëåìåíò ïîñëiäîâíîñòi ìà¹ òîé æå çíàê, ùî i îñòàííié, òî
êiëüêiñòü çíàêîçìií ó öié ïîñëiäîâíîñòi ïàðíà.

Íåõàé f(x) = a0x
n + an−1x

n−1 + . . . + an � ìíîãî÷ëåí, ó ÿêîãî a0, an 6= 0.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L(f) êiëüêiñòü çìií çíàêà â ïîñëiäîâíîñòi éîãî íåíóëüîâèõ êîåôi-
öi¹íòiâ. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî êîåôiöi¹íòè ïèøóòüñÿ ïî÷èíàþ÷è iç
ñòàðøîãî ÷ëåíà. Òàê, ÿêùî f(x) = 11x5−3x−2, òî ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü 11,−3,−2
éîãî íåíóëüîâèõ êîåôiöi¹íòiâ, ïîñëiäîâíiñòü çíàêiâ +,−,−. Â öié ïîñëiäîâíîñòi ¹
îäíà çíàêîçìiíà. Òîìó L(f) = 1.

Òåîðåìà 2.1 (ïðàâèëî çíàêiâ Äåêàðòà) Êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ ìíîãî-
÷ëåíà f(x), (äå f(0) 6= 0) äîðiâíþ¹ L(f), àáî ìåíøå L(f) íà ïàðíå ÷èñëî.

Âèùå ìè âiäìiòèëè, ùî L(f) = 1 äëÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) = 11x5−3x−2. Òîìó çà
ïðàâèëîì çíàêiâ Äåêàðòà êiëüêiñòü äîäàòíiõ êîðåíiâ öüîãî ìíîãî÷ëåíà äîðiâíþ¹
1, òîáòî ìíîãî÷ëåí ìà¹ ¹äèíèé äîäàòíèé êîðiíü.

Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì íàñòóïíî¨ ëåìè.

Ëåìà 2.1 Íåõàé f(x) � ìíîãî÷ëåí , f(0) 6= 0 i c > 0. Òîäi

L((x− c) · f(x)) = L(f(x)) + 2s + 1

äëÿ äåÿêîãî öiëîãî íåâiä'¹ìíîãî s.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî iíäóêöi¹þ çà ñòåïåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x).
Áàçà iíäóêöi¨. Íåõàé deg f = 0, f(x) = a 6= 0. Òîäi

L(f) = 0, (x− c) · f(x) = ax− ca, L((x− c)f(x)) = 1.

Ïåðåâiðêà áàçè iíäóêöi¨ çàêií÷åíà.

23



Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ. Íåõàé âiäîìî, ùî ëåìà ïðàâèëüíà äëÿ âñiõ ìíîãî-
÷ëåíiâ f(x) òàêèõ, ùî deg f(x) < n ïðè äåÿêîìó n ≥ 1.

Iíäóêòèâíèé ïðåõiä. Äîâåäåìî, ùî ëåìà iñòèííà äëÿ âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ f(x)
òàêèõ, ùî deg f(x) = n.

Âiçüìåìî ìíîãî÷ëåí f(x), deg f(x) = n, f(0) 6= 0,

f(x) = anx
n + . . . + a0, a0 6= 0,

i c > 0. Îñêiëüêè L(f) = L(−f), (äèâ. âëàñòèâiñòü 1 êiëüêîñòi çíàêîçìií), òî
ìîæíà ââàæàòè an > 0.

Ïðåäñòàâèìî ìíîãî÷ëåí f(x) ó âèãëÿäi

f(x) = anx
n + g(x), deg g(x) = k < n, k ≥ 0, g(x) = akx

k + . . . + a0.

Çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì, äëÿ äåÿêîãî íåâiä'¹ìíîãî öiëîãî s

L((x− c)g(x)) = L(g(x)) + 2s + 1.

Â ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ

(x− c)f(x) = anx
n+1 − canx

n + (x− c)g(x). (10)
Ëèøèëîñÿ ðîçãëÿíóòè ðiçíi ìîæëèâîñòi äëÿ ñòàðøèõ êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíà (x−
c)f(x).

Ïåðøèé âèïàäîê: k < n − 1. Íåõàé ak > 0. Òîäi L(f) = L(g) i ðiâíiñòü (10)
ïîêàçó¹, ùî

L((x− c)f(x)) = 2 + L((x− c)g(x)) = 2 + 2s + 1 + L(g(x)) = L(f(x) + 2(s + 1) + 1,

i ëåìà ïðàâèëüíà. Íåõàé ak < 0. Òîäi L(f) = L(g) + 1 i ðiâíiñòü (10) ïîêàçó¹, ùî

L((x− c)f(x)) = 1 + L((x− c)g(x)) = 1 + 2s + 1 + L(g(x)) = L(f(x) + 2s + 1,

i ëåìà ïðàâèëüíà.
Äðóãèé âèïàäîê: k = n− 1,

(x− c)f(x) = anx
n+1 + (an−1 − anc)x

n + h(x), 0 ≤ deg(h(x)) ≤ n− 1.

Ïðèïóñòèìî, ùî an−1 − anc > 0. Òîäi îáîâ'ÿçêîâî an−1 > 0,

L(f) = L(g), L((x− c)f) = L((x− c)g) = L(g) + 2s + 1 = L(f) + 2s + 1,

i ëåìà äîâåäåíà.
Ïðèïóñòèìî, ùî an−1 − anc = 0. Òîäi çíîâó îáîâ'ÿçêîâî an−1 > 0 i ìîæíà

çàïèñàòè
(x− c)f = anx

n+1 + h(x), (x− c)g = an−1x
n + h(x),

L(f) = L(g), L((x− c)f) = L((x− c)g)L(g) + 2s + 1 = L(f) + 2s + 1,
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i ëåìà äîâåäåíà.
Íàñàìêiíåöü, ïðèïóñòèìî, ùî an−1 − anc < 0. Çíîâó ïîçíà÷èìî

(x− c)f(x) = anx
n+1 + (an−1 − anc)x

n + h(x), 0 ≤ deg(h(x)) ≤ n− 1,

i, âiäïîâiäíî,
(x− c)g(x) = an−1x

n + h(x).

Ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ìíîãî÷ëåíà h(x) ïîçíà÷èìî ÷åðåç b. Ñêëàäåìî òàáëè÷êó ìîæëèâèõ
âiäíîøåíü ìiæ êiëüêîñòÿìè çíàêîçìií ïðè ðiçíèõ ìîæëèâèõ çíàêàõ an−1 òà b

an−1 b L((x− c)f) L((x− c)g) L((x− c)f)
+ + L(h) + 2 L(h) L(h) + 2 = L((x− c)g) + 2 = L(g) + 2s + 1 + 2 = L(f) + 2s + 3
+ − L(h) + 1 L(h) + 1 L(h) + 1 = L((x− c)g) = L(g) + 2s + 1
− + L(h) + 2 L(h) + 1 L(h) + 2 = L((x− c)g) + 1 = L(g) + 2s + 1 + 1 = L(f) + 2s + 1
− − L(h) + 1 L(h) L(h) + 1 = L((x− c)g) + 1 = L(g) + 2s + 1 + 1 = L(f) + 2s + 1

Îñòàííié ñòîâï÷èê òàáëèöi ïîêàçó¹, ùî L((x− c)f)−L(f) � íåïàðíå íàòóðàëüíå
÷èñëî. Òîìó ó âñiõ ðîçãëÿíåíèõ âèïàäêàõ ëåìà iñòèííà.

Äîâåäåííÿ ëåìè çàêií÷åíå.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäèìî, âëàñíå, äî äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî ïðàâèëî çíàêiâ
Äåêàðòà äëÿ çàäàíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x), f(0) 6= 0. Íåõàé c1, c2, . . . ck, k ≥ 0 âñi
äîäàòíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà f(x), òîáòî,

f(x) = (x− c1)(x− c2) · . . . · (x− ck)g(x),

i ìíîãî÷ëåí g(x) íå ìà¹ äîäàòíiõ êîðåíiâ. Ñòàøèé êîåôiöi¹íò i âiëüíèé ÷ëåí
ìíîãî÷ëåíà g(x) ìàþòü îäíàêîâi çíàêè � â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó iç ìiðêóâàíü
íåïåðåðâíîñòi âèïëèâàëî á, ùî öåé ìíîãî÷ëåí ìà¹ äîäàòíèé êîðiíü. Iç òîãî, ùî
ñòàøèé êîåôiöi¹íò i âiëüíèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà g(x) ìàþòü îäíàêîâi çíàêè, âèïëèâà¹,
ùî L(g) ¹ ïàðíèì ÷èñëîì.

Äàëi ðîçãëÿäà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ
f0(x) = g(x), f1(x) = (x− c1)f0(x), f2(x) = (x− c2)f1(x), . . . ,

fk(x) = (x− ck)fk−1(x) = f(x).

Ó âiäïîâiäíîñòi ç ëåìîþ, êiëüêiñòü çíàêîçìií ó êîæíîìó íàñòóïíîìó ìíîãî÷ëåíi
íà íåïàðíó êiëüêiñòü áiëüøà, íiæ ó ïîïåðåäíüîìó. Òîìó êiëüêiñòü çíàêîçìií ó
ìíîãî÷ëåíà f(x) àáî äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi êîðåíiâ, àáî íà ïàðíó êiëüêiñòü áiëüøà
âiä êiëüêîñòi êîðåíiâ.

Ïðàâèëî çíàêiâ Äåêàðòà äîçâîëÿ¹ îöiíèòè i êiëüêiñòü âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ ìíîãî-
÷ëåíà f(x) � ïðîñòî ïîòðiáíî ðîçãëÿíóòè ìíîãî÷ëåí g(x) = f(−x) îñêiëüêè
äîäàòíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà g(x) ¹ âiä'¹ìíèìè êîðåíÿìè ìíîãî÷ëåíà f(x). Äëÿ
ïðèêëàäó, êîëè f(x) = −3x7 +2x6−x5 +1, òîäi g(x) = f(−x) = 3x7 +2x6 +x5 +1
L(g) = 0 i ìíîãî÷ëåí f(x) íå ìà¹ âiä'¹ìíèõ êîðåíiâ.

Âïðàâà. Îöiíèòè êiëüêiñòü äîäàòíèõ êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà.
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1. f(x) = −7x13 + x10 + x9 − 5x5 + x4 + x3 − 15.
Âiäïîâiäü: äîäàòíèõ êîðåíiâ 4, 2 àáî 0.

2. f(x) = −6x13 + x9 − 5x5 − x4 − x3 − 15.
Âiäïîâiäü: äîäàòíèõ êîðåíiâ 2 àáî 0.

3. f(x) = −7x13 + x10 + x9 − 5x5 + x4 + x3 + 15.
Âiäïîâiäü: äîäàòíèõ êîðåíiâ 3 àáî 1.

2.2 Ðàöiîíàëüíi êîðåíi
Â öüîìó ðîçäiëi ìà¹ìî ñïðàâó ç ìíîãî÷ëåíàìè íàä ïîëåì ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 2.2 Ïðèïóñòèìî, ùî íåñêîðîòíå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî

x0 =
p

q
, p 6= 0, q > 0

¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an,

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè

ai ∈ Z, i = 0, 1, . . . n, a0, an 6= 0, ÍÑÄ (a0, a1, . . . , an) = 1.

Òîäi p ¹ äiëüíèêîì an, à q ¹ äiëüíèêîì a0.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî x0 =
p

q
¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f(x). Äðiá p

q
ââàæà-

¹òüñÿ íåñêîðîòíèì, òîáòî ÍÑÄ (p, q) = 1.
Òàêèì ÷èíîì

f(x0) = 0,
a0p

n

qn
+

a1p
n−1

qn−1 + . . . +
an−1p

q
+ an = 0

i
a0p

n + a1p
n−1q + a2p

n−2 + . . . + an−1pq
n−1 + anq

n = 0. (11)
Ïî÷íåìî ç äîâåäåííÿ òîãî, ùî q ¹ äiëüíèêîì a0.

Â ðiâíÿííi (11) ëèøèìî çëiâà ëèøå ïåðøèé äîäàíîê, à ðåøòó ïåðåíåñåìî íàïðàâî,
i âèíåñåìî ñïðàâà çà äóæêè ìíîæíèê q. Îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

a0p
n = −q

(
a1p

n−1 + a2p
n−2q + . . . + an−1pq

n−2 + anq
n−1) . (12)

Ðiâíÿííÿ (12) ïîêàçó¹, ùî äîáóòîê a0p
n äiëèòüñÿ íà q. Áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ,

ÿê âiäîìèì, òèì ôàêòîì, ùî êîëè äîáóòîê x · y äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë x, y

äiëèòüñÿ íà òðåò¹ íàòóðàëüíå ÷èñëî z, i îäèí iç ìíîæíèêiâ (ñêàæåìî y) âçà¹ìíî
ïðîñòèé iç öèì òðåòiì ÷èñëîì z (òîáòî ÍÑÄ(y, z)=1), òîäi äðóãèé ìíîæíèê (â
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íàøîìó âèïàäêó x) äiëèòüñÿ íà z. Ç öüîãî ôàêòó, à òàêîæ iç òîãî, ùî ÍÑÄ (p, q) =
ÍÑÄ (pn, q) = 1, îäåðæó¹ìî ïîòðiáíå: a0 äiëèòüñÿ íà q.

Äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî an äiëèòüñÿ íà p, â ðiâíÿííi (11) îñòàííié äîäàíîê çëiâà
ïåðåíåñåìî íàïðàâî, i çëiâà âèíîñèìî çà äóæêè p. Òàêèì ÷èíîì äîâîäèòüñÿ, ùî
äîáóòîê anq

n äiëèòüñÿ íà p. Òåïåð iç âçà¹ìíî¨ ïðîñòîòè ÷èñåë p, q âèïëèâà¹, ùî an

äiëèòüñÿ íà p.

Áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì iç òåîðåìè 2.2 ¹

Íàñëiäîê 2.1 ßêùî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò ìíîãî÷ëåíà ç öiëèìè êîåôiöi¹íòàìè
äîðiâíþ¹ 1, òî âñi ðàöiîíàëüíi êîðåíi öüîãî ìíîãî÷ëåíà ¹ öiëèìè.

Íàâåäå ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè ïðî ðàöiîíàëüíi êîðåíi.
Ïðèêëàäè.
1. Ïðèïóñòèìî, ùî íàì ïîòðiáíî çíàéòè ðàöiîíàëüíi êîðåíi ðiâíÿííÿ

x7 − 8 x5 − 8 x3 + 6 x6 − 8 x4 − 8 x2 − 9 x− 14 = 0. (13)

Çà íàñëiäîì iç òåîðåìè 2.2 âñi ðàöiîíàëüíi êîðåíi öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ öiëèìè ÷èñëàìè.
Äî òîãî æ âîíè ¹ öiëèìè äiëüíèêàìè ÷èñëà 14. Äiëüíèêàìè ÷èñëà 14 ¹ ±1,±2,
±7,±14. Ïî ÷åðçi ïiäñòàâëÿ¹ìî ó ìíîãî÷ëåí (13) âiäìi÷åíi ÷èñëà i îäåðæó¹ìî, ùî
öiëèìè êîðåíÿìè öüîãî ìíîãî÷ëåíà áóäóòü −1, 2 òà −7.

2. Íåõàé íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî ìíîãî÷ëåí x4 + 5x3 + x2 + 2x + 1 íå ìà¹
ðàöiîíàëüíèõ êîðåíiâ. Äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè 2.2: ÿêáè
öåé ìíîãî÷ëåí ìàâ ðàöiîíàëüíi êîðåíi, òî âîíè íàëåæàëè á ìíîæèíi {−1, 1} .
Ïiäñòàâëÿþ÷è â íàø ìíîãî÷ëåí ïîñëiäîâíî 1 i −1 ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî öi ÷èñëà
íå ¹ éîãî êîðåíÿìè. Òîìó ìíîãî÷ëåí âçàãàëi íå ìà¹ ðàöiîíàëüíèõ êîðåíiâ.

Âïðàâà. Çíàéòè ðàöiîíàëüíi êîðåíi ìíîãî÷ëåíiâ.

1. f(x) = 6 x7 + 71 x6 + 202 x5 − 6 x4 + 9 x3 + 9 x2 − 37 x− 14;

2. f(x) = 9 x7 + 90 x6 + 233 x5 + 53 x4 + 73 x3 + 38 x2 − 11 x− 5;

3. f(x) = 4 x7 + 3 x5 + 17 x4 + 27 x3 + 12 x6 + 7 x2 − 7 x− 3;

4. f(x) = x4 + 6 x3 − 4 x2 − 54 x− 45;

5. f(x) = x4 + 8 x3 + 14 x2 − 8 x− 15;

6. f(x) =
1

2
x5 +

23

6
x4 +

41

6
x3 +

11

6
x2 + 2 x− 15.

2.3 Ìíîãî÷ëåíè ìàëèõ ñòåïåíiâ
Â öüîìó ðîçiëi ðîçãëÿäà¹ìî ìíîãî÷ëåíè ïåðøîãî, äðóãîãî, òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî

ñòåïåíiâ (òàê çâàíi ìíîãî÷ëåíè ìàëèõ ñòåïåíiâ) íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

27



Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåíè ïåðøîãî ñòåïåíÿ ax + b i ìíîãî÷ëåíè äðóãîãî ñòåïåíÿ
ax2 + bx + c ðîçãëÿäàþòüñÿ â øêîëi, òî çîñåðåäèìî óâàãó ëèøå íà ìíîãî÷ëåíàõ
òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî ñòåïåíiâ. Êîðåíi òàêèõ ìíîãî÷ëåíiâ ìíîæíà ïðåäñòàâèòè ó
âèãëÿäi âèðàçiâ, ùî âèêîðèñòîâóþòü ëèøå çíàêè äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ,
äiëåííÿ òà äîáóâàííÿ êîðåíiâ. Êàæóòü, ùî öi ìíîãî÷ëåíè ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè �â
ðàäèêàëàõ�. Ìîæíà äîâåñòè, ùî äëÿ çàãàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà 5-ãî ñòåïåíÿ òàêèõ
âèðàçiâ íå iñíó¹.

Ôîðìóëà Êàðäàíî.
Íåõàé ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè êóái÷íå ðiâíÿííÿ

x3 + ax2 + cx + d = 0. (14)

Çàìiíà x = y − a

3
(
y − a

3

)3
+ a

(
y − a

3

)2
+ c

(
y − a

3

)
+ d =

= y3 +

(
a2

3
− 2a2

3
+ c

)
y +

(
−a3

27
+

a3

9
− c

a

3
+ d

)
= 0,

ïðèâîäèòü äî êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ, â ÿêîìó êîåôiöi¹íò ïðè êâàäðàòi çìiííî¨ äîðiâ-
íþþ¹ 0. Òîìó ôîðìóëó äëÿ êîðåíiâ êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà øóêàòè ëèøå ó
âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íò ïðè êâàäðàòi çìiííî¨ äîðiâíþ¹ 0. Îòæå, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

x3 + px + q = 0. (15)

Ðîçâ'ÿçîê øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ñóìè

x = α + β. (16)

Ïiäñòàâëÿ¹ìî öþ ñóìó ó ðiâíÿííÿ (15) i îäåðæó¹ìî ðåçóëüòàò:

(α + β)3 + p(α + β) + q = 0, α3 + 3α2β + 3αβ2 + β3 + pα + pβ + q = 0. (17)

Ãðóïó¹ìî äîäàíêè:

α3 + 3αβ(α + β) + β3 + p(αβ) + q = 0,

α3 + β3 + (3αβ + p)(α + β) + q = 0. (18)
Ðiâíÿííÿ (18) ïðè óìîâi 3αβ + p = 0 ìà¹ âèãëÿä

α3 + β3 + q = 0.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ (15) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ðiâíÿíü

α3 + β3 = −q, 3αβ = −p (19)
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Ïiäíåñåìî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ 3αβ = −p äî òðåòüîãî ñòåïåíÿ (ïðè
öüîìó ìîæóòü ç'ÿâèòèñÿ çàéâi êîðåíi), ïîçíà÷èìî

z1 = α3, z2 = β3,

z1 + z2 = −q, z1z2 = −p3

27
. (20)

×èñëà z1, z2 øóêà¹ìî ÿê êîðåíi ðiâíÿííÿ

z2 + qz − p3

27
= 0.

Ìà¹ìî

z1 =
−q +

√
q2 + 4

p3

27
2

= −q

2
+

√
q2

4
+

p3

27

z2 =
−q −

√
q2 + 4

p3

27
2

= −q

2
−

√
q2

4
+

p3

27

Òåïåð äëÿ α, β ìà¹ìî âèðàçè:

α =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
, β =

3

√
−q

2
−

√
q2

4
+

p3

27
.

i

x = α + β =
3

√
−q

2
+

√
q2

4
+

p3

27
+

3

√
−q

2
−

√
q2

4
+

p3

27
. (21)

Ôîðìóëà (21) i ¹ ôîðìóëîþ Êàðäàíî äëÿ êîðåíiâ êóái÷íîãî ðiâíÿííÿ (15). Ïiä
êîðåíåì êâàäðàòíèì ó ôîðìóëi Êàðäàíî ðîçóìi¹òüñÿ îäíå, äîâiëüíî âèáðàíå çíà-
÷åííÿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ (â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¨õ äâà). À çíà÷åííÿ êóái÷íèõ
êîðåíiâ (â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¨õ òðè) óçãîäæó¹òüñÿ iç óìîâîþ

αβ = −p

3
.

Äëÿ ïðèêëàäó çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè Êàðäàíî ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

x3 − 12x− 8 = 0.

Òóò
p = −12, q = −8,

q

2
= −4,

q2

4
= 16,

p3

27
= −64,

i âiäïîâiäíî,
x =

3

√
4 +

√−48 +
3

√
4−√−48.
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Äëÿ êîðåíÿ êâàäðàòíîãî âèáèðà¹ìî çíà÷åííÿ
√−48 = 4i

√
3. Êîìïëåêñíi ÷èñëà

4± 4i
√

3 ïåðåâîäèìî ó òðèãîíîìåòðè÷íó ôîðìó

4 + 4i
√

3 = 8
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
, 4− 4i

√
3 = 8

(
cos

−π

3
+ i sin

−π

3

)
.

Îá÷èñëþ¹ìî ìîæëèâi çíà÷åííÿ êóái÷íèõ êîðåíiâ

α ∈
{

2
(
cos

π

9
+ i sin

π

9

)
, 2

(
cos

7π

9
+ i sin

7π

9

)
, 2

(
cos

13π

9
+ i sin

13π

9

)}
,

β ∈
{

2

(
cos

−π

9
+ i sin

−π

9

)
, 2

(
cos

5π

9
+ i sin

5π

9

)
, 2

(
cos

11π

9
+ i sin

11π

9

)}
,

Îñêiëüêè
2
(
cos

π

9
+ i sin

π

9

)
2

(
cos

−π

9
+ i sin

−π

9

)
=

2

(
cos

7π

9
+ i sin

7π

9

)
2

(
cos

11π

9
+ i sin

11π

9

)
=

2

(
cos

13π

9
+ i sin

13π

9

)
2

(
cos

5π

9
+ i sin

5π

9

)
= 4,

òî

x1 = 2
(
cos

π

9
+ i sin

π

9

)
+ 2

(
cos

−π

9
+ i sin

−π

9

)
= 4 cos

π

9
,

x2 = 2

(
cos

7π

9
+ i sin

7π

9

)
+ 2

(
cos

11π

9
+ i sin

11π

9

)
= 4 cos

7π

9
,

x3 = 2

(
cos

13π

9
+ i sin

13π

9

)
+ 2

(
cos

5π

9
+ i sin

5π

9

)
= 4 cos

13π

9
.

Ìåòîä Ôåðàði.
Ïðîïîíó¹òüñÿ îäèí ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ íàä ïîëåì

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Ðîçïîâiäàþ÷è ïðî öåé ìåòîä, ïîðÿä iç çàãàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì
áóäåìî, äëÿ ïðèêëàäó, áðàòè êîíêðåòíèé ìíîãî÷ëåí.

Îòæå, íåõàé ìà¹ìî ðiâíÿííÿ 4-ãî ñòåïåíÿ:

x4 + ax3 + bx2 + cx + d = 0, x4 − 3x3 + 4x2 + x− 15 = 0. (22)

Ïëàí ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèé: ââîäèìî â ðiâíÿííÿ íîâèé ïàðàìåòð òàê, ùîá ëiâà
÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (ìíîãî÷ëåí 4-ãî ñòåïåíÿ) çàïèñàâñÿ ÿê ðiçíèöÿ êâàäðàòiâ. Ðiçíèöþ
êâàäðàòiâ ðîçêëàäà¹ìî â äîáóòîê, à äàëi êîæåí ìíîæíèê (à öå êâàäðàòíi òðè÷ëåíè)
ïðèðiâíþ¹ìî äî íóëÿ i ðîçâ'ÿçó¹ìî êâàäðàòíi ðiâíÿííÿ ÿê öå ðîáèëîñÿ â øêîëi.
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Ïåðøèé êðîê â ìåòîäi Ôåðàði ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ââîäèìî íîâèé ïàðàìåòð λ
íàñòóïíèì ÷èíîì

x4 + ax3 = (x2 +
a

2
x + λ)2 − 2x2λ− a2

4
x2 − λ2 − aλx,

x4 − 3x3 = (x2 − 3

2
x + λ)2 − 2x2λ− 9

4
x2 − λ2 + 3xλ.

Òåïåð ïåðåïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ (22) iç ââåäåíèì ïàðàìåòðîì:

(x2 +
a

2
x + λ)2 − 2x2λ− a2

4
x2 − λ2 − aλx + bx2 + cx + d = 0,

(x2 − 3

2
x + λ)2 − 2x2λ− 9

4
x2 − λ2 + 3xλ + 4x2 + x− 15 = 0.

Îñòàííi ðiâíÿííÿ çàïèñó¹ìî ó âèãëÿäi

(x2 +
a

2
x + λ)2 − f1 = 0, (x2 − 3

2
x + λ)2 − f1 = 0, (23)

äå f1 � êâàäðàòíèé òðè÷ëåí:

f1 = (2λ−b+
a2

4
)x2+(aλ−c)x+(λ2−d), f1 = (2λ− 7

4
)x2+(−1−3λ)x+(λ2+15).

Ïåðøèé êðîê � øòó÷íå ââåäåííÿ ïàðàìåòðà λ, çðîáëåíèé.
Äðóãèé êðîê � ïiäáið ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêîìó êâàäðàòíèé òðè÷ëåí f1 ¹ êâàäðàòîì

äâî÷ëåíà. Òðè÷ëåí f1 ¹ êâàäðàòîì äâî÷ëåíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âií ìà¹ äâà
îäíàêîâi êîðåíi, òîáòî êîëè éîãî äèñêðèìiíàíò äîðiâíþ¹ íóëþ. Ç öi¹¨ óìîâè �
ðiâíiñòü íóëþ äèñêðèìiíàíòà, i øóêà¹ìî λ.

Îá÷èëþ¹ìî äèñêðèìiíàíò f1:

D(f1) = (aλ− c)2 − 4

(
2λ− b +

a2

4

)
(λ2 − d) =

= −8 λ3 + 4 bλ2 + (−2 ac + 8 d) λ + (c2 − 4 bd + a2d),

D(f1) = (1 + 3 λ)2 + 4
(
λ2 + 15

) (
7

4
− 2 λ

)
= 106− 114 λ + 16 λ2 − 8 λ3.

Øóêà¹ìî êîðiíü λ = λ0 ðiâíÿííÿ D(f1) = 0.
Â öüîìó ìiñöi ïîòðiáíî çðîáèòè äâà çàóâàæåííÿ.
Ïåðøå çàóâàæåííÿ. Êîðiíü øóêà¹òüñÿ ëèøå îäèí, ÿêèé-íåáóäü, áóäü-ÿêèì ñïî-

ñîáîì. Êîðiíü ìîæíà ïiäáèðàòè, âãàäóâàòè ÷è êîðèñòóâàòèñÿ ÿêîþñü ôîðìóëîþ.
Äðóãå çàóâàæåííÿ. Ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ êîðåíÿ λ = λ0 ¹ ðiâíÿííÿì

òðåòüîãî ñòåïåíÿ, äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ÿêîãî ¹ ôîðìóëè Êàðäàíî. Îòæå λ0 ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi âèðàçó, â ÿêîìó âèêîðèñòàíi ëèøå çíàêè äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ, ìíîæåííÿ,
äiëåííÿ, òà äîáóâàííÿ êîðåíÿ. Êîðîòøå ïðî öåé ôàêò êàæóòü ñëîâàìè �ðiâíÿííÿ
ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ â ðàäèêàëàõ�.
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Äëÿ íàøîãî êîíêðåòíîãî âèïàäêó êîðiíü λ0 = 1 ðiâíÿííÿ

106− 114 λ + 16 λ2 − 8 λ3 = 0

ïðîñòî âãàäàëè.
Òðåòié êðîê â ìåòîäi Ôåðàði: ðîáèìî çàìiíó ââåäåíîãî ïàðàìåòðà λ íà çíàéäåíå

çíà÷åííÿ λ0 i ïåðåïèñó¹ìî çàäàíå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi ðiçíèöi êâàäðàòiâ.

f1 = (αx + β)2 , f1 =
1

4
x2 − 4x + 16 =

(
1

2
x− 4

)2

;

(
x2 +

a

2
x + λ0

)2
− (αx + β)2 = 0,

(
x2 − 3

2
x + 1

)2

−
(

1

2
x− 4

)2

= 0.

I îñòàííié, ÷åòâåðòèé êðîê â ìåòîäi Ôåðàði ¹ îñòàòî÷íèì ðîçâ'ÿçóâàíÿì: ðiçíèöþ
êâàäðàòiâ ðîçêëàäà¹ìî ó äîáóòîê, ìíîæíèêè (âîíè ¹ êâàäðàòíèìè òðè÷ëåíàìè)
ïðèðiâíþ¹ìî äî íóëÿ, i ðîçâ'ÿçó¹ìî äâà êâàäðàòíi òðè÷ëåíè, ÿêi íàä ïîëåì êîìï-
ëåêñíèõ ÷èñåë äàäóòü ÷îòèðè êîðåíi ïî÷àòêîâîãî ðiâíÿííÿ. Âèêîíà¹ìî öþ ðîáîòó.

(
(x2 +

a

2
x + λ0)− (αx + β)

)(
(x2 +

a

2
x + λ0) + (αx + β)

)
= 0,

(
(x2 +

a

2
x + λ0)− (αx + β)

)
= 0,

(
(x2 +

a

2
x + λ0) + (αx + β)

)
= 0,

x2 + (
a

2
− α)x + (λ0 − β) = 0, x2 + (

a

2
+ α)x + (λ0 + β) = 0.

Îäåðæàíi êâàäðàòíi ðiâíÿííÿ â çàãàëüíîìó âèãëÿäi íå ðîçâ'ÿçóþòü i ôîðìóëó
äëÿ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ íå âèïèñóþòü. Òîìó íåìà¹ ôîðìóë Ôåðàði,
à ¹ òiëüêè ìåòîä Ôåðàði.

Â íàøîìó êîíêðåòíîìó ïðèêëàäi ðîçâ'ÿçóâàííÿ äîâåäåìî äî êiíöÿ i êîðåíi
çíàéäåìî ÿâíî.

(
(x2 − 3

2
x + 1)− (

1

2
x− 4)

)(
(x2 − 3

2
x + 1) + (

1

2
x− 4)

)
= 0,

x2 − 3

2
x + 1− 1

2
x + 4 = 0 x2 − 3

2
x + 1 +

1

2
x− 4 = 0,

x2 − 2x + 5 = 0 x2 − x− 3 = 0.

Ïåðøå ðiâíÿííÿ äà¹ äâà êîìïëåêñíi êîðåíi 1 + 2i, 1− 2i, à äðóãå äà¹ äâà äiéñíi

êîðåíi 1 +
√

13

2
, 1−√13

2
. Òàêèì ÷èíîì, çàäàíå ïî÷àòêîâå ðiâííÿ ðîçâ'ÿçàíå, éîãî

êîðåíÿìè ¹ ÷èñëà

1 + 2i, 1− 2i,
1

2
−
√

13

2
,

1

2
+

√
13

2
.
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2.4 Êiëüêiñòü äiéñíèõ êîðåíiâ íà iíòåðâàëi
Â öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæóþòüñÿ ìíîãî÷ëåíè äîäàòíîãî ñòåïåíÿ ç äiéñíèìè

êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi íå ìàþòü êðàòíèõ êîðåíiâ � êðàòíiñòü êîæíîãî êîðåíÿ äîðiâíþ¹
1 (ÿêùî êîðåíi ¹). Äëÿ òàêèõ ìíîãî÷ëåíiâ äîâåäåìî òåîðåìóØòóðìà, ÿêà äîçâîëÿ¹
îá÷èñëèòè êiëüêiñòü êîðåíiâ ìîãî÷ëåíà íà çàäàíîìó iíòåðâàëi.

Âèçíà÷åííÿ 2.2 Ïîñëiäîâíiñòþ Øòóðìà äëÿ çàäàíîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) deg f >

0 áåç êðàòíèõ êîðåíiâ íàçèâàþòü ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ

f0, f1, . . . , fn

ùî ïîáóäîâàíà íàñòóïíèì ÷èíîì:
f0(x) = f(x);
f1(x) = f ′(x) � ïîõiäíà âiä ìíîãî÷ëåíà f(x);
äëÿ i = 2, 3, . . . n ìíîãî÷ëåí fi ¹ îñòà÷åþ ç ïðîòèëåæíèì çíàêîì âiä äiëåííÿ

fi−2(x) íà fi−1(x), òîáòî

fi−2(x) = fi−1(x)q(x)− fi(x), deg fi < deg fi−1. (24)

Ìíîãî÷ëåíè â ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ïîñëiäîâíîñòi îñòà÷
â àëãîðèòìi Åâêëiäà, ùî çàñòîñîâàíèé äî ìíîãî÷ëåíà òà éîãî ïîõiäíî¨, ëèøå
çíàêàìè, � öå âèäíî iç ðiâíîñòi (24). Ìè çíà¹ìî, ùî êðàòíiñòü êîðåíÿ ìíîãî÷ëåíà
íà îäèíèöþ áiëüøà âiä êðàòíîñòi êîðåíÿ ïîõiäíî¨. I êîëè êðàòíèõ êîðåíiâ ó ìíîãî-
÷ëåíà íåìà¹, òî âií âçà¹ìíî ïðîñòèé ç ïîõiäíîþ � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
ìíîãî÷ëåíà i ïîõiäíî¨ äîðiâíþ¹ ñòàëié. Çâiäñè âèïëèâà¹

ïåðøà âëàñòèâiñòü ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà: îñòàííié ìíîãî÷ëåí â ïîñëi-
äîâíîñòi Øòóðìà ¹ ñòàëîþ.

ßêáè äâà ñóñiäíi ìíîãî÷ëåíè â ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà ìàëè ñïiëüíèé êîðiíü,
òî öi äâà ìíîãî÷ëåíè ìàëè á íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ
i îñòàííié ìíîãî÷ëåí ó öié ïîñëiäîâíîñòi íå áóâ áè ñòàëîþ. Òîìó ìà¹ìî ùå îäíó
âëàñòèâiñòü ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà.

Äðóãà âëàñòèâiñòü ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà: ÿêùî ÷èñëî ¹ êîðåíåì îäíîãî
ìíîãî÷ëåíà â ïîñëiäîâíîñòiØòóðìà, òî öå ÷èñëî íå ¹ êîðåíåì ñóñiäíiõ ìíîãî÷ëåíiâ.

Iç ðiâíîñòi (24) âèïëèâà¹ ùå îäíà âëàñòèâiñòü ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà.
Òðåòÿ âëàñòèâiñòü ïîñëiäîâíoñòi Øòóðìà: ÿêùî ÷èñëî a ¹ êîðåíåì ìíîãî-

÷ëåíà fi(x) â ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà ïðè äåÿêîìó i = 1, 2, . . . , n − 1, òî ñóñiäíi
ìíîãî÷ëåíè â öié òî÷öi ïðèéìàþòü ðiçíi çíàêè, òîáòî fi−1(a) · fi+1(a) < 0.

Ùå îäíèì âèçíà÷åííÿì, ïîòðiáíèì äëÿ ôîðìóëþâàííÿ òåîðåìè, ¹ ïîíÿòòÿ
êiëüêîñòi çíàêîçìií ó ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà â çàäàíié òî÷öi.

Âèçíà÷åííÿ 2.3 Íåõàé f(x) � ìíîãî÷ëåí äîäàòíîãî ñòåïåíÿ áåç êðàòíèõ êî-
ðåíiâ i f0(x), f1(x), . . . , fn(x) � éîãî ïîñëiäîâíiñòü Øòóðìà. Ñêàæåìî, ùî äâà
ñóñiäíi ìíîãî÷ëåíè fi, fi+1, 0 ≤ i ≤ n−1 óòâîðþþòü çíàêîçìiíó â òî÷öi a, ÿêùî
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fi(a) · fi+1(a) < 0. Êiëüêiñòü óñiõ çíàêîçìií â ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà â òî÷öi a
ïîçíà÷èìî ÷åðåç L(a).

Òåîðåìà 2.3 (Øòóðì) Íåõàé f(x) � äiéñíèé ìíîãî÷ëåí äîäàòíîãî ñòåïåíÿ
áåç êðàòíèõ êîðåíiâ, a < b � äâà äiéñíi ÷èñëà, f(a), f(b) 6= 0. Êiëüêiñòü êîðåíiâ
k ìíîãî÷ëåíà f(x) íà iíòåðâàëi (a, b) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âòðàò çíàêîçìií â
ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà ïðè ïåðåõîäi âiä a äî b, òîáòî

k = L(a)− L(b).

Äîâåäåííÿ. Óÿâëÿ¹ìî, ùî òî÷êà a, â ÿêié îá÷èñëþ¹òüñÿ êiëüêiñòü çíàêîçìií
ó ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà, ðóõà¹òüñÿ âiä ëiâîãî êiíöÿ iíòåðâàëà äî ïðàâîãî. ßêùî
ïðîòÿãîì ðóõó æîäåí ìíîãî÷ëåí ó ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà íå ìàâ a êîðåíåì, òî
âñi ìíîãî÷ëåíè çáåðåãëè ñâié çíàê i êiëüêiñòü çíàêîçìií ëèøèëàñÿ íåçìiííîþ.
Îñòàííié ìíîãî÷ëåí â ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà ¹ ñòàëîþ, êîðåíiâ íå ìà¹, òî÷êà
íå ïîõîäèòü ÷åðåç êîðiíü îñòàííüîãî ìíîãî÷ëåíà. ßêùî òî÷êà ïðîõîäèòü êîðiíü
ñåðåäíüîãî ìíîãî÷ëåíà (íå ïåðøîãî i íå îñòàííüîãî), òî êiëüêiñòü çàêîçìií ëè-
øèòüñÿ ïîïåðåäíüîþ, îñêiëüêè ñóñiäíi ìíîãî÷ëåíè â îêîëi êîðåíÿ ìàþòü ðiçíi
çíàêè.

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ëèøèëîñÿ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç êîðiíü
ïåðøîãî (çàäàíîãî) ìíîãî÷ëåíà ïîñëiäîâíiñòü Øòóðìà âòðà÷à¹ îäíó çíàêîçìiíó.
Äiéñíî, êîëè ìíîãî÷ëåí çðîñòàâ â òî÷öi a, ùî ¹ éîãî êîðåíåì, òî âií áóâ âiä'¹ìíèì
äî êîðåíÿ i äîäàòíèì ïiñëÿ êîðåíÿ, à ïîõiäíà âåñü ÷àñ áóëà äîäàòíîþ. Îòæå
â òàêîìó âèïàäêó ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç a ïîñëiäîâíiñòü Øòóðìà âòðàòèëà îäíó
çíàêîçìiíó. ßêùî æ ìíîãî÷ëåí ìàâ â òî÷öi a âiä'¹ìíó ïîõiäíó, òî ïåðåä êîðåíåì
âií áóâ äîäàòíèì, à ïiñëÿ êîðåíÿ � âiä'¹ìíèì. Îòæå çíîâó âòðàòèëàñÿ îäíà çíà-
êîçìiíà. Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ, òî ìíîãî÷ëåí i éîãî ïîõiäíà
íå ìîæóòü â îäíié i òié æå òî÷öi äîðiâíþâàòè 0.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàäè.
1. Íåõàé f(x) = x− 4. Òîäi ïîñëiäîâíiñòü Øòóðìà ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ ìíîãî-

÷ëåíiâ f0(x) = x − 4 i f1(x) = 1. â òî÷öi 0 i â òî÷öi 3 ìà¹ìî îäíi çíàêîçìiíó, à â
òî÷öi 5 ìà¹ìî 0 çàêîçìií. Òîìó íà iíòåðâàëi (0,3) ìíîãî÷ëåí êîðåíiâ íå ìà¹, à íà
iíòåðâàëi (3,5) ìíîãî÷ëåí ìà¹ îäèí êîðiíü.

2. Ðîçãëÿíåìî ñêëàäíiøèé ïðèêëàä. Íåõàé

f(x) = −2 + 4 x + 31 x2 − 80 x3 + 50 x4 − 12 x5 + x6,

i âiäïîâiäíî, f0 = f .
Òîäi

f ′(x) = 4 + 62 x− 240 x2 + 200 x3 − 60 x4 + 6 x5,

i, âiäïîâiäíî, f1 = f ′.
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Îñêiëüêè

f = f ′ ·
(

x

6
− 1

3

)
− 2

3
+ 24 x− 178

3
x2 +

80

3
x3 − 10

3
x4,

òî

f2 = −(−2

3
+ 24 x− 178

3
x2 +

80

3
x3 − 10

3
x4) =

2

3
− 24 x +

178

3
x2 − 80

3
x3 +

10

3
x4.

Îñêiëüêè

f1 = f2 · (9
5

x− 18

5
) +

32

5
− 128

5
x +

84

5
x2 − 14

5
x3,

òî

f3 = −
(

32

5
− 128

5
x +

84

5
x2 − 14

5
x3

)
= −32

5
+

128

5
x− 84

5
x2 +

14

5
x3.

Îñêiëüêè

f2 = f3 ·
(

25

21
x− 50

21

)
+

(
−102

7
+

312

7
x− 78

7
x2

)
,

òî
f4 = −

(
−102

7
+

312

7
x− 78

7
x2

)
=

102

7
− 312

7
x +

78

7
x2.

Îñêiëüêè
f3 = f4 ·

(
49

195
x− 98

195

)
+

(
12

13
− 6

13
x

)
,

òî
f5 = −

(
12

13
− 6

13
x

)
= −12

13
+

6

13
x.

Îñêiëüêè
f4 = f5 ·

(
169

7
x− 338

7

)
− 30,

òî
f6 = 30.

Ïîáóäîâà ïîñëiäîâíîñòi Øòóðìà, òîáòî ìíîãî÷ëåíiâ f0, f1, f2, f3, f4, f5, f6

çàêií÷åíà.
Òåïåð îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ìíîãî÷ëåíiâ ïðè âèáðàíèõ çíà÷åííÿõ

çìiííî¨ (ç òî÷íiñòþ äî 2 çíàêiâ ïiñëÿ êîìè) i ïiäðàõó¹ìî êiëüêiñòü çíàêîçìií L â
öèõ òî÷êàõ. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè çâåäåìî â òàáëèöþ

a f0(a) f1(a) f2(a) f3(a) f4(a) f5(a) f6(a) L(a)

−1 168 −564 114
−258

5

492

7
−18

13
30 6

0 −2 4
2

3
−32

5

102

7
−12

13
30 5

4.5 17.26 115.93 31.04 23.75 39.64 1.15 30 0
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Ïîáóäîâàíà òàáëèöÿ ïîêàçó¹, ùî L(−1)− L(0) = 1 (êàæåìî, ùî ïðè ïåðåõîäi âiä
−1 äî 0 âòðà÷à¹òüñÿ îäíà çíàêîçìiíà). Îòæå ìíîãî÷ëåí çà òåîðåìîþ Øòóðìà íà
iíòåðâàëi (−1, 0) ìà¹ ðiâíî îäèí êîðiíü. Ðiçíèöÿ L(0) − L(4.5) = 5 ïîêàçó¹, ùî
ìíîãî÷ëåí ìà¹ 5 êîðåíiâ íà iíòåðâàëi (0, 4.5).

2.5 Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
Íåíóëüîâi ïîëiíîìè f(x), g(x) íàä ïîëåì ìàþòü íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê

ÍÑÄ (f, g) i íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ÍÑÊ (f, g). Çà âèçíà÷åííÿì, ÍÑÄ (f, g) öå
òàêèé äiëüíèê ïîëiíîìiâ f, g, ÿêèé äiëèòüñÿ íà âñi iíøi. Ïîòðiáíî âìiòè äîâîäèòè
iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü (ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà) ÍÑÄ (f, g).

Îñêiëüêè äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíiâ ç îñòà÷åþ ðîçãëÿäà¹òüñÿ ëèøå äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ
íàä ïîëÿìè, òî i íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê øóêàþòü ëèøå äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ,
÷è¨ êîåôiöi¹íòè ëåæàòü â ïîëi.

Òåîðåìà 2.4 Áóäü-ÿêi äâà íåíóëüîâi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì ìàþòü íàéáiëüøèé
ñïiëüíèé äiëüíèê.

Äîâåäåííÿ.Íåõàé ¹ äâà íåíóëüîâi ìíîãî÷ëåíè f(x) i g(x). Ðîçãëÿäà¹ìî ìíîæèíó
íåíóëüîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ d(x), ÿêi ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

d = f ·M + g ·N, (25)

Öÿ ìíîæèíà íå ïîðîæíÿ: â íié ¹ íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí f(x), îñêiëüêè éîãî
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi f(x) = f(x) · 1 + g(x) · 0. Â öié ìíîæèíi âèáèðà¹ìî
ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ � âií iñíó¹, îñêiëüêè ñòåïåíi ¹ íàòóðàëüíèìè
÷èñëàìè ÷è íóëåì, à â áóäü-ÿêié íåïîðîæíié ïiäìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ç
íóëåì ¹ íàéìåíøå ÷èñëî (ïðèíöèï íàéìåíøîãî ÷èñëà). Îò îöåé ìíîãî÷ëåí d(x)
i áóäå íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì. Äëÿ çàêií÷åííÿ äîâåäåííÿ íàì ïîòðiáíî
äîâåñòè äâi ðå÷i:

• d(x) ¹ äiëüíèêîì i f i g ;

• d(x) äiëèòüñÿ íà áóäü-ÿêèé iíøèé äiëüíèê d̃ ìíîãî÷ëåíiâ f òà g.

Ïåðøå òâåðäæåííÿ äîâîäèìî ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî d(x)
íå ¹ ñïiëüíèì äiëüíèêîì f i g. Äëÿ âèçíà÷åíîñòi áóäåìî ââàæàòè, ùî d íå ¹
äiëüíèêîì f , òîáòî ïðè äiëåííi f íà d ç îñòà÷åþ

f = dq + r, deg r < deg d

îñòà÷à r íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Â òàêîìó âèïàäêó

f = (fM + gN)q + r ⇒ r = f − fMq − gNq = f(1−Mq) + g(−Nq),
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òîáòî r ìà¹ çàïèñ ó âèãëÿäi (25) i ìà¹ ñòåïiíü ìåíøèé, íiæ d. À öå ñóïåðå÷èòü
ïðèïóùåííþ, ùî d ìà¹ íàéìåíø ìîæëèâèé ñòåïiíü ñåðåä íåíóëüîâèõ ìíîãî÷ëåíiâ,
ÿêi ìîæóòü áóòè çàïèñàíi ó âèãëÿäi (25). Òàêèì ÷èíîì ïåðøå òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.

Ïåðåõîäèìî äî äðóãîãî òâåðäæåííÿ. Íåõàé d̃ ÿêèé-íåáóäü iíøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
ìíîãî÷ëåíiâ f i g. Òîäi äëÿ äåÿêèõ ìíîãî÷ëåíiâ f1, g1 ìîæíà çàïèñàòè f = f1d̃, g =
g1d̃. Òîäi

d = d̃f1M + d̃g1N = d̃(f1M + g1N),

i d̃ ¹ äiëüíèêîì ìíîãî÷ëåíà d.
Iñíóâàííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ äîâåäåíå.

Òåîðåìà 2.5 (ïðî ¹äèíiñòü íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà) Íåõàé ¹ äâà
íàéáiëüøi
ñïiëüíi äiëüíèêè d1, d2 ìíîãî÷ëåíiâ f, g. Òîäi êîæåí iç íèõ îäåðæó¹òüñÿ iç äðóãîãî
ìíîæåííÿì íà ÷èñëî.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äiëèòüñÿ íà âñi äiëüíèêè, òî
d2 äiëèòüñÿ íà d1 i d1 äiëèòüñÿ íà d2, òîáòî äëÿ äåÿêèõ ìíîãî÷ëåíiâ h1, h2

d1 = d2h1, d2 = d1h2, deg d1 = deg d2 + deg h1, deg d2 = deg d1 + deg h2.

Íåðiâíîñòi deg d1 ≤ deg d2, deg d2 ≤ deg d1 ìîæóòü âèêîíóâàòèñÿ ëèøå ó âèïàäêó
deg d1 = deg d2, deg h1 = deg h2 = 0, êîëè êîæåí iç íàéáiëüøèõ ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ
îäåðæó¹òüñÿ iç äðóãîãî ìíîæåííÿì íà ÷èñëî.

Â òàêié ñèòóàöi¨ êàæóòü, ùî �íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ
¹äèíèé ç òî÷íiñòþ äî ñòàëîãî ìíîæíèêà�.

ßêùî íå ñêàçàíå iíøå (çà íåäîìîâëåíiñòþ), òî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì ìà¹ îäèíèöþ.

Âèçíà÷åííÿ 2.4 Äâà íåíóëüîâi ìíîãî÷ëåíè íàçèâàþòü âçà¹ìíî ïðîñòèìè, ÿêùî
¨õ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ¹ ñòàëîþ (ìà¹ íóëüîâèé ñòåïiíü).

Äàëi ÷àñòî áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ íàñòóïíîþ òåîðåìîþ:

Òåîðåìà 2.6 Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê d ìíîãî÷ëåíiâ f, g ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi (25)

d = f ·M + g ·N,

äå ìíîãî÷ëåíè M, N çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

deg M < deg g, deg N < deg f. (26)
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Äîâåäåííÿ. Òå, ùî äëÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà d iñíóþòü ìíîãî÷ëåíè
M,N , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (25), íàì óæå âiäîìî iç äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî
iñíóâàííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà.

Äîâåäåìî, ùî iñíóþòü òàêi ìíîãî÷ëåíè M,N , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (26).
Áåðåìî áóäü-ÿêi ìíîãî÷ëåíè M,N , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (25). Äàëi äiëèìî M

íà g i N f ç îñòà÷åþ:

M = gq1 + M1, deg M1 < deg g, N = fq2 + N1, deg N1 < deg f.

Òåïåð ìè ìîæåìî çàïèñàòè

d = f(gq1 + M1) + g(fq2 + N1)

i
d− (fM1 + gN1) = fg(q1 + q2).

ßêùî d− (fM1 + gN1) 6= 0, òî ìè ìà¹ìî ñóïåðå÷íiñòü:

deg(d− (fM1 + gN1)) < deg f + deg g, deg(fg(q1 + q2)) ≥ deg f + deg g.

Îòæå

d− (fM1 + gN1) = 0, d = fM1 + gN1, deg M1 < deg g, deg N1 < deg f.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè çàêií÷åíå.

Òåîðåìà ïðî ïðåäñòàâëåííÿ ÍÑÄ äîçâîëÿ¹ ïåðåôîðìóëþâàòè âèçíà÷åííÿ âçà-
¹ìíî¨ ïðîñòîòè äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ:

Âèçíà÷åííÿ 2.5 Äâà íåíóëüîâi ìíîãî÷ëåíè f, g âçà¹ìíî ïðîñòi òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè äëÿ äåÿêèõ ìíîãî÷ëåíiâ M, N ìîæíà çàïèñàòè ðiâíiñòü

fM + gN = 1. (27)

Òåîðåìà 2.7 ßêùî äîáóòîê äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ äiëèòüñÿ íà òðåòié i îäèí ìíîæ-
íèê âçà¹ìíî ïðîñòèé ç òðåòiì ìíîãî÷ëåíîì, òî äðóãèé ìíîæíèê äiëèòüñÿ íà
öåé òðåòié ìíîãî÷ëåí.

Òåîðåìà ïðî äiëåííÿ äîáóòêó â ñèìâîëüíîìó âèãëÿäi çàïèñó¹òüñÿ òàê:
Íåõàé f1, f2 � äâà ìíîãî÷ëåíè, g = f1f2 i ìíîãî÷ëåí g äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí

h, òîáòî äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà q1 ìîæíà çàïèñàòè g = hq1. Ó âèïàäêó, êîëè
ÍÑÄ (f1, h) = 1, ìíîãî÷ëåí f2 äiëèòüñÿ íà h, òîáòî äëÿ äåÿêîãî ìíîãî÷ëåíà q2

ìîæíà íàïèñàòè f2 = hq2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìà¹ìî ìíîãî÷ëåíè f1, f2, g, h, q1, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi

g = f1f2, g = hq1, ÍÑÄ (f1, h) = 1.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (27) ìîæíà äëÿ äåÿêèõ ìíîãî÷ëåíiâ M, N çàïèñàòè ðiâíiñòü:

f1M + hN = 1. (28)

Äîìíîæèìî (28) íà f2. Îäåðæèìî

f1f2M + hf2N = f2.

Çâiäñè

gM + hf2N = f2, hq1M + hf2N = f2, h(q1M + f2N) = f2,

òîáòî f2 = hq2, äå q2 = q1M + f2N. Öèì çàêií÷ó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî f2

äiëèòüñÿ íà h.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2.8 ßêùî ìíîãî÷ëåíè f, g âçà¹ìíî ïðîñòi, òîäi ìíîãî÷ëåíè M, N , ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (26), ¹äèíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

1 = fM + gN = fM1 + gN1, deg M, deg M1 < deg g, deg N, deg N1 < deg f.

Òîäi f(M −M1) = g(N1 −N), i ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî M −M1 = N1 −N = 0.
Äiéñíî, îñêiëüêè g(N1 −N) äiëèòüñÿ íà f , i ÍÑÄ(f, g)=1, òî çà òåîðåìîþ ïðî

ïîäiëüíiñòü äîáóòêó ìíîãî÷ëåí N1 − N ïîâèíåí äiëèòèñÿ íà f . À öå íåìîæëèâî,
îñêiëüêè deg(N1 −N) < deg f.

Òåîðåìà ïðî ¹äèíiñòü ïðåäñòàâëåííÿ ÍÑÄ äîâåäåíà.

Ìåòîä íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ
Òåîðåìà ïðî ¹äèíiñòü ïðåäñòàâëåííÿ ÍÑÄ äîçâîëÿ¹ äëÿ çàäàíèõ ìíîãî÷ëåíiâ

f, g øóêàòè ìíîãî÷ëåíè M,N, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâi (27), òàê çâàíèì �ìåòîäîì
íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ�. Öåé ìåòîä ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. Äëÿ çàäàíèõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ

f = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an, a0 6= 0, g = b0x
m + b1x

m−1 + . . . + bm, b0 6= 0,

ìíîãî÷ëåíè M, N çàïèñóþòü ç íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè

M = α0x
m−1 + α1x

m−2 + . . . + αm−1, N = β0x
n−1 + β1x

n−2 + . . . + βn−1.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî f, g, M, N â (27). Îäåðæó¹ìî

(a0α0 + b0β0)x
n+m−1 + (a0α1 + a1α0 + b0β1 + b1β0)x

n+m−) + . . . +

+ (an−1α0 + anαm−2 + bm−1βn−1 + bmβn−2)x + (anαm−1 + bmβn−1) =

= 0 · xm+n−1 + 0 · xm+n−2 + . . . + 0 · x + 1. (29)
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Äâà ìíîãî÷ëåíè çáiãàþòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ó íèõ îäíàêîâi êîåôiöi¹íòè
ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ çìiííî¨. Òîìó ðiâíÿííÿ (29) ðiâíîñèëüíå ñèñòåìi

a0α0 + b0β0 = 0,

a0α1 + a1α0 + b0β1 + b1β0 = 0,

. . .

an−1α0 + anαm−2 + bm−1βn−1 + bmβn−2 = 0,

anαm−1 + bmβn−1 = 1.

Âèçíà÷íèê âèïèñàíî¨ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ç íåâiäîìèìè

α0, α1, . . . , αm−1, β0, β1, . . . βn−1

íàçèâàþòü ðåçóëüòàíòîì ìíîãî÷ëåíiâ f, g i ïîçíà÷àþòü Res(f, g). Ðåçóëüòàíòó
ïðèñâÿ÷ó¹òüñÿ îêðåìèé ðîçäië.

Ïîêàæåìî, ÿêèé âèãëÿä âñå ñêàçàíå ìà¹ â êîíêðåòíîìó ÷èñëîâîìó âèãëÿäi.
Ïðèêëàä. Íåõàé f = x3−7x+2, g = x2+5x−3. Øóêà¹ìî íåâiäîìi ìíîãî÷ëåíè

M = α0x+α1, N = β0x
2 +β1x+β2, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü fM + gN = 1.

Äëÿ öüîãî ïèøåìî ðiâíÿííÿ

(x3 − 7x + 2)(α0x + α1) + (x2 + 5x− 3)(β0x
2 + β1x + β2)− 1 = 0,

(α0 + β0)x
4 + (α1 + 5β0 + β1)x

3 + (−7α0 − 3β0 + 5β1 + β2)x
2+

+(−7α1 + 2α0 + 5β2 − 3β1)x + (2α1 − 3β2 − 1) = 0,

i ñèñòåìó ðiâíÿíü

α0 + β0 = 0,

α1 + 5β0 + β1 = 0,

−7α0 − 3β0 + 5β1 + β2 = 0,

−7α1 + 2α0 + 5β2 − 3β1 = 0,

2α1 − 3β2 = 1.

Ìàòðèöåþ ñèñòåìè ¹

A =




1 0 1 0 0
0 1 5 1 0
−7 0 −3 5 1
2 −7 0 −3 5
0 2 0 0 −3



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Âèçíà÷íèê ìàòðèöi A

Res(f, g) = det(A) = 211 6= 0.

Îñêiëüêè âèçíà÷íèê ñèñòåìè íå íóëüîâèé, òî ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.
Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ìíîãî÷ëåíè âçà¹ìíî ïðîñòi.

Ðîçâ'ÿçó¹ìî ñèñòåìó òèì ÷è iíøèì ñïîñîáîì. Îäåðæó¹ìî

α0 = − 21

211
, α1 = −118

211
, β0 =

21

211
, β1 =

13

211
, β2 = −149

211
.

Çàäà÷à ðîçâ'ÿçàíà. Âiäïîâiääþ ¹

M(x) = − 21

211
x− 118

211
, N(x) =

21

211
x2 +

13

211
x− 149

211
.

Ðîáèìî ïåðåâiðêó:
(
x3 − 7 x + 2

) (
− 21

211
x− 118

211

)
+

(
x2 + 5 x− 3

) (
21

211
x2 +

13

211
x− 149

211

)
= 1.

2.6 Çíèùåííÿ iððàöiîíàëüíîñòi â çíàìåííèêó
Íåõàé f(x), deg f > 1 � íåçâiäíèé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì F . I íåõàé α � éîãî

êîðiíü â ÿêîìóñü áiëüøîìó, íiæ ïîëå êîåôiöi¹íòiâ F , ïîëi F1, F1 ⊃ F (íàïðèêëàä,
êîåôiöi¹íòè ìíîãî÷ëåíà ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, à êîðiíü íå ðàöiîíàëüíèé). Òàêèì
÷èíîì, f(α) = 0. Ñòâåðäæó¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî íåíóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà g(x),
deg f > deg g íàä F ìîæíà ïiäiáðàòè ìíîãî÷ëåí h(x) íàä F òàêèé, ùî âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

1

g(α)
= h(α). (30)

Ïîáóäîâó ìíîãî÷ëåíà h(x) çà çàäàíèìè ìíîãî÷ëåíàìè f(x), g(x), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹
ðiâíîñòi (30), íàçèâàþòü �çíèùåííÿì iððàöiîíàëüíîñòi â çíàìåííèêó�.

Ñòàíäàðòíèé ïðèéîì çíèùåííÿ iððàöiîíàëüíîñòi â çíàìåííèêó òàêèé. Îñêiëüêè
ìíîãî÷ëåí f(x) íåçâiäíèé, à ìíîãî÷ëåí g(x) ìà¹ ñòåïåíü ìåíøèé, íiæ f(x), òî
ìíîãî÷ëåíè f, g âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîìó äëÿ íèõ ìîæíà ïiäiáðàòè ìíîãî÷ëåíè M, N ,
äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f(x)M(x) + g(x)N(x) = 1. Ïiäñòàâèâøè α çàìiñòü
x i çãàäàâøè, ùî f(α) = 0, ìà¹ìî ðiâíiñòü

g(α) ·N(α) = 1.

Îäåðæó¹ìî âiäïîâiäü: h(x) = N(x).
Ïîêàæåìî, ÿê öå ðîáèòüñÿ.
Ïðèêëàä. Íåõàé α � ÿêèéñü êîðiíü ìíîãî÷ëåíà

f(x) = x4 − 8x3 + 12x2 − 6x + 2,
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òîáòî f(α) = 0. Ïîòðiáíî äðiá 29/(α + 1) çàïèñàòè ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåíà âiä α,
òîáòî çíàéòè ìíîãî÷ëåí N(α) òàêèé, ùî

29

α + 1
= N(α), N(α)(α + 1) = 29 (31)

Íåõàé g(x) = x+1. Íà ïåðøîìó êðîöi çàïèñó¹ìî äâà ìíîãî÷ëåíè M(x), N(x),
deg M(x) < deg g(x) = 1, deg N(x) < deg f(x) = 4 ç íåâiäîìèìè êîåôiöi¹íòàìè:

N(x) = ax3 + bx2 + cx + d, M(x) = e.

Íà äðóãîìó êðîöi çàïèñó¹ìî ðiâíiñòü f ·M + g ·N = 29:

(x4 − 8x3 + 12x2 − 6x + 2)e + (x + 1)(ax3 + bx2 + cx + d) = 29.

Ðîçêðèâà¹ìî äóæêè i ïðèðiâíþ¹ìî êîåôiöi¹íòè ïðè âiäïîâiäíèõ ñòåïåíÿõ x â ëiâié
i â ïðàâié ÷àñòèíàõ çàïèñàíî¨ ðiâíîñòi. Îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

e + a = 0,

−8e + b + a = 0,

12e + c + b = 0, (32)
−6e + d + c = 0,

2e + d = 29.

Òðåòiì êðîêîì ðîçâ'ÿçó¹ìî îäåðæàíó ñèñòåìó ðiâíÿíü

a = −1, b = 9, c = −21, d = 27, e = 1.

×åòâåðòèì êðîêîì çàâåðøó¹ìî âïðàâó: â òîòîæíiñòü f(x) ·M(x)+g(x) ·N(x) =
29 ïiäñòàâëÿ¹ìî çàìiñòü x ÷èñëî α, ïðè öüîìó ïàì'ÿòà¹ìî, ùî f(α) = 0. Îäåðæó¹ìî
òîòîæíîñòi

(−α3 + 9α2 − 21α + 27)(α + 1) = 29,
29

α + 1
= −α3 + 9α2 − 21α + 27.

ßêùî ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi ñèñòåìè (32) ç'ÿñó¹òüñÿ, ùî öÿ ñèñòåìà íåñóìiñíà, òî öå
îçíà÷à¹, ùî äàíèé ìíîãî÷ëåí f(x) íå ¹ íåçâiäíèì, âií ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê,
ñêàæåìî, f = f1 · f2, deg f1 > 0, deg f2 > 0, i ÷èñëî α ¹ êîðåíåì îäíîãî iç
ìíîæíèêiâ, ñêàæåìî, f1. Â òàêîìó âèïàäêó çíèùåííÿ iððàöiîíàëüíîñòi ìîæíà
ïðîäîâæèòè, çàìiíèâøè f íà f1. Òîìó ïðè âèêîíàííi âïðàâè ìè íå ïåðåâiðÿëè
íåçâiäíiñòü ìíîãî÷ëåíà f , ÿêà ãàðàíòó¹ ñóìiñíiñòü ñèñòåìè (32).

Âïðàâà. Çíèùèòè iððàöiîíàëüíñòü â çíàìåííèêó â íàñòóïíèõ âèðàçàõ. ×èñëî
α � ÿêèéñü êîðiíü ìíîãî÷ëåíà f(x) = x4 − 8x3 + 12x2 − 6x + 2.

1. 132α + 213

a2 − 7α + 3
.

Âiäïîâiäü: 142α + 213

a2 − 7α + 3
= 41α3 − 326α2 + 367α− 119.
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2. 7α− 1

α3 − 2
.

Âiäïîâiäü: 7α− 1

α3 − 2
= −180α3 +

2427

2
α2 − 1267

2
α + 286.

3. 7361

5α + 3
.

Âiäïîâiäü: 7361

5α + 3
= −125x3 + 1075x2 − 2145x + 2037.

4. 3α + 4

α2 .

Âiäïîâiäü: 3α + 4

α2 = −15

2
α3 + 58α2 − 74α + 21.

Ìè ðîçãëÿíóëè âèïàäîê, êîëè â çíàìåííèêó äðîáó ñòî¨òü ìíîãî÷ëåí âiä êîðåíÿ
âiäîìîãî íàì ìíîãî÷ëåíà. Äàëi ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè öåé ìíîãî÷ëåí íå âiäîìèé.

Â ïðîñòèõ âèïàäêàõ, íàïðèêëàä â äðîáàõ

2
√

2− 7

3
√

2 + 9
,

3
√

4

1 + 3
√

2
,

çðîçóìiëî, êîðåíåì ÿêîãî ìíîãî÷ëåíà ¹ iððàöiîíàëüíå ÷èñëî: ÷èñëî
√

2 ¹ êîðåíåì
ìíîãî÷ëåíà x2 − 2, à ÷èñëî 3

√
2 ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà x3 − 2.

Ïîêàæåìî, ÿê â äåÿêèõ âèïàäêàõ ìîæíà çíàéòè ìíîãî÷ëåí, êîðåíåì ÿêîãî ¹
äàíå ÷èñëî.

Íåõàé íàì äàíå ÷èñëî x = 3
√

2 +
√

5. Øóêà¹ìî ñòåïåíi öüîãî ÷èñëà i ïðîáó¹ìî
ïiäiáðàòè êîåôiöi¹íòè òàê, ùîá ñóìà ñòåïåíiâ ÷èñëà ç öèìè êîåôiöi¹íòàìè (ôàêòè÷íî,
ìíîãî÷ëåí âiä öüîãî ÷èñëà) äîðiâíþâàëà íóëþ. Îá÷èñëþ¹ìî:

x2 =
3
√

4 + 2
3
√

2
√

5 + 5, x3 = 2 + 3
3
√

4
√

5 + 15
3
√

2 + 5
√

5,

x4 = 2
3
√

2 + 8
√

5 + 30
3
√

4 + 20
3
√

2
√

5 + 25,

x5 = 2
3
√

4 + 10
3
√

2
√

5 + 100 + 50
3
√

4
√

5 + 125
3
√

2 + 25
√

5,

x6 = 129 + 12
3
√

4
√

5 + 150
3
√

2 + 200
√

5 + 375
3
√

4 + 150
3
√

2
√

5.

Çàïèñó¹ìî ðiâíiñòü

x6 + y1x
5 + y2x

4 + y3x
3 + y4x

2 + y5x + y6 = 0, (33)

i íàìàãà¹ìîñÿ ïiäiáðàòè êîåôiöi¹íòè y1, y2, y3, y4, y5, y6 òàê, ùîá âîíà ñòàëà
òîòîæíiñòþ. Äëÿ öüîãî â ðiâíîñòi (33) ïiäñòàâëÿ¹ìî ïîòðiáíi íàì çíà÷åííÿ. Îäåðæó¹ìî
íîâó ðiâíiñòü

129 + 12
3
√

4
√

5 + 150
3
√

2 + 200
√

5 + 375
3
√

4 + 150
3
√

2
√

5+

+y1

(
2

3
√

4 + 10
3
√

2
√

5 + 100 + 50
3
√

4
√

5 + 125
3
√

2 + 25
√

5
)

+
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+y2

(
2

3
√

2 + 8
√

5 + 30
3
√

4 + 20
3
√

2
√

5 + 25
)

+ y3

(
2 + 3

3
√

4
√

5 + 15
3
√

2 + 5
√

5
)

+

+y4

(
3
√

4 + 2
3
√

2
√

5 + 5
)

+ y5

(
3
√

2 +
√

5
)

+ y6 = 0.

Ðîçêðèâà¹ìî äóæêè i ãðóïó¹ìî äîäàíêè:

(129 + 100y1 + 25y2 + 2y3 + 5y4 + y6) + (150 + 125y1 + 2y2 + 15y3 + y5)
3
√

2+

+(150 + 125y1 + 2y2 + 15y3 + y5)
3
√

4+

+(200 + 25y1 + 8y2 + 5y3 + y5)
√

5 + (150 + 10y1 + 20y2 + 2y4)
3
√

2
√

5+

+(12 + 50y1 + 3y3)
3
√

4
√

5.

Ïðèðiâíþ¹ìî âèðàçè â äóæêàõ äî íóëÿ i îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

129 + y1100 + y225 + y32 + y45 + y6 = 0,

150 + y1125 + y22 + y315 + y5 = 0,

+150 + y1125 + y22 + y315 + y5 = 0,

200 + 25y1 + 8y2 + 5y3 + y5 = 0,

150 + 10y1 + 20y2 + 2y4 = 0,

12 + 50y1 + 3y3 = 0.

Ðîçâ'çó¹ìî ñòâîðåíó ñèñòåìó ðiâíÿíü, îäåðæó¹ìî

y1 = 0, y2 = −15, y3 = −4, y4 = 75, y5 = −60, y6 = −121.

Òàêèì ÷èíîì, çàäàíå ÷èñëî ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà

x6 − 15x4 − 4x3 + 75x2 − 60x− 121.

2.7 Àëãåáðà¨÷íå òà òðàíñöåíäåíòíå ðîçøèðåííÿ ïîëÿ
Â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìè ðîçãëÿíóëè äâà âèïàäêè � êîëè ÷èñëî ¹ êîðåíåì

âiäîìîãî ìíîãî÷ëåíà, i êîëè ÷èñëî ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà, àëå ìè íå çíà¹ìî, ÿêîãî
ñàìå. Â îáîõ âèïàäêàõ ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî ìè çíà¹ìî, ùî òàêå ÷èñëî.

Àëå ¹ ùåé é òðåòié âèïàäîê, êîëè ìè ââîäèìî íîâèé ñèìâîë, íàçèâà¹ìî öåé
ñèìâîë ÷èñëîì, i âèìàãà¹ìî (çíîâó æ òàêè çà âèçíà÷åííÿì), ùîá öåé ñèìâîë áóâ
êîðåíåì íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåíà. Òàê ÷èíÿòü ïðè ïîáóäîâi ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
� âââîäèòüñÿ ñèìâîë i, ÿêèé çà âèçíà÷åííÿì ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà x2 + 1. Ïîëå
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìiñòèòü ó ñîái ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë, òîìó éîãî ìîæíà íàçâàòè
ðîçøèðåííÿì ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë.

Çà öi¹þ ñõåìîþ çà äîïîìîãîþ áóäü-ÿêîãî íåçâiäíîãî íàä çàäàíèì ïîëåì ìíîãî-
÷ëåíà f(x), deg f(x) ≥ 2 ìîæíà ïîáóäóâàòè ðîçøèðåííÿ ïîëÿ. Äëÿ ïîáóäîâè
íîâîãî ïîëÿ ââîäèìî íîâèé ñèìâîë i, ÿêèé çà âèçíà÷åííÿì ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà
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f(x) òîáòî f(i) = 0. Åëåìåíòàìè íîâîãî ïîëÿ ¹ ìíîãî÷ëåíè g(i), deg g < deg f.
Äîäàþòüñÿ òàêi ìíîãî÷ëåíè çâè÷àéíèì ÷èíîì. Ïðè ìíîæåííi ìíîãî÷ëåíiâ âðàõî-
âó¹òüñÿ, ùî f(i) = 0. Òîìó áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí âiä i äîðiâíþ¹ çàëèøêó âiä
äiëåííÿ öüîãî ìíîãî÷ëåíà íà f(i). ×àñòêà âiä äiëåííÿ ìíîãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí
çíàõîäèòüñÿ ìåòîäîì çíèùåííÿ iððàöiîíàëüíîñòi â çíàìåííèêó. Òàê ïîáóäîâàíå
ïîëå íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ, àáî ðîçøèðåííÿì çà äîïîìîãîþ
íåçâiäíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Â ðîçøèðåíîìó çà äîïîìîãîþ ìíîãî÷ëåíà ïîëi öåé ìíîãî÷ëåí ìà¹ êîðiíü. Òîìó
áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí â ïåâíîìó ðîçøèðåííi ïîëÿ êîåôiöi¹íòiâ ìà¹ êîðiíü.

Ðîçøèðåííÿ ïîëiâ ìà¹, êðiì òåîðåòè÷íîãî, òàêîæ ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ � âîíî
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â êàíàëàõ çâ'ÿçêó, ïðè êîäóâàííi òà øèôðóâàííi.

Êðiì àëãåáðà¨÷íîãî ðîçøèðåííÿ ïîëÿ, ìîæíà áóäóâàòè i òðàíñöåíäåíòíå ðîç-
øèðåííÿ. Çóïèíèìîñÿ íà öüîìó ïèòàííi.

Ìè ìà¹ìî îñíîâíå ïîëå F , êiëüöå F [[x]] ôîðìàëüíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ íàä
ïîëåì F i êiëüöå F [x] ìíîãî÷ëåíiâ íàä ïîëåì F .

Óòâîðþ¹ìî ôîðìàëüíi äðîáè

f(x)

g(x)
, f(x), g(x) ∈ F [x] , g(x) 6= 0.

Âîíè ôîðìàëüíi â òîìó ðîçóìiííi, ùî öå íå ôóíêöi¨, à ïðîñòî ïîçáàâëåíi çìiñòó
âèðàçè.

Íà ìíîæèíi ôîðìàëüíèõ äðîáiâ âèçíà÷à¹ìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ("=")
íàñòóïíèì ÷èíîì:

f

g
=

p

q
⇔ fq = pg.

Îñêiëüêè äîáóòîê ìíîãî÷ëåíiâ ìè âìi¹ìî ïiäðàõîâóâàòè, i çíà¹ìî, êîëè äâà
ìíîãî÷ëåíè ðiâíi, òî ìè çíà¹ìî, êîëè äâà äîáóòêè fq òà pg çáiãàþòüñÿ.

Íàãàäà¹ìî, ùî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi öå ðåôëåêñèâíå, òðàíçèòèâíå i ñè-
ìåòðè÷íå âiäíîøåííÿ. Âñi öi âëàñòèâîñòi ïîòðiáíî ïåðåâiðÿòè. Äëÿ ïðèêëàäó, ïåðå-
âiðêà ðåôëåêñèâíîñòi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi ôîðìàëüíèõ äðîáiâ
ïðîâîäèòüñÿ òàê

fg = fg ⇒ f

g
=

f

g
.

Cèìåòðè÷íiñòü i òðàíçèòèâíiñòü ïåðåâiðÿþòüñÿ òàê æå ïðîñòî.
Íà ìíîæèíi ôîðìàëüíèõ äðîáiâ ââîäèìî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ íàñ-

òóïíèì ÷èíîì

f

g
+

p

q
=

fq + pg

gq
,

f

g
· p
q

=
fp

gq
.
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Òåîðåìà 2.9 Ââåäåíi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ äðîáiâ óçãîäæåíi iç âèç-
íà÷åííÿì ðiâíîñòi äðîáiâ ó òîìó ðîçóìiííi, ùî

f

g
=

f1

g1
,

p

q
=

p1

q1
⇒ f

g
+

p

q
=

f1

g1
+

p1

q1
,

f

g
· p
q

=
f1

g1
· p1

q1
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
f

g
=

f1

g1
,

p

q
=

p1

q1

òîáòî
fg1 = f1g, pq1 = p1q.

Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

f

g
+

p

q
=

f1

g1
+

p1

q1
,

f

g
· p
q

=
f1

g1
· p1

q1
.

Îá÷èñëþ¹ìî, çà âèçíà÷åííÿì äîäàâàííÿ äðîáiâ, ñóìè
f

g
+

p

q
,

f1

g1
+

p1

q1

f

g
+

p

q
=

fq + pg

gq
,

f1

g1
+

p1

q1
=

f1q1 + p1g1

g1q1
.

Ùîá äîâåñòè ðiâíiñòü
fq + pg

gq
=

f1q1 + p1g1

g1q1
,

ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè ðiâíiñòü

(fq + pg)(g1q1) = (f1q1 + p1g1)(gq),

òîáòî
fqg1q1 + pgg1q1 = f1q1gq + p1g1gq

À îñòàííÿ ðiâíiñòü âèïëèâà¹ iç âiäîìèõ íàì ðiâíîñòåé

fg1 = f1g, pq1 = p1q.

Iç öèõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹ òàêîæ ðiâíiñòü

fpg1q1 = f1p1gq,

ÿêà äîâîäèòü ðiâíiñòü
f

g
· p
q

=
f1

g1
· p1

q1
.

Óòâîðþ¹ìî íîâó ìíîæèíó F (x), åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ êëàñè ðiâíèõ äðîáiâ. Íà öié
ìíîæèíi âèçíà÷àþòüñÿ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ êëàñiâ: ùîá äîäàòè äâà
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êëàñè ÷è ïåðåìíîæèòè ¨õ ïîòðiáíî âçÿòè ïðåäñòàâíèêà êëàñó (îäèí äðiá iç êëàñó
ðiâíèõ) â êîæíîìó êëàñi, âèêîíàòè âiäïîâiäíó îïåðàöiþ íàä öèìè ïðåäñòàâíèêàìè,
à ïîòiì âçÿòè òîé êëàñ, êóäè ïîïàâ ðåçóëüòàò äi¨. Îöåé íîâèé êëàñ i ¹ ðåçóëüòàòîì
âèêîíàííÿ äi¨. Íàïðèêëàä, âiçüìåìî äâà êëàñè, îäèí ìiñòèòü 1

x
, à äðóãèé ìiñòèòü

1 + x

x2 . Ðåçóëüòàòîì äîäàâàííÿ öèõ êëàñiâ áóäå êëàñ, ÿêèé ìiñòèòü äðiá

x(1 + x) + x2

x3 .

Ìíîæèíà êëàñiâ iç ââåäåíèìè îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ óòâîðþ¹
ïîëå, ÿêå òàêîæ ïîçíà÷à¹ìî F (x). � êàíîíi÷íå âêëàäåííÿ ïîëÿ F â ïîëå F (x):

a ∈ F 7→ a + 0x + 0x2 + . . .

1 + 0x + 0x2 + . . .
∈ F (x).

Íàÿâíiñòü çãàäàíîãî êàíîíi÷íîãî âêëàäåííÿ äîçâîëÿ¹ íàçâàòè F (x) ðîçøèðåííÿì
ïîëÿ F . Ïîëå F (x) ¹ íàéìåíøèì ïîëåì, ùî ìiñòèòü â ñîái i ïîëå F i åëåìåíò
x /∈ F , ÿêèé íå ¹ êîðåíåì íiÿêîãî ìíîãî÷ëåíà iç êîåôiöi¹íòàìè iç ïîëÿ F . Òàêi
åëåìåíòè íàçèâàþòü òðàíñöåíäåíòíèìè. Òîìó ïîáóäîâàíå ïîëå F (x) íàçèâàþòü
òðàíñöåíäåíòíèì ðîçøèðåííÿì ïîëÿ F .

2.8 Àëãîðèòì Åâêëiäà
Àëãîðèòì Åâêëiäà öå àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà

äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ çà äîïîìîãîþ äiëåííÿ ç îñòà÷åþ.
Íåõàé ¹ äâà íåíóëüîâi ìíîãî÷ëåíè f, g. Áóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü

f, g, r1, r1, r3, . . . , rn (34)

òàê, ùî êîæåí íàñòóïíèé ÷ëåí, ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüîãî, ¹ îñòà÷åþ âiä äiëåííÿ äâîõ
ïîïåðåäíiõ, òîáòî

f = gq1 + r1, g = r1q2 + r2, r1 = r2q3 + r3, . . . , rn−2 = rn−1qn + rn.

Îñòàííié íåíóëüîâèé åëåìåíò d = rn ïîñëiäîâíîñòi (34) ¹ íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ f, g.

Äîâåäåííÿ òîãî, ùî d ¹ äiëüíèêîì, ãðóíòó¹òüñÿ íà òîìó, ùî êîëè äiëåíå i
äiëüíèê äiëÿòüñÿ, ñêàæåìî, íà h(x), òîäi i îñòà÷à äiëèòüñÿ íà h(x).

À äîâåäåííÿ òîãî, ùî d(x), äiëèòüñÿ íà áóäü-ÿêèé iíøèé äiëüíèê ìíîãî÷ëåíiâ
f, g ãðóíòó¹òüñÿ íà òîìó, ùî êîëè îñòà÷à i äiëüíèê äiëÿòüñÿ, ñêàæåìî, íà h(x),
òîäi i äiëåíå äiëèòüñÿ íà h(x).

Ïðèêëàä. Íåõàé ïîòðiáíî çíàéòè ÍÑÄ ìíîãî÷ëåíiâ

f = 6 x7 − x6 − 66 x5 − 11 x4 + 111 x3 − 309 x2 + 284 x + 84,

47



g = 2 x6 − x5 − 21 x4 + x3 + 36 x2 − 109 x + 118.

Âèêîíó¹ìî ïîñëiäîâíå äiëåííÿ:
f = gq1 + r1, q1 = 3x + 1, r1 = −2 x5 + 7 x4 + 2 x3 − 18 x2 + 39 x− 34

g = r1q2 + r2, q2 = −x− 3, r2 = 2 x4 − 11 x3 + 21 x2 − 26 x + 16,

r1 = r2q3 + r3, q3 = −x− 2, r3 = x3 − 2 x2 + 3 x− 2,

r2 = r3q4 + r4, q4 = 2x− 7, r4 = x2 − x + 2,

r3 = r4q5, q5 = x− 1.

Àëãîðèòì Åâêëiäà çàêií÷ó¹òüñÿ, êîëè âiäáóëîñÿ äiëåííÿ áåç îñòà÷i. Ó íàñ áåç
îñòà÷i ðîçäiëèâñÿ ìíîãî÷ëåí r3 íà ìíîãî÷ëåí r4. Îñòàííÿ íåíóëüîâà îñòà÷à â
àëãîðèòìi Åâêëiäà ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì äiëüíèêîì. Ó íàñ îñòàííÿ íåíóëüîâà
îñòà÷à: r4. Îòæå

d = ÍÑÄ(f, g) = r4 = x2 − x + 2.

Àëãîðèòì Åâêëiäà äîçâîëÿ¹ çíàéòè ìíîãî÷ëåíè M, N, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
(25). Ïîêàæåìî, ÿê öå ðîáèòüñÿ íà ïðîâåäåíèõ îá÷èñëåííÿõ.

Ñïî÷àòêó âèðàæà¹ìî íàñòóïíi îñòà÷i ÷åðåç ïîïåðåäíi:
d = r4 = r2 − r3q4, d = r2 − r3(2x− 7);

r3 = r1 − r2q3, r3 = r1 − r2(−x− 2);

r2 = g − r1q2, r2 = (g − r1(−x− 3));

r1 = f − gq1, r1 = (f − g(3x + 1)).

Òåïåð ìîæíà íàïèñàòè

d = r2 − (r1 − r2(−x− 2))(2x− 7) =

= (g − r1(−x− 3))− (r1 − (g − r1(−x− 3))(−x− 2))(2x− 7) =

(g−(f−g(3x+1))(−x−3))−((f−g(3x+1))−(g−(f−g(3x+1))(−x−3))(−x−2))(2x−7).

Äàëi ðîçêðèâà¹ìî äóæêè i iç ÷àñòèíè äîäàíêiâ âèíîñèìî çà äóæêè f à iç ÷àñòèíè
âèíîñèìî g. Òàêèì ÷èíîì îäåðæó¹ìî

d = f(22 x + 52− 2 x3 − 3 x2) + g(−37− 65 x2 − 175 x + 6 x4 + 11 x3).

Íàñàìêiíåöü, çàïèñó¹ìî âiäïîâiäü:
M = 22 x + 52− 2 x3 − 3 x2, N = −37− 65 x2 − 175 x + 6 x4 + 11 x3.

Âïðàâà. Çíàéòè ÍÑÄ ìíîãî÷ëåíiâ f i g:
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1. f = 2 x6 − 23 x4 + 21 x2 − 5, g = 2 x5 − 23 x3 + 11 x + 6 x2 − 3.

Âiäïîâiäü: d = 2x2 − 1.

2. f = x5 − 2 x3 − 11 x4 + 27 x2 − 10, g = x5 − 3 x3 + 2 x + 3 x2 − 6.

Âiäïîâiäü: d = x2 − 2.

3. f = x3 − 11 x2 + 5, g = x3 − x + 3.

Âiäïîâiäü: d = 1.

4. f = x4 − 4 x3 − 77 x2 + 5 x + 35, g = x4 − 9 x3 − 22 x2 + 5 x + 10.

Âiäïîâiäü: d = x3 − 11x2 + 5.

5. f = (x− 1)3(x2 + x + 2)(x + 3)4, g = (x− 1)(x2 + x + 2)6(x + 3)2.

Âiäïîâiäü: d = (x− 1)(x2 + x + 2)(x + 3)2.

Â Maple ¹ êîìàíäà gcd � ñêîðî÷åííÿ âiä greatest common divisor. Öÿ êîìàíäà
çíàõîäèòü íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ.

I íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê, i àëãîðèòì Åâêëiäà iñíóþòü òàêîæ â êiëüöi
öiëèõ ÷èñåë. Ïðî óçàãàëüíåííÿ àëãîðèòìó Åâêëiäà ìîæíà ïðî÷èòàòè â [3].

2.9 Âiääiëåííÿ êðàòíèõ êîðåíiâ.
Íåõàé ¹ ìíîãî÷ëåí f(x). Ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè ìíîãî÷ëåí g(x) òàêèé, ùî

1) êîæåí êîðiíü ìíîãî÷ëåíà f ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà g,

2) êîæåí êîðiíü ìíîãî÷ëåíà g ¹ êîðåíåì ìíîãî÷ëåíà f ,

3) âñi êîðåíi ìíîãî÷ëåíà g ìàþòü êðàòíiñòü 1.

Ïðîöåñ çíàõîäæåííÿ òàêîãî ìíîãî÷ëåíà g íàçèâàþòü �âiääiëåííÿì êðàòíèõ
êîðåíiâ�.

Òåîðåìà 2.10 Ìíîãî÷ëåíîì g, ÿêèé áè çàäîâîëüíÿâ óìîâè 1-3 äëÿ çàäàíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà f ìîæíà âçÿòè íàñòóïíèé:

g(x) =
f

ÍÑÄ (f, f ′)
.

Äîâåäåííÿ.Òåîðåìà 2.10 ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè 1.12.
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2.10 Íåçâiäíiñòü. Íåçâiäíi ìíîãî÷ëåíè íàä ïîëåì äiéñíèõ i íàä ïîëåì
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Â öüîìó ðîçäiëi ìà¹ìî ñïðàâó ç ìíîãî÷ëåíàìè íàä äîâiëüíèì ïîëåì.

Âèçíà÷åííÿ 2.6 Ìíîãî÷ëåí f(x) íàçèâàþòü ðîçêëàäíèì, ÿêùî éîãî ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó (ðîçêëàñòè â äîáóòîê) f(x) = g(x) · h(x) òàê,
ùîá îáèäâà ìíîæíèêè ìàëè äîäàòíèé ñòåïiíü: deg g > 0, deg h > 0. ßêùî æ
òàêå ðîçêëàäåííÿ íåìîæëèâå, òî öåé ìíîãî÷ëåí f íàçèâàþòü íåðîçêëàäíèì,
àáî íåçâiäíèì.

Îòæå íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí f(x) ¹ íåçâiäíèì, ÿêùî â áóäü-ÿêîìó ðîçêëàäåííi
f(x) = g(x) · h(x) îäèí iç ìíîæíèêiâ ¹ ñòàëîþ.

Ðîçêëàäíiñòü i íåçâiäíiñòü ìíîãî÷ëåíà çàëåæèòü âiä òîãî, íàä ÿêèì ïîëåì öåé
ìíîãî÷ëåí ðîãëÿäà¹òüñÿ.

Ïðèêëàäè.
1. Ìíîãî÷ëåí x3 +1 ¹ ðîçêëàäíèì, òîìó ùî ìîæíà çàïèñàòè x3 +1 = (x2−x+

1)(x + 1).
2. Ìíîãî÷ëåí x2 + 1 ¹ ðîçêëàäíèì íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë: x2 + 1 =

(x + i)(x− i), àëå öåé ìíîãî÷ëåí ¹ íåçâiäíèì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.
Äëÿ äîâåäåííÿ íåçâiäíîñòi ìíîãî÷ëåíà f(x) = x2 + 1 íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë

ñïî÷àòêó çâåðíåìî óâàãó, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî 2 ¹äèíèì ÷èíîì ìîæíà ïîäàòè ó
âèãëÿäi ñóìè äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë: 2 = 1 + 1. Òîìó â ðîçêëàäåííi x2 + 1 =
g(x) ·h(x), äå deg g(x), deg h(x) > 0 áóäå deg g(x) = 1, g(x) = a(x−a0), deg h(x) =
1, h(x) = b(x− b0). À öå íåìîæëèâî, îñêiëüêè g(a0) = 0 a f(a0) ≥ 1, f(a0) 6= 0.

Ëåìà 2.2 Íåõàé d � ÍÑÄ äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ f, g, îäèí iç ÿêèõ (ñêàæåìî, f) ¹
íåçâiäíèì. Òîäi àáî d ¹ ñòàëîþ (d = 1), àáî äëÿ äåÿêî¨ ñòàëî¨ α ìîæíà íàïèñàòè

d = α · f.

Äîâåäåííÿ. Ïðàâèëüíiñòü ëåìè âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî d ¹ äiëüíèêîì i f i g (çà
âèçíà÷åííÿì íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà), à ìíîãî÷ëåí f íå ìà¹ äiëüíèêiâ h

òàêèõ, ùî
deg f > deg h > 0

(çà âèçíà÷åííÿì íåçâiäíîñòi).

Òåîðåìà 2.11 Áóäü-ÿêèé ìíîãî÷ëåí f(x), deg f > 0 ìîæíà çàïèñàòè i äî òîãî
æ ¹äèíèì ÷èíîì ó âèãëÿäi äîáóòêó

f(x) = pn1
1 · pn2

2 · . . . · pnk

k , k > 1,
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äå pi(x)(i = 1, 2, . . . , k) � íåçâiäíi ïîëiíîìè äîäàòíîãî ñòåïåíÿ, ÍCÄ (pi, pj) =
1(1 ≤ i < j ≤ k.) �äèíiñòü ðîçóìi¹ìî òàê: ÿêùî ¹ äâà òàêi ðîçêëàäåííÿ

f(x) = pn1
1 · pn2

2 · . . . · pnk

k , f(x) = qm1
1 · qm2

2 · . . . · qmr
r , (35)

òî k = r i ìíîæíèêè ìîæíà ðîçòàøóâàòè òàê, ùî pi = αi · qi, deg αi = 0, ni =
mi äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.

Äîâåäåííÿ. Tåîðåìó áóäåìî äîâîäèòè çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà
ñòåïåíåì ìíîãî÷ëåíà f , çàïèñàíîãî ó âèãëÿäi (35).

Áàçà iíäóêöi¨. ßêùî deg f = 1, òî â ðîçêëàäåííi f ó äîáóòîê îäèí ìíîæíèê ìà¹
íóëüîâèé ñòåïiíü, à äðóãèé ìà¹ ñòåïiíü 1. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ïðè ìíîæåííi
ìíîãî÷ëåíiâ ñòåïåíi äîäàþòüñÿ, à ÷èñëî 1 ìíîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìè
íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë ¹äèíèì ÷èíîì: 1= 1+0. Îòæå, êîëè deg f = 1, òîäi

f = α · p1 = β · p2.

Òàêèì ÷èíîì ó âèïàäêó deg f = 1 òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ.
Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ.Ïðèïóñêà¹ìî, ùî deg f = n > 1 i òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ

äëÿ âñiõ ìíîãî÷ëåíiâ, ùî ìàþòü ñòåïiíü ìåíøèé, íiæ n.
Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä. Ìà¹ìî

f(x) = pn1
1 · pn2

2 · . . . · pnk

k , f(x) = qm1
1 · qm2

2 · . . . · qmr
r .

Îñêiëüêè f äiëèòüñÿ íà p1 i, âiäïîâiäíî, äîáóòîê

q1 ·
(
qm1−1
1 · qm2

2 · . . . · qmr
r

)

äiëèòüñÿ íà p1, òî iç íåçâiäíîñòi p1 ç òåîðåìè ïðî ïîäiëüíiñòü äîáóòêó âèïëèâà¹,
ùî àáî q1, àáî qm1−1

1 · qm2
2 · . . . · qmr

r äiëèòüñÿ íà p1.
Â ïåðøîìó âèïàäêó (êîëè q1 äiëèòüñÿ íà p1) çà äîâåäåíîþ ëåìîþ q1 âiäðiçíÿ¹òüñÿ

âiä p1 ñòàëèì ìíîæíèêîì: q1 = α1 · p1. Òîìó

pn1−1
1 · pn2

2 · . . . · pnk

k = α1 · qm1−1
1 · qm2

2 · . . . · qmr
r .

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ äîçâîëÿ¹ ñêîðèñòàòèñÿ iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì. I òåîðåìà
â öüîìó âèïàäêó äîâåäåíà.

ßêùî æ q1 íå äiëèòüñÿ íà p1, òî êîðèñòó¹ìîñÿ iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì
ñòîñîâíî ìíîãî÷ëåíà

qm1−1
1 · qm2

2 · . . . · qmr
r ,

çãiäíî ÿêîãî îäèí iç ìíîæíèêiâ q2, q3, . . . , qr äiëèòüñÿ íà p1 i òåîðåìà çâîäèòüñÿ
äî ïåðøîãî âèïàäêó. Îòæå, i â öüîìó âèïàäêó òåîðåìà ñïðàâäæó¹òüñÿ.

Íåçâiäíèìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ âèêëþ÷íî ìíîãî÷ëåíè
ïåðøîãî ñòåïåíÿ � ëiíiéíi ìíîãî÷ëåíè. Öå âèïëèâà¹ iç îñíîâíî¨ òåîðåìè âèùî¨
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àëãåáðè (êîæåí ìíîãî÷ëåí íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ ìà¹ áîäàé îäèí êîðiíü) i òåîðåìè
Áåçó.

Íåçâiäíèìè ìíîãî÷ëåíàìè íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë, êðiì ëiíiéíèõ, ¹ òàêîæ
ìíîãî÷ëåíè äðóãîãî ñòåïåíÿ iç âiä'¹ìíèì äèñêðèìiíàíòîì. Öå âïëèâà¹ ç òîãî, ùî

1) êîëè ìíîãî÷ëåí iç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè ìà¹ êîìïëåêñíèé êîðiíü, òî ñïðÿ-
æåíå ÷èñëî äî êîðåíÿ òàêîæ ¹ êîðåíåì;

2) êâàäðàòíèé òðè÷ëåí (x−c)(x−c) = x2−(c+c)x+cc ìà¹ äiéñíi êîåôiöi¹íòè, �
îòæå êîëè äiéñíèé ìíîãî÷ëåí f ìà¹ êîìïëåêñíèé êîðiíü c, òîäi âií äiëèòüñÿ
íà äiéñíèé òðè÷ëåí x2 − (c + c)x + cc.

3 Iíòåðïîëÿöiéíi ìíîãî÷ëåíè
Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìà¹ìî ìíîãî÷ëåí. Äëÿ ïðèêëàäó, ìà¹ìî

P (x) = 2x5 − 7x4 − x3 + 12x + 5.

Ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ öüîãî ìíîãî÷ëåíà â 6 òî÷êàõ. Äëÿ ïðèêëàäó,
îá÷èñëèìî çíà÷åííÿ P (x) â òî÷êàõ x = −2, 0, 1, 2, 3, 4: P (−2) = −187, P (0) =
5, P (1) = 11, P (2) = −27, P (3) = −67, P (4) = 245. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ìîæíà
çâåñòè â òàáëèöþ, äå çíà÷åííÿ àðãóìåíòà ðîçòàøîâàíi â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ:

x −2 0 1 2 3 4

P (x) −187 5 11 −27 −67 245
(36)

Òóò ìè ìà¹ìî ïðÿìó çàäà÷ó: ¹ ôóíêöiÿ, ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè òàáëèöþ ¨¨ çíà÷åíü
â ïåâíèõ òî÷êèõ. Çàäà÷à, ÿêié ïðèñâÿ÷åíèé ðîçäië, çâîðîòíà: ïî çàäàíié òàáëèöi
(36) ïîáóäóâàòè ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ, äëÿ ÿêîãî öÿ òàáëèöÿ ¹ òàáëèöåþ
çíà÷åíü.

Îòæå, â çàãàëüíîìó âèãëÿäi ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ íàñòóïíà çàäà÷à: çà òàáëèöåþ çíà÷åíü

x0 x1 . . . xn

y0 y1 . . . yn
(37)

ç óìîâîþ i > j ⇒ xi > xj ïîáóäóâàòè ìíîãî÷ëåí íàéìåíøîãî ñòåïåíÿ P (x) òàêèé,
ùî P (xi) = yi ïðè i = 0, 1, . . . n Òàêèé ìíîãî÷ëåí íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíèì.

3.1 Iíòåðïîëÿöiéíi ìíîãî÷ëåíè ó ôîðìi Ëàãðàíæà i ó ôîðìi Íüþòîíà

Òåîðåìà 3.1 Äëÿ (37) iñíó¹ i ¹äèíèé ìíîãî÷ëåí P (x) =
n∑

i=0
aix

i, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâi P (xi) = yi.
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Çâåðíåìî óâàãó, ùî ñòåïiíü iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà ñòðîãî ìåíøå êiëüêîñòi
òî÷îê, â ÿêèõ ïðîâîäÿòüñÿ îá÷èñëåííÿ öüîãî ìîãî÷ëåíà � òàê çâàíèõ âóçëiâ ií-
òåðïîëÿöi¨.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ìíîãî÷ëåíà P (x) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî âiäïî-
âiäíà ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ êîåôiöi¹íòiâ ìà¹ ñâî¹þ ìàòðèöåþ ìàòðèöþ Âàíäåðìîíäà
i, âiäïîâiäíî, ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê. Òóò ìè ïîñèëà¹ìîñÿ íà çíàííÿ âiäïîâiäíîãî
ìàòåðiàëó iç ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Ïîâåðíåìîñÿ äî íàøîãî ïðèêëàäó. Ïî òàáëèöi (36) çàïèñó¹ìî íåâiäîìèé ìíî-
ãî÷ëåí

P (x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + a5x

5.

Êîåôiöi¹íòè a0, a1, a2, a3, a4, a5 øóêà¹ìî ÿê ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü




a0 + a1(−2) + a2(−2)2 + a3(−2)3 + a4(−2)4 + a5(−2)5 = −187
a0 = 5

a0 + a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 11
a0 + a12 + a22

2 + a32
3 + a42

4 + a52
5 = −27

a0 + a13 + a23
2 + a33

3 + a43
4 + a53

5 = −67
a0 + a14 + a24

2 + a34
3 + a44

4 + a54
5 = 245

Âèïèñó¹ìî ìàòðèöþ îäåðæàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü i áà÷èìî, ùî öå ìàòðèöÿ Âàí-
äåðìîíäà.

Ïîøóê iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi çà äîïîìîãîþ ñèñòå-
ìè ðiâíÿíü çðó÷íèé äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi òàêîãî ìíîãî÷ëåíà, ïðîòå
äëÿ ïðàêòèêè òàêèé øëÿõ, ÿê ïîêàçó¹ äîñâiä, íåçðó÷íèé. Ðîçãëÿíåìî äâà áiëüø
ïðàêòè÷íi ñïîñîáè ïîøóêó iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà. Çâè÷àéíî, âñi ñïîñîáè
äàþòü îäèí i òîé æå ðåçóëüòàò.

Iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí ó ôîðìi Ëàãðàíæà öå L = y0L0 + . . .+ynLn,
äå

L0 =
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

(x0 − x1)(x0 − x2) . . . (x0 − xn)
,

Lk =
(x− x0) . . . (x− xk−1)(x− xk+1) . . . (x− xn)

(xk − x0) . . . (xk − xk−1)(xk − xk+1) . . . (xk − xn)
, k = 1, 2, . . . , n− 1,

Ln =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)

(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)

Öå äiéñíî iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí, îñêiëüêè

Li(xj) =

{
1, ÿêùî i = j,

0, ÿêùî i 6= j.

Ïåðåâàãà iíòåðïîëÿöiéíîãî ìíîãî÷ëåíà ó ôîðìi Ëàãðàíæà y òîìó, ùî âií äà¹
êiíöåâèé ðåçóëüòàò, íå ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçóâàòè äîäàòêîâî ÿêiñü ðiâíÿííÿ. Îñîáëèâî
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çðó÷íî øóêàòè iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí ó ôîðìi Ëàãðàíæà òîäi, êîëè ïðèõîäèòüñÿ
øóêàòè áàãàòî ðàçiâ òàêi iíòåðïîëÿöiéíi ìíîãî÷ëåíè ïðè îäíèõ i òèõ æå çíà÷åííÿõ
àðãóìåíòà.

Ðîçãëÿíåìî íàø ïðèêëàä. Ñïî÷àòêó âèïèñó¹ìî ìíîãî÷ëåíè

L0 =
x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)

−2(−2− 1)(−2− 2)(−2− 3)(−2− 4)
=

− 1

720
x(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) = − 1

720
x5 +

1

72
x4 − 7

144
x3 +

5

72
x2 − 1

30
x

L1 =
(x + 2)(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)

2(−1)(−2)(−3)(−4)
=

1

48
(x + 2)(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) =

1

48
x5 − 1

6
x4 +

5

16
x3 +

5

12
x2 − 19

12
x + 1.

L2 =
(x + 2)x(x− 2)(x− 3)(x− 4)

(1 + 2)1(1− 2)(1− 3)(1− 4)
=

− 1

18
(x + 2)x(x− 2)(x− 3)(x− 4) = − 1

18
x5 +

7

18
x4 − 4

9
x3 − 14

9
x2 +

8

3
x

L3 =
(x + 2)x(x− 1)(x− 3)(x− 4)

(2 + 2)2(2− 1)(2− 3)(2− 4)
=

1

16
(x + 2)x(x− 1)(x− 3)(x− 4) =

1

16
x5 − 3

8
x4 +

3

16
x3 +

13

8
x2 − 3

2
x

L4 =
(x + 2)x(x− 1)(x− 2)(x− 4)

(3 + 2)3(3− 1)(3− 2)(3− 4)
=

− 1

30
(x + 2)x(x− 1)(x− 2)(x− 4) = − 1

30
x5 +

1

6
x4 − 2

3
x2 +

8

15
x

L5 =
(x + 2)x(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(4 + 2)4(4− 1)(4− 2)(4− 3)
=

1

144
(x + 2)x(x− 1)(x− 2)(x− 3) =

1

144
x5 − 1

36
x4 − 1

144
x3 +

1

9
x2 − 1

12
x

Òåïåð ìè ìà¹ìî êiíöåâèé, ïîòðiáíèé íàì iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí

L(x) = −187L0 + 5L1 + 11L2 − 27L3 − 67L4 + 245L5 = 2x5 − 7x4 − x3 + 12x + 5.

Iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí ó ôîðìi Íüþòîíà:

P (t) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + . . . + an(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1).

Â ôîðìi Íüþòîíà iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí ïîòðiáíî øóêàòè. Àëå ïîøóê äîñèòü
ïðîñòèé. Ïîâåðíåìîñÿ äî íàøîãî ïðèêëàäó, i ïîêàæåìî ÿê ïðîâîäÿòüñÿ íåîáõiäíi
îá÷èñëåííÿ.
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Ìà¹ìî

P (x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + a3(x− x0)(x− x1)(x− x2)+

+a4(x−x0)(x−x1)(x−x2)(x−x3)+a5(x−x0)(x−x1)(x−x2)(x−x3)(x−x4) =

= a0 + a1(x + 2) + a2(x + 2)x + a3(x + 2)x(x− 1)+

+ a4(x + 2)x(x− 1)(x− 2) + a5(x + 2)x(x− 1)(x− 2)(x− 3).

Êîåôiöi¹íòè a0, a1, a2, a3, a4 øóêà¹ìî ïiäñòàâëÿþ÷è çàìiñòü çìiííî¨ çíà÷åííÿ x0, x1,

x2, x3, x4, x5:

a0 = −187,
a0 + 2a1 = 5,

a0 + 3a1 + 3a2 = 11,
a0 + 4a1 + 8a2 + 8a3 = −27,

a0 + 5a1 + 15a2 + 30a3 + 30a4 = −67,
a0 + 6a1 + 24a2 + 72a3 + 144a4 + 144a5 = 245

4 Ìíîãî÷ëåíè âiä êiëüêîõ çìiííèõ
4.1 Ìíîãî÷ëåíè âiä êiëüêîõ çìiííèõ
Âèçíà÷åííÿ 4.1 Âèçíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíà âiä êiëüêîõ çìiííèõ iíäóêòèâíå:
• Áàçà iíäóêòèâíîãî âèçíà÷åííÿ. Ìíîãî÷ëåíè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ íàä êîìóòà-
òèâíèì êiëüöåì ç îäèíèöåþ âèçíà÷åíi. Âîíè óòâîðþþòü êiëüöå.

• Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî âèçíà÷åíå êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ âiä
(n− 1)-¨ çìiííî¨.

• Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä. Êiëüöåì ìíîãî÷ëåíiâ âiä n çìiííèõ íàçèâà¹ìî êiëüöå
ìíîãî÷ëåíiâ âiä îäíi¹¨ (n−¨ çìiííî¨) íàä êiëüöåì ìíîãî÷ëåíiâ âiä (n − 1)-¨
çìiííî¨.

Çâè÷àéíî, ÿêùî êîåôiöi¹íòè ¹ ìíîãî÷ëåíàìè âiä çìiííî¨ x, òî çìiííó ìíîãî÷ëåíà
ïîòðiáíî ïîçíà÷àòè iíøîþ áóêâîþ � öå ïiäêàçó¹ çäîðîâèé ãëóçä. Çäîðîâîãî ãëóçäó
â öié öàðèíi äîñòàòíüî. Ïðè ðiçíèõ ïîçíà÷åííÿõ äëÿ çìiííèõ ìè îäåðæó¹ìî ðiçíi,
àëå �êàíîíi÷íî içîìîðôíi� êiëüöÿ.

Îòæå ïîëiíîì âiä äâîõ çìiííèõ x, y öå ôîðìàëüíèé ñòåïåíåâèé ðÿä
∞∑

i=0

ai(x)yi = a0(x) + a1(x)y + a2(x)y2 + . . .

â ÿêîìó ai(x), i = 0, 1, . . . � ìíîãî÷ëåíè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ x, i ñåðåä öèõ ìíîãî÷ëåíiâ
ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ.

55



Âiäïîâiäíî, ìíîãî÷ëåíàìè âiä (n + 1)-¨ çìiííî¨ ¹ ôîðìàëüíi ñòåïåíåâi ðÿäè
∞∑
i=0

ai(x1, x2, . . . , xn)x
i
n+1 =

= a0(x1, x2, . . . , xn) + a1(x1, x2, . . . , xn)xn+1 + a2(x1, x2, . . . , xn)x
2
n+1 + . . . (38)

äå ai(x1, x2, . . . , xn), i = 0, 1, . . . � ìíîãî÷ëåíè âiä n çìiííèõ x1, x2, . . . , xn, i ñåðåä
öèõ ìíîãî÷ëåíiâ ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü íåíóëüîâèõ. Ðîçêðèâøè äóæêè â (38)
ìè ìîæåìî çàïèñàòè öåé æå ìíîãî÷ëåí ó âèãëÿäi

∑

(i1i2i3...in+1)

ai1i2i3...in+1
xi1

1 xi2
2 . . . x

in+1

n+1.

Ó âèïèñàíié ñóìi äîäàâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà âñiìà ìîæëèâèìè íàáîðàìè (i1i2i3 . . . in+1),
àëå ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü ÷èñåë (åëåìåíòiâ îñíîâíîãî êiëüöÿ) ai1i2i3...in+1

íå
äîðiâíþþòü íóëþ.

Äîäàíêè â ñóìi íàçèâàþòü îäíî÷ëåíàìè àáî ìîíîìàìè.
Íà ìíîæèíi ìîíîìiâ ìîæíà ââåñòè ëiíiéíèé ïîðÿäîê i âèêîðèñòîâóâàòè éîãî

ïðè çàïèñi ñóìè. Ïîðÿäîê íàçèâàþòü ëåêñèêîãðàôi÷íèì. Îòæå äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ
äîäàíêiâ ìîæíà ñêàçàòè, ÿêèé ç íèõ ¹ ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèì.

Âèçíà÷åííÿ 4.2 Íåõàé ¹ äâà ìîíîìè

A = ai1i2...inx
i1
1 xi2

2 . . . xin
n i B = bj1j2...jn

xj1
1 xj2

2 . . . xjn
n .

Øóêà¹ìî íàéìåíøå íàòóðàëüíå ÷èñëî k òàêå, ùî ik 6= jk. Ìîíîì A ââàæà¹òüñÿ
ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèì âiä B êîëè ik > jk. Ïîðiâíþþòüñÿ ëèøå íåíóëüîâi
ìîíîìè.

Íàïðèêëàä, x2y ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèé âiä xy100, òîìó ùî i1 = 2 > j1 = 1.
Îñêiëüêè äîäàíêiâ ó ìíîãî÷ëåíà ñêií÷åííà êiëüêiñòü, òî ñåðåä ìîíîìiâ ¹ íàé-

ñòàðøèé, éîãî íàçèâàþòü ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèì ÷ëåíîì.

Òåîðåìà 4.1 Ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèé ÷ëåí äîáóòêó äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ äîðiâíþ¹
äîáóòêó ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèõ ÷ëåíiâ ìíîæíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Áåðåìî äîáóòîê h = fg ìíîãî÷ëåíiâ f òà g iç ñòàøèìè ÷ëåíàìè

A = ai1i2...inx
i1
1 xi2

2 . . . xin
n , B = bj1j2...jn

xj1
1 xj2

2 . . . xjn
n

âiäïîâiäíî. Ïîçíà÷èìî

C = ap1p2...pn
xp1

1 xp2

2 . . . xpn
n , D = bq1q2...qn)x

q1

1 xq2

2 . . . xqn
n

âiäïîâiäíî äîâiëüíi äîäàíêè ìíîãî÷ëåíiâ f, g. Òîäi äîâiëüíèé äîäàíîê äîáóòêó i
äîáóòîê ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèõ ÷ëåíiâ âiäïîâiäíî ìàþòü âèãëÿä

U = αxp1+q1

1 xp2+q2

2 . . . xpn+qn
n , V = βxi1+j1

1 xi2+j2
2 . . . xin+jn

n , β 6= 0.
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Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ íàì ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî V ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèé ÷ëåí
äîáóòêó, òîáòî V ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèé âiä U .

Øóêà¹ìî íàéìåíøå k äëÿ ÿêîãî ik 6= pk, àáî jk 6= qk. Äëÿ öüîãî k áóäóòü
âèêîíóâàòèñÿ íåðiâíîñòi ik ≥ pk, jk ≥ qk. Òîìó ik+jk > pk+qk i V ¹ ëåêñèêîãðàôi÷íî
ñòàðøèì íiæ U .

Âèçíà÷åííÿ 4.3 Còåïåíåì ìîíîìà A = axi1
1 xi2

2 . . . xin
n íàçèâàþòü deg A = i1 +

i2 + . . . + in.

Îòæå ñòåïåíåì îäíî÷ëåíà 2x2zt3 ¹ 6.

Âèçíà÷åííÿ 4.4 Ìíîãî÷ëåí f(x1, x2, . . . xn) íàçèâàþòü îäíîðiäíèì (îäíîðiäíèì
ñòåïåíÿ k), ÿêùî äëÿ äåÿêîãî k = 0, 1, 2, . . . âií çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

f(tx1, tx2, . . . txn) = tkf(x1, x2, . . . xn).

Äîñèòü î÷åâèäíî, ùî ìíîãî÷ëåí áóäå îäíîðiäíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âñi
éîãî äîäàíêè ìà¹òü îäèí i òîé æå ñòåïiíü

Ìíîãî÷ëåí x + y − 7z îäíîðiäíèé ïåðøîãî ñòåïåíÿ. Ìíîãî÷ëåí x2 + y2− 7xy ¹
îäíîðiäíèì ñòåïåíÿ 2.

4.2 Ðåçóëüòàíò
Âèçíà÷åííÿ 4.5 Ìàòðèöåþ Ñèëüâåñòðà äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + . . . + an =

n∑

i=0

aix
n−i, n ≥ 1;

i
g(x) = b0x

m + b1x
m−1 + b2x

m−2 + . . . + bm =
m∑

i=0

aix
m−i, m ≥ 1

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ

Sylv(f, g) =




a0 a1 a2 a3 . . . 0 0
0 a0 a1 a2 . . . 0 0
0 0 a0 a1 . . . 0 0
. . .

0 0 0 0 . . . an−1 an

b0 b1 b2 b3 . . . 0 0
0 b0 b1 b2 . . . 0 0
0 0 b0 b1 . . . 0 0
. . .

0 0 0 0 . . . bm−1 bm



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Ñêàæåìî òî÷íiøå, ÿê âèïèñóþòüñÿ åëåìåíòè rij ìàòðèöi Ñèëüâåñòðà.
Ïî-ïåðøå, ìàòðèöÿ ìà¹ n + m ðÿäêiâ i n + m ñòîâï÷èêiâ. Ïåðøi m ðÿäêiâ

çàïîâíþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ íóëiâ òà åëåìåíòiâ ïåðøîãî ìíîãî÷ëåíà f . Îñòàííi n

ðÿäêiâ çàïîâíþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ íóëiâ òà êîåôiöi¹íòiâ äðóãîãî ìíîãî÷ëåíà g.
Äëÿ ïåðøîãî ðÿäêà ìàòðèöi Ñèëüâåñòðà ìîæíà íàïèñàòè

r1j =

{
aj−1, ÿêùî 1 ≤ j ≤ n + 1,
0, ÿêùî n + 2 ≤ j ≤ n + m.

Äëÿ äðóãîãî ðÿäêà ìàòðèöi ìîæíà íàïèñàòè

r21 = 0, r2j =

{
aj−2, ÿêùî 2 ≤ j ≤ n + 2,
0, ÿêùî n + 3 ≤ j ≤ n + m.

Äëÿ òðåòüîãî ðÿäêà ìàòðèöi ìîæíà íàïèñàòè

r31 = 0, r32 = 0, r3j =

{
aj−3, ÿêùî 3 ≤ j ≤ n + 3,
0, ÿêùî n + 3 ≤ j ≤ n + m.

Äëÿ äîâiëüíîãî k-ãî ðÿäêà, 1 ≤ k ≤ m, ìàòðèöi Ñèëüâåñòðà ìîæíà íàïèñàòè

rkj =





0, ÿêùî 1 ≤ j ≤ k − 1,
aj−k, ÿêùî k ≤ j ≤ n + k,

0, ÿêùî n + k + 1 ≤ j ≤ n + m.

Ìè çàïèñàëè, ÿêèì ÷èíîì çàïîâíþþòüñÿ ïåðøi m ðÿäêiâ ìàòðèöi Ñèëüâåñòðà.
Îñòàííi n ðÿäêiâ çàïîâíþþòüñÿ ïîäiáíèì ÷èíîì.

Äëÿ m + 1-ãî ðÿäêà ìàòðèöi ìîæíà íàïèñàòè

rm+1,j =

{
bj−1, ÿêùî 1 ≤ j ≤ m + 1,
0, ÿêùî m + 2 ≤ j ≤ n + m.

Äëÿ m + 2-ãî ðÿäêà ìàòðèöi ìîæíà íàïèñàòè

rm+2,1 = 0, rm+2,j =

{
bj−2, ÿêùî 2 ≤ j ≤ m + 2,
0, ÿêùî m + 3 ≤ j ≤ n + m.

Äëÿ m + 3-ãî ðÿäêà ìàòðèöi ìîæíà íàïèñàòè

rm+3,1 = 0, rm+3,2 = 0, rm+3,j =

{
bj−3, ÿêùî m + 3 ≤ j ≤ m + 3,
0, ÿêùî m + 3 ≤ j ≤ n + m.

Äëÿ äîâiëüíîãî m+k-ãî ðÿäêà, 1 ≤ k ≤ n, ìàòðèöi Ñèëüâåñòðà ìîæíà íàïèñàòè

rm+k,j =





0, ÿêùî 1 ≤ j ≤ k − 1,
bj−k, ÿêùî k ≤ j ≤ m + k,
0, ÿêùî m + k + 1 ≤ j ≤ n + m.
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Âèçíà÷åííÿ 4.6 Ðåçóëüòàíòîì äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷íèê ìàòðèöi
Ñèëüâåñòðà öèõ ìíîãî÷ëåíiâ:

Res(f, g) = det(Sylv(f, g)).

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ f = a0x + a1, g = b0x + b1 ðåçóëüòàíòîì áóäå

Res(f, g) =

∣∣∣∣
a0 a1

b0 b1

∣∣∣∣

Äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ f = a0x
2 + a1x + a2, g = b0x + b1 ðåçóëüòàíòîì áóäå

Res(f, g) =

∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2

b0 b1 0
0 b0 b1

∣∣∣∣∣∣

Äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ f(x) = a0x
2 + a1x + a2 òà g(x) = b0x

3 + b1x
2 + b2x + b3

ðåçóëüòàíòîì áóäå

Res(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 0 0
0 a0 a1 a2 0
0 0 a0 a1 a2

b0 b1 b2 b3 0
0 b0 b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ßêùî îäèí iç ìíîãî÷ëåíiâ ¹ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ, òî ðåçóëüòàíò öèõ ìíîãî÷ëåíiâ

íå âèçíà÷åíèé, éîãî íå îá÷èñëþþòü.
Iç âèçíà÷åííÿ âèäíî, ùî ðåçóëüòàíò äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ ìîæíà ïiäðàõîâóâàòè

ó âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íòè íàëåæàòü êîìóòàòèâíîìó êiëüöþ ç îäèíèöåþ, �
çîêðåìà, ó âèïàäêàõ, êîëè êîåôiöi¹íòè ¹ öiëèìè ÷èñëàìè, àáî ìíîãî÷ëåíàìè.
Ïðîòå íàøà óâàãà áóäå çîñåðåäæåíà íà âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íòè íàëåæàòü ïåâíîìó
ïîëþ.

Òåîðåìà 4.2 Ðåçóëüòàíò äâîõ ìíîãî÷ëåíiâ

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + . . . + an =

n∑

i=0

aix
n−i, n ≥ 1

i
g(x) = b0x

m + b1x
m−1 + b2x

m−2 + . . . + bm =
m∑

i=0

aix
m−i, m ≥ 1

íàä ïîëåì äîðiâíþ¹ íóëþ ó äâîõ âèïàäêàõ
1) ìíîãî÷ëåíè íå âçà¹ìíî ïðîñòi;
2) a0 = b0 = 0.
Â iíøèõ âèïàäêàõ ðåçóëüòàíò íå äîðiâíþ¹ íóëþ.
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Äîâåäåííÿ. Êîëè a0 = b0 = 0, ðåçóëüòàíò äîðiâíþ¹ íóëþ, îñêiëüêè ïåðøèé
ñòîâï÷èê ìàòðèöi Ñèëüâåñòðà äîðiâíþ¹ íóëþ.

Íåõàé òåïåð õî÷ îäèí iç êîåôiöi¹íòiâ a0, b0 íå äîðiâíþ¹ íóëþ i ìíîãî÷ëåíè f

òà g íå âçà¹ìíî ïðîñòi, òîáòî âîíè ìàþòü ñïiëüíèé ìíîæíèê h(x) íåíóëüîâîãî
ñòåïåíÿ:

f(x) = f1(x) · h(x), g(x) = g1(x) · h(x), deg h(x) > 0.

Òîäi
deg f1 < deg f, deg g1 < deg g, (39)

i
f · g1 − g · f1 = f1g1h− f1g1h = 0. (40)

Íåðiâíîñòi (39) äîçâîëÿþòü ñêàçàòè, ùî ïðè äåÿêèõ c0, c1, . . . , cm−1, d0, d1, . . . , dn−1

iç ïîëÿ êîåôiöi¹íòiâ ìîæíà çàïèñàòè

f1 = c0x
n−1 + c1x

n−2 + . . . + cn−1, g1 = d0x
m−1 + d1x

m−2 + . . . + dm−1.

Îñêiëüêè f · g1 − g · f1 ¹ íóëüîâèì ìíîãî÷ëåíîì, òî âñi éîãî êîåôiöi¹íòè ïðè
x0, x1, . . . , xm+n−1 äîðiâíþþòü íóëþ. Âèïèøåìî âñi öi êîåôiöi¹íòè i çàïèøåìî, ùî
âîíè äîðiâíþþòü íóëþ:

∑

i+j=k

aidj −
∑

i+j=k

bicj = 0, k = 0, 1, 2, . . . , m + n− 1. (41)

Ìà¹ìî ñèñòåìó m + n ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü ç m + n íåâiäîìèìè. Öÿ
ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèçíà÷íèê ¨¨ ìàòðèöi
äîðiâíþ¹ íóëþ.

Âèêîíà¹ìî çãàäàíi äi¨ â êîíêðåòíîìó âèïàäêó: êîëè n = 2 i m = 3, òîáòî äëÿ
ìíîãî÷ëåíiâ f(x) = a0x

2 + a1x + a2 òà g(x) = b0x
3 + b1x

2 + b2x + b3, i, âiäïîâiäíî,
f1(x) = c0x + c1 i g1 = d0x

2 + d1x + d2. Ï'ÿòü êîåôiöi¹íòiâ c0, c1, d0, d1, d2 ¹
íåâiäîìèìè. Ðiâíiñòü f · g1 − g · f1 = 0 ìà¹ âèãëÿä

(a0x
2 + a1x + a2) · (d0x

2 + d1x + d2)− (b0x
3 + b1x

2 + b2x + b3) · (c0x + c1) = 0.

Ðîçêðè¹ìî äóæêè i çáåðåìî êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ çìiííî¨:

(a0d0− b0c0)x
4 +(a0d1 +a1d0− b0c1− b1c0)x

3 +(a0d2 +a1d1 +a2d0− b1c1− b2c2)x
2+

(a1d2 + a2d1 − b2c1 − b3c0)x + (a2d2 − b3c1) = 0.

Ìíîãî÷ëåí äîðiâíþ¹ íóëþ, êîëè âñi êîåôiöi¹íòè äîðiâíþþòü íóëþ. Òîìó ïðè-
ðiâíþ¹ìî âñi êîåôiöi¹íòè íóëþ i îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü





a0x1 + 0x2 + 0x3 − b0x4 + 0x5 = 0,
a1x1 + a0x2 + 0x3 − b1x4 − b0x5 = 0,
a2x1 + a1x2 + a0x3 − b2x4 − b1x5 = 0,
0x1 + a2x2 + a1x3 − b3x4 − b2x5 = 0,
0x1 + 0x2 + a2x3 + 0x4 − b3x5 = 0

60



ç íåâiäîìèìè

x1 = d0, x2 = d1, x3 = d2, x4 = c0, x5 = c1.

Ñèñòåìà ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê â òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè âèçíà÷íèê
¨¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî êîëè

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 0 0 −b0 0
a1 a0 0 −b1 −b0

a2 a1 a0 −b2 −b1

0 a2 a1 −b3 −b2

0 0 a2 0 −b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 0 0
0 a0 a1 a2 0
0 0 a0 a1 a2

b0 b1 b2 b3 0
0 b0 b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= Res(f, g) = 0.

Ïîâåðíåìîñÿ äî çàãàëüíîãî âèïàäêó, òîáòî äî ñèñòåìè ðiâíÿíü (41). Ïîçíà÷èìî
íåâiäîìi çðó÷íiøå

x1 = d0, x2 = d1, . . . , xm = dm−1, xm+1 = −c0, xm+2 = −c1, . . . , xm+n = cn−1.

I äàëi ðåòåëüíèì (i ãðîìiçäêèì) âèïèñóâàííÿì åëåìåíòiâ ìàòðèöi ñèñòåìè ïåðåêî-
íó¹ìîñÿ, ùî âèçíà÷íèê ñèñòåìè ¹ ðåçóëüòàíòîì çàäàíèõ ìíîãî÷ëåíiâ.

Îòæå, ñèñòåìà (41) ìà¹ íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (i âiäïîâiäíî, iñíóþòü íåíóëüîâi
ìíîãî÷ëåíè f1, g1, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (40)), òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Res(f, g) =
0. Òàêèì ÷èíîì, çàêií÷åíå äîâåäåííÿ òîãî, ùî êîëè äâà ìíîãî÷ëåíè ìàþòü ñïiëüíèé
ìíîæíèê íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ, òî ðåçóëüòàíò öèõ ìíîãî÷ëåíiâ äîðiâíþ¹ íóëþ.

Äàëi ââàæà¹ìî, ùî

• àáî a0 6= 0, àáî b0 6= 0,

• iñíóþòü íåíóëüîâi ìíîãî÷ëåíè f1, g1, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó f ·g1 = g·f1 = 0
(äèâ. (40)).

i, âiäïîâiäïîâiäíî, Res(f, g) = 0. Ïåðåêîíà¹ìîñÿ, ùî â òàêîìó âèïàäêó ìíîãî÷ëåíè
f i g ìàþòü ñïiëüíèé ìíîæíèê íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ. Çðîáèìî öå ìåòîäîì âiä
ïðîòèëåæíîãî.

Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîãî÷ëåíè f i g âçà¹ìíî ïðîñòi,

f · g1 − g · f1 = 0,

i àáî deg f1 < deg f, àáî deg g1 < deg g. (Ñòâåðäæóâàòè, ùî âèêîíóþòüñÿ îáèäâi
íåðiâíîñòi ìè íå ìîæåìî, îñêiëüêè îäèí iç ñòàðøèõ êîåôiöi¹íòiâ ìíîãî÷ëåíiâ f, g

ìîæå äîðiâíþâàòè íóëþ). Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ïðèïóñòèìî deg f1 < deg f . Â òàêîìó
âèïàäêó óìîâè

f · g1 = g · f1, ÍÑÄ (f, g) = 1

ïîêàçóþòü, ùî ìíîãî÷ëåí f1 äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí f (äèâ. òåîðåìó 2.7), à öå
íåìîæëèâî iç-çà íåðiâíîñòi deg f1 < deg f . Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü, ùî
ìíîãî÷ëåíè f i g ìàþòü ñïiëüíèé ìíîæíèê íåíóëüîâîãî ñòåïåíÿ.
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Òåîðåìà äîâåäåíà ïîâíiñòþ.

Âèçíà÷åííÿ 4.7 Äèñêðèìiíàíòîì ìíîãî÷ëåíà

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + . . . + an = a0(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

íàçèâàþòü ÷èñëî
D(f) =

∏
i<j

(xi − xj)
2.

Âiäîìî (ïðèéìåìî öåé ôàêò íà âiðó, áåç äîâåäåííÿ), ùî

D(f) = (−1)
n(n−1)

2
1

a0
Res(f, f ′). (42)

Ïàêåòè ñèìâîëüíèõ îá÷èñëåíü ìàþòü êîìàíäè äëÿ îá÷èñëåííÿ ðåçóëüòàíòà i
äèñêðèìiíàíòà ìíîãî÷ëåíà. Òàê â ïàêåòàõ Maple

äëÿ ïîðîäæåííÿ ìàòðèöi Ñèëüâåñòðà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîìàíäà sylvester;
äëÿ îá÷èñëåííÿ ðåçóëüòàíòà âèêîðèñòîâóýòüñÿ êîìàíäà resultant;
äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñêðèìiíàíòà çà ôîðìóëîþ (42) âèêîðèñòîâó¹òüñÿ êîìàíäà

discrim.
Äëÿ ïðàêòè÷íèõ ïîòðåá ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ñïðîùåíå âèçíà÷åííÿ äèñêðèìiíàíòà:

äèñêðèìiíàíòîì ìíîãî÷ëåíà íàçèâàþòü ðåçóëüòàíò ìíîãî÷ëåíà òà éîãî ïîõiäíî¨.
Ñïðîùåíå âèçíà÷åííÿ âðàõîâó¹ âèïàäîê, êîëè ñòàðøèé êîåôiöi¹íò äîðiâíþ¹ íóëþ.
Ñïðîùåíå âèçíà÷åííÿ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ïðàâèëüíîãî (îðòîäîêñàëüíîãî) ìíîæíèêîì

(−1)
n(n−1)

2
1

a0
.

Iç äîâåäåíî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî äèñêðèìiíàíò (i ó ïðàâèëüíîìó âèçíà÷åííi
i ó cïðîùåíîìó) ìíîãî÷ëåíà ç íåíóëüîâèì ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì äîðiâíþ¹ íóëþ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìíîãî÷ëåí ìà¹ êðàòíi êîðåíi. Çà ñïðîùåíèì âèçíà÷åííÿì
äèñêðèìiíàíò ìíîãî÷ëåíà iç íóëüîâèì ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïðà-
âèëüíå âèçíà÷åííÿ äëÿ òàêîãî ìíîãî÷ëåíà âiäñóòí¹. Äëÿ ìíîãî÷ëåíà ïåðøîãî
ñòåïåíÿ i äëÿ ñòàëîãî ìíîãî÷ëåíà äèñêðèìiíàíò íå âèçíà÷à¹òüñÿ.

Äèñêðèìiíàíòîì êâàäðàòíîãî òðè÷ëåíà ax2 + bx+ c áóäå (çà ñïðîùåíèì âèçíà-
÷åííÿì) ∣∣∣∣∣∣

a b c

2a b 0
0 2a b

∣∣∣∣∣∣
= ab2 − 2ab2 + c4a2 = −a(b2 − 4ac).

À çà ïðàâèëüíèì âèçíà÷åííÿì âií äîðiâíþ¹ b2 − 4ac.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè äâîõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ç äâîìà íåâiäîìèìè.
Àëãåáðà¨÷íèìè íàçèâàþòü ðiâíÿííÿ, â ÿêèõ çíàêîì ðiâíîñòi ç'¹äíóþòü äâà ìíî-

ãî÷ëåíè.
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Îòæå ìà¹ìî ñèñòåìó iç äâîõ ðiâíÿíü
{

a0(y)xn + a1(y)xn−1 + . . . + an(y) = 0,
b0(y)xm + b1(y)xm−1 + . . . + bm(y) = 0.

Ñïî÷àòêó øóêà¹ìî âñi òi çíà÷åííÿ çìiííî¨ y = y0, äëÿ ÿêèõ ó ìíîãî÷ëåíiâ
{

a0(y0)x
n + a1(y0)x

n−1 + . . . + an(y0) = 0,
b0(y0)x

m + b1(y0)x
m−1 + . . . + bm(y0) = 0.

¹ ñïiëüíèé äiëüíèê äîäàòíîãî ñòåïåíÿ. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹òüñÿ ðåçóëüòàíò öèõ
ìíîãî÷ëåíiâ, ÿê ìíîãî÷ëåíiâ âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ x íàä êiëüöåì ìíîãî÷ëåíiâ âiä
çìiííî¨ y. Ðåçóëüòàíò áóäå ìíîãî÷ëåíîì âiä y. Êîðåíi ðåçóëüòàíòà i ¹ ïîòðiáíi
çíà÷åííÿ y0. Ïiäñòàâëÿ¹ìî çíàéäåíi çíà÷åííÿ y = y0 ó çàäàíi ìíîãî÷ëåíè, øóêà¹ìî
íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê öèõ ìíîãî÷ëåíiâ (íàïðèêëàä, ìåòîäîì Åâêëiäà).
Íàñàìêiíåöü øóêà¹ìî êîðåíi çíàéäåíîãî íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà: x = x0.

Ïàðè (x0, y0) i ¹ êîðåíÿìè çàäàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.
Çáiðíèê çàäà÷ ç àëãåáðè ïiä ðåäàêöi¹þ À.I.Êîñòðèêiíà [4] ïðîïîíó¹ ÷îòèðè

âïðàâè íà òåìó "Ðåçóëüòàíò i äèñêðèìiíàíò"(ñòîð. 88, 89).
7.4.1 Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà λ, ïðè ÿêèõ ìíîãî÷ëåíè f, g ìàþòü ñïiëüíèé

êîðiíü:
1) f(x) = x3 − λx + 2, g(x) = x2 + λx + 2.
Âiäïîâiäü: λ = 3, λ = −1.
2) f(x) = x3 + λx2 − 9, g(x) = x3 + λx− 3.
Âiäïîâiäü: λ = ±i

√
2, λ = ±2i

√
3

7.4.2 Âèêëþ÷èòè x iç ñèñòåìè ðiâíÿíü f(x, y) = 0, g(x, y) = 0.
1) f(x, y) = x2 − xy + y2 − 3 = 0, g(x, y) = x2y + y2x− 6 = 0.
Âiäïîâiäü: y6 − 4y4 + 3y2 − 12y + 12 = 0.
2) x3 − xy − y3 + y = 0, x2 + x− y2 − 1 = 0.
Âiäïîâiäü: 5y5 − 7y4 + 6y3 − 2y2 − y − 1 = 0.

7.4.3 Îá÷èñëèòè äèñêðèìiíàíò ìíîãî÷ëåíiâ (âèêîðèñòàòè ñïðîùåíå âèçíà÷åííÿ
äèñêðèìiíàíòà)

1) f(x) = ax2 + bx + c. Âiäïîâiäü: −a(b2 − 4ac).
2) f(x) = x3 + px + q. Âiäïîâiäü: 4p3 + 27q2.

7.4.4 Çíàéòè âñi çíà÷åííÿ λ, ïðè ÿêèõ ìíîãî÷ëåí f(x) ìà¹ êðàòíi êîðåíi.
1) x3 − 3x + λ. Âiäïîâiäü: ±2.

2) x4 − 4x + λ. Âiäïîâiäü:
{

3, 3

(
−1

2
± i

√
3

2

)}
.

Ïðèêëàä. Íåõàé ïîòðiáíî çíàéòè âñi öiëi ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè ðiâíÿíü
{

(y − 2)x2 + (y2 − 3)x + 3y + 3 = 0,
(2y − 1)x2 + (3y2 + y − 1)x− y − 1 = 0.

63



Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ñêëàäà¹ìî ìàòðèöþ Ñiëüâåñòðà

A =




y − 2 y2 − 3 3 y + 3 0

0 y − 2 y2 − 3 3 y + 3

2 y − 1 3 y2 + y − 1 −y − 1 0

0 2 y − 1 3 y2 + y − 1 −y − 1




Äàëi îá÷èñëþ¹ìî âèçíà÷íèê öi¹¨ ìàòðèöi � ðåçóëüòàíò ìíîãî÷ëåíiâ, ùî âõîäÿòü
äî ðiâíÿííÿ:

det(A) = 10 y6 − 27 y5 + 24 y4 + 63 y3 − 64 y2 − 35 y + 31

Ìîæëèâèìè öiëèìè êîðåíÿìè ðiâíÿííÿ det(A) = 0 ¹ äiëüíèêè ÷èñëà 31, òîáòî
±1,±31. Ïåðåâiðêà öèõ ÷èñåë ïîêàçó¹, ùî−1 äiéñíî ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ det(A) =
0 .

Ïiäñòàâëÿ¹ìî çíàéäåíå çíà÷åííÿ äëÿ y â çàäàíó ñèñòåìó i îäåðæó¹ìî ñèñòåìó
f(x) = 0, g(x) = 0, äå f(x) = −3x2 − 2x, g(x) = −3x2 + x, äëÿ çíàõîäæåííÿ
x. Íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ f, g äîðiâíþ¹ x. Îòæå ¹äèíèì
öiëèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ¹ (0,−1).

4.3 Ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè
Âèçíà÷åííÿ 4.8 Ìíîãî÷ëåí

∑

(i1i2i3...in)

ai1i2i3...inx
i1
1 xi2

2 . . . xin
n

íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì, êîëè äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäñòàíîâêè

σ =

(
1 2 . . . n

σ1 σ2 . . . σn

)

âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
∑

(i1i2i3...in)

ai1i2i3...inx
i1
1 xi2

2 . . . xin
n =

∑

(i1i2i3...in)

ai1i2i3...inx
i1
σ1

xi2
σ2

. . . xin
σn

.

Íàïðèêëàä, ìíîãî÷ëåí x + 2xy íå ñèìåòðè÷íèé, òîìó ùî ïiñëÿ çàìiíè x íà y i
y íà x ìè îäåðæèìî ìíîãî÷ëåí y + 2yx, ÿêèé íå äîðiâíþ¹ ïî÷àòêîâîìó, çàäàíîìó
ìíîãî÷ëåíó x + 2xy. À ìíîãî÷ëåí xy + x2y2 ñèìåòðè÷íèé, òîìó ùî

xy + x2y2 = yx + y2x2.

Âèçíà÷åííÿ 4.9 Ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí íàçèâà¹òüñÿ îäíîïîðîäæåíèì (àáî
ìîíîãåííèì), ÿêùî âñi éîãî äîäàíêè îäåðæóþòüñÿ iç îäíîãî ïåðåñòàâëÿííÿì
iíäåêñiâ.
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Ìíîãî÷ëåí x2
1x2+x2

2x1 ¹ îäíîïîðîäæåíèì, îñêiëüêè äðóãèé äîäàíîê îäåðæó¹òüñÿ
iç ïåðøîãî çàìiíîþ iíäåêñiâ 1 íà 2 i 2 íà 1.

Ìíîãî÷ëåí x3
1 + x3

2 + x2
1x2 + x2

2x1 íå ¹ îäíîïîðîäæåíèì, îñêiëüêè ïåðøèé òà
îñòàííié äîäàíêè íå ìîæóòü áóòè îäåðæàíi iç îäíîãî äîäàíêà çàìiíîþ iíäåêñiâ.

Îäíîïîðîäæåíèé ìíîãî÷ëåí ìîæíà çàäàâàòè ëèøå îäíèì äîäàíêîì, êîëè êiëü-
êiñòü çìiííèõ çðîçóìiëà iç ìîâíîãî îòî÷åííÿ, àáî öÿ êiëüêiñòü íå ìà¹ çíà÷åííÿ.
Â îäíîïîðîäæåíîìó ìíîãî÷ëåíi âèïèñóþòü çâè÷àéíî ëèøå ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàð-
øèé äîäàíîê. Òàê çàïèñ x3

1 + . . . îçíà÷à¹ x3
1 + x3

2 + x3
3, ÿêùî êîíòåêñò ñòîñó¹òüñÿ

ìíîãî÷ëåíiâ âiä òðüîõ çìiííèõ, i îçíà÷à¹
n∑

i=1
x3

i , êîëè êiëüêiñòü çìiííèõ ¹ íåâiäîìèì
ïàðàìåòðîì n.

Ìíîãî÷ëåí f = x7
1x

7
2x

6
3x4x5x6 + . . . âiä äåñÿòè çìiííèõ ìà¹

C2
10 · 8 · C3

7 =
10 · 9
1 · 2 · 8 · 7 · 6 · 5

1 · 2 · 3 = 12600

äîäàíêiâ. Âiäïîâiäíî, f(1, 1, . . . , 1) = 12600. Ïiäðàõó¹ìî çíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíà
f(x1, . . . , x10) ó âèïàäêó, êîëè x1 = 2, x3 = x4 = . . . = x10 = 1. Äëÿ öüîãî
ïåðåïèøåìî çàäàíèé ìíîãî÷ëåí â çðó÷íîìó âèãëÿäi

f(x1, . . . , x10) =

= x7
1(x

7
2x

6
3x4x5x6+. . .)+x6

1(x
7
2x

7
3x4x5x6+. . .)+x1(x

7
2x

7
3x

6
4x5x6+. . .)+(x7

2x
7
3x

6
4x5x6x7+. . .).

Ïîçíà÷èìî ìíîãî÷ëåíè, ùî ñòîÿòü â äóæêàõ, âiäïîâiäíî ÷åðåç g1(x2, . . . , x10),
g2(x2, . . . , x10), g3(x2, . . . , x10), g4(x2, . . . , x10). Â ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ ìíîãî÷ëåí
f çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

f = x7
1g1 + x6

1g2 + x1g3 + g4.

Ìíîãî÷ëåíè g1, g2, g3, g4 � ñèìåòðè÷íi îäíîïîðîäæåíi ìíîãî÷ëåíè âiä 9 çìiííèõ.
Çíàéäåìî êiëüêiñòü äîäàíêiâ â öèõ ìíîãî÷ëåíàõ. Ìíîãî÷ëåí g1 ìà¹ 9 ·8 ·C3

7 = 2520
äîäàíêiâ, ìíîãî÷ëåí g2 ìà¹ C2

9 ·C3
7 = 1260 äîäàíêiâ, ìíîãî÷ëåí g3 ìà¹ 2

9·7·C2
6 = 3780

äîäàíêiâ, ìíîãî÷ëåí g4 ìà¹ C2
9 · 7 · C3

6 = 5040 äîäàíêiâ. Òîìó
f(2, 1, 1, . . . , 1) = 27 · 2520 + 26 · 1260 + 2 · 3780 + 5040 = 415800.

Ñåðåä ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ âiä n çìiííèõ âèäiëÿþòü åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi
ìíîãî÷ëåíè

σ1(x1, . . . , xn) = x1 + x2 + . . . + xn =
n∑

i=1
xi,

σ2(x1, . . . , xn) = x1x2 + x1x3 + . . . + xn−1xn =
∑

1≤i<j≤n

xixj,

σ3(x1, . . . , xn) = x1x2x3 + x1x2x4 + . . . + xn− 2xn−1xn =
∑

1≤i<j<k≤n

xixjxk,

. . .

σk(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

xi1xi2 . . . xik,

. . .

σn(x1, . . . , xn) = x1x2 . . . xn.
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òà ñòåïåíåâi ñóìè

sk(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

xk
i .

I åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè i ñòåïåíåâi ñóìè ¹ îäíîðiäíèìè ìíîãî÷ëåíàìè.
Ôîðìóëè Íüþòîíà - çâ'çîê ìiæ ñòåïåíåâèìè ñóìàìè òà åëåìåíòàðíèìè

ñèìåòðè÷íèìè ìíîãî÷ëåíàìè.
Çà ôîðìóëîþ Âi¹òà

(x− x1) · (x− x2) · . . . · (x− xn) = xn − σ1x
n−1 + σ2x

n−2 + . . . + (−1)nσn.

Ïiñòàâèâøè ñþäè xi çàìiñòü x îäåðæèìî ðiâíiñòü

xn
i − σ1x

n−1
i + · · ·+ (−1)nσn = 0 i = 1, 2, . . . , n. (43)

Ñóìîþ îäåðæàíèõ ðiâíîñòåé ïî âñiõ i = 1, 2, . . . , n áóäå

sn(x1, . . . , xn)− sn−1(x1, . . . , xn)σ1 + sn−2(x1, . . . , xn)σ2 + . . .

+ (−1)n−1s1(x1, . . . , xn)σn−1 + (−1)nnσn = 0. (44)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü (44) äîâåäåìî ôîðìóëó Íüþòîíà äëÿ ìíîãî÷ëåíiâ âiä
êiëüêîõ çìiííèõ. Äëÿ öüîãî íàì ùå çíàäîáèòüñÿ íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 4.1 ßêùî îäíîðiäíèé ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí f(x1, x2, . . . , xn) ìà¹ ñòåïiíü
k, ìåíøèé íiæ n, i ïðè êîæíîìó i = 1, 2, . . . , n ïðè ïiäñòàíîâöi xi = 0 ñòà¹
ñòåïåíåâîþ ñóìîþ, òî öåé ìíîãî÷ëåí ¹ ñòåïåíåâîþ ñóìîþ.

Äîâåäåííÿ. Ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ ïiñëÿ ïiäñòàâëÿííÿ
xi = 0 â ìíîãî÷ëåí f(x1, x2, . . . , xn) ïîçíà÷èìî ÷åðåç gi. Ìíîãî÷ëåí f(x1, x2, . . . , xn)
ìà¹ ñòåïiíü ìåíøèé, íiæ êiëüêiñòü çìiííèõ, òîìó äîäàíêó, ÿêèé áè ìiñòèâ äîáóòîê
óñiõ çìiííèõ, âií íå ìà¹, áî â êîæíîìó äîäàíêó íåìà¹ õî÷ îäíi¹¨ çìiííî¨. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî êîæåí äîäàíîê ìíîãî÷ëåíà f(x1, x2, . . . , xn) çáiãà¹òüñÿ ç ïåâíèì äî-
äàíêîì ÿêîãîñü ìíîãî÷ëåíà gi. Îñêiëüêè âñi ìíîãî÷ëåíè gi ìiñòÿòü ëèøå ñòåïåíi
çìiííèõ, òî i f ¹ ñóìîþ ñòåïåíiâ çìiííèõ. Ðàçîì ç îäíîðiäíiñòþ öå ïåðåêîíó¹ íàñ
â òîìó, ùî f ¹ ñòåïåíåâîþ ñóìîþ.

Òåîðåìà 4.3 (ôîðìóëà Íüþòîíà, êîëè êiëüêiñòü çìiííèõ âåëèêà) Ïðè
âñiõ n ≥ k âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

sk(x1, . . . , xn)−sk−1(x1, . . . , xn)σ1+. . .+(−1)k−1s1(x1, . . . , xn)σk−1+(−1)kkσk = 0.
(45)
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Äîâåäåííÿ.Íåõàé k �ôiêñîâàíå ÷èñëî. Äîâîäèòè áóäåìî iíäóêöi¹þ ïî ðiçíèöi
n− k.

Áàçà iíäóêöi¨. Ïðè n = k ïðàâèëüíiñòü ôîðìóëè çàáåçïå÷ó¹òüñÿ äîâåäåíîþ
ôîðìóëîþ (44).

Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ. Íåõàé äëÿ âñiõ ÷èñåë âiä k äî n âêëþ÷íî ôîðìóëà
(45) ïðàâèëüíà.

Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä. Áóäåìî äîâîäèòè ôîðìóëó äëÿ n + 1:

sk(x1, . . . , xn, xn+1)− sk−1(x1, . . . , xn+1)σ1 + . . . +

(−1)k−1s1(x1, . . . , xn+1)σk−1 + (−1)kkσk = 0

sk(x1, . . . , xn, xn+1) = sk−1(x1, . . . , xn+1)σ1 − . . . +

(−1)ks1(x1, . . . , xn+1)σk−1 + (−1)k+1kσk. (46)

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (46) ¹ îäíîðiäíèì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíÿ k. Çà iíäóêòèâ-
íèì ïðèïóùåííÿì ïðàâà ÷àñòèíà ¹ ñòåïåíåâîþ ñóìîþ, ÿêùî âçÿòè xi = 0, ïðè
áóäü-ÿêîìó i = 1, 2, . . . , n + 1. Ëåìà 4.1 çàáåçïå÷ó¹ íàì, ùî ïðàâà ÷àñòèíà áóäå
ñóìîþ k−ñòåïåíiâ çìiííèõ.

Òåîðåìà 4.3 äîâåäåíà.

Òåîðåìà 4.4 (ôîðìóëà Íüþòîíà, êîëè êiëüêiñòü çìiííèõ ìàëà) ßêùî 1 ≤
n < k, òî

sk(x1, . . . , xn)− sk−1(x1, . . . , xn)σ1 + . . . +

(−1)n−1sk−n+1(x1, . . . , xn)σn−1 + (−1)nsk−nσn = 0. (47)

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4 äîñòàòíüî äîìíîæèòè êîæíó ðiâíiñòü (43) íà xk−n
i

i ïîòiì ðåçóëüòàòè ñêëàñòè.
Òåîðåìè 4.3 òà 4.4 äîçâîëÿþòü âèðàçèòè ñòåïåíåâi ñóìè ÷åðåç åëåìåíòàðíi ñè-

ìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè. Íàâåäåìî ïðèêëàäè. Çàóâàæèìî, ùî çàâæäè s1 = σ1. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî çìiííèõ 4. Òîäi çà òåîðåìîþ 4.3:

s2 − s1σ1 + 2σ2 = 0,
s3 − s2σ1 + s1σ2 − 3σ3 = 0,
s4 − s3σ1 + s2σ2 − s1σ3 + 4σ4 = 0.

Îòæå,
s2 = σ2

1 − 2σ2,

s3 = (σ2
1 − 2σ2) · σ1 − σ1σ2 + 3σ3 = σ3

1 − 3σ1σ2 + 3σ3,

s4 = (σ3
1 − 3σ1σ2 + 3σ3)σ1 − (σ2

1 − 2σ2)σ2 + σ1σ3 − 4σ4.

Ìà¹ìî âiäïîâiäü
s4 = σ4

1 − 4σ2
1σ2 + 4σ1σ3 + 2σ2

2 − 4σ4.
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Îñêiëüêè çìiííèõ 4, òî äëÿ îá÷èñëåííÿ sk ïðè k ≥ 5 ïîòðiáíî êîðèñòóâàòèñÿ
òåîðåìîþ 4.4. Âèðàçèìî s5 ÷åðåç åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè.

Òåîðåìà 4.4 äà¹ íàì ðiâíiñòü

s5 = s4σ1 − s3σ2 + s2σ3 − s1σ4.

Ìè óæå âèðàçèëè s1, s2, s3, s4 ÷åðåç åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè. Òîìó
ìîæåìî çàïèñàòè

s5 = (σ4
1−4σ2

1σ2 +4σ1σ3 +2σ2
2−4σ4)σ1− (σ3

1−3σ1σ2 +3σ3)σ2 +(σ2
1−2σ2)σ3−σ1σ4.

Äàëi ìîæíà âèðàçèòè s6, îñêiëüêè óæå âiäîìi s1, s2, s3, s4, s5.

Îñíîâíà òåîðåìà òåîði¨ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ.

Òåîðåìà 4.5 (îñíîâíà òåîðåìà òåîði¨ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ) Áóäü-ÿêèé
ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìîæíà âèðàçèòè, äî òîãî æ ¹ ¹äèíèì ÷èíîì, ÷åðåç
åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè. Òî÷íiøå, äëÿ áóäü-ÿêîãî ñèìåòðè÷íîãî ïî-
ëiíîìà f(x1, x2, . . . , xn) iñíó¹, i äî òîãî æ ¹äèíèé, ìíîãî÷ëåí g(y1, y2, . . . , yn)
òàêèé, ùî

f(x1, x2, . . . , xn) = g(σ1, σ2, . . . , σn).

Ëåìà 4.2 ßêùî A = xi1
1 xi2

2 xi3
3 . . . xin

n ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòðàíøèé ÷ëåí ñèìåòðè÷-
íîãî ïîëiíîìà, òî

i1 ≥ i2 ≥ i3 ≥ . . . ≥ in.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿ-
êîãî 1 ≤ k < n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ik < ik+1. Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí ñèìåòðè÷íèé,
òî âií ìiñòèòü äîäàíîê B, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ iç A çàìiíîþ xk íà xk+1 i xk+1 íà xk.
Äîäàíîê B ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèé âiä A, à öå ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ, ùî A
ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòðàøèé ÷ëåí çàäàíîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 4.3 ßêùî ¹ ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ öiëèõ ÷èñåë

i1 ≥ i2 ≥ i3 ≥ . . . ≥ in,

òî ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèì ÷ëåíîì äîáóòêó

f = σi1−i2
1 σi2−i3

2 σi3−i4
3 . . . σ

in−1−in
n−1 σin

n

áóäå A = xi1
1 xi2

2 xi3
3 . . . xin

n
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Äîâåäåííÿ. Ìè óæå çíà¹ìî, ùî ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèé ÷ëåí äîáóòêó ìíîãî-
÷ëåíiâ ¹ äîáóòêîì ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèõ ÷ëåíiâ ìíîæíèêiâ. Òîìó ëåêñèêîãðà-
ôi÷íî ñòðàíøèì ÷ëåíîì äîáóòêó f áóäå

xi1−i2
1 (x1x2)

i2−i3(x1x2x3)
i3−i4 . . . (x1x2 . . . xn−1)

i−n−1−in(x1x2 . . . xn)
in = A.

Ëåìà 4.3 äîâåäåíà.

Äîâåäåííÿ. Ïåðåõîäèìî âëàñíå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.4.
Ëåìè 4.2, 4.3 çàáåçïå÷óþòü íàì iñíóâàííÿ äîáóòêó åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ

ìíîãî÷ëåíiâ, ÿêèé ìà¹ òîé æå ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèé ÷ëåí, ùî i çàäàíèé ñèìåò-
ðè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Ïîñëiäîâíî âiäíiìàþ÷è òàêi äîáóòêè åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷-
íèõ ìíîãî÷ëåíiâ i çíèùóþ÷è âiäïîâiäíî ëåêñèêîãðàôi÷íi ñòðàøi ÷ëåíè, ìè îäåð-
æèìî ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ, ó ÿêèõ ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøi ÷ëåíè ñòîÿòü
ó ñïàäíîìó ïîðÿäêó. Îñêiëüêè ñòåïiíü ìíîãî÷ëåíà ïðè òàêèõ äiÿõ (âiäíiìàííi
äîáóòêó åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ) íå çáiëüøó¹òüñÿ, òî ïîáóäîâàíà
ïîñëiäîâíiñòü ìíîãî÷ëåíiâ îáiðâåòüñÿ íóëåì. Ïîçíà÷èìî ïîñëiäîâíiñòü ïîáóäîâàíèõ
äîáóòêiâ åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ÷åðåç g1, g2, . . . , gk. Òîäi

f − g1 − g2 − . . .− gk = 0, f = g1 + g2 + . . . + gk.

×àñòèíà òåîðåìè 4.4, ùî ñòîñó¹òüñÿ iñíóâàííÿ, äîâåäåíà.
Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi òàêîãî ïðåäñòàâëåííÿ. Çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñÿ

ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî. Íåõàé ¹ äâà ìíîãî÷ëåíè a, b òàêi, ùî

f(x1, . . . xn) = a(σ1, . . . , σn) = b(σ1, . . . , σn).

Ïîòðiáíî äîâåñòè, ùî

a(y1, y2, . . . , yn) = b(y1, y2, . . . , yn).

Ïðèïóñòèìî, ùî c = a− b 6= 0. Äîâåäåìî, ùî öå íåìîæëèâî.
Íàãîëîñèìî, ùî ìíîãî÷ëåí c = c(y1, y2, . . . , yn) 6= 0 � öå ìíîãî÷ëåí âiä çìiííèõ

y1, y2, . . . , yn. ßêùî æ çàìiñòü çìiííèõ yi, i = 1, 2, . . . , n ïiäñòàâèòè åëåìåíòàðíi
ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè âiä xi, i = 1, 2, . . . , n, òî îäåðæèìî íóëüîâèé ìíîãî÷ëåí
âiä xi, i = 1, 2, . . . , n.

Íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí c = c(y1, y2, . . . , yn) ìà¹ íåíóëüîâi äîäàíêè âèãëÿäó

A = yk1
1 yk2

2 . . . y
kn−1

n−1 ykn
n

ç ïåâíèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÿêi íàñ çàðàç íå öiêàâëÿòü. ßêùî â ìîíîì A çàìiñòü
y1, y2, . . . , yn ïiäñòàâèòè σ1, σ2, . . . , σn, òî ìè îäåðæèìî ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí ç
ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèì ÷ëåíîì

xi1
1 xi2

2 . . . xin
n ,
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äå

i1 = k1 + k2 + . . . + kn,

i2 = k2 + k3 + . . . + kn,

. . .

in−1 = kn−1 + kn,

in = kn.

Çíàþ÷è i1, i2, . . . , in ìè ìîæåìî çíàéòè k1, k2, . . . , kn

k1 = i1 − i2,

k2 = i2 − i3,

. . .

kn−1 = in−1 − in,

kn = in.

Iç ñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî ðiçíi ìîíîìè A � äîäàíêè ìíîãî÷ëåíà c(y1, y2, . . . , yn),
ïiñëÿ ïiäñòàâëÿííÿ çàìiñòü çìiííèõ åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ äàþòü
ðiçíi ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøi ÷ëåíè. Iç öèõ ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèõ ÷ëåíiâ âèáè-
ðà¹ìî íàéñòàðøèé. Öåé ëåêñèêîãðàôi÷íî íàéñòàðøèé ÷ëåí íi ç ÿêèì äîäàíêîì
(ïiñëÿ ïiäñòàâëÿííÿ çàìiñòü çìiííèõ åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ i
ïiñëÿ ðîçêðèòòÿ äóæîê) íå ñêîòîðèòüñÿ. Òîìó ïiñëÿ ðîçêðèòòÿ äóæîê ìè îäåðæèìî
íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí.

Ïîÿñíèìî ñêàçàíå ïðèêëàäîì. Íåõàé

c = 5y2
1y

1
2y

3
3 − 11y5

1y2y
2
3.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî â ìíîãî÷ëåí c çàìiñòü çìiííèõ y1, y2, y3 åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi
ìíîãî÷ëåíè

σ1 = x1 + x2 + x3, σ2 = x1x2 + x1x3 + x2x3, σ3 = x1x2x3.

Äîäàíîê A1 = 5y2
1y

1
2y

3
3 ïiñëÿ ïiäñòàâëÿííÿ çàìiñü çìiííèõ åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷-

íèõ ïîëiíîìiâ äàñòü ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí

B1 = 5x6
1x

4
2x

3
3 + . . .

à ìîíîãî÷ëåí A2 = −11y5
1y

1
2y

2
3 ïiñëÿ ïiäñòàâëÿííÿ çàìiñü çìiííèõ åëåìåíòàðíèõ

ñèìåòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ äàñòü ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí

B1 = −11x8
1x

3
2x

2
3 + . . .

Äîäàíîê 5x6
1x

4
2x

3
3 ëåêñèêîãðàôi÷íî ìåíøèé âiä −11x8

1x
3
2x

2
3. Òîìó

c(σ1, σ2, σ3) = B1 + B2 = −11x8
1x

3
2x

2
3 + . . .
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Òóò êðàïêàìè ïîçíà÷åíî ëåêñèêîãðàôi÷íî ìåíøi äîäàíêè, ÿêi íàñ íå öiêàâëÿòü �
äëÿ íàñ ãîëîâíèì ¹ âèïèñàòè íåíóëüîâèé äîäàíîê, îò ìè éîãî é âèïèñàëè.

Ìè ïðèéøëè äî ñóïåðå÷íîñòi: ç îäíi¹¨ ñòîðîíè, íåíóëüîâèé ìíîãî÷ëåí c âiä
çìiííèõ y1, y2, . . . , yn ïiñëÿ ïiäñòàâëÿííÿ çàìiñòü çìiííèõ åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷-
íèõ ìíîãî÷ëåíiâ ïåðåòâîðèâñÿ â íóëüîâèé ìíîãî÷ëåí, à ç äðóãî¨ ñòîðîíè, òàêå
ñòàòèñÿ íå ìîæå. Îäåðæàíà ñóïåðå÷íiòü äîâîäèòü ¹äèíiñòü ïðåäñòàâëåííÿ ñèìåò-
ðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåíà âiä åëåìåíòàðíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî-
÷ëåíiâ.

Õî÷ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïðîâîäèëîñÿ ó ïðèïóùåííi, ùî êîåôiöi¹íòè íàëåæàòü
ïåâíîìó ïîëþ (çàçâè÷àé � ïîëþ äiéñíèõ ÷èñåë), àëå òåîðåìà ëèøà¹òüñÿ ñïðàâåä-
ëèâîþ i ó âèïàäêó, êîëè êîåôiöi¹íòè íàëåæàòü êîìóòàòèâíîìó êiëüöþ ç îäèíèöåþ
(çîêðåìà, êiëüöþ öiëèõ ÷èñåë).

×àñòî îñíîâíà òåîðåìà òåîði¨ ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ çàñòîñîâó¹òüñÿ â ïàði
iç òåîðåìîþ Âi¹òà äëÿ îá÷èñëåííÿ ñèìåòðè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà âiä êîðåíiâ çàäàíîãî
ìíîãî÷ëåíà âiä îäi¹¨ çìiííî¨.

Ïðèêëàä 1. Íåõà¹ ¹ ìíîãî÷ëåí âiä îäíi¹¨ çìiííî¨

f(x) = x4 − 11x2 + 12x− 3

i ïîòðiáíî îá÷èñëèòè âèðàç

g = (5355x5
1x

4
2x

3
3x4 + . . .) + (21840x4

1x
4
2x

3
3x

2
4 + . . .) + (7965x4

1x
4
2x

4
3x4 + . . .)+

+ (9385x5
1x

4
2x

2
3x

2
4 + . . .) + (15076x5

1x
3
2x

3
3x

2
4 + . . .) + (34065x4

1x
3
3x

3
4x

3
2 + . . .)+

+(855x5
1x

4
2x

4
3+. . .)+(380x6

1x
4
2x

3
3+. . .)+(2572x6

1x2x
3
3x

3
4+. . .)+(1470x6

1x
4
2x

2
3x4+. . .)+

+(4615x6
1x

3
2x

2
3x

2
4+ . . .)+(2060x5

1x
5
2x3x

2
4+ . . .)+(540x5

1x
5
2x

3
3+ . . .)+(11x8

1x
3
2x

2
3+ . . .)+

+(22x8
1x

3
2x3x4+. . .)+(55x8

1x
2
2x

2
3x4+. . .)+(495x7

1x
3
2x

2
3x4+. . .)+(957x7

1x
2
4x

2
2x

2
3+. . .)+

+ (110x7
1x

4
2x3x4 + . . .) + (121x7

1x
3
2x

3
3 + . . .) + (220x6

1x
5
2x3x4 + . . .)

âiä êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà f .
Øóêà¹ìî ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèé ÷ëåí � íèì áóäå: 11x8

1x
3
2x

2
3. Öåé äîäàíîê

áóäå òàêîæ ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèì ÷ëåíîì â ñèìåòðè÷íîìó ìíîãî÷ëåíi 11σ5
1σ2σ

2
3.

Ìíîãî÷ëåí g1 = g−11σ5
1σ2σ

2
3 ìà¹ ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèì ÷ëåíîì −5x6

1x
4
2x

3
3, òîé

æå, ùî i ó ìíîãî÷ëåíà −5σ2
1σ2σ

3
3. Øóêà¹ìî g2 = g1 − (−5σ2

1σ2σ
3
3). ñêiëüêè g2 = 0,

òî
g = 11σ5

1σ2σ
2
3 − 5σ2

1σ2σ
3
3.

Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ Âi¹òà σ1 âiä êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà f äîðiâíþ¹ íóëþ, òî i
âåñü âèðàç g âiä êîðåíiâ öüîãî ìíîãî÷ëåíà äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ïðèêëàä 2. Âèðàçèòè ñèìåòðè÷íèé ìíîãî÷ëåí f ÷åðåç åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi
ìíîãî÷ëåíè.

f = x5
1x

2
2 + x2

1x
5
2 + x5

1x
2
3 + x2

1x
5
3 + x5

2x
2
3 + x2

2x
5
3.
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Öåé ìíîãî÷ëåí âiä òðüîõ çìiííèõ, îòæå åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè â
öüîìó âèïàäêó òàêi:

σ1(x1,2 , x3) = x1 + x2 + x3,

σ2(x1, x2, x3) = x1x2 + x1x3 + x2x3,

σ3(x1, x2, x3) = x1x2x3.

Ðîçâ'ÿçóâàòè äàíó çàäà÷ó áóäåìî ìåòîäîì íåâèçíà÷åíèõ êîåôiöi¹íòiâ.
1. Øóêà¹ìî ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèé ÷ëåí ìíîãî÷ëåíà f : x5

1x
2
2, éîãî ñòåïiíü

äîiâíþ¹ 7. Îñêiëüêè ìíîãî÷ëåí f âiä òðüîõ çìiííèõ, òî ìè ìîæåìî çàïèñàòè
x5

1x
2
2x

0
3. Ïîêàçíèêè ñòåïåíiâ â öüîìó ìîíîìi (5, 2, 0).

2. Äàëi âèïèñó¹ìî ïîêàçíèêè âñiõ ìîíîìiâ âiä òðüîõ çìiííèõ ñòåïåíÿ 7, äëÿ
ÿêèõ ìîíîì x5

1x
2
2x

0
3 ¹ ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèì:

(5, 1, 1), (4, 3, 0), (4, 2, 1), (3, 3, 1), (3, 2, 2).

3. Âèïèñó¹ìî øiñòü ñèìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ, óòâîðåíèõ åëåìåíòàðíèìè, â
ÿêèõ ìîíîìè ç âiäïîâiäíèìè ïîêàçíèêàìè áóäóòü ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèìè ÷ëåíàìè.

Ìîíîì ç ïîêàçíèêàìè (5, 2, 0) � â ñèìåòðè÷íîìó ìíîãî÷ëåíi σ3
1σ

2
2.

Ìîíîì ç ïîêàçíèêàìè (5, 1, 1) � â ñèìåòðè÷íîìó ìíîãî÷ëåíi σ4
1σ3.

Ìîíîì ç ïîêàçíèêàìè (4, 3, 0) � â ñèìåòðè÷íîìó ìíîãî÷ëåíi σ1σ
3
2.

Ìîíîì ç ïîêàçíèêàìè (4, 2, 1) � â ñèìåòðè÷íîìó ìíîãî÷ëåíi σ2
1σ2σ3.

Ìîíîì ç ïîêàçíèêàìè (3, 3, 1) � â ñèìåòðè÷íîìó ìíîãî÷ëåíi σ2
2σ3.

Ìîíîì ç ïîêàçíèêàìè (3, 2, 2) � â ñèìåòðè÷íîìó ìíîãî÷ëåíi σ1σ
2
3.

4. Çàïèñó¹ìî ìíîãî÷ëåí ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âèïèñàíèõ ìíîãî÷ëåíiâ ç
íåâèçíà÷åíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

f = Aσ3
1σ

2
2 + Bσ4

1σ3 + Cσ1σ
3
2 + Dσ2

1σ2σ3 + Eσ2
2σ3 + Fσ1σ

2
3.

Îñêiëüêè ìîíîì x5
1x

2
2 ¹ ëåêñèêîãðàôi÷íî ñòàðøèì i êîåôiöi¹íò ïðè íüîìó äîðiâíþ¹

1, òî A = 1.
5. Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè âñi iíøi êîåôiöi¹íòè, ïîáóäó¹ìî òàáëèöþ, íàäàþ÷è

çìiííèì x1, x2, x3 ÷àñòêîâi çíà÷åííÿ, îá÷èñëþþ÷è ïðè öèõ çíà÷åííÿõ σ1, σ2, σ3, f .

x1 x2 x3 σ1 σ2 σ3 f

1 1 0 2 1 0 2

1 −1 1 1 −1 −1 0

2 −1 −1 0 −3 2 54

1 1 1 3 3 1 6

2 1 −1 2 −1 −2 64

6. Ïiäñòàâëÿ¹ìî îòðèìàíi çíà÷åííÿ ç òàáëèöi â âèðàç äëÿ f ç íåâèçíà÷åíèìè
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êîåôiöi¹íòàìè. Îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü:




8 + 2C = 2
1−B − C + D − E + F = 2
18E = 54
243 + 81B + 81C + 27D + 9E + 3F = 6
8− 32B − 2C + 8D − 2E + 8F = 64

Îäðàçó ìîæåìî çíàéòè C = −3, E = 3. Ïiäñòàâëÿ¹ìî â iíøi ðiâíÿííÿ òà
îòðèìó¹ìî: 



−B + D + F = 1
27B + 9D + F = −7
−4B + D + F = 7

Ðîçâ'ÿçó¹ìî öþ ñèñòåìó:



−1 1 1
27 9 1
−4 1 1

∣∣∣∣∣∣

1
−7

7


 ∼




3 0 0
0 9 1
0 1 1

∣∣∣∣∣∣

−6
47
−1


 ∼




1 0 0
0 8 0
0 1 1

∣∣∣∣∣∣

−2
48
−1


 ∼




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

−2
6

−7




Îòðèìàëè B = −2, D = 6, F = −7.
Âiäïîâiäü: ìíîãî÷ëåí f ÷åðåç åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè âèðàæà¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì:

f = σ3
1σ

2
2 − 2σ4

1σ3 − 3σ1σ
3
2 + 6σ2

1σ2σ3 + 3σ2
2σ3 − 7σ1σ

2
3.

Ïðèêëàä 3. Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ìíîãî÷ëåíà

f = x5
1x

2
2 + x2

1x
5
2 + x5

1x
2
3 + x2

1x
5
3 + x5

2x
2
3 + x2

2x
5
3.

âiä êîðåíiâ ìíîãî÷ëåíà g = x3 − x2 − 4.
� äâà øëÿõè ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ çàäà÷è.
Ïåðøèé: çíàéòè êîðåíi g òà ïiäñòàâèòè ¨õ ó ïîëiíîì f .
Äðóãèé: âèðàçèòè ïîëiíîì ÷åðåç åëåìåíòàðíi ñèìåòðè÷íi ìíîãî÷ëåíè òà ñêî-

ðèñòàòèñÿ òåîðåìîþ Âi¹òà.
Ðîçãëÿíåìî äðóãèé øëÿõ. Ìè âæå ìà¹ìî âèðàç äëÿ f . Òåîðåìà Âi¹òà ïiäêàçó¹

íàì, ùî

σ1 = −a1 = 1, σ2 = a2 = 0, σ3 = −a3 = 4.

Îòæå, çíà÷åííÿ f âiä êîðåíiâ g

f = σ3
1σ

2
2−2σ4

1σ3−3σ1σ
3
2+6σ2

1σ2σ3+3σ2
2σ3−7σ1σ

2
3 = −2·4−7·42 = −8−112 = −120.

ßêùî éòè ïåðøèì øëÿõîì, òî x1 = 2, x2 =
−1 +

√
7i

2
, x3 =

−1−√7i

2
.
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