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1 Попереднi вiдомостi

1.1 Матрицi. Означення та окремi типи

Матрицею називають прямокутну таблицю. Елементи матрицi
належать певнiй множинi M , на якiй визначенi двi операцiї —
додавання та множення, що пiдкоряються тим же аксiомам, що
i числа, якi вивчались в шкiльному курсi математики. Найва-
жливiшi випадки множини M це поле дiйсних чисел, поле рацiо-
нальних чисел, кiльце цiлих чсел, кiльце многочленiв. Елементи
множини M , уникаючи уточнень, будемо називати числами.

Приклади матриць

A1 =
(
5 7 0

)
, A2 =

(
5 −7 0
0 11 3

)
, A3 =

 5 −7 0
0 11 3
1 1 2


A4 =

 −5
7
0

 , A5 =

 −5 0
7 11
0 3

 , A6 =
(
a11 a12 a13

)
, A7 =

a11
a21
a31

 .

Матрицi A1, A6 мають по одному рядку – це матрицi-рядки.
Матрицi A4, A7 мають по одному стовпчику – це матрицi-стовпчики.
Матриця A3 має однакову кiлькiсть рядкiв i стовпчикув (їх три)
– це квадратна матриця.

Невизначенi елементи матриць звичайно позначаються сим-
волами з двома iндексами: перший iндекс показує номер рядка, в
якому стоїть елемент, а другий — номер стовпчика, в якому цей
елемент стоїть. Так, якщо елемент матрицi записаний у виглядi
a23, то цей елемент стоїть в 2 рядку i 3 стовпчику. В загальному
випадку:

An×m =


a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

... . . . ...
an1 an2 . . . anm

 = (aij) i = 1 . . . n
j = 1 . . .m

= (aij)n×m.

Означення 1.1 1. Двi матрицi A = (aij)n×m i B = (bij)n×m

називаються рiвними, якщо елементи на однакових мi-
сцях спiвпадають, тобто A = B, якщо aij = bij ∀i, j.

2. Якщо n = m, то матриця називається квадратною поряд-
ку n.

3. Якщо всi елементи матрицi дорiвнюють нулю, то таку
матрицю називають нульовою. On×m = (0)n×m. Нульова
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матриця може бути прямокутною, може бути квадра-
тною.

4. У квадратнiй матрицi елементи матрицi, якi стоять на
перетинi рядкiв i стовчикiв з однаковими номерами, нази-
ваються дiагональними. Усi дiагональнi елементи утво-
рюють головну дiагональ. Якщо всi дiагональнi елементи
дорiвнюють одиницi, а недiагональнi дорiвнюють нулю, то
таку матрицю називають одиничною (порядку n).

En =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1

 = (δij)n×n, де δij =

{
1, i = j
0, i ̸= j

.

5. Якщо всi недiагональнi елементи квадратної матрицi до-
рiвнюють нулю, а дiагональнi — будь-якi, то таку квадра-
тну матрицю називають дiагональною.

6. Якщо вище головної дiагоналi всi елементи квадратної ма-
трицi дорiвнють нулю, то таку матрицю називають ни-
жньо трикутною.

7. Якщо ж у матрицi дорiвнюють нулю всi єлементи нижче
головної дiагоналi, то таку матрицю називають верхньо
трикутною.

8. Якщо рядки матрицi An×m записати по стовпчиках, то
одержиться нова матриця Bm×n, яку називають транс-
понованою до A: B = A⊤, bij = aji.

9. Квадратна матриця називається симетричною, якщо A =
A⊤, тобто aij = aji. Квадратна матриця називається ко-
сосиметричною, якщо A = −A⊤, тобто aij = −aji.

Приклади.

B1 =

(
1 0
0 1

)
, B2 =

0 0
0 0
0 0

 , B3 =

1 0 0
0 5 0
0 0 6

 , B4 =

a11 a12 a13
0 a22 a23
0 0 a33

 ,

B5 =

a11 0 0
a21 a22 0
a31 a32 a33

 , B6 =

 1 2 −1
2 3 0

−1 0 −5

 , B7 =

 0 2 −3
−2 0 4
3 −4 0


B1 – одинична матриця, B2 – нульова, B3 – дiагональна, B4

– верхньо трикутна, B5 – нижньо трикутна, B6 – симетрична, а
матриця B7 – кососимметрична.
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1.2 Дiї з матрицями.

Позначимо Rn×m – множину усiх матриць над полем R.
1. Будь-яку матрицю A можна помножити на елемент λ ∈ R,

λA = B, bij = λaij.

Пiсля множення матрицi на число ми одержуємо матрицю та-
кого ж самого розмiру. При множеннi матрицi на число всi її
елементи множаться на це число.

• ∀λ, µ ∈ R ∀A ∈ Rn×m (λ+ µ)A = λA+ µA

• ∀λ, µ ∈ R ∀A ∈ Rn×m (λµ)A = λ(µA)

• ∀λ ∈ R ∀A,B ∈ Rn×m λ(A+B) = λA+ λB

2. Сума двох матриць визначена тiльки у випадку, коли роз-
мiри доданкiв збiгаються.

A+B = C, cij = aij + bij.

Сума двох матриць має той же розмiр, що i доданки.

• ∀A,B ∈ Rn×m A+B = B + A

• ∀A,B,C ∈ Rn×m (A+B) + C = A+ (B + C)

• ∃O ∈ Rn×m ∀A ∈ Rn×m A+O = O + A = A

3. Якщо кiлькiсть стовпчикiв у матрицi A (тобто довжина
рядка) дорiвнює кiлькостi рядкiв у матрицi B (тобто довжинi
стовпчика), тодi визначений добуток AB. Якщо A = (aij)m×n,
B = (bij)n×p, то AB = C = (cij)m×p

cij =
n∑

k=1

aikbkj.

Для матриць

A =

(
1 2 3
−1 0 4

)
, B =

 −2 2
−3 0
−1 5


добутком AB буде матриця

AB =

(
−2− 6− 3 2 + 0 + 15
+2 + 0− 4 −2 + 0 + 20

)
=

(
−11 17
−2 18

)
.
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Добутком BA цих матриць буде

BA =

 −2 2
−3 0
−1 5

( 1 2 3
−1 0 4

)
=

 −2− 2 −4 + 0 −6 + 8
−3 + 0 −6 + 0 −9 + 0
−1− 5 −2 + 0 −3 + 20

 =

=

 −4 −4 2
−3 −6 −9
−6 −2 17


• В загальному випадку AB ̸= BA, навiть якщо обидвi ма-

трицi квадратнi одного розмiру (n>1)

• ∀A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p, C ∈ Rp×r (A ·B) · C = A · (B · C)

• ∀A,B,C ∈ Rn×n A(B + C) = AB + AC, (A + B)C =
AC +BC

• ∀λ ∈ R ∀A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p λ(AB) = (λA)B = A(λB)

• ∀A ∈ Rm×n A · En = A, Em · A = A

4. Будь-яку матрицю можна транспонувати:

A 7→ A⊤ = B, bij = aji.

• ∀A ∈ Rm×n (A⊤)⊤ = A

• ∀A,B ∈ Rm×n (A+B)⊤ = A⊤ +B⊤

• ∀λ ∈ R ∀A ∈ Rm×n (λA)⊤ = λA⊤

• ∀A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p (AB)⊤ = B⊤A⊤

1.3 Обернена матриця.

Для деяких квадратних матриць iснує оберена матриця.

Означення 1.2 Матриця B називається оберненою до матри-
цi A, якщо виконуються двi рiвностi AB = BA = E, де E –
одинична матриця. Обернена до A матриця позначається че-
рез A−1.

Матриця, яка має обернену, називється оборотною.

Для прикладу вiзьмемо матрицi

A =

(
−7 3
12 −5

)
, B =

(
5 3
12 7

)
,
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Оскiльки AB = BA = E, то матриця B обернена до A, а матриця
A є оберненою до B.

Якщо обернена матриця iснує, то вона єдина.
Добуток оборотних матриць є оборотною матрицею.

(AB)−1 = B−1A−1.

1.4 Лiнiйний векторний простiр.

Означення 1.3 Непорожня множина V називається дiйсним
лiнiйним векторним простором (а її елементи векторами), якщо
на нiй задана операцiя додавання елементiв (кожним a⃗, b⃗ ∈ V

ставиться у вiдповiднiсть вектор a⃗+b⃗ ∈ V ), а також операцiя
множення елементiв iз V на дiйснi числа (кожному вектору
a⃗ ∈ V i кожному λ ∈ R ставиться у вiдповiднiсть вектор
λa⃗ ∈ V ). Крiм того, виконуються наступнi аксiоми:

1) a⃗+ b⃗ = b⃗+ a⃗ (комутативнiсть);
2) (⃗a+ b⃗) + c⃗ = a⃗+ (⃗b+ c⃗) (асоцiативнiсть);
3) iснує вектор 0⃗ ∈ V такий, що для кожного a⃗ ∈ V a⃗+ 0⃗ =

0⃗ + a⃗ = a⃗;
4) для кожного a⃗ ∈ V iснує −a⃗ ∈ V такий, що a⃗+(−a⃗) = 0⃗;
5) λ(µa⃗) = (λµ)⃗a;
6) (λ+ µ)⃗a = λa⃗+ µa⃗;
7) λ(⃗a+ b⃗) = λa⃗+ λ⃗b;
8) 1 · a⃗ = a⃗

для будь-яких дiйсних λ, µ та будь-яких a⃗, b⃗ ∈ V .

Приклади.
1. Множина дiйсних матриць Rn×m є дiйсним лiнiйним про-

стором.
2. Геометричнi вектори, вiдкладенi вiд однiєї точки, утворю-

ють лiнiйний векторний простiр.
3. Рядки ā = (a1, a2, . . . , an), що складаються з чисел, можна,

як i матрицi розмiру 1 на n, додавати

ā′+ā′′ = (a′1, a
′
2, . . . , a

′
n)+(a′′1, a

′′
2, . . . , a

′′
n) = (a′1+a′′1, a

′
2+a′′2, . . . , a

′
n+a′′n),

множити на число λ:

λā = λ(a1, a2, . . . , an) = (λa1, λa2, . . . , λan),

i, вiдповiдно, створювати лiнiйнi комбiнацiї рядкiв:

λā′+µā′′ = λ(a′1, a
′
2, . . . , a

′
n)+µ(a′′1, a

′′
2, . . . , a

′′
n) = (λa′1+µa′′1, λa

′
2+µa′′2, . . . , λa

′
n+µa′′n).

Тобто рядки ā = (a1, a2, . . . , an) ai ∈ R утворюють лiнiйний
простiр.
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1.5 Функцiонали

Означення 1.4 Вiдображення f : V → R, яке ставить у вiдпо-
вiднiсть кожному вектору ā ∈ V число f(ā) iз R називається
функцiоналом.

Функцiонал f(ā) називається адитивним, якщо для будь-
яких векторiв ā, b̄

f(ā+ b̄) = f(ā) + f(b̄).

Функцiонал називається однорiдним, якщо для будь-якого ве-
ктора ā i для будь-якого числа λ можна написати

f(λā) = λf(ā).

Якщо функцiонал i адитивний i однорiдний, то його назива-
ють лiнiйним. Можна сказати, що фунцiонал лiнiйний, якщо
для будь-яких рядкiв ā, b̄ та чисел λ, µ виконується рiвнiсть

f(λā+ µb̄) = λf(ā) + µf(b̄). (1)

Функцiонал вiд n змiнних — це вiдображення f : V × V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
n

→

R, яке ставить n векторам ā1, ā2, . . . , ān у вiдповiднiсть число
f(ā1, ā2, . . . , ān).

2 Означення та властивостi визначникiв

Визначник ставить у вiдповiднiсть кожнiй квадратнiй матрицi
над певним кiльцем один елемент iз цього кiльця. Отже визна-
чник матрицi з цiлими елементами є цiле число, визначник ма-
трицi, елементами якої є многочлени є многочлен. Далi замiсть
елемент кiльця, над яким визначена матриця говоримо коро-
тше — число.

Порожнi матрицi, тобто матрицi, в яких немає нi рядкiв нi
стовпчикiв, не розглядаються. А матрицi, що мають лише один
стовпчик i один рядок, розглядаються. Тому, коли говоримо про
квадратнi матрицю розмiру n × n, то мається на увазi, що 1 ≤
n < ∞, n ∈ N.

Якщо маємо матрицю A = (aij)i,j=1,n розмiру n× n,

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann


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то визначник d цiєї матрицi позначається одним iз двох способiв:
абo d = detA, або

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
Вiдображення, яке ставить у вiдповiднiсть числу число, нази-

вають функцiєю. Визначник ставить у вiдповiднiсть матрицi чи-
сло, тому вiн не є функцiєю, такi вiдображення називають фун-
кцiоналами. Визначник вiд матрицi A з рядками ā1, ā2, . . . , ān
можна розглядати як функцiонал вiд рядкiв i писати

detA = det(ā1, ā2, . . . , ān).

Визначник матрицi A1×1 = (a), є тим числом, з якого сладає-
ться матриця:

det(a) = a. (2)

Отже, якщо матриця має вигляд A = (7), то det(7) = 7. Вiдпо-
вiдно, det(0) = 0, det(−3) = −3, det(2x− 6) = 2x− 6.

Визначник матрицi A2×2 пiдраховується за формулою

det

(
a b
c d

)
= ad− bc. (3)

Згiдно з цiєю формулою

∣∣∣∣ 2 3
4 5

∣∣∣∣ = 10− 12 = −2,

∣∣∣∣ 2 −3
−4 6

∣∣∣∣ = 12− 12 = 0,

∣∣∣∣ 0 3
4 0

∣∣∣∣ = 0− 12 = −12,

∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1− 0 = 1.

Коли працюють з визначниками, то використовують не коре-
ктне, але дуже зручне скорочення — замiсть словосполучення
елемент матрицi, вiд якої пiдраховується визначник кажуть
елемент визначника, замiсть рядок матрицi, вiд якої пiдрахо-
вується визначник кажуть рядок визначника та подiбнi.

Термiн детермiнант є повним синонiмом термiну визначник.
Мовний смак пiдкаже, в якому мовному оточеннi зручнiше вжи-
вати визначник, а в якому детермiнант.
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2.1 Мiнори

Означення 2.1 У матрицi An×m вибрали r рядкiв i1, i2, . . . , ir
та r стовпчикiв j1, j2, . . . , jr. На перетинi цих r рядкiв та r
стовпчикiв одержиться квадратна матриця r-го порядку. Ви-
значник цiєї матрицi називають мiнором r−того порядку i по-
значають M i1,i2,...,ir

j1,j2,...,jr
.

Якщо матриця A квадратна порядку n, тодi

Означення 2.2 Доповнювальним мiнором до мiнору r-того по-
рядку називається визначник матрицi, отриманої при викре-
слюваннi вибраних r рядкiв i r стовпчикiв, тобто визначник
(n− r)-го порядку, позначається вiн M̄ i1,i2,...,ir

j1,j2,...,jr
.

Означення 2.3 Ai1,i2,...,ir
j1,j2,...,jr

= (−1)

r∑
k=1

ik+
r∑

k=1
jk
M̄ i1,i2,...,ir

j1,j2,...,jr
називають

алгебричним доповненням мiнору M i1,i2,...,ir
j1,j2,...,jr

.

Отже, коли йдеться про мiнор M13
35 , то мова йде про визна-

чник матрицi, що стоiть на перетинi двох рядкiв — першого та
третього, i двох стовпчикiв — третього та п’ятого. Для матрицi

A5×5 =


a11 a12 a13 a14 a15
a21 a22 a23 a24 a25
a31 a32 a33 a34 a35
a41 a42 a43 a44 a45
a51 a52 a53 a54 a55


можна записати

M13
35 =

∣∣∣∣ a13 a15
a33 a35

∣∣∣∣ , M̄13
35 =

∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a24
a41 a42 a44
a51 a52 a54

∣∣∣∣∣∣ , A13
35 = (−1)1+3+3+5

∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a24
a41 a42 a44
a51 a52 a54

∣∣∣∣∣∣ = M̄13
35 .

Якщо вибрали тiлькi один рядок (i−тий) та один стовпчик
(j−тий), тодi мiнор спiвпадає з елементом aij.

M i
j = aij = Mij

В цьому випадку iндекси ставимо внизу, вiддаючи данину тра-
дицiї.

2.2 Означення розкладанням за елементами першого
рядка

Це означення вимагає лише знання повної математичної iнду-
кцiї. Вважаємо, що повна математична iндукцiя певним чином
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вiдома. А тi, хто з нею не зустрiчався, повиннi самостiйно з нею
ознайомитися (див. [1]). Повна математична iндукцiя зустрiчає-
ться чи прямо чи опосередковано на кожному кроцi роботи ма-
тематика.

Означення 2.4 Визначник матрицi порядку 3 i вище є сумою
добуткiв елементiв першого стовпчика на їх алгебричнi допов-
нення, тобто

detA =
n∑

i=1

a1iA1i =
n∑

i=1

(−1)i+1a1iM̄1i. (4)

Визначник матрицi 1-го i 2-го порядку визначається формула-
ми (2), (3).

Обчислимо, користуючись лише означнням, визначник ма-
трицi 3-го порядку.∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = (−1)1+1a11

∣∣∣∣ a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣+(−1)1+2

∣∣∣∣ a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+(−1)1+3

∣∣∣∣ a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ =
= a11(a22a33− a23a32)− a12(a21a33− a23a31)+ a13(a12a23− a31a22) =

= a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a13−a11a23a32−a12a12a33.

Означення 2.5 Правило обчислення визначника третього по-
рядку за формулою (5)∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a13−a11a23a32−a12a12a33.

(5)
називають правилом Саррюса або правлом трикутничкiв.

Остання назва пов’язана iз геометричним способом запам’ято-
вування всiх дев’яти доданкiв в цiй формулi (див рис.1, 2)

Обчислимо, використовуючи означення, визначник 5-го по-
рядку

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 3 0
0 0 0 0 2
5 0 0 0 0
−1 7 0 2 2
−4 1 1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Рис. 1: Добуток елементiв голов-
ної дiагоналi береться iз знаком +,
також iз знаком + беруться добу-
тки елементiв, що стоять у верши-
нах двох триктникiв, у яких одна
сторона паралельна головнiй дiа-
гоналi

d
d
d

d
d
d

d
d
d

�
�
�
�

�
�
�

�

�
�
�
�

�
�
�

�

A
A

A
A
A
A
A
A

HHHHHHHH

A
A
A
A
A
A
A
A

HHHHHHHH

Рис. 2: Добуток елементiв бiчної
дiагоналi береться iз знаком -, та-
кож iз знаком - беруться добутки
елементiв, що стоять у вершинах
двох триктникiв, у яких одна сто-
рона паралельна бiчнiй дiагоналi

За формулою (4) маємо (нульовi доданки не виписуємо)

d = −3

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 0 2
5 0 0 0
−1 7 0 2
−4 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 6

∣∣∣∣∣∣
5 0 0
−1 7 0
−4 1 1

∣∣∣∣∣∣ = 30

∣∣∣∣ 7 0
1 1

∣∣∣∣ = 210.

Обчислюючи за означенням визначник одиничної матрицi для
одиничних матриць розмiру 1,2,3. ... бачимо, що вiн дорiвнює
одиницi. Для будь-якого n ∈ N це твердження:∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
1 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1,

доводиться методом iндукцiї.
Використовуючи лише означення, методом iндукцiї доводи-

ться, що визначник матрицi, яка має нульовий рядок або нульо-
вий стовпчик, дорiвнює нулю. Зокрема,

визначник нульової матрицi дорiвнює нулю.

Також методом iндукцiї перевiряється, що визначник верхньо
трикутньої матрицi (пiд головною дiагоналлю стоять нулi) та ни-
жньо трикутної матрицi (над головною дiагоналлю стоять нулi)
дорiвнює добутку дiагональних елементiв.

2.3 Антисиметричнiсть визначника

Спочатку пояснимо, що таке антисиметричнiсть визначника.
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Нехай є матриця A, в цiй матрицi помiняли мiсцями два рядки
i одержали матрицю B. Тодi

detA = − detB. (6)

Означення 2.6 Коли говорять про антисиметричнiсть визна-
чника, то мають на увазi формулу (6).

Теорема 2.1 Визначник є антисиметричним функцiоналом вiд
своїх рядкiв.

Доведення. Нехай в матрицi A = (aij)i,j=1,n помiняли мiсця-
ми рядки з номерами i, j (1 ≤ i < j ≤ n) i таким чином одержали
матрицю B. Доведемо рiвнiсть (6). Доведення проводимо мето-
дом iндукцiї.

База iндукцiї – переконуємося в тому, що коли в матрицi роз-
мiру 2× 2 помiняти мicцями рядки, то визначник нової матрицi
буде вiдрiзнятися вiд визначника старої матрицi знаком (лише
знаком). Справдi, користуючись формулою (3) маємо

det

(
a11 a12
a21 a22

)
= a11a22−a12a21 = −(a12a21−a11a22) = − det

(
a21 a22
a11 a12

)
.

Iндуктивне припущення — якщо n ∈ N, n ≥ 3 i матриця має
n− 1 рядкiв, то переставляння двох рядкiв цiєї матрицi призво-
дить до змiни знаку вiдповiдного визначника на протилежний.

Iндуктивний перехiд полягає в доведеннi (6) у випадку, коли
матриця A має n рядкiв (n ≥ 2). За умовою, для елемента bpq
матрицi B, який стоїть на перетинi p−го рядка i q−го стовпчика,
ми можемо написати

bpq =


apq, якщо p /∈ {i, j},
ajq, якщо p = i,

aiq, якщо p = j.

Доповнювальний мiнор, який одержується пiсля викреслювання
в матрицi A рядкiв з номерами r, s та стовпчикiв з номерами p, q
будемо, як i ранiше, позначати через M̄pq

rs , а мiнор, який одержу-
ється пiсля викреслювання в матрицi B рядкiв з номерами r, s
та стовпчикiв з номерами p, q будемо позначати через N̄pq

rs .
За означенням ми можемо написати

detA =
n∑

p=1

(−1)p+1a1pM̄1p, detB =
n∑

p=1

(−1)p+1b1pN̄1p.
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Розглянемо три випадки: i > 1; i = 1, j = 2; i = 1, j > 2.
В першому випадку b1p = a1p, i за iндуктивним припущенням

M1p = −N1p. Тому detA = − detB.
В другому випадку розкладемо мiнори M̄1p, N̄1p за елемента-

ми першого рядка:

M̄1p =
∑

1≤q<p≤n

(−1)q+1a2qM̄
12
pq +

∑
1≤p<q≤n

(−1)qa2qM̄
12
pq ,

N̄1p =
∑

1≤q<p≤n

(−1)q+1b2qN̄
12
pq +

∑
1≤p<q≤n

(−1)qb2qN̄
12
pq ,

Оскiльки всi рядки починаючи з третього в матрицях A,B одна-
ковi, то при будь-яких p ̸= q можна написати

M̄12
pq = N̄12

pq .

А оскiльки ми помiняли мiсцями перший i другий рядки, то

b1p = a2p, b2q = a1q.

Тепер ми можемо записати

detA =
n∑

p=1

(−1)p+1a1,p
∑

1≤q<p≤n

(−1)q+1a2qM̄
12
pq+

n∑
p=1

(−1)p+1a1,p
∑

1≤p<q≤n

(−1)qa2qM̄
12
pq

(7)

detB =
n∑

p=1

(−1)p+1a2,p
∑

1≤q<p≤n

(−1)q+1a1qM̄
12
pq+

n∑
p=1

(−1)p+1a2,p
∑

1≤p<q≤n

(−1)qa1qM̄
12
pq .

(8)
Виписуючи доданки в (7), (8), якi мiстять добуток a1ra2s, бачимо,
що при при r > s в (7) це буде

(−1)r+s+2a1ra2sM̄
12
rs ,

а в (8) це буде
(−1)r+s+1a1ra2sM̄

12
rs .

При r < s в (7) це буде

(−1)r+s+1a1ra2sM̄
12
rs ,

а в (8) це буде
(−1)r+s+2a1ra2sM̄

12
rs .

Звiдси випливає, що detA = − detB.
В третьому випадку, коли мiняються мiсцями 1-й рядок i ря-

док зномером j > 2, будуємо двi допомiжнi матрицi B1, B2. B1
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одержуємо iз матрицi A помiнявши мiсцями 2-й та j−й рядки,
B2 одержуємо помiнявши в матрицi B1 перший та другий рядки.
Таким чином, в матрицi B2 на мiсцi j−го рядка стоїть другий
рядок матрицi A, на мiсцi другого рядка стоїть перший рядок
матрицi A, а на мiсцi першого рядка стоїться j−й рядок матрицi
A. Отже, матрицю B ми одержимо, помiнявши мiсцями 2−й та
j− рядки матрицi B2. За уже доведеним маємо

detA = − detB1 = detB2 = − detB.

Доведення антисиметричностi визначника завершене.

Наслiдком антисиметричностi є

Наслiдок 2.1 Визначник матрицi, яка має два однаковi рядки,
дорiвнює нулю.

Справдi, якщо помiняти мiсцями однаковi рядки, то визначник
з одного боку не змiниться а з iншого — змiнить знак на про-
тилежний. Числом, яке дорiвнює своєму протилежному, є лише
нуль.

Теорема 2.2 Визначник матрицi A розмiру n×n можна обчи-
слити, розкладаючи за елементам будь-якого рядка. Остання
словосполука означає, що коли вибраний k−й рядок, 1 ≤ k ≤ n,
то визначник матрицi A можна обчислювати за формулою

detA =
n∑

i=1

akiAki =
n∑

i=1

(−1)k+iakiM̄ki. (9)

Доведення. Поставимо k−й рядок на перше мiсце, зберiгши по-
рядок на рештi рядкiв. Для цього k−й рядок помiняємо мiсцями
з (k− 1)−м, (k− 2)−м, (k− 3)−м, i т.д. нарештi з першим. Знак
визначника при цьому змiнився k−1 раз. Одержаний визначник
обчислюємо за означенням. Викреслюючи перший рядок в новiй
матрицi ми одержуємо той же результат, що i пiсля викреслю-
вання k−го рядка в заданiй матрицi. Таким чином одержуємо

detA = (−1)k−1

n∑
i=1

(−1)i+1akiMki =
n∑

i=1

(−1)i+kakiMki

Узагальненням цього результату є теорема Лапласа, яку
ми наводимо без доведення.
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Теорема 2.3 (Теорема Лапласа) У матрицi An×n вибрали r
рядкiв i1, i2, . . . , ir, тодi

detA =
∑

1≤j1<j2<...<jr≤n

M i1,i2,...,ir
j1,j2,...,jr

· Ai1,i2,...,ir
j1,j2,...,jr

.

Обчислимо за теоремою Лапласа визначник матрицi A =


5 1 2 7
3 0 0 2
1 3 4 5
2 0 0 3

.

Зафiксуємо другiй та четвертий рядки.

detA = M2,4
1,2 ·A

2,4
1,2+M2,4

1,3 ·A
2,4
1,3+M2,4

1,4 ·A
2,4
1,4+M2,4

2,3 ·A
2,4
2,3+M2,4

2,4 ·A
2,4
2,4+M2,4

3,4 ·A
2,4
3,4.

Ненульовим буде тiлькi мiнор M2,4
1,4 , отже

detA =

∣∣∣∣ 3 2
2 3

∣∣∣∣ · (−1)2+4+1+4 ·
∣∣∣∣ 1 2
3 4

∣∣∣∣ = 5 · (−1) · (−2) = 10.

2.4 Визначник матрицi-пiдстановки

Означення 2.7 Бiєктивнi вiдображення скiнченних множин
у себе називають пiдстановками.

Оскiльки елементи скiнченної множини можна перенумерува-
ти натуральними числами починаючи з одиницi, то можна вва-
жати iз самого початку, що скiнченна множина — це {1, 2, 3, . . . , n}
для деякого натурального n ≥ 1.

Пiдстановки, як бiєктивнi вiдобарження, можна множити, iснує
одинична пiдстановка id, яка переводить кожен елемент в себе,
кожна пiдстановка має обернену пiдстановку. Отже всi пiдста-
новки на заданiй множинi утворюють групу. ЇЇ називають симе-
тричною групою. Бiльш уважно з пiдстановка ми можна озна-
йомитися за [4], [6].

Пiдстановки на n−елементнiй множинi (або n−елементної мно-
жини) звичайно задають таблично, у два рядки: у верхньому
рядку виписують прообрази, а в нижньому образи. Отже ми
пишемо

σ =

(
1 2 3 . . . n
i1 i2 i3 . . . in

)
замiсть σ(1) = i1, σ(2) = i2, σ(3) = i3, . . . , σ(n) = in. Якщо
прийняти домовленiсть про те, що числа у верхньому рядку пи-
шуться у стандартному порядку, то верхнiй рядок стає зайвим
i пiдстановку задають одним нижнiм рядком. Запис елементiв
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множини у певному лiнiйному порядку (один за другим) нази-
вають перестановкою. Отже пiдстановку можна задати переста-
новкою чисел 1, 2, . . . , n.

За кожною пiдстановкою σ будується матриця Aσ, в якiй на
перетинi k−го рядка i σ(k)−го стовпчика стоїть одиниця, а ре-
шта елементiв — нулi. Так, коли маємо пiдстановки

ρ =

(
1 2 3
2 3 1

)
, σ =

(
1 2 3
1 2 3

)
, τ =

(
1 2 3
3 2 1

)
, (10)

то їм вiдповiдають матрицi

Aρ =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , Aσ =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , Aτ =

 0 0 1
0 1 0
1 0 0

 .

Визначник матрицi-пiдстановки дорiвнює або +1 або -1, фор-
мально це можна довести методом повної математичної iндукцiї.

Означення 2.8 Визначник матрицi пiдстановки Aσ, що вiд-
повiдає пiдстановцi σ називається сигнатурою пiдстановки i
позначається sign(σ) (вiд латинского слова signum, яке означає
"знак"). Якщо визначник матрицi-пiдстановки дорiвнює +1,
то кажемо, що пiдстановка парна, якщо ж визначник дорiв-
нює -1, то кажемо, що пiдстановка непарна.

Так для пiдстановок ρ, σ, τ, що заданi (10), буде
sign(ρ) = detAρ = 1, i пiдстановка ρ парна;
sign(σ) = detAσ = 1, i пiдстановка σ парна;
sign(τ) = detAτ = −1, i пiдстановка τ непарна.

2.5 Iнверсiї i транспозицiї. Умови парностi пiдстанов-
ки.

Визначник матрицi-пiдстановки можна пiдрахувати, перестав-
ляючи в нiй рядки. Мiркування супроводимо прикладом, при-
пустимо, що ми хочемо пiдрахувати визначник матрицi

Aρ =


0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0

 , ρ =

(
1 2 3 4 5 6
3 2 4 1 6 6

)
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Помiняємо мiсцями два рядки так, щоб першим елементом
першого стовпчика стояла одиниця. В нашому прикладi потрi-
бно помiняти мiсцями перший i четвертий рядки. Одержимо но-
ву матрицю-пiдстановку

Aρ =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0

 , σ =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 4 3 6 6

)

Нова, друга пiдстановка одержується iз першої пiдстановки, пе-
реставлянням двох елементiв — в нашому прикладi тих, що сто-
ять пiд 1 i пiд 4 (тобто 3 i 1). Використовуючи добуток вiдобра-
жень ми можемо записати (нагадаємо, що в добутку вiдобра-
жень першим дiє те, що стоїть справа)

σ = ρ ·
(
1 2 3 4 5 6
4 2 3 1 6 6

)
Далi помiняємо мiсцями два рядки так, щоб другим елемен-

том другого рядка стала одиниця — в нашому прикладi нiчого
робити не треба, оскiльки там уже стоїть одиниця.

Таким чином далi ми забезпечуємо одиницi по головнiй дiа-
гоналi, переставляючи рядки i, вiдповiдно, домножаючи пiдста-
новку справа на пiдстановку, що мiняє мiсцями два елементи, а
решту лишає на мiсцi. Такi пiдстановки називають транспози-
цiями. В рештi решт одержимо одиничну матрицi, визначником
якої є одиниця.

В нашому прикладi вiд Aσ переходимо до

Aτ =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0

 , τ =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 6 5

)
= σ·

(
1 2 3 4 5 6
1 2 4 3 5 6

)

Помiнявши мiсцями 5 та 6-ий рядки матрицi Aτ одержуємо оди-
ничну матрицю. Одиничну матрицю ми одержали переставляю-
чи 3 рази рядки, отже тричi змiнюючи знак. Звiдси випливає,
що detAρ = −1 i, вiдповiдно, sign(ρ) = −1.
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В загальному випадку пiдстановка буде парною, якщо ми мi-
няли мiсцями рядки парну кiлькiсть разiв, i непарною в проти-
лежному впадку.

Використовуючи транспозицiї можна сказати, що пiдстанов-
ка буде парною, якщо домноживши її на парну кiлькiсть транс-
позицiй ми одержимо тотожне вiдображення, або, як кажуть,
одиничну пiдстановку.

Зауважимо, що кожна транспозицiя помножена сама на се-
бе дасть одиничну пiдстановку – id, тобто пiдстановку, що пе-
реводить кожен елемент в себе. Звiдси випливає, що коли для
пiдстановки ρ i транспозицiй α1, α2, . . . , αk виконується рiвнiсть

ρ · (α1α2 . . . αk) = id ,

то
ρ = αkαk−1 . . . α1,

ρ−1 = α1α2 . . . αk.

Сказаним обгрунтовуються двi тези

• Пiдстановка парна тодi i тiльки тодi, коли її можна розкла-
сти в добуток парної кiлькостi транспозицiй.

• Пiдстановка парна тодi i тiльки тодi, коли обернена до неї
пiдстановка парна.

Ще одним способом обчислення парностi пiдстановки є вико-
ристання так званих iнверсiй в перестановцi.

Означення 2.9 Розташування чисел в певну послiдовнiсть на-
зивають перестановкою. Два елементи i > k утворюють iн-
версiю в перестановцi σ, якщо бiльший елемент стоїть ранiше
меншого.

Розглянемо приклад. Нехай задана пiдстановка(
1 2 3 4 5 6 7
3 2 5 7 6 1 4

)
Ця пiдстановка має 10 iнверсiй {3, 1}, {3, 2}, {2, 1}, {5, 1}, {5, 4}, {7, 6}, {7, 1}, {7, 4}, {6, 1},
{6, 4}.

Теорема 2.4 Коли в перестановцi помiняти мiсцями два еле-
менти, то парнiсть кiлькостi iнверсiй змiниться — якщо кiль-
кiсть була парною, то стане непарною, а коли була непарною,
то стане парною.
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Доведення. Нехай (i1, i2, i3, . . . , in) певна перестановка. По-
мiняємо в нiй мiсцями елементи ip, iq, p < q. Всi пари {ix, iy}, x <
y розiб’ємо на кiлька груп.

До першої групи вiднесемо тi пари, в яких один iз елементiв
стоїть до ip, тобто x < p, або один iз елементiв стоїть пiсля
iq, тобто q < y, або обидва елементи стоять мiж ip i iq, тобто
p < x < y < q. Якщо одна пара iз цiєї групи утворювала iнверсiю
в старiй перестановцi, то вона знову буде утворювати iнверсiю
в новiй перестановцi, а якщо не утворювала, то i утворювати не
буде. Отже цi пари брати до уваги не будемо.

До другої групи вiднесемо пари {ip, iy}, p < y < q, нехай iз
них n1 пара утворює iнверсiю, а n2 пари не утворюють, n1+n2 =
q − p− 1.

До третьої групи вiднесемо {ix, iq}, p < x < q, нехай iз них
m1 пара утворює iнверсiю, а m2 пари не утворюють, m1 +m2 =
q − p− 1.

Четверта група складається iз однiєї пари {ip, iq}.
Прослiдкуємо за змiною кiлькостi iнверсiй в парах iз другої,

третьої та четвертої груп.
Всi пари iз другої та третьої групи, що утворювали iнверсiю,

перестали її утворювати, а тi пари, що не утворювали, стали
утворювати. Отже кiлькiсть iнверсiй була в цих двох групах a =
m1 + n1, а стала b = m2 + n2. Оскiльки

a+ b = m1 +m2 + n1 + n2 = 2(q − p− 1),

то парнiсть чисел a i b одна i та ж.
Якщо пара {ip, iq} утворювала iнверсiю, то пiсля перестав-

ляння перестала утворювати, а якщо не утворювала, то пiсля
переставляння буде утворювати iнверсiю. От оця iнверсiя, дода-
на чи вiдкинута, i змiнить парнiсть кiлькостi iнверсiй.

Кiнець доведення.

Наслiдком доведеної властивостi iнверсiй буде те, що знаючи
кiлькiсть iнверсiй можна сказати, парна пiдстановка чи нi:

Наслiдок 2.2 Пiдстановка парна тодi i тiльки тодi, коли в
стандартному записi двома рядками, нижня перестановка має
парну кiлькiсть iнверсiй.

2.6 Полiлiнiйнiсть визначника

Визначник є функцiоналом вiд стiлькох змiнних, скiльки рядкiв
в матрицi, i вiн має важливу властивiсть
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Теорема 2.5 Визначник є лiнiйним функцiоналом по кожному
рядку.

Замiсть слiв лiнiйний по кожнiй змiннiй вживають термiн
полiлiнiйний.

Доведення.Спочатку доведемо лiнiйнiсть за першим аргу-
ментом.

Припустимо, що перший рядок ā1 є лiнiйною комбiнацiєю пев-
них двох рядкiв ā′1, ā′′1

ā1 = λā′1 + µā′′1.

Тодi

det(ā1, ā2, . . . , ān) =
n∑

i=1

(−1)i+1a1iM1i =
n∑

i=1

(−1)i+1(λa′1i+µa′′1i)M1i =

λ

n∑
i=1

(−1)i+1a′1iM1i+µ

n∑
i=1

(−1)i+1a′′1iM1i = λ det(ā′1, ā2, . . . , ān)+µ det(ā′′1, ā2, . . . , ān).

Лiнiйнiсть визначника по першому аргументу доведена.
Щоб переконатися в лiнiйностi визначника за будь-яким iн-

шим аргументом, потрiбно рядок з вiдповiдним номером помiня-
ти мiсцями з першим (визначник змiнить знак на протилежний),
скористатися лiнiйнiстю за першим аргументом, а потiм поста-
вити рядок на своє мiсце (знак визначника вiдновиться).

Кiнець доведення полiлiнiйностi визначника.

2.7 Елементарнi перетворення рядкiв матрицi. Обчи-
слення визначника методом Гауса

Є три типи елементарних перетворень рядкiв матрицi:

• Переставляння двох рядкiв.

• Множення рядка на ненульове число.

• Додавання до одного рядка iншого, помноженого на будь-
яке число.

Вiдмiтимо, як змiниться визначник матрицi, якщо до її рядкiв
застосоване одне iз елементарних перетворень.
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Теорема 2.6 Якщо два рядки заданої матрицi помiняти мi-
сцями, то визначник одержаної матрицi буде вiдрiзнятися вiд
визначника заданої матрицi лише знаком:

det(. . . , āi, . . . , āj, . . .) = − det(. . . , āi, . . . , āj, . . .). (11)

Якщо рядок матрицi помножити на число, то визначник
помножиться на це число, тобто

det(. . . , λāi, . . .) = λ det(. . . , āi, . . .). (12)

Якщо до одного рядка матрицi додати будь-який iнший, по-
множений на будь-яке число, то визначник матрицi не змiни-
ться, тобто

det(. . . , āi + λāj, . . . , āj, . . .) = det(. . . , āi, . . . , āj, . . .). (13)

Доведення. (11) означає антисиметричнiсть, яка вже доведена.
(12) означає однорiднiсть, яка є складовою частиною лiнiйно-

стi, i вже доведена.
Лишилося перевiрити виконання (13). Для цього скористає-

мося адитивнiстю i однорiднiстю визнчника за кожним рядком:

det(. . . , āi+λāj, . . . , āj, . . .) = det(. . . , āi, . . . , āj, . . .)+det(. . . , λāj, . . . , āj, . . .) =

= det(. . . , āi, . . . , āj, . . .) + λ det(. . . , āj, . . . , āj, . . .).

I завершимо доедення посиланням на те, що визначник det(. . . , āj, . . . , āj, . . .)
з двома однаковими рядками дорiвнює нулю.

Метод Гауса обчислення визначникiв полягає в тому, що
елементарними перетвореннями рядкiв матриця проводиться до
верхньо-трикутного вигляду, чи до вигляду, де матриця має ну-
льовий рядок. В першому випадку визначник одержаної матрицi
дорiвнює добутку дiагональних елементiв, а в другому — нулю.
Прослiдкувавши, як змiнювався детермiнант матриць пiд час
елементарних перетворень, знаходимо визначник матрицi.

Розглянемо приклад. Нехай потрiбно обчислити detA, де

A =


1 5 5 2

3 −1 −2 0

2 6 6 1

−3 0 0 5


Вiднiмаючи вiд другого рядка перший, помножений на 3, вiднi-
маючи вiд третього рядка перший, помножений на 2 i додаючи
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до четвертого рядка перший, помножений на (-3) (тобто вiднi-
маючи перший, помножений на 3), одержуємо матрицю

A1 =


1 5 5 2

0 −16 −17 −6

0 −4 −4 −3

0 15 15 11

 , detA = detA1.

В матрицi A1 вiд другого рядка вiднiмемо третiй, помножений
на 4, а до четвертого додамо третiй помножений на 4. Одержимо
матрицю A2:

A2 =


1 5 5 2

0 0 −1 6

0 −4 −4 −3

0 −1 −1 −1

 , detA2 = detA1.

Якщо вiд третього рядка матрицi A2 вiдняти четвертий, помно-
жений на 4, то одержимо матрицю A3:

A3 =


1 5 5 2

0 0 −1 6

0 0 0 1

0 −1 −1 −1

 , detA2 = detA3.

Переставимо тепер в матрицi A3 рядки, спочатку помiняємо дру-
гий рядок з четвертим, а потiм четвертий з третiм. Одержимо
матрицю

A3 =


1 5 5 2

0 −1 −1 −1

0 0 −1 6

0 0 0 1

 .

оскiльки ми двiчi помiняли рядки мiсцями i, вiдповiдно, двiчi
змiнили знак визначника, то визначник не змiнився. Отже

detA3 = detA2.

Матриця A3 верхньо-трикутна, тому її визначник дорiвнює до-
бутку дiагональних елементiв, тобто 1. Звiдси одержуємо

detA = 1.
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Для числових матриць вiдомого розмiру метод Гауса форма-
лiзований, його можна розглядати як чiткий алгоритм, в якому
можна обiйтися без вгадувань, здогадок та подiбного. Однак ви-
значник матрицi, елементами якої є певнi вирази (многочлени,
дроби,...) i розмiр матрицi є параметром задачi, скажемо n, то-
дi формалiзований метод не працює. Але приведення матрицi
до верхньо-трикутного чи до нижньо-трикутного виду елемен-
тарними перетвореннями рядкiв можливе. Розглянемо приклад.

Нехай потрiбно обчислити визначник, який має n рядкiв i n
стовпчикiв:

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
. . .
1 1 1 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Вiднiмаючи перший рядок вiд решти рядкiв ми одержимо верх-
ньо трикутнy матрицю з тим же визначником:

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 1 . . . 1
0 −1 0 . . . 0
0 0 −1 . . . 0
. . .
0 0 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−1

2.8 Явна формула для обчислення визначника

Нехай задана матриця A розмiру n× n,

ā1 = (a11, a12, . . . , a1n)

ā2 = (a21, a22, . . . , a2n)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ān = (an1, an2, . . . , ann).

Позначимо через Sn множину всiх пiдстановок n елементiв.

Теорема 2.7 Явною формулою для обчислення визначника ма-
трицi A є

detA =
∑

σ=

(
1 2 . . . n
i1i2 . . . in

)
∈Sn

sign(σ)a1i1a2i2a3i3 . . . anin (14)
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Доведення. Доведемо формулу (14).
Ввведемо позначення для рядкiв довжини n, що мають одну

одиницю, а решта елементiв — нулi:

ē1 = (1, 0, 0, . . . , 0)

ē2 = (0, 1, 0, . . . , 0)

. . .

ēn = (0, 0, 0, . . . , 1)

Використовуючи цi позначення ми можемо записати

āi =
n∑

j=1

aij ēj.

Користуючись полiлiнiйнiстю визначника ми можемо записа-
ти

detA = det(ā1, ā2, . . . , ān) =
n∑

j1=1

n∑
j2=1

. . .
n∑

jn=1

a1j1a2j2 . . . anjn det(ēj1 , ēj2 , . . . , ējn)

(15)
Якщо серед рядкiв ēj1 , ēj2 , . . . , ējn є однаковi, то det(ēj1 , ēj2 , . . . , ējn) =

0. Якщо ж вони всi рiзнi, то

det(ēj1 , ēj2 , . . . , ējn) = signσ,

де

σ =

(
1 2 . . . n
j1 j2 . . . jn

)
Отже, пiсля вiдкидання нульових доданкiв формула (15) пере-
творюється у формулу (14).

Кiнець доведення.

Приклад. Нехай є матриця A9×9. Вiдомо, що добуток a15a27a32ax9a5ya61a73a86a94
входить доданком у визначник цiєї матрицi. Визначимо, чому до-
рiвнюють x, y i з яким знаком цей добуток входить у визначник
— iз своїм чи з протилежним.

Для розв’язування пишемо пiдстановку, яка вiдповiдає добу-
тку (

1 2 3 x 5 6 7 8 9
5 7 2 9 y 1 3 6 4

)
Оскiльки пiдстановка є бiєктивним вiдображенням множини {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
в себе, то i у верхньому рядку i в нижньому рядку повиннi бути
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присутнiми всi елементи цiєї множини i лише по одному разу. У
верхньому рядку вiдсутнє число 4, а в нижньому 8. Отже

x = 4, y = 8,

i пiдстановка має вигляд

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 7 2 9 8 1 3 6 4

)
Iнверсiями в нижньмоу рядку будуть

{5, 2}, {5, 1}, {7, 2}, {7, 1}, {7, 3}, {7, 6}, {7, 4}, {2, 1}, {9, 8}, {9, 1}, {9, 3}, {9, 6}, {8, 1},

{8, 3}, {8, 6}, {6, 4}.
Всього маємо 16 iнверсiй. Отже, пiдстановка парна i добуток
входить у визначник iз своїм знаком, sign σ = 1.

2.9 Визначник транспонованої матрицi

Теорема 2.8 При транспонуваннi визначник матрицi не змi-
нюється, тобто коли A — квадратна матриця, i A⊤ транспо-
нована до неї, то

detA = detA⊤. (16)

Доведення. Позначимо транспоновану до A матрицю чрез
B, на перетинi i−го рядка та j-го стовпчика матрицi B стоїть
елемент bij = aji. Скористаємося явною формулою для обчисле-
ння визначникiв

detB =
∑

σ=

(
1 2 . . . n
i1i2 . . . in

)
∈Sn

sign(σ)b1i1b2i2b3i3 . . . bnin =

=
∑

σ=

(
1 2 . . . n
i1i2 . . . in

)
∈Sn

sign(σ)ai11ai22ai33 . . . ainn =

=
∑

σ=

(
i1i2 . . . in
1 2 . . . n

)
∈Sn

sign(σ)ai11ai22ai33 . . . ainn = detA.

Тут ми скористалися тим, що sign(σ) = sign(σ−1).

26



Наслiдок 2.3 Визначник матрицi A можна обчислювати роз-
кладанням за першим стовпчиком, тобто

detA =
n∑

i=1

(−1)i+1ai1Mi1. (17)

i за будь-яким стовпчиком, тобто

detA =
n∑

i=1

(−1)i+kaikMik. (18)

Для прикладу, визначник

d =

∣∣∣∣∣∣
2 5 7
−3 4 0
a b c

∣∣∣∣∣∣
зручно обчислювати розкладенням за третiм рядком:

d = (−1)1+3·a·
∣∣∣∣ 5 7
4 0

∣∣∣∣+(−1)2+3·b·
∣∣∣∣ 2 7
−3 0

∣∣∣∣+(−1)3+3·c·
∣∣∣∣ 2 5
−3 4

∣∣∣∣ = 28a−21b+23c.

А визначник ∣∣∣∣∣∣
2 a 7
−3 b 0
0 c 1

∣∣∣∣∣∣
зручно обчислювати розкладенням за другим стовпчиком:

d = (−1)1+2·a·
∣∣∣∣ −3 0

0 1

∣∣∣∣+(−1)2+2·b·
∣∣∣∣ 2 7
0 1

∣∣∣∣+(−1)3+2·c·
∣∣∣∣ 2 7
−3 0

∣∣∣∣ = 3a+2b+21c.

Iнколи буває зручно спростити визначник, розклавши його
за стовпчиком, який має багато нульових елементiв, а потiм уже
обчислювати. Для прикладу вiзьмемо визначник

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−7 11 3 0 5 0

29 7 5 1 7 9

31 7 −4 0 2 1

−2 11 6 0 3 0

3 1 3 0 5 0

−9 22 −1 0 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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В цьому визначнику в 4-му стовпчику стоїть лише один нену-
льовий елемент — одиниця в другому рядку. Отже перед обчи-
сленням доречно розкласти цей визначник за елементами 5-го
стовпчика. Одержуємо

d = (−1)2+4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−7 11 3 5 0

31 7 −4 2 1

−2 11 6 3 0

3 1 3 5 0

−9 22 −1 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
В одержаному визначнику 5-й стовпчик має лише один нену-
льовий елемент, отже доцiльно знову розкласти визначник за
елементами 5-го стовчика.

d = (−1)2+5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−7 11 3 5

−2 11 6 3

3 1 3 5

−9 22 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Звертаємо увагу на те, що в одержаному визначнику в друго-
му стовпчику стоять 11, 11 i 22, а це дозволяє дещо спростити
другий стовпчик. Вiднiмаємо вiд другого рядка перший i вiд че-
твертого вiднiмаємо подвоєний перший. Одержимо

d = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−7 11 3 5

5 0 3 −2

3 1 3 5

5 0 −7 −12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Тепер другий стовпчик визначника має два ненульовi елементи
i можна розкласти визначник за другим стовпчиком∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−7 11 3 5

5 0 3 −2

3 1 3 5

5 0 −7 −12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+2·11·

∣∣∣∣∣∣∣
5 3 −2

3 3 5

5 −7 −12

∣∣∣∣∣∣∣+(−1)2+3·1·

∣∣∣∣∣∣∣
−7 3 5

5 3 −2

5 −7 −12

∣∣∣∣∣∣∣
Визначники третого порядку можна пiдрахувати за правилом
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Саррюса∣∣∣∣∣∣∣
5 3 −2

3 3 5

5 −7 −12

∣∣∣∣∣∣∣ = 250,

∣∣∣∣∣∣∣
−7 3 5

5 3 −2

5 −7 −12

∣∣∣∣∣∣∣ = 250.

Тепер ми можемо обчислити значення d:

d = −(−2750− 250) = 3000.

Також за допомогою зменшення порядку визначника (змен-
шення розмiру матрицi, вiд якої пiдраховується визначник) мо-
жна обчислити визначник n−го порядку. Для прикладу розгля-
немо матрицю

A =


x y 0 0 . . . 0 0
0 x y 0 . . . 0 0
0 0 x y . . . 0 0
. . .
0 0 0 0 . . . x y
y 0 0 0 . . . 0 x


При розкладаннi визначника за елементами першого рядка ми
одержуємо два ненульовi доповнювальнi мiнори M̄11 та M̄12. Пер-
ший M̄11 є визначником верхньо трикутної матрицi, вiн дорiвнює
добутку дiагональних елементiв, тобто

M̄11 = xn−1,

а другий M̄12 має в першому стовпчику єдиний ненульовий еле-
мент — y в останньому рядку. Розкладаючи цей мiнор за елемен-
тами першого стовпчика, одержуємо визначник нижньо трику-
тної матрицi (по дiагоналi стоїть y), що має n− 2 рядки. Отже

M̄12 = (−1)nyn−2,

i
detA = xn + (−1)n+1y2yn−2 = xn + (−1)n+1yn.

Наслiдок 2.4 Налiдком того, що визначник матрицi дорiвнює
визначнику транспонованої матрицi, є можливiсть робити еле-
ментарнi перетворення стовпчикiв матрицi, i при цьому ви-
значник змiнюється так же, як i при елементарних перетво-
реннях рядкiв (див. теор. 2.6)
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Наслiдок 2.5 Нехай матриця A має розмiр n×n i ā1, ā2, . . . , ān
її стовпчики. Якщо два стовчики заданої матрицi помiняти
мiсцями, то визначник одержаної матрицi буде вiдрiзнятися
вiд визначника заданої матрицi лише знаком:

detA = det(. . . , āi, . . . , āj, . . .) = − det(. . . , āi, . . . , āj, . . .). (19)

Якщо стовпчик матрицi помножити на число, то визна-
чник помножиться на це число, тобто

det(. . . , λāi, . . .) = λ det(. . . , āi, . . .). (20)

Якщо до одного стовпчика матрицi додати будь-який iнший,
помножений на будь-яке число, то визначник матрицi не змi-
ниться, тобто

det(. . . , āi + λāj, . . . , āj, . . .) = det(. . . , āi, . . . , āj, . . .). (21)

Вказаний наслiдок дозволяє в методi приведення матрицi до
нижньо трикутного чи верхньо трикутного вигляду виконувати
як елементарнi перетворення рядкiв, так i елементарнi перетво-
рення стовпчикiв, слiдкуючи, звичайно, за змiною визначника.
Розглянемо приклад.

Нехай потрiбно ообчислити визначник

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 x x . . . x
x a2 x . . . x
x x a3 . . . x
. . .
x x x . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Вiднiмемо перший рядок iз решти рядкiв, при цьому визна-

чник не змiниться:

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 x x . . . x

x− a1 a2 − x 0 . . . 0
x− a1 0 a3 − x . . . 0
. . .

x− a1 0 0 . . . an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Наступним кроком ми винесемо iз першого стовпчика множник
a1 − x, iз другого a2 − x, iз третього a3 − x, i т.д. В пiдсумку
одержимо

d = (a1−x)(a2−x)(a3−x) . . . (an−x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1
a1−x

x
a2−x

x
a3−x

. . . x
an−x

−1 1 0 . . . 0
−1 0 1 . . . 0
. . .
−1 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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В одержаному визначнику до першого стовпчика додаємо решту,
одержуємо верхньо трикутну матрицю, що дозволяє обчислити
визначник:

d =
n∏

i=1

(ai − x)

(
a1

a1 − x
+

n∑
i=2

x

ai − x

)
.

2.10 Рекурентнi спiввiдношення

Розглянемо випадок, коли потрiбно обчислити визначник матри-
цi певного зовнiшнього виду розмiру n×n не при одному значеннi
n, а при всiх натуральних значеннях, чи при всiх досить вели-
ких. В такому випадку можна вiдповiдь (шуканий визначник)
позначити через dn, створити послiдовнiсть

d1, d2, d3, . . . , dn, . . . (22)

потiм знайти залежнiсть

dn = f(dn−1, dn−2, . . .), (23)

далi, обчисливши d1, d2, . . . при малих значеннях n, i використо-
вуючи (23), знаходять dn.

Розглянемо приклад. Обчислимо визначник (n+1)−порядку

dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 . . . an−1 an
−y1 x1 0 . . . 0 0
0 −y2 x2 . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . xn−1 0
0 0 0 . . . −yn xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Спочатку обчислими визначники dn+1 при малих значеннях n,
тобто n = 0, 1, 2.

d1 = a0, d2 = x1a0 + a1y1, d3 = x1x2a0 + a1y1x2 + a2y1y2.

Далi будемо шукати рекурентне спiввiдношення — як знайти ви-
значник (n+ 1)−го порядку, якщо визначник n−го ми уже вмi-
ємо обчислювати. Для цього розкладемо визначник за елемен-
тами останнього рядка. В цьому рядку два ненульовi елементи
передостаннiй an+1,n = −yn i останнiй an+1,n+1 = xn. Отже

dn+1 = (−1)n+n+1(−yn)M̄n+1,n+xn(−1)n+1+n+1M̄n+1,n+1 = ynM̄n,n+1+xndn.

Мiнор M̄n+1,n обчислюється, оскiльки в останньому стовпчику
стоїть єдиний ненульовий елемент an, а пiсля викреслювання
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першого рядка i останнього стовпчика одержується верхньо три-
кутна матриця, де на головнiй дiагоналi стоять −y1, −y2, . . . ,−yn−1.
Тому

M̄n+1,n = (−1)1+nanM̄
1,n+1
n,n+1 = (−1)n+1an(−y1)(−y2) . . . (−yn−1) = any1y2 · · · yn−1.

Тепер ми можемо виписати рекурентне спiввiдношення для ви-
значника dn+1:

dn+1 = any1y2 . . . yn + xndn. (24)

Коли вiдоме рекурентне спiввiдношення, тодi можна вгадати
вiдповiдь

dn+1 = any1y2 . . . yn+an−1y1y2 . . . yn−1xn+. . .+a0x1x2 . . . xn =
n∑

k=0

aky1y2 . . . ykxnxn−1 . . . xn−k.

i довести її методом повної математичної iндукцiї. А можна ви-
писати послiдовнiсть рекурентних спiввiдношень,

dn+1 = any1y2 . . . yn + xndn

dn = an−1y1y2 . . . yn−1 + xn−1dn−1

dn−1 = an−1y1y2 . . . yn−2 + xn−2dn−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d3 = a3y1y2 + x2d2

помножити другу рiвнiсть на xn, третю рiвнiсть на xnxn−1 i т.д.,
i всi одержанi рiвностi додати. При цьому скоротяться di злiва i
справа при i = 3, 4, 5, . . . n. Одержимо ту ж вiдповiдь.

Означення 2.10 Послiдовнiсть, для якої iснує рекурентне спiв-
вiдношення, називається рекурентною або рекурсивною.

Iз шкiльного курсу математики вiдомi двi рекурентнi послi-
довностi a0, a1, a2, . . .:

• арифметична послiдовнiсть задовольняє рекурентне спiв-
вiдношення an+1 = an + d, число d називається рiзницею
арифметичної прогресiї;

• геометрична прогресiя задовольняє рекурентне спiввiдно-
шення an+1 = q · an, число q називається знаменником гео-
метричної послiдовностi.
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При обчисленi визначникiв часто виникають дещо складнiшi
рекурентнi послiдовностi — так званi лiнiйнi рекурентнi спiввiд-
ношення глибини k, вони задовольняють рекурентне спiввiдно-
шення

an+k = α1an+k−1 + α2an+k−2 + . . .+ αkak,

де α1, α2, . . . , αk — числа i αk ̸= 0. Для таких рекурентних послi-
довностей iснує формула для загального члена an (див. [2]). Най-
важливiший для визначникiв випадок k = 2 розглянемо бiльш
ретельно. Отже, маємо послiдовнiсть a0, a1, a2, . . ., яка задоволь-
няє спiввiдношення

an+2 = α1an+1 + α2an, α2 ̸= 0. (25)

Випадок α2 = 0 не розглядається тому, що тодi послiдовнiсть є
просто геометричною прогресiєю.

З’ясуємо, якi ненульовi геометричнi прогресiї Cqn, n = 0, 1, 2, . . .
задовольняють рекурентне спiввiношення (25). Для цього пiд-
ставляємо в (25) елементи прогресiї:

Cqn+2 = α1Cqn+1 + α2Cqn. (26)

Оскiльки ми розглядаємо ненульовi прогресiї, то C ̸= 0, q ̸= 0
i (27) можна скоротити на cqn i перенести всi доданки влiво:

q2 − α1q − α2 = 0. (27)

Ми довели наступну теорему

Теорема 2.9 Геометрична прогресiя задовольняє рекурентне спiв-
вiдношення (25) тодi i тiльки тодi, коли знаменник цiєї про-
гресiї є коренем так званого характеристичного рiвняння

x2 − α1x− α2 = 0. (28)

Далi з’являються двi можливостi — коренi характеристичного
рiвняння або однаковi або рiзнi. Випадок, коли рiвняння не має
розв’язкiв, не розглядаємо, оскiльки обчислення можна прово-
дити в бiльш широкому числовому полi (скажемо, в полi компле-
ксних чисел), при цьому результат буде належати початковому
числовому полю (скажемо, полю дiйсних чисел).

Розглядаємо перший випадок — коренi q1, q2 рiвняння (28)
рiзнi, q1 ̸= q2. В цьому випадку рекурентне спiввiдношення (25)
задовольняють двi геометричнi прогресiї an = C1q

n
1 i an = C2q

n
2 .

Загальний член рекурентної послiдовностi шукаємо у виглядi
суми загальний членiв цих послiдовностей. Цей факт сформу-
люємо у виглядi теореми.
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Теорема 2.10 Послiдовнiсть

a1, a2, a3, . . . , an, . . . , (29)

задовольняє рекурентне спiввiдношення (25) з рiзними кореня-
ми q1, q2 характеристичного рiвняння (28) тодi i тiльки тодi,
коли для деяких чисел C1, C2 i для всiх n = 0, 1, 2, 3, . . .

an = C1q
n
1 + C2q

n
2 . (30)

Доведення. Те, що послiдовнiсть iз загальним членом (30) за-
довольняє рекурентне спiввiдношення (25), видно iз попереднiх
мiркувань. Лишилося довести, що iнших послiдовностей немає,
тобто для будь-якої послiдовностi, що задовольняє (25), можна
пiдiбрати C1, C2 так, щоб виконувалась рiвнiсть (30).

Пiдбираємо числа C1, C2 так, що двi послiдовностi — задана
(29) i

bn = C1q
n
1 + C2q

n
2

мали однаковi два перших члени, тобто a0 = b0, a1 = b1. Для
цього сладаємо рiвняння{

C1 + C2 = a0,

C1q1 + C2q2 = a1,

в яких невiдоми є C1, C2. Завдяки тому, що q1 ̸= q2, ця система
має i до того ж єдиний розв’язок.

Маємо двi рекурентнi послiдовностi an i bn (n = 0, 1, 2, 3, . . .).
Оскiльки вони задовольняють одне i те ж рекурентне спiввiдно-
шення (тобто кожен наступний елемент будується iз попереднiх
за однiєю i тiєю ж формулою), i в них збiгаються два перших чле-
ни, ми можем стверджувати, що an = bn при вiх n = 0, 1, 2, 3, . . .

Теорема доведена.

Перейдемо до другого випадку, тобто до випадку, коли коренi
q1, q2 збiгаються — позначимо цей єдиний корiнь q. В цьому
випадку за теоремою Вiєта

α1 = 2q, α2 = −q2.

Перевiримо, що крiм геометричної послiдовностi C1q
n, (n =

0, 1, 2, 3, 4, . . .) рекурентне спiввiдношення (25) задовольняє та-
кож послiдовнiсть iз загальним членом C2nq

n.
Справдi, пiдставляємо елементи цiєї послiдовностi в (25)

C2(n+ 2)qn+2 = α1C2(n+ 1)qn+1 + α2C2nq
n.
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Пiдставляємо α1 = 2q, α2 = −q2, одержуємо

C2(n+2)qn+2 = (2q)C2(n+1)qn+1+(−q2)C2nq
n = C2(2n+2)qn+2−C2nq

n+2.

Що i потрiбно було довести.

Теорема 2.11 Послiдовнiсть (29) задовольняє рекурентне спiв-
вiдношення (25) з рiвними коренями q1 = q2 = q характеристи-
чного рiвняння (28) тодi i тiльки тодi, коли для деяких чисел
C1, C2 i для всiх n = 0, 1, 2, 3, . . .

an = (C1 + C2n)q
n. (31)

Доведення. Доведення цiєї теореми практично не вiдрiзняє-
ться вiд доведення попередньої теореми для випадку рiзних ко-
ренiв характеристичного рiвняння, однак проведемо його.

Те, що послiдовнiсть iз загальним членом (31) задовольняє
рекурентне спiввiдношення (25), видно iз попереднiх мiркувань.
Лишилося довести, що iнших послiдовностей немає, тобто для
будь-якої послiдовностi, що задовольняє (25), можна пiдiбрати
C1, C2 так, щоб виконувалась рiвнiсть (31).

Пiдбираємо числа C1, C2 так, що двi послiдовностi — задана
(29) i

bn = (C1 + C2n)q
n

мали однаковi два перших члени, тобто a0 = b0, a1 = b1. Для
цього сладаємо рiвняння{

C1 = a0,
C1 + C2 = a1,

в яких невiдоми є C1, C2. Ця система має i до того ж єдиний
розв’язок.

Маємо двi рекурентнi послiдовностi an i bn (n = 0, 1, 2, 3, . . .).
Оскiльки вони задовольняють одне i те ж рекурентне спiввiдно-
шення (тобто кожен наступний елемент будується iз попереднiх
за однiєю i тiєю ж формулою), i в них збiгаються два перших чле-
ни, ми можем стверджувати, що an = bn при вiх n = 0, 1, 2, 3, . . ..

Теорема доведена.

Наведемо приклади використання двох останнiх теорем.
Потрiбно обчислити визначник матрицi, яка має n рядкiв i n

стовпчикiв

dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 . . . 0
1 3 2 . . . 0
0 1 3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n
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За означенням, dn = 3M̄11 − 2M̄12. Бачимо, що M̄11 = dn−1 та

M̄12 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 . . . 0
0 3 2 . . . 0
0 1 3 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
3 2 . . . 0
1 3 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−2)×(n−2)

= dn−2

Отже для dn маємо рекурентне спiввiдношення

dn = 3dn−1 − 2dn−2

з характеристичним рiвнянням

x2 − 3x+ 2 = 0,

коренями якого є 2 i 1. Отже за формулою (30) для деяких ста-
лих C1, C2

dn = C1 + C22
n.

Сталi C1, C2 знаходимо, обчиcлюючи визначники d1, d2 i склада-
ючи вiдповiднi рiвняння:

d1 = 3 = C1 + 2C2, d2 = 7 = C1 + 4C2.

Розв’язуючи систему рiвнянь знаходимо C1 = −1, C2 = 2. Звiдси
одержуємо вiдповiдь

dn = −1 + 2n+1.

Наведемо подiбний приклад.
Потрiбно обчилити визначник матрицi, яка має n рядкiв i n

стовпчикiв

dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 2 0 . . . 0
1 −2 2 . . . 0
0 1 −2 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
За означенням, dn = −2M̄11 − 2M̄12. Бачимо, що M̄11 = dn−1,
а в першому стовпчику M̄12 є єдиний ненульовий елемент. Роз-
кладаємо мiнор за елементами першого стовчика i одержуємо
M̄12 = dn−2. Отже для dn маємо рекурентне спiввiдношення

dn = −2dn−1 − 2dn−2

з характеристичним рiвнянням

x2 + 2x+ 2 = 0,
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яке, на вiдмiну вiд попереднього випадку, не має дiйсних коренiв.
Його коренями в полi комплексних чисел є q1 = −1+i i q2 = −1−i
(нагадаємо, i2 = −1). Отже за формулою (30) для деяких сталих
C1, C2

dn = C1(−1 + i)n + C2(−1− i)n.

Сталi C1, C2 знаходимо, обчиcлюючи визначники d1, d2 i склада-
ючи вiдповiднi рiвняння:

d1 = −2 = C1(−1+i)+C2(−1−i), d2 = 2 = C1(−1+i)2+C2(−1−i)2.

Розв’язуючи систему рiвнянь знаходимо

C1 =
1 + i

2
, C2 =

i− i

2
.

Звiдси одержуємо вiдповiдь

dn =
1 + i

2
(−1 + i)n +

i− i

2
(−1− i)n.

Оскiльки

(1 + i)(−1 + i) = −2, (1− i)(−1− i) = −2,

то вiдповiдь можна переписати в кращому виглядi

dn = −(−1 + i)n−1 − (−1− i)n−1.

Звернемо увагу, що при будь-якому n ∈ N dn є дiйсним цiлим
числом, але його записали з використанням комплексних чисел.

Розглянемо наступний приклад.
Потрiбно обчислити визначник матрицi, яка має n рядкiв i n

стовпчикiв

dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 . . . 0
1 2 1 . . . 0
0 1 2 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
За означенням, dn = 2M̄11−M̄12. Бачимо, що M̄11 = dn−1, а в пер-
шому стовпчику M̄12 є єдиний ненульовий елемент. Розкладаємо
мiнор за елементами першого стовчика i одержуємо M̄12 = dn−2.
Отже для dn маємо рекурентне спiввiдношення

dn = 2dn−1 − dn−2

з характеристичним рiвнянням

x2 − 2x+ 1 = 0,
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яке має єдиний корiнь 1. Отже за формулою (31) для деяких
сталих C1, C2

dn = (C1 + C2n)1
n.

Сталi C1, C2 знаходимо, обчиcлюючи визначники d1, d2 i склада-
ючи вiдповiднi рiвняння:

d1 = 2 = C1 + C2, d2 = 3 = C1 + 2C2.

Розв’язуючи систему рiвнянь знаходимо C1 = 1, C2 = 1. Звiдси
одержуємо вiдповiдь

dn = 1 + n.

3 Окремi визначники

3.1 Визначник Вандермонда

Означення 3.1 Визначником Вандермонда називають визна-
чник

W = W (x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
x1 x2 x3 . . . xn

x2
1 x2

2 x2
3 . . . x2

n
...

...
... . . . ...

xn−1
1 xn−1

2 xn−1
3 . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Теорема 3.1 Визначник Вандермонда обчислюється за форму-
лою

W (x1, x2, . . . , xn) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi). (32)

Якщо n ≥ 2, то вiн дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi, коли
серед елементiв x1, x2, . . . , xn є однаковi.

Доведення. Формула доводиться методом iндукцiї. Iндуктив-
ний перехiд забезпечується вiднiманням (починаючи з останньо-
го рядка) iз наступного рядка попереднього, помноженого на x1.
При цьому одержується рiвнiсть:

W (x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
0 x2 − x1 x3 − x1 . . . xn − x1

0 x2(x2 − x1) x3(x3 − x1) . . . xn(xn − x1)
...

...
... . . . ...

0 xn−2
2 (x2 − x1) xn−2

3 (x3 − x1) . . . xn−2
n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Далi потрiбно розкласти за елементами першого стовпчика i з
кожного стовпчика винести спiльний множник
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Приклад. Наступний визначник

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 2 22 . . . 2n

1 3 32 . . . 3n

...
...

... . . . ...
1 n+ 1 (n+ 1)2 . . . (n+ 1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
є траспонованим до визначника Вандермонда порядку n+ 1, де
xi = i, i = 1, (n+ 1). Тому

d = W (1, 2, . . . , n+ 1) =
∏

1≤i<j≤n+1

(j − i) =
n∏

i=1

(i!).

Грунтовна пiдбiрка задач i вправ з теми “визначник Ванер-
монда“ наведена в [3].

3.2 Визначник блочної матрицi

Нехай є матриця M розмiру (n + m) × (n + m) n,m ≥ 1. Ви-
дiливши першi n рядкiв i останнi m рядкiв, першi n стовпчикiв
i останнi m стовпчикiв ми одержимо на перетинi цих рядкiв i
стовпчикiв чотири матрицi An×n, Bm×m, Cm×n, Dn×m так що

M =

(
A D
C B

)
. (33)

Матрицi A, B квадратнi порядку n i m вiдповiдно. Матрицi C,D
можуть бути прямокутними, не квадратними.

Означення 3.2 Якщо матриця M представлена у виглядi (33),
то її називають блочною. Якщо в представленнi (33) матрицi
D,C є нульовими, то матрицю M називають блочно дiагональ-
ною.

Теорема 3.2 (Про визначник блочної матрицi) Якщо в пред-
ставленнi (33)матрицi M одна з матриць D,C дорiвнює нулю,
то

detM = detA× detB,
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зокрема∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
c11 c12 . . . c1n b11 b12 . . . b1m
c21 c22 . . . c2n b21 b22 . . . b2m
...

... . . . ...
...

... . . . ...
cm1 cm2 . . . cmn bm1 bm2 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣·
∣∣∣∣∣∣∣∣
b11 b12 . . . b1m
b21 b22 . . . b2m
...

... . . . ...
bm1 bm2 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣∣∣

Доведення. Доводиться теорема методом iндукцiї за розмi-
ром матрицi A. Iндуктивний перехiд забезпечується розклада-
нням детермiнанта матрицi A за елементами першого рядка. В
розкладеннi за першим рядком за iндуктивним припущенням всi
доданки будуть мати спiльний множник — визначник матрицi
B. Вiн виноситься за дужки, а в дужках лишається визначник
матрицi A.

Приклад.

∣∣∣∣∣∣∣∣
sin x cos x 0 0

− cosx sinx 0 0
a b cos y sin y
c d − sin y cos y

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ sin x cosx
− cosx sinx

∣∣∣∣·∣∣∣∣ cos y sin y
− sin yx cos y

∣∣∣∣ = 1

3.3 Визначник добутку двох матриць

Теорема 3.3 (Про визначник добутку двох матриць) Визначник
добутку двох матриць дорiвнює добутку визначникiв цих ма-
триць.

Доведення.
При доведеннi використовується визначник, який, як визна-

чник блочної матрицi, дорiвнює потрiбному добутку визначни-
кiв.

Нехай A i B двi матрицi розмiру n× n. Розглянемо матрицю
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M =



a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn


За теоремою 3.2 detM = detA · detB. Цей визначник можна
обчислити iншим способом.

Зробимо елементарнi перетворення рядкiв матрицi M .
До i−го рядка i = 1, 2, . . . , n додамо (n + 1)−й, помножений

на ai1. В першому стовпчику лишиться один ненульовий елемент
— (-1) в (n+ 1)−у рядку.

До i−го рядка i = 1, 2, . . . , n додамо (n + 2)−й, помножений
на ai,2. В другому стовпчику лишиться один ненульовий елемент
— (-1) в (n+ 2)−у рядку.

До i−го рядка i = 1, 2, . . . , n додамо (n+3)−й, помножений на
ai3. В третьому стовпчику лишиться один ненульовий елемент —
(-1) в (n+ 3)−у рядку.

I т.д. Пiсля n таких крокiв ми одержимо матрицю

M1 =



0 0 . . . 0 c11 c12 . . . c1n
0 0 . . . 0 c21 c22 . . . c2n
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 . . . 0 cn1 cn2 . . . cnn
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n
0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n
...

... . . . ...
...

... . . . ...
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn


де

C =


c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
...

... . . . ...
cn1 cn2 . . . cnn

 = A ·B.

i
detM1 = detM = detA · detB.

Переставимо в матрицi M1 стовпчики: i−й стовпчик помiняємо
мiсцями з (n+ i)-м (i = 1, 2, 3, . . . , n). Одержимо матрицю
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M2 =



c11 c12 . . . c1n 0 0 . . . 0
c21 c22 . . . c2n 0 0 . . . 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
cn1 cn2 . . . cnn 0 0 . . . 0
b11 b12 . . . b1n −1 0 . . . 0
b21 b22 . . . b2n 0 −1 . . . 0
...

... . . . ...
...

... . . . ...
bn1 bn2 . . . bnn 0 0 . . . −1


i

detM2 = (−1)n detM1.

Матриця M2 має блочний вигляд, i до неї можна застосувати
теорему (3.2), згiдно з якою

detM2 = detC · (−1)n.

Тепер ми можемо записати рiвностi

detA·detB = detM = detM1 = (−1)n detM2 = (−1)n(−1)n det(AB),

тобто
detA detB = det(AB).

Теорема доведена.

Наслiдок 3.1 Визначник матрицi i визначник оберненої ма-
трицi — два взаємно оберненi числа.

Справдi, добуток матрицi на свою обернену дорiвнює одини-
чнiй матрицi, виначник якої дорiвнює 1. Отже, добуток визна-
чника матрицi на визначник оберненої матрицi дорiвнює 1. А це
i означає, що для визначника матрицi є число, що обернене до
нього.

Наслiдок 3.2 Якщо визначник матрицi дорiвнює нулю, то ця
матриця не має оберненої.

Справдi, для визначника оборотної матрицi є обернене, а для
нуля немає оберненого числа. Отже матриця з нульовим визна-
чником (так звана вироджена матриця) не оборотна, для неї не
iснує обернена.
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Наслiдок 3.3 Якщо матриця розглядається не над полем, а
над кiльцем, то необхiдною умовою оборотностi матрицi є iсну-
вання оберненого числа для її визначника. Зокрема, необхiдною
умовою оборотностi матрицi M над кiльцем цiлих чисел є

detM ∈ {−1, 1}.

А необхiдною умовою оборотностi матрицi над кiльцем много-
членiв з дiйсними коефiцiєнтами є

detM ∈ R \ {0},

тобто визначник повинен бути ненульовим дiйсним числом.

Це випливає з того, що оборотними числами в кiльцi цiлих чисел
є лише 1 та -1. А в кiльцi многочленiв з дiйсними коефiцiєнтами
оборотними є лише ненульовi дiснi числа.

Приклад. Нехай

M =


1 + x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn
1 + x2y1 1 + x2y2 . . . 1 + x2yn

. . .
1 + xny1 1 + xny2 . . . 1 + xnyn


Обчислимо detM.

Вiдмiтимо, що при n > 1 матриця M розкладається в добуток
двох матриць A та B, де

A =


1 x1 0 . . . 0
1 x2 0 . . . 0
...

...
... . . . ...

1 xn 0 . . . 0

 , B =


1 1 1 . . . 1
y1 y2 y3 . . . yn
0 0 0 . . . 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 0


Коли n > 2, detM = detA ·B = 0 · 0 = 0. Якщо n = 2, то

detM =

∣∣∣∣ 1 x1

1 x2

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣ 1 1
y1 y2

∣∣∣∣ = (x2 − x1) · (y2 − y1).

Якщо n = 1, то detM = 1 + x1y1.

4 Застосування визначникiв

4.1 Обернена матриця

В цьому роздiлi за допомогою визнанчикв знайдемо формулу
для елементiв оберненої матрицi.
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Нехай задана квадратна матриця M розмiру n × n. З ко-
жним елементом aij пов’язаний доповнювальний мiнор M̄ij, —
визначник матрицi, яка одержується пiсля викреслювання ряд-
ка i стовпчика, в яких стоїть цей елемент.

Означення 4.1 Алгебричним доповненням елемента aij нази-
вають (−1)i+jM̄ij, i позначають його Aij. Матриця, що скла-
дена iз алгебричних доповнень елементiв матрицi M називає-
ться приєднаною i позначається M∗.

Приклад. Нехай

M =

(
2 3
4 5

)
(34)

Тодi

M̄11 = 5, M̄12 = 4, M̄21 = 3, M̄22 = 5, A11 = 5, A12 = −4, A21 = −3, A22 = 2.

i
M∗ =

(
5 −4
−3 2

)
Теорема 4.1 (Спiввiдношення ортогональностi) Сума до-
буткiв елементiв рядка на їх алгебричнi доповнення дорiвнює
визначнику матрицi. А сума добуткiв елементiв рядка на вiд-
повiднi алгебричнi доповнення елементiв iншого рядка дорiвнює
нулю. Символьно сказане можна записати так

n∑
i=1

apiAiq =

{
detA, якщо p = q,,

0, якщо p ̸= q..

Доведення. Доведення грунтується на тому, що потрiбна сума
при p = q збiгається з формулою розкладення визначника за
p−им рядком, а при p ̸= q ця формула знову буде формулою
розкладення визначника матрицi з двома однаковими рядками
p−им та q−им.

Теорема 4.2 (Про формулу для оберненої матрицi) Якщо
виначник матрицi M є оборотним числом, то обернена матри-
ця M−1 до M iснує i може бути обчислена за формулою

M−1 =
1

detM
(M∗)⊤,

тобто щоб найти обернену матрицю, потрiбно знайти при-
єднану до неї, потiм приєднану транспонувати, а потiм всi
елементи одержаної матрицi роздiлити на визначник заданої
матрицi.
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Доведення. Твердження теореми прямо випливає iз спiввiдно-
шення ортогональностi.

Приклад. Для матрицi (34)

(M∗)⊤ =

(
5 −3
−4 2

)
, detM = −2.

Отже

M−1 =

 −5

2

3

2
4

2
−1

 .

4.2 Ранг матрицi

Нагадаємо, що мiнором матрицi називають визначник матрицi,
яка складається з елементiв, що стоять на перетинi вибраних
рядкiв i вибраних стовпчикiв. На перетинi k рядкiв i k стовпчи-
кiв знаходиться мiнор k-го порядку.

В такому контекстi M3,9
5,7 означає визначник матрицi 2 на 2,

елементи якої стоять на перетинi 5 та 7 стовпчикiв з 3 та 9 ряд-
ками.

Означення 4.2 Ранг нульової матрицi дорiвнює нулю. Якщо
в матрицi є мiнор k−го порядку який не дорiвнює нулю, а всi
мiнори (k+1)−го порядку дорiвнюють нулю, то ранг такої ма-
трицi дорiвнює k.

Теорема 4.3 (Про ранг матрицi) Елементарнi перетворення
рядкiв чи стовпчикiв матрицi не змiнють рангу матрицi.

Доведення. Якщо в матрицi всi мiнори (k + 1)−го поряд-
ку дорiвнюють нулю, то пiсля елементарних перетворень рядкiв
знову всi мiнори (k + 1)−го порядку дорiвнюють нулю. Оскiль-
ки всi елементарнi перетворення рядкiв оборотнi, то елементарнi
перетворення рядкiв не змiнють ранг матрицi.

Оскiльки визначник транспонованої матрицi дорiвнює визна-
чнику заданої матрицi, то при елементарних перетвореннях стов-
пчикiв ранг матрицi не змiнюється також.

5 Системи рiвнять

Означення 5.1 Рiвняння

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = b,
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де x1, x2, . . . , xn — невiдомi, а a1, a2, . . . , an, b — параметри
(фiксованi в данiй задачi числа — елементи поля чи кiльця),
називається лiнiйним алгебричним рiвнянням, a1, a2, . . . , an —
коефiцiєнти рiвняння, b — права частина рiвняння.

Оскiльки в даному викладi зусрiчаються лише лiнiйнi i ли-
ше алгебричнi рiвняння, то слова “лiнiйний“ та “алгебричний“
будемо пропускати i замiсть довгого словосполучення “лiнiйне
алгебричне рiвняння“ будемо говорити “рiвняння“, або “лiнiйне
рiвняння.“

Якщо система m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими записана у
виглядi

a11x1 + a12x2 + . . . a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . . a2nxn = b2,

. . .
am1x1 + am2x2 + . . . amnxn = bm

 , (35)

то

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn


основна матриця системи,

Ã =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
...

... . . . ...
...

am1 am2 . . . amn bm

 .

розширена матриця системи,

b̄ =


b1
b2
...
bm


стовпчик (або вектор) правих частин, а

x̄ =


x1

x2
...
xn


стовпчик (вектор) невiдомих.
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В цих позначеннях система лiнiйних рiвнянь записується в
наступному матричному виглядi:

Ax̄ = b̄.

Означення 5.2 Якщо стовчик правих частин нульовий, то си-
тему називають однорiдною. Якщо вiн ненульовий, то система
неоднорiдна.

Якщо b̄ ̸= 0̄, то кажуть, що однорiдна система Ax̄ = 0̄ вiд-
повiдає неоднорiднiй системi Ax̄ = b̄.

5.1 Умова сумiсностi

Означення 5.3 Набiр iз n чисел є розв’язком системи, коли
пiсля пiдстановки цих чисел замiсть невiдомих рiвняння ста-
ють тотожностями.

Означення 5.4 Система рiвнянь називається сумiсною, коли
вона має бодай один розв’язок. Двi системи називаються рiв-
носильними, якщо набори змiнних у них збiгаються i множи-
на розв’язкiв однiєї системи збiгається з множиною розв’язкiв
другої системи.

Теорема 5.1 Якщо виконати елементарнi перетворення ряд-
кiв розширеної матрицi системи лiнiйних рiвнянь, то одержи-
мо розширену матрицю рiвносильної системи.

Доведення. Iз шкiльного курсу математики вiдомо, що ко-
ли в системi помiняти мiсцями два рiвняння, то одержимо рiв-
носильну систему. Якщо в системi до одного рiвняння додати
iнше рiвняння, помножене на будь-яке число, то одержимо рiв-
носильну систему. Якщо одне рiвняння в системi помножити на
будь-яке ненульове число, то одержимо рiвносильну систему. Цi
зауваження i слугують доведенням теореми.

Приклад. Числа x = 2, y = 3 утворюють розв’язок (один!)
системи {

−5x+ 7y = 11
2x− y = 1

,

тому що два рiвняння{
−5 · 2 + 7 · 3 = 11

2 · 2− 3 = 1
,

насправдi є тотожностями.
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Означення 5.5 Матриця A має спрощений вигляд, якщо на
перетинi всiх ненульових рядкiв i вiдмiчених стовпчикiв сто-
їть одинична матриця.

Приклад. Матрицi

A =

(
1 0 7 −3 1
0 1 −3 0 3

)
, B =

 7 0 2 −4 1
−3 1 11 9 0
0 0 0 0 0


мають спрощений вигляд, оскiльки в стовпчиках 1,2 матрицi A
стоїть одинична матриця, а ненульовими рядками матрицi B є
перший та другий i в них, на перетинi 2-го та 5-го стовпчикiв
стоїть одинична матриця.

Теорема 5.2 Якщо матриця має спрощений вигляд, то її ранг
дорiвнює кiлькостi ненульових рядкiв.

Доведення. Твердження теореми випливає з того, що iснує
мiнор, розмiр якого дорiвнює кiлькостi ненульових рядкiв, iсну-
вання якого вимагається означенням, що дорiвнює 1. А будь-
який мiнор бiльшого розмiру буде мати нульовий рядок i, таким
чином, буде нульовим.

Теорема 5.3 Система лiнiйних алгебричних рiвнянь сумiсна
тодi i тiльки тодi, коли ранг основної матрицi системи збi-
гається з рангом розширеної.

Доведення. Зауважимо, що кожен мiнор основної матрицi
системи є мiнором розширеної матрицi. Отже, ранг розширеної
матрицi не може бути меншим вiд рангу основної — вiн або до-
рiвнює рангу основної матрицi, або бiльший вiд цього рангу.

Виконуючи елементарнi перетворення рядкiв розширеної ма-
трицi приведемо її так, щоб основна матриця мала спрощений
вигляд. Тодi є два випадки, або ранг розширеної матрицi дорiв-
нює рангу основної, тобто коли ненульових рядкiв в розширенiй
матрицi стiльки ж, скiльки i в основнiй, або в розширенiй ма-
трицi ненульових рядкiв бiльше, тобто є рядок, який нульовий в
основнiй i ненульовий в розширенiй.

В другому випадку ранг розширеної матрицi бiльший за ранг
основної, маємо рiвняння 0x1 + 0x2 + . . . + 0xn = b ̸= 0, яке не
має розв’язку, i система несумiсна.

В першому випадку, коли нульових рядкiв в основнiй матри-
цi i в розширенiй однакова кiлькiсть, дiлимо невiдомi на вiльнi
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та основнi. Основнi вiдповiдають тим стовпчикам, в яких стоїть
одинична матриця, а решта — вiльнi. Вiльним змiнним надаємо
значення 0, а основним вiдповiднi правi частини рiвнянь. Одер-
жуємо розв’язок. Отже система сумiсна.

Теорема доведена

Приклад. Нехай матриця

A =

(
1 0 7 −3 1
0 1 −3 12 9

)
,

є розширеною матрицею системи рiвнянь. Отже система рiвнянь
має вигляд {

x1 + 7x3 − 3x4 = 1,

x2 − 3x3 + 12x4 = 9.

Основними невiдомими є x1, x2, тому що саме в першому та
другому стовпчиках стоїть одинична матриця. Вiльними невi-
домими є решта: x3, x4. Надаємо вiльним невiдоми значення 0:
x3 = x4 = 0. Система рiвнянь приймає вигляд{

x1 = 1,

x2 = 9.

Отже x1 = 1, x2 = 9, x3 = 0, x4 = 0 є розв’язком i система
сумiсна.

5.2 Правило Крамера

Правило Крамера застосовується лише у випадку, коли кiлькiсть
рiвнянь дорiвнює кiлькостi невiдомих i визначник основної ма-
трицi системи (вона обов’язково квадратна) не дорiвнює нулю.

В цьому випадку систему можна записати у виглядi

Ax̄ = b̄,

де матриця A має обернену. Отже розв’язок такої системiи iснує
i єдиний, вiн обчислюється за формулою

x̄ = A−1b̄. (36)
Ми знаємо, як обчислюються елементи оберненої матрицi, i

можемо переписати (36) наступним чином
x1

x2
...
xn

 =
1

detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2
...

... . . . ...
A1n A2n . . . Ann




b1
b2
...
bn


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або

xi =

n∑
k=1

bkAki

detA
, i = 1, 2, . . . , n.

Чисельник дробу для обчислення xi збiгається з визначником
матрицi, що одержується iз матрицi A замiною i−го стовпчика
на стовпчик правих частин. Позначимо цей визначник через ∆i,
а визначник основної матрицi системи через ∆. Тодi розв’язок
можна записати у стислому виглядi

xi =
∆i

∆
, (n = 1, 2, . . . , n),

Останнi формули називають формулами Крамера, а їх застосу-
вання називають правилом Крамера.

Ще раз пiдкреслимо: формули Крамера застосовують виклю-
чно у випадку, коли визначник основної матрицi не дорiвнює
нулю. У впадку, коли визначник основної матрицi дорiвнює ну-
лю, формули Крамра нiчого не кажуть про розв’язки системи.В
цьмоу випадк система вимагає додакового дослiдження.

Наведемо приклад. Нехай потрiбно розв’язати систему{
(a2 − 1)x+ by = c(a+ 1),
(b2 − 1)x+ cy = (b+ 1)(c+ 1).

(37)

Обчислюємо визначник основної матрицi системи

∆ =

∣∣∣∣ (a2 − 1) b
(b2 − 1) c

∣∣∣∣ = (a2 − 1)c− b(b2 − 1), (38)

i визначники

∆x =

∣∣∣∣ c(a+ 1) b
(b+ 1)(c+ 1) c

∣∣∣∣ = c2(a+ 1)− b(b+ 1), (39)

∆y =

∣∣∣∣ (a2 − 1) c(a+ 1)
(b2 − 1) (b+ 1)(c+ 1)

∣∣∣∣ = (a2−1)(b+1)(c+1)−c(a+1)(b2−1).

(40)
Якщо

∆ = (a2 − 1)c− b(b2 − 1) ̸= 0,

то згiдно з формулами Крамера

x =
∆x

∆
=

(a2 − 1)c− b(b2 − 1)

c2(a+ 1)− b(b+ 1)
,
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y =
∆y

∆
=

(a2 − 1)(b+ 1)(c+ 1)− c(a+ 1)(b2 − 1)

(a2 − 1)c− b(b2 − 1)

У випадку, коли

∆ = (a2 − 1)c− b(b2 − 1) = 0,

формули Крамера застосувати неможливо i система вимагає до-
даткового дослiдження.

6 Визначники i пакети комп’ютерних програм

6.1 Оформлення матриць i визачникiв в настiльних ви-
давничих системах

Чи не найпоширенiшою комп’ютерною видавничою системою є
MicrosoftWord. Для створення матрицi використовується еле-
мент палiтри iнструментiв “Таблиця“. Створена таблиця обля-
мовується чи то круглими чи то квадратними дужками для за-
дання матрицi i вертикальними прямими чи подвiйними верти-
кальними прямими щоб задати визначник.

Для створення документiв, якi мiстять велику кiлькiсть мате-
матичних формул, видатний сучасний математик Доналд Кнут
розробив систему ТЕХ. Серед дiалектiв ТЕХ’а особливе мiсця
посiдає надбудова Леслi Лемпорта пiд назвою Latex. Так матри-
ця

A =



x2 + 2 3 1 2 x− 3

−3 −2 5 2x+ 1 −1

0 2 11 7 0

0 8 −9 6 0

−1 4 4 −9 −x+ 7


(41)

створена в Latex за допомогою команд
A:=\left[ \begin {array}{ccccc} {x}^{2}+2&3&1&2&x-3\\\noalign{\medskip}-
3&-2&5&2\,x+1&-1\\\noalign{\medskip}0&2&11&7&0\\\noalign{\medskip}0&8&
-9&6&0\\\noalign{\medskip}-1&4&4&-9&-x+7\end {array} \right]

Додамо, що система Latex є вiльно поширюваною, хоч, звчай-
но, є й комерцiйнi продукти.

6.2 Обчислення визначникiв в пакетах символьних об-
числень

Виконувати дiї з матрицями i обчислювати визначники можна в
будь-якому пакетi смвольних обчислень — MatCad Mathematica,
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Maple чи iншому.
Для прикладу, матриця (41) створена в пакетi Maple за допо-

могою команди
matrix(5, 5, [x^2+2, 3, 1, 2, x-3, -3,
-2, 5, 2*x+1, -1, 0, 2, 11, 7, 0, 0, 8, -9,
6, 0, -1, 4, 4, -9, -x+7]);

Щоб створену в Maple матрицю можна було використати в Latex,
була використана команда

latex( matrix(5, 5, [x^2+2, 3, 1, 2, x-3, -3,
-2, 5, 2*x+1, -1, 0, 2, 11, 7, 0, 0, 8,
-9, 6, 0, -1, 4, 4, -9, -x+7]));

Щоб обчислити визначник матрицi A в Maple була задана
команда
det(A);

Результатом виконання команди став вираз

−1340 x3 + 850x2 + 212 x4 − 7783 x+ 21340
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