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4. Сингулярные интегральные операторы с ядром 
Коши и логарифмическим ядром на пространстве по-
линомов. 

 
 

4.1. Определим многочлены Чебышева I и II рода, используя фор-
мулу Муавра и бином Ньютона. 

Имеем 
( )
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и, отделяя вещественную и мнимую части, получаем тождества 
                        ...,)cos1(coscoscos 222 +−⋅−= − θθθθ n

n
n Cn  

...,)cos1(coscos
sin

sin 23311 +−⋅−= −− θθθ
θ
θ n

n
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n CCn  

в правых частях которых стоят полиномы, соответственно степе-
ней n и (n-1) от θcos . 

Теперь дадим определения многочленов Чебышева в парамет-
рической форме.  

Положим  πθθ ≤≤= 0 ,cost . 
Многочлены Чебышева I рода степени n обозначают )(tTn . 
По определению   θntTn cos)( ≡ . 
Таким образом, имеем     
 

 ( )tntTn arccoscos)( =   (4.1) 
и 
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Многочлены Чебышева II рода степени (n-1) обозначают 
)(1 tUn− . 

По определению   
θ
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Имеем      
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4.2. Нули многочленов Чебышева.  
 
Корни уравнения  ( ) 0arccoscos =tn  находим из соотношений 

nkktn n
k ,...,1 ,

2
arccos =−=

ππ . 

Откуда получаем n различных нулей многочлена Чебышева I 
рода степени n ( 0)( =n

kn tT ): 
 

 nk
n

kt n
k ,...,1 ,

2
12cos =

−
= π   (4.3) 

 
Все нули многочленов )(tTn  лежат в интервале ( )1,1− . 
 
Корни уравнения  ( ) 0arccossin =tn  находим из соотношений  

1,...,1 ,arccos 0 −== njjtn n
j π  

и поскольку ( ) 0arccossin >n
ojt , получаем (n-1) различных нулей мно-

гочлена Чебышева II рода степени (n-1) ( 0)( 01 =−
n

jn tU ): 
 

 1,...,1 ,cos0 −== nj
n
jt n

j π   (4.4) 

 
Все нули многочленов )(1 tU n− лежат в интервале ( )1,1− . 
 
Нули многочленов )(tTn  и )(1 tUn−  простые и перемежаются. 
 
Соотношения ортогональности для многочленов Чебышева 

соответственно I и II рода получим из соотношений ортого-
нальности известных систем тригонометрических функций на 
интервале ( )π,0 : 

 ∫ =≠=
π

θθθ
0

,...1,0, ,  ,0 coscos qpqpdqp ,  (4.5) 

 ∫ =≠=
π

θθθ
0

,...2,1,  ,  ,0 sinsin qpqpdqp   (4.6) 

Делая в интегралах (5) и (6) замену переменных θcos=t  и ис-
пользуя параметрические представления многочленов Чебышева, 
находим: 
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а при p=q: 
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4.3. В дальнейшем будем рассматривать два экземпляра линейно-
го пространства алгебраических полиномов  IΠ  и IIΠ . 
Обозначим I

nΠ  (n+1)-мерное подпространство пространства 
IΠ  полиномов:  

n
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n atatatp +++= − ...)( 1
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степени n (имеется в виду не выше n, будем говорить точно сте-
пени n, если 00 ≠a ), а n-мерное подпространство пространства 

IIΠ  полиномов степени (n-1): 
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обозначим II
1−nΠ . Имеем  
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Во введенных пространствах определим скалярное произведе-
ние с чебышевскими весами, соответственно в IΠ : 
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и в IIΠ : 

 ( ) ∫
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1
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2
000II 1 )()(, dtttgtfgf  (4.12) 

 
Как было показано выше, многочлены Чебышева I рода орто-

гональны (7) в IΠ  со скалярным произведением ( )I , ⋅⋅ , а многочле-
ны Чебышева II рода ортогональны (8) в IIΠ  со скалярным 
произведением ( )II , ⋅⋅ . 

Введем “нормированные” многочлены Чебышева I рода 
 Ν
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Имеем ортонормированные системы I

0
Π⊂









∞

=

∨

n
nT : 

 ,...1,0,  ,,
I

==






 ∨∨
qpTT pqqp δ , (4.15) 
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Здесь, как и в дальнейшем, подразумевается, что IΠ – про-
странство многочленов со скалярным произведением ( )I , ⋅⋅ , а IIΠ – 
пространство со скалярным произведением ( )II , ⋅⋅  (12). Это заме-
чание относится и к подпространствам II ΠΠ ⊂n  и IIII ΠΠ ⊂n . 

В I
nΠ  имеем ортонормированный базис 
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а в II
1−nΠ – ортонормированный базис 
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∨
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4.4. Введем в паре пространств IΠ , IIΠ  сингулярный интеграль-
ный оператор с ядром Коши 

III: ΠΠ →Г  
 

 ( ) ∫
− −−

≡
1   

1
20

0
1

)(1)(
t

dt
tt
tptГp

π
 (4.18) 

 
Во втором разделе, формула (2.42), было показано  

 0
0 0

0 sin cos
coscos

sin1 θθθ
θθ

θ
π

π
kdk −=

−∫ . (4.19) 

Рассматривая это тождество лишь при πθ << 00  и вводя новые 
переменные t=θcos ; 00cos t=θ , 1  0 <t , а также используя парамет-
рические представления полиномов Чебышева, получаем 

 1    ,0
1

11
0
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1
20

<=
−−∫

−

t
t

dt
ttπ

 (4.20) 

и 

 Ν
π

∈<=
−− −

−
∫ nttU

t

dt
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n
n  ,1    ),(

1

)(1
001

1  

1
20

 (4.21)  

В дальнейшем оператор Г будем рассматривать на простран-
стве полиномов, ортогональных константам: ( ){ }01 ,: I

I0I, =∈≡ pp ΠΠ . 
В силу (21) 

 Ν∈Π→Π − ntUtTГ nn    III, ),()(:: 01
0 6  (4.22) 

 
Разложим I,0)( nn tp Π∈  по ортогональному базису { }n

kkT 1= : 
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∑
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kkn tTctp

1
)()( ,  где  ∫
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1

1
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)()(2

t

dttTtpc knk π
 

 )()(: 01 tgtpГ nn −6 , (4.23)  

где  ∑
=

−− =
n

k
kkn tUctg

1
0101 )()( , так что оператор II0I,: ΠΠ →Г  отобра-

жает n-мерное подпространство полиномов степени n ортого-
нальных константам на n-мерное подпространство полиномов 
степени (n-1): 
 II

1
0I,: −→ nnГ ΠΠ  (4.24) 

и, в силу (23), для I,0)(),( nnn tqtp Π∈  выполняются соотношения  
 

 ( ) ( )III ,, nnnn ГqГpqp =  (4.25) 
и 
 III nn Гpp =  (4.26) 

 
Поскольку отображение (22) II0I,: ΠΠ →Г  взаимно однознач-

ное, в паре пространств I,0II   , ΠΠ  существует оператор 
I,0II1 : ΠΠ →−Г , обратный к оператору Г. 

Так как в силу (2.43)  

θθθ
θθ

θ
π

π
kdk cossin

coscos
sin1

0

  

0
0

0

0 =
−∫ , 

то, делая замену 00cos t=θ ; t=θcos , 1  ≤t  и используя параметриче-
ские представления полиномов Чебышева, находим 

 

 Ν
π

∈=−
−∫

−

− ntTdtt
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tU
n

n   ),(1
)(1 1  

1
0

2
0

0

01   (4.27) 

 
Таким образом, получаем интегральное представление для 

оператора  
 ΝΠΠ ∈→ −

− ntTtUГ nn   ),()(:: 01
I,0II1 6  (4.28) 

 

 ( ) ∫
−

− −
−

=
1

1
0

2
0

0

01 1
)(1)( dtt

tt
tp

tpГ
π

  (4.29) 

которое проверено на базисе пространства IIΠ  (27). 
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4.5. Тесно связан с сингулярными интегральными операторами Г 
и 1−Г  оператор с логарифмическим ядром 

 ( ) ∫
− −

−≡
1

1
200

I

1
)(ln1)(

t

dttptttpL
π

  (4.30) 

Сначала вычислим интеграл (30) при 1)()( 0 ≡= tTtp . Имеем  

∫∫∫
−−

−
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−
−

π

π

π
θθθ

π
θθθ

ππ
dd

t

dttt
2
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1
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0
0

1

1
20 , 

и в силу (3.20) окончательно получаем 
 

 2ln
1

ln1 1

1
20 −=

−
−∫

− t

dttt
π

  (4.31) 

 
Далее, используя тождество 

 
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для интеграла ( ) ,...2,1 ),( 0
I =ntTL n  последовательно находим 
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
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
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
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Интегрируя по частям и переходя к пределу, находим  
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1

)(ln1 1

1

2

0

1
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1
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−
− ∫∫
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и, с учетом (27), получаем окончательно 
 

 Ν
π
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−

−∫
−

n
n
tT
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t

tT
tt nn   ,

)(

1

)(
ln1 0

1

1
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Итак, для оператора на пространстве полиномов IL , заданного 

интегральным представлением (30), имеем: 
 

                                                           
* В самом деле, 
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 ,...2,1  ,  )()( );()2ln()(:: 0
000

III =−−→ n
n
tTtTtTtTL n

n 66ΠΠ   (4.35) 

 
Пусть теперь )(tpn – произвольный полином степени n. Разло-

жим его по базису I
nΠ : 
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∫
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Используя оператор (35), находим 
 ∑

=

−−=
n

k
k

kn
nn tT

k
a

atpL
1

0
,

0,0
I )(2ln))(( ,  (4.36) 

так что оператор IL  отображает I
nΠ  на I

nΠ  взаимно однозначно. 
 
 
Замечание. С учетом тождества 

 )()(' 1 tnUtT nn −=   *)  (4.37)  
перепишем интегральное соотношение (33) в таком виде 

( )
∫∫
−−

=−
−

′
=

−
−

1

1

2

0
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1

1
20 ,...2,1  ,1

)(11

1
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n ππ

. 

 
 

В заключение установим связь между операторами IL , 1−Г  и 
оператором дифференцирования 

 
 )(')(:: I,0I tptpD 6ΠΠ →   (4.38) 

                                                           
* Действительно, используя параметрические представления полиномов 
Чебышева, имеем  

  ( )
( ) )(
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' cos)(' 1 tnUnnntT nn −=

−
−

==
θ
θ

θ
θ
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На базисных элементах пространства  непосредственно прове-
ряется “правило дифференцирования интеграла с логарифмиче-
ским ядром”: 

 ∫∫
−− −−

−=
−

−
1

1
20

1

1
20

0 1

)(1

1
)(ln1

t

dt
tt
tp

t

dttptt
dt
d

ππ
  (4.39) 

 
или в операторной форме: 
 ГDLI −=  (4.40) 


