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1 Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi
1.1 Ìàòðèöi. Îçíà÷åííÿ òà îêðåìi òèïè

Ìàòðèöåþ íàçèâàþòü ïðÿìîêóòíó òàáëèöþ. Åëåìåíòè ìàòðèöi íàëåæàòü
ïåâíié ìíîæèíi M , íà ÿêié âèçíà÷åíi äâi îïåðàöi¨ � äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ,
ùî ïiäêîðÿþòüñÿ òèì æå àêñiîìàì, ùî i ÷èñëà, ÿêi âèâ÷àëèñü â øêiëüíîìó êóðñi
ìàòåìàòèêè. Íàéâàæëèâiøi âèïàäêè ìíîæèíè M � öå ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë, ïîëå
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, êiëüöå öiëèõ ÷èñåë, êiëüöå ìíîãî÷ëåíiâ. Åëåìåíòè ìíîæèíè
M , óíèêàþ÷è óòî÷íåíü, áóäåìî íàçèâàòè ÷èñëàìè.

Ïðèêëàäè ìàòðèöü:

A =
(

5 7 0
)
, B =

(
5 −7 0
0 11 3

)
, C =




5 −7 0
0 11 3
1 1 2




D =



−5

7
0


 , E =



−5 0

7 11
0 3


 , F =

(
a11 a12 a13

)
, G =




a11

a21

a31


 .

Ìàòðèöi A, F ìàþòü ïî îäíîìó ðÿäêó � öå ìàòðèöi-ðÿäêè. Ìàòðèöi D, G

ìàþòü ïî îäíîìó ñòîâï÷èêó � öå ìàòðèöi-ñòîâï÷èêè. Ìàòðèöÿ C ìà¹ îäíàêîâó
êiëüêiñòü ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ (¨õ òðè) � öå êâàäðàòíà ìàòðèöÿ.

Íåâèçíà÷åíi åëåìåíòè ìàòðèöü çâè÷àéíî ïîçíà÷àþòüñÿ ñèìâîëàìè ç äâîìà
iíäåêñàìè: ïåðøèé iíäåêñ ïîêàçó¹ íîìåð ðÿäêà, â ÿêîìó ñòî¨òü åëåìåíò, à äðóãèé
� íîìåð ñòîâï÷èêà, â ÿêîìó öåé åëåìåíò ñòî¨òü. Òàê, ÿêùî åëåìåíò ìàòðèöi
çàïèñàíèé ó âèãëÿäi a23, òî öåé åëåìåíò ñòî¨òü â 2 ðÿäêó i 3 ñòîâï÷èêó. Â
çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ n ðÿäêiâ i m ñòîâï÷èêiâ:

An×m =




a11 a12 . . . a1m

a21 a22 . . . a2m... ... . . . ...
an1 an2 . . . anm


 = (aij) i = 1 . . . n

j = 1 . . . m

= (aij)n×m.

Äàìî äåêiëüêà âèçíà÷åíü.
1. Äâi ìàòðèöi A = (aij)n×m i B = (bij)n×m íàçèâàþòüñÿ ðiâíèìè, ÿêùî

åëåìåíòè íà îäíàêîâèõ ìiñöÿõ ñïiâïàäàþòü, òîáòî A = B, ÿêùî aij =
bij ∀i, j.

2. ßêùî n = m, òî ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàòíîþ ïîðÿäêó n.

3. ßêùî âñi åëåìåíòè ìàòðèöi äîðiâíþþòü íóëþ, òî òàêó ìàòðèöþ íàçèâàþòü
íóëüîâîþ. On×m = (0)n×m. Íóëüîâà ìàòðèöÿ ìîæå áóòè ïðÿìîêóòíîþ,
ìîæå áóòè êâàäðàòíîþ.
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4. Ó êâàäðàòíié ìàòðèöi åëåìåíòè ìàòðèöi, ÿêi ñòîÿòü íà ïåðåòèíi ðÿäêiâ i
ñòîâï÷èêiâ ç îäíàêîâèìè íîìåðàìè, íàçèâàþòüñÿ äiàãîíàëüíèìè. Óñi äiàãî-
íàëüíi åëåìåíòè óòâîðþþòü ãîëîâíó äiàãîíàëü. ßêùî âñi äiàãîíàëüíi åëå-
ìåíòè äîðiâíþþòü îäèíèöi, à íåäiàãîíàëüíi äîðiâíþþòü íóëþ, òî òàêó ìàò-
ðèöþ íàçèâàþòü îäèíè÷íîþ (ïîðÿäêó n).

En =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 1


 = (δij)n×n, äå δij =

{
1, i = j

0, i 6= j
.

5. ßêùî âñi íåäiàãîíàëüíi åëåìåíòè êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþþòü íóëþ, à
äiàãîíàëüíi � áóäü-ÿêi, òî òàêó êâàäðàòíó ìàòðèöþ íàçèâàþòü äiàãîíàëüíîþ.

6. ßêùî âèùå ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi âñi åëåìåíòè êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþòü
íóëþ, òî òàêó ìàòðèöþ íàçèâàþòü íèæíüî-òðèêóòíîþ.

7. ßêùî æ ó ìàòðèöi äîðiâíþþòü íóëþ âñi åëåìåíòè íèæ÷å ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi,
òî òàêó ìàòðèöþ íàçèâàþòü âåðõíüî-òðèêóòíîþ.

8. ßêùî ðÿäêè ìàòðèöi An×m çàïèñàòè ïî ñòîâï÷èêàõ, òî îäåðæèòüñÿ íîâà
ìàòðèöÿ Bm×n, ÿêó íàçèâàþòü òðàíñïîíîâàíîþ äî A: B = A>, bij = aji.

9. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî A = A>, òîáòî aij =
aji. Êâàäðàòíà ìàòðèöÿ íàçèâà¹òüñÿ êîñîñèìåòðè÷íîþ, ÿêùî A = −A>,
òîáòî aij = −aji.

Ïðèêëàäè.

E2 =

(
1 0
0 1

)
, O3×2 =




0 0
0 0
0 0


 , D =




1 0 0
0 5 0
0 0 6


 , B =




a11 a12 a13

0 a22 a23

0 0 a33


 ,

C =




a11 0 0
a21 a22 0
a31 a32 a33


 , S =




1 2 −1
2 3 0

−1 0 −5


 , A =




0 2 −3
−2 0 4

3 −4 0




E2 � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, O3×2 � íóëüîâà, D � äiàãîíàëüíà, B � âåðõíüî-
òðèêóòíà, C � íèæíüî-òðèêóòíà, S � ñèìåòðè÷íà, à ìàòðèöÿ A � êîñîñèìåòðè÷íà.

1.2 Äi¨ ç ìàòðèöÿìè
Ïîçíà÷èìî Rn×m � ìíîæèíó óñiõ ìàòðèöü íàä ïîëåì R.
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1. Ìíîæåííÿ ìàòðèöi A íà λ ∈ R. Áóäü-ÿêó ìàòðèöþ A ìîæíà ïîìíîæèòè
íà åëåìåíò λ ∈ R:

λA = B, bij = λaij.

Ïiñëÿ ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ÷èñëî ìè îäåðæó¹ìî ìàòðèöþ òàêîãî æ ñàìîãî
ðîçìiðó. Ïðè ìíîæåííi ìàòðèöi íà ÷èñëî âñi ¨¨ åëåìåíòè ìíîæàòüñÿ íà öå ÷èñëî.
• ∀λ, µ ∈ R ∀A ∈ Rn×m (λ + µ)A = λA + µA

• ∀λ, µ ∈ R ∀A ∈ Rn×m (λµ)A = λ(µA)

• ∀λ ∈ R ∀A,B ∈ Rn×m λ(A + B) = λA + λB

2. Äîäàâàííÿ ìàòðèöü. Ñóìà äâîõ ìàòðèöü âèçíà÷åíà òiëüêè ó âèïàäêó,
êîëè ðîçìiðè äîäàíêiâ çáiãàþòüñÿ.

A + B = C, cij = aij + bij.

Ñóìà äâîõ ìàòðèöü ìà¹ òîé æå ðîçìið, ùî i äîäàíêè.
• ∀A,B ∈ Rn×m A + B = B + A

• ∀A,B, C ∈ Rn×m (A + B) + C = A + (B + C)

• ∃O ∈ Rn×m ∀A ∈ Rn×m A + O = O + A = A

3. Ìíîæåííÿ ìàòðèöü. ßêùî êiëüêiñòü ñòîâï÷èêiâ ó ìàòðèöi A (òîáòî
äîâæèíà ðÿäêà) äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ðÿäêiâ ó ìàòðèöi B (òîáòî äîâæèíi ñòîâï÷èêà),
òîäi âèçíà÷åíèé äîáóòîê AB. ßêùî A = (aij)m×n, B = (bij)n×p, òî AB = C =
(cij)m×p

cij =
n∑

k=1

aikbkj.

Ïðèêëàä. Äëÿ ìàòðèöü

A =

(
1 2 3
−1 0 4

)
, B =



−2 2
−3 0
−1 5




äîáóòêîì AB áóäå ìàòðèöÿ

AB =

( −2− 6− 3 2 + 0 + 15
+2 + 0− 4 −2 + 0 + 20

)
=

( −11 17
−2 18

)
.

Äîáóòêîì BA öèõ ìàòðèöü áóäå

BA =



−2 2
−3 0
−1 5




(
1 2 3
−1 0 4

)
=



−2− 2 −4 + 0 −6 + 8
−3 + 0 −6 + 0 −9 + 0
−1− 5 −2 + 0 −3 + 20


 =
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=



−4 −4 2
−3 −6 −9
−6 −2 17




• Â çàãàëüíîìó âèïàäêó AB 6= BA, íàâiòü ÿêùî îáèäâi ìàòðèöi êâàäðàòíi
îäíîãî ðîçìiðó (n>1)

• ∀A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p, C ∈ Rp×r (A ·B) · C = A · (B · C)

• ∀A,B, C ∈ Rn×n A(B + C) = AB + AC, (A + B)C = AC + BC

• ∀λ ∈ R ∀A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p λ(AB) = (λA)B = A(λB)

• ∀A ∈ Rm×n A · En = A, Em · A = A

4. Òðàíñïîíóâàííÿ ìàòðèöi. Áóäü-ÿêó ìàòðèöþ ìîæíà òðàíñïîíóâàòè:

A 7→ A> = B, bij = aji.

• ∀A ∈ Rm×n (A>)> = A

• ∀A,B ∈ Rm×n (A + B)> = A> + B>

• ∀λ ∈ R ∀A ∈ Rm×n (λA)> = λA>

• ∀A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p (AB)> = B>A>

1.3 Îáåðíåíà ìàòðèöÿ
Äëÿ äåÿêèõ êâàäðàòíèõ ìàòðèöü iñíó¹ îáåðíåíà ìàòðèöÿ.

Âèçíà÷åííÿ 1.1 Ìàòðèöÿ B íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äî ìàòðèöi A, ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ äâi ðiâíîñòi AB = BA = E, äå E � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Îáåðíåíà
äî A ìàòðèöÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç A−1.

Ìàòðèöÿ, ÿêà ìà¹ îáåðíåíó, íàçèâà¹òüñÿ îáîðîòíîþ.

Äëÿ ïðèêëàäó âiçüìåìî ìàòðèöi

A =

( −7 3
12 −5

)
, B =

(
5 3

12 7

)
,

Îñêiëüêè AB = BA = E (ïåðåâiðòå ñàìîñòiéíî), òî ìàòðèöÿ B îáåðíåíà äî A,
à ìàòðèöÿ A ¹ îáåðíåíîþ äî B.

ßêùî îáåðíåíà ìàòðèöÿ iñíó¹, òî âîíà ¹äèíà.
Äîáóòîê îáîðîòíèõ ìàòðèöü ¹ îáîðîòíîþ ìàòðèöåþ.

(AB)−1 = B−1A−1.
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1.4 Ëiíiéíèé ïðîñòið
Âèçíà÷åííÿ 1.2 Íåïîðîæíÿ ìíîæèíà V íàçèâà¹òüñÿ äiéñíèì ëiíiéíèì (àáî
âåêòîðíèì) ïðîñòîðîì (à ¨¨ åëåìåíòè âåêòîðàìè), ÿêùî íà íié çàäàíà îïåðàöiÿ
äîäàâàííÿ åëåìåíòiâ (êîæíèì ~a,~b ∈ V ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð
~a + ~b ∈ V ), à òàêîæ îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ åëåìåíòiâ iç V íà äiéñíi ÷èñëà
(êîæíîìó âåêòîðó ~a ∈ V i êîæíîìó λ ∈ R ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü âåêòîð
λ~a ∈ V ). Êðiì òîãî, âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi àêñiîìè:

1) ~a +~b = ~b + ~a (êîìóòàòèâíiñòü);
2) (~a +~b) + ~c = ~a + (~b + ~c) (àñîöiàòèâíiñòü);
3) iñíó¹ âåêòîð ~0 ∈ V òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî ~a ∈ V ~a +~0 = ~0 + ~a = ~a;
4) äëÿ êîæíîãî ~a ∈ V iñíó¹ −~a ∈ V òàêèé, ùî ~a + (−~a) = ~0;
5) λ(µ~a) = (λµ)~a;
6) (λ + µ)~a = λ~a + µ~a;
7) λ(~a +~b) = λ~a + λ~b;
8) 1 · ~a = ~a
äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ λ, µ òà áóäü-ÿêèõ ~a,~b ∈ V .

Ïðèêëàäè.
1. Ìíîæèíà äiéñíèõ ìàòðèöü Rn×m ¹ äiéñíèì ëiíiéíèì ïðîñòîðîì.
2. Ãåîìåòðè÷íi âåêòîðè, âiäêëàäåíi âiä îäíi¹¨ òî÷êè, óòâîðþþòü ëiíiéíèé

(âåêòîðíèé) ïðîñòið.
3. Ðÿäêè ā = (a1, a2, . . . , an), ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ÷èñåë, ìîæíà, ÿê i ìàòðèöi

ðîçìiðó 1 íà n, äîäàâàòè

ā′ + ā′′ = (a′1, a
′
2, . . . , a

′
n) + (a′′1, a

′′
2, . . . , a

′′
n) = (a′1 + a′′1, a

′
2 + a′′2, . . . , a

′
n + a′′n),

ìíîæèòè íà ÷èñëî λ:

λā = λ(a1, a2, . . . , an) = (λa1, λa2, . . . , λan),

i, âiäïîâiäíî, ñòâîðþâàòè ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ðÿäêiâ:

λā′+µā′′ = λ(a′1, a
′
2, . . . , a

′
n)+µ(a′′1, a

′′
2, . . . , a

′′
n) = (λa′1+µa′′1, λa′2+µa′′2, . . . , λa′n+µa′′n).

Òîáòî ðÿäêè ā = (a1, a2, . . . , an) ai ∈ R óòâîðþþòü ëiíiéíèé ïðîñòið.

1.5 Ôóíêöiîíàëè
Âèçíà÷åííÿ 1.3 Âiäîáðàæåííÿ f : V → R, ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü
êîæíîìó âåêòîðó ā ∈ V ÷èñëî f(ā) iç R íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëîì.

Ôóíêöiîíàë f(ā) íàçèâà¹òüñÿ àäèòèâíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ ā, b̄

f(ā + b̄) = f(ā) + f(b̄).
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Ôóíêöiîíàë íàçèâà¹òüñÿ îäíîðiäíèì, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî âåêòîðà ā i äëÿ
áóäü-ÿêîãî ÷èñëà λ ìîæíà íàïèñàòè

f(λā) = λf(ā).

ßêùî ôóíêöiîíàë i àäèòèâíèé i îäíîðiäíèé, òî éîãî íàçèâàþòü ëiíiéíèì.
Ìîæíà ñêàçàòè, ùî ôóíöiîíàë ëiíiéíèé, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ ā, b̄

òà ÷èñåë λ, µ âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(λā + µb̄) = λf(ā) + µf(b̄). (1)

Ôóíêöiîíàë âiä n çìiííèõ � öå âiäîáðàæåííÿ f : V × V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
n

→ R, ÿêå

ñòàâèòü n âåêòîðàì ā1, ā2, . . . , ān ó âiäïîâiäíiñòü ÷èñëî f(ā1, ā2, . . . , ān).

ßêùî öåé ôóíêöiîíàë ¹ ëiíiéíèì ïî êîæíié iç ñâî¨õ çìiííèõ, òî âií íàçèâà¹òüñÿ
ïîëiëiíiéíèì.

ßêùî ïîìiíÿòè ìiñöÿìè áóäü-ÿêi äâi çìiííi i çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó íå çìiíèòüñÿ,
òî ôóíêöiîíàë íàçèâà¹òüñÿ ñèìåòðè÷íèì.

ßêùî ïîìiíÿòè ìiñöÿìè áóäü-ÿêi äâi çìiííi i çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó ïîìiíÿ¹
çíàê íà ïðîòèëåæíèé, òî ôóíêöiîíàë íàçèâà¹òüñÿ êîñîñèìåòðè÷íèì.

Áóâàþòü ôóíêöiîíàëè ñèìåòðè÷íi ïî îäíîìó íàáîðó çìiííèõ, òà êîñîñèìåòðè÷íi
ïî iíøîìó íàáîðó çìiííèõ.

2 Âèçíà÷åííÿ òà âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêiâ
Âèçíà÷íèê ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié êâàäðàòíié ìàòðèöi íàä ïåâíèì

êiëüöåì îäèí åëåìåíò iç öüîãî êiëüöÿ. Îòæå âèçíà÷íèê ìàòðèöi ç öiëèìè åëå-
ìåíòàìè ¹ öiëå ÷èñëî, âèçíà÷íèê ìàòðèöi, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ìíîãî÷ëåíè ¹
ìíîãî÷ëåí. Äàëi çàìiñòü åëåìåíò êiëüöÿ, íàä ÿêèì âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ ãîâî-
ðèìî êîðîòøå � ÷èñëî.

Ïîðîæíi ìàòðèöi, òîáòî ìàòðèöi, â ÿêèõ íåìà¹ íi ðÿäêiâ íi ñòîâï÷èêiâ, íå
ðîçãëÿäàþòüñÿ. À ìàòðèöi, ùî ìàþòü ëèøå îäèí ñòîâï÷èê i îäèí ðÿäîê, ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ. Òîìó, êîëè ãîâîðèìî ïðî êâàäðàòíi ìàòðèöþ ðîçìiðó n × n, òî
ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî 1 ≤ n < ∞, n ∈ N.

ßêùî ìà¹ìî ìàòðèöþ A = (aij)i,j=1,n ðîçìiðó n× n,

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann



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òî âèçíà÷íèê d öi¹¨ ìàòðèöi ïîçíà÷à¹òüñÿ îäíèì iç äâîõ ñïîñîáiâ: àáo d = det A,
àáî

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Âèçíà÷íèê âiä ìàòðèöi A ç ðÿäêàìè ā1, ā2, . . . , ān ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê

ôóíêöiîíàë âiä ðÿäêiâ i ïèñàòè

det A = det(ā1, ā2, . . . , ān).

Âèçíà÷íèê ìàòðèöi A1×1 = (a), ¹ òèì ÷èñëîì, ç ÿêîãî ñêëàäà¹òüñÿ ìàòðèöÿ:

det(a) = a. (2)

Îòæå, ÿêùî ìàòðèöÿ ìà¹ âèãëÿä A = (7), òî det(7) = 7. Âiäïîâiäíî, det(0) =
0, det(−3) = −3, det(2x− 6) = 2x− 6.

Âèçíà÷íèê ìàòðèöi A2×2 ïiäðàõîâó¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

det

(
a b

c d

)
= ad− bc. (3)

Ïðèêëàäè. Çãiäíî ç öi¹þ ôîðìóëîþ
∣∣∣∣

2 3
4 5

∣∣∣∣ = 10− 12 = −2,

∣∣∣∣
2 −3

−4 6

∣∣∣∣ = 12− 12 = 0,

∣∣∣∣
0 3
4 0

∣∣∣∣ = 0− 12 = −12,

∣∣∣∣
1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1− 0 = 1.

Êîëè ïðàöþþòü ç âèçíà÷íèêàìè, òî âèêîðèñòîâóþòü íå êîðåêòíå, àëå äóæå
çðó÷íå ñêîðî÷åííÿ � çàìiñòü ñëîâîñïîëó÷åííÿ åëåìåíò ìàòðèöi, âiä ÿêî¨ ïiä-
ðàõîâó¹òüñÿ âèçíà÷íèê êàæóòü åëåìåíò âèçíà÷íèêà, çàìiñòü ðÿäîê ìàòðèöi,
âiä ÿêî¨ ïiäðàõîâó¹òüñÿ âèçíà÷íèê êàæóòü ðÿäîê âèçíà÷íèêà òà ïîäiáíi.

Òåðìií äåòåðìiíàíò ¹ ïîâíèì ñèíîíiìîì òåðìiíó âèçíà÷íèê. Ìîâíèé ñìàê
ïiäêàæå, â ÿêîìó ìîâíîìó îòî÷åííi çðó÷íiøå âæèâàòè âèçíà÷íèê, à â ÿêîìó
äåòåðìiíàíò.

2.1 Ìiíîðè
Âèçíà÷åííÿ 2.1 Ó ìàòðèöi An×m âèáðàëè r ðÿäêiâ i1, i2, . . . , ir òà r ñòîâï÷èêiâ
j1, j2, . . . , jr. Íà ïåðåòèíi öèõ r ðÿäêiâ òà r ñòîâï÷èêiâ îäåðæèòüñÿ êâàäðàòíà
ìàòðèöÿ r-ãî ïîðÿäêó. Âèçíà÷íèê öi¹¨ ìàòðèöi íàçèâàþòü ìiíîðîì r-ãî ïîðÿäêó
i ïîçíà÷àþòü M i1,i2,...,ir

j1,j2,...,jr
.
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ßêùî ìàòðèöÿ A êâàäðàòíà ïîðÿäêó n, òîäi
Âèçíà÷åííÿ 2.2 Äîïîâíþâàëüíèì ìiíîðîì äî ìiíîðó r-ãî ïîðÿäêó íàçèâà-
¹òüñÿ âèçíà÷íèê ìàòðèöi, îòðèìàíî¨ ïðè âèêðåñëþâàííi âèáðàíèõ r ðÿäêiâ i r
ñòîâï÷èêiâ, òîáòî âèçíà÷íèê (n− r)-ãî ïîðÿäêó, ïîçíà÷à¹òüñÿ âií M̄ i1,i2,...,ir

j1,j2,...,jr
.

Âèçíà÷åííÿ 2.3 Ai1,i2,...,ir
j1,j2,...,jr

= (−1)

r∑
k=1

ik+
r∑

k=1

jk

M̄ i1,i2,...,ir
j1,j2,...,jr

íàçèâàþòü àëãåáðè÷íèì
äîïîâíåííÿì ìiíîðó M i1,i2,...,ir

j1,j2,...,jr
.

Îòæå, êîëè éäåòüñÿ ïðî ìiíîð M 13
35 , òî ìîâà éäå ïðî âèçíà÷íèê ìàòðèöi,

ùî ñòî¨òü íà ïåðåòèíi äâîõ ðÿäêiâ � ïåðøîãî òà òðåòüîãî, i äâîõ ñòîâï÷èêiâ �
òðåòüîãî òà ï'ÿòîãî. Äëÿ ìàòðèöi

A5×5 =




a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 a45

a51 a52 a53 a54 a55




ìîæíà çàïèñàòè

M 13
35 =

∣∣∣∣
a13 a15

a33 a35

∣∣∣∣ , M̄ 13
35 =

∣∣∣∣∣∣

a21 a22 a24

a41 a42 a44

a51 a52 a54

∣∣∣∣∣∣
, A13

35 = (−1)1+3+3+5

∣∣∣∣∣∣

a21 a22 a24

a41 a42 a44

a51 a52 a54

∣∣∣∣∣∣
= M̄ 13

35 .

ßêùî âèáðàëè òiëüêè îäèí ðÿäîê (i-é) òà îäèí ñòîâï÷èê (j-é), òîäi ìiíîð
ñïiâïàäà¹ ç åëåìåíòîì aij.

M i
j = aij = Mij

Â öüîìó âèïàäêó iíäåêñè ñòàâèìî âíèçó, âiääàþ÷è äàíèíó òðàäèöi¨.

2.2 Îçíà÷åííÿ ðîçêëàäàííÿì çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ðÿäêà
Öå îçíà÷åííÿ âèìàãà¹ ëèøå çíàííÿ ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Ââàæà¹ìî,

ùî ïîâíà ìàòåìàòè÷íà iíäóêöiÿ ïåâíèì ÷èíîì âiäîìà. À òi, õòî ç íåþ íå çóñòði-
÷àâñÿ, ïîâèííi ñàìîñòiéíî ç íåþ îçíàéîìèòèñÿ (äèâ. [1]). Ïîâíà ìàòåìàòè÷íà
iíäóêöiÿ çóñòði÷à¹òüñÿ ÷è ïðÿìî ÷è îïîñåðåäêîâàíî íà êîæíîìó êðîöi ðîáîòè
ìàòåìàòèêà.
Âèçíà÷åííÿ 2.4 Âèçíà÷íèê ìàòðèöi ïîðÿäêó 3 i âèùå ¹ ñóìîþ äîáóòêiâ åëå-
ìåíòiâ ïåðøîãî ñòîâï÷èêà íà ¨õ àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ, òîáòî

det A =
n∑

i=1

a1iA1i =
n∑

i=1

(−1)i+1a1iM̄1i. (4)

Âèçíà÷íèê ìàòðèöi 1-ãî i 2-ãî ïîðÿäêó âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè (2), (3).
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Îá÷èñëèìî, êîðèñòóþ÷èñü ëèøå âèçíà÷åííÿì, âèçíà÷íèê ìàòðèöi 3-ãî ïîðÿäêó.
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= (−1)1+1a11

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣+(−1)1+2
∣∣∣∣

a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣+(−1)1+3
∣∣∣∣

a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣ =

= a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a12a23 − a31a22) =

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a13 − a11a23a32 − a12a12a33.

Âèçíà÷åííÿ 2.5 Ïðàâèëî îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà òðåòüîãî ïîðÿäêó çà ôîð-
ìóëîþ (5)
∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
= a11a22a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a13−a11a23a32−a12a12a33.

(5)
íàçèâàþòü ïðàâèëîì Ñàððþñà àáî ïðàâèëîì òðèêóòíè÷êiâ.

Îñòàííÿ íàçâà ïîâ'ÿçàíà iç ãåîìåòðè÷íèì ñïîñîáîì çàïàì'ÿòîâóâàííÿ âñiõ
äåâ'ÿòè äîäàíêiâ â öié ôîðìóëi (äèâ ðèñ.1, 2)

d

d

d

d

d

d

d

d

d
@

@
@

@
@

@
@

@

@
@

@
@

@
@

@
@

¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢
¢

©©©©©©©©

¢
¢

¢
¢

¢
¢

¢
¢

©©©©©©©©

Ðèñ. 1: Äîáóòîê åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨
äiàãîíàëi áåðåòüñÿ iç çíàêîì +, òàêîæ iç
çíàêîì + áåðóòüñÿ äîáóòêè åëåìåíòiâ,
ùî ñòîÿòü ó âåðøèíàõ äâîõ òðèêóòíèêiâ,
ó ÿêèõ îäíà ñòîðîíà ïàðàëåëüíà ãîëîâíié
äiàãîíàëi

d

d

d

d

d

d

d

d

d

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

¡
¡

A
A

A
A

A
A

A
A

HHHHHHHH

A
A
A
A
A
A
A
A

HHHHHHHH

Ðèñ. 2: Äîáóòîê åëåìåíòiâ ái÷íî¨ äiàãîíàëi
áåðåòüñÿ iç çíàêîì -, òàêîæ iç çíàêîì -
áåðóòüñÿ äîáóòêè åëåìåíòiâ, ùî ñòîÿòü ó
âåðøèíàõ äâîõ òðèêóòíèêiâ, ó ÿêèõ îäíà
ñòîðîíà ïàðàëåëüíà ái÷íié äiàãîíàëi

Ïðèêëàä. Îá÷èñëèìî, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ, âèçíà÷íèê 5-ãî ïîðÿäêó

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 3 0
0 0 0 0 2
5 0 0 0 0
−1 7 0 2 2
−4 1 1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Çà ôîðìóëîþ (4) ìà¹ìî (íóëüîâi äîäàíêè íå âèïèñó¹ìî)

d = −3

∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 2
5 0 0 0
−1 7 0 2
−4 1 1 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 6

∣∣∣∣∣∣

5 0 0
−1 7 0
−4 1 1

∣∣∣∣∣∣
= 30

∣∣∣∣
7 0
1 1

∣∣∣∣ = 210.

Îá÷èñëþþ÷è çà îçíà÷åííÿì âèçíà÷íèê îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi äëÿ îäèíè÷íèõ
ìàòðèöü ðîçìiðó 1,2,3. ... áà÷èìî, ùî âií äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Äëÿ áóäü-ÿêîãî
n ∈ N öå òâåðäæåííÿ: ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
... ... . . . ...
1 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1,

äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì iíäóêöi¨.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå îçíà÷åííÿ, ìåòîäîì iíäóêöi¨ äîâîäèòüñÿ, ùî âèçíà÷-

íèê ìàòðèöi, ÿêà ìà¹ íóëüîâèé ðÿäîê àáî íóëüîâèé ñòîâï÷èê, äîðiâíþ¹ íóëþ.
Çîêðåìà, âèçíà÷íèê íóëüîâî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ íóëþ. Òàêîæ ìåòîäîì iíäóêöi¨
ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî âèçíà÷íèê âåðõíüî-òðèêóòíüî¨ ìàòðèöi (ïiä ãîëîâíîþ äiàãî-
íàëëþ ñòîÿòü íóëi) òà íèæíüî-òðèêóòíî¨ ìàòðèöi (íàä ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ
ñòîÿòü íóëi) äîðiâíþ¹ äîáóòêó äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ.

2.3 Àíòèñèìåòðè÷íiñòü âèçíà÷íèêà
Ñïî÷àòêó ïîÿñíèìî, ùî òàêå àíòèñèìåòðè÷íiñòü âèçíà÷íèêà.
Íåõàé ¹ ìàòðèöÿ A, â öié ìàòðèöi ïîìiíÿëè ìiñöÿìè äâà ðÿäêè i îäåðæàëè

ìàòðèöþ B. Òîäi
det A = − det B. (6)

Âèçíà÷åííÿ 2.6 Êîëè ãîâîðÿòü ïðî àíòèñèìåòðè÷íiñòü âèçíà÷íèêà, òî
ìàþòü íà óâàçi ôîðìóëó (6).

Òåîðåìà 2.1 Âèçíà÷íèê ¹ àíòèñèìåòðè÷íèì ôóíêöiîíàëîì âiä ñâî¨õ ðÿäêiâ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé â ìàòðèöi A = (aij)i,j=1,n ïîìiíÿëè ìiñöÿìè ðÿäêè ç
íîìåðàìè i, j (1 ≤ i < j ≤ n) i òàêèì ÷èíîì îäåðæàëè ìàòðèöþ B. Äîâåäåìî
ðiâíiñòü (6). Äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî ìåòîäîì iíäóêöi¨.

Áàçà iíäóêöi¨: ïåðåêîíó¹ìîñÿ â òîìó, ùî êîëè â ìàòðèöi ðîçìiðó 2×2 ïîìiíÿòè
ìiñöÿìè ðÿäêè, òî âèçíà÷íèê íîâî¨ ìàòðèöi áóäå âiäðiçíÿòèñÿ âiä âèçíà÷íèêà
ñòàðî¨ ìàòðèöi çíàêîì (ëèøå çíàêîì). Ñïðàâäi, êîðèñòóþ÷èñü ôîðìóëîþ (3)
ìà¹ìî
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det

(
a11 a12

a21 a22

)
= a11a22 − a12a21 = −(a12a21 − a11a22) = − det

(
a21 a22

a11 a12

)
.

Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ: ÿêùî n ∈ N, n ≥ 3 i ìàòðèöÿ ìà¹ n−1 ðÿäêiâ, òî
ïåðåñòàâëÿííÿ äâîõ ðÿäêiâ öi¹¨ ìàòðèöi ïðèçâîäèòü äî çìiíè çíàêó âiäïîâiäíîãî
âèçíà÷íèêà íà ïðîòèëåæíèé.

Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä ïîëÿãà¹ â äîâåäåííi (6) ó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ A

ìà¹ n ðÿäêiâ (n ≥ 2). Çà óìîâîþ, äëÿ åëåìåíòà bpq ìàòðèöi B, ÿêèé ñòî¨òü íà
ïåðåòèíi p−ãî ðÿäêà i q−ãî ñòîâï÷èêà, ìè ìîæåìî íàïèñàòè

bpq =





apq, ÿêùî p /∈ {i, j},
ajq, ÿêùî p = i,

aiq, ÿêùî p = j.

Äîïîâíþâàëüíèé ìiíîð, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ ïiñëÿ âèêðåñëþâàííÿ â ìàòðèöi A

ðÿäêiâ ç íîìåðàìè r, s òà ñòîâï÷èêiâ ç íîìåðàìè p, q áóäåìî, ÿê i ðàíiøå, ïîçíà÷àòè
÷åðåç M̄pq

rs , à ìiíîð, ÿêèé îäåðæó¹òüñÿ ïiñëÿ âèêðåñëþâàííÿ â ìàòðèöi B ðÿäêiâ
ç íîìåðàìè r, s òà ñòîâï÷èêiâ ç íîìåðàìè p, q áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç N̄pq

rs .
Çà îçíà÷åííÿì ìè ìîæåìî íàïèñàòè

det A =
n∑

p=1

(−1)p+1a1pM̄1p, det B =
n∑

p=1

(−1)p+1b1pN̄1p.

Ðîçãëÿíåìî òðè âèïàäêè: i > 1; i = 1, j = 2; i = 1, j > 2.
Â ïåðøîìó âèïàäêó b1p = a1p, i çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì M1p = −N1p.

Òîìó det A = − det B.
Â äðóãîìó âèïàäêó ðîçêëàäåìî ìiíîðè M̄1p, N̄1p çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî

ðÿäêà:
M̄1p =

∑
1≤q<p≤n

(−1)q+1a2qM̄
12
pq +

∑
1≤p<q≤n

(−1)qa2qM̄
12
pq ,

N̄1p =
∑

1≤q<p≤n

(−1)q+1b2qN̄
12
pq +

∑
1≤p<q≤n

(−1)qb2qN̄
12
pq ,

Îñêiëüêè âñi ðÿäêè ïî÷èíàþ÷è ç òðåòüîãî â ìàòðèöÿõ A,B îäíàêîâi, òî ïðè
áóäü-ÿêèõ p 6= q ìîæíà íàïèñàòè

M̄ 12
pq = N̄ 12

pq .

À îñêiëüêè ìè ïîìiíÿëè ìiñöÿìè ïåðøèé i äðóãèé ðÿäêè, òî

b1p = a2p, b2q = a1q.
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Òåïåð ìè ìîæåìî çàïèñàòè

det A =
n∑

p=1

(−1)p+1a1,p

∑
1≤q<p≤n

(−1)q+1a2qM̄
12
pq +

n∑
p=1

(−1)p+1a1,p

∑
1≤p<q≤n

(−1)qa2qM̄
12
pq

(7)

det B =
n∑

p=1

(−1)p+1a2,p

∑
1≤q<p≤n

(−1)q+1a1qM̄
12
pq +

n∑
p=1

(−1)p+1a2,p

∑
1≤p<q≤n

(−1)qa1qM̄
12
pq .

(8)
Âèïèñóþ÷è äîäàíêè â (7), (8), ÿêi ìiñòÿòü äîáóòîê a1ra2s, áà÷èìî, ùî ïðè ïðè
r > s â (7) öå áóäå

(−1)r+s+2a1ra2sM̄
12
rs ,

à â (8) öå áóäå
(−1)r+s+1a1ra2sM̄

12
rs .

Ïðè r < s â (7) öå áóäå
(−1)r+s+1a1ra2sM̄

12
rs ,

à â (8) öå áóäå
(−1)r+s+2a1ra2sM̄

12
rs .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî det A = − det B.

Â òðåòüîìó âèïàäêó, êîëè ìiíÿþòüñÿ ìiñöÿìè 1-é ðÿäîê i ðÿäîê ç íîìåðîì j >

2, áóäó¹ìî äâi äîïîìiæíi ìàòðèöi B1, B2. B1 îäåðæó¹ìî iç ìàòðèöi A ïîìiíÿâøè
ìiñöÿìè 2-é òà j-é ðÿäêè, B2 îäåðæó¹ìî ïîìiíÿâøè â ìàòðèöi B1 ïåðøèé òà
äðóãèé ðÿäêè. Òàêèì ÷èíîì, â ìàòðèöi B2 íà ìiñöi j-ãî ðÿäêà ñòî¨òü äðóãèé
ðÿäîê ìàòðèöi A, íà ìiñöi äðóãîãî ðÿäêà ñòî¨òü ïåðøèé ðÿäîê ìàòðèöi A, à
íà ìiñöi ïåðøîãî ðÿäêà ñòî¨òüñÿ j-é ðÿäîê ìàòðèöi A. Îòæå, ìàòðèöþ B ìè
îäåðæèìî, ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè 2-é òà j-é ðÿäêè ìàòðèöi B2. Çà óæå äîâåäåíèì
ìà¹ìî

det A = − det B1 = det B2 = − det B.

Äîâåäåííÿ àíòèñèìåòðè÷íîñòi âèçíà÷íèêà çàâåðøåíå.

Íàñëiäêîì àíòèñèìåòðè÷íîñòi ¹

Íàñëiäîê 2.1 Âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ÿêà ìà¹ äâà îäíàêîâi ðÿäêè, äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ñïðàâäi, ÿêùî ïîìiíÿòè ìiñöÿìè îäíàêîâi ðÿäêè, òî âèçíà÷íèê ç îäíîãî áîêó
íå çìiíèòüñÿ à ç iíøîãî � çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé. ×èñëîì, ÿêå äîðiâíþ¹
ñâî¹ìó ïðîòèëåæíîìó, ¹ ëèøå íóëü.

Òåîðåìà 2.2 Âèçíà÷íèê ìàòðèöi A ðîçìiðó n×n ìîæíà îá÷èñëèòè, ðîçêëà-
äàþ÷è çà åëåìåíòàì áóäü-ÿêîãî ðÿäêà. Îñòàííÿ ñëîâîñïîëóêà îçíà÷à¹, ùî êîëè
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âèáðàíèé k-é ðÿäîê, 1 ≤ k ≤ n, òî âèçíà÷íèê ìàòðèöi A ìîæíà îá÷èñëþâàòè
çà ôîðìóëîþ

det A =
n∑

i=1

akiAki =
n∑

i=1

(−1)k+iakiM̄ki. (9)

Äîâåäåííÿ. Ïîñòàâèìî k-é ðÿäîê íà ïåðøå ìiñöå, çáåðiãøè ïîðÿäîê íà
ðåøòi ðÿäêiâ. Äëÿ öüîãî k-é ðÿäîê ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ç (k − 1)-ì, (k − 2)-ì,
(k−3)-ì, i ò.ä. íàðåøòi ç ïåðøèì. Çíàê âèçíà÷íèêà ïðè öüîìó çìiíèâñÿ k−1 ðàç.
Îäåðæàíèé âèçíà÷íèê îá÷èñëþ¹ìî çà îçíà÷åííÿì. Âèêðåñëþþ÷è ïåðøèé ðÿäîê
â íîâié ìàòðèöi ìè îäåðæó¹ìî òîé æå ðåçóëüòàò, ùî i ïiñëÿ âèêðåñëþâàííÿ k-ãî
ðÿäêà â çàäàíié ìàòðèöi. Òàêèì ÷èíîì îäåðæó¹ìî

det A = (−1)k−1
n∑

i=1

(−1)i+1akiM̄ki =
n∑

i=1

(−1)i+kakiM̄ki

Óçàãàëüíåííÿì öüîãî ðåçóëüòàòó ¹ òåîðåìà Ëàïëàñà, ÿêó ìè íàâîäèìî áåç
äîâåäåííÿ.

Òåîðåìà 2.3 (Òåîðåìà Ëàïëàñà) Ó ìàòðèöi An×n âèáðàëè r ðÿäêiâ ç íîìå-
ðàìè i1, i2, . . . , ir, òîäi

det A =
∑

1≤j1<j2<...<jr≤n

M i1,i2,...,ir
j1,j2,...,jr

· Ai1,i2,...,ir
j1,j2,...,jr

.

Ïðèêëàä. Îá÷èñëèìî çà òåîðåìîþ Ëàïëàñà âèçíà÷íèê ìàòðèöi

A =




5 1 2 7
3 0 0 2
1 3 4 5
2 0 0 3


 .

Çàôiêñó¹ìî äðóãié òà ÷åòâåðòèé ðÿäêè.

det A = M 2,4
1,2 ·A2,4

1,2 +M 2,4
1,3 ·A2,4

1,3 +M 2,4
1,4 ·A2,4

1,4 +M 2,4
2,3 ·A2,4

2,3 +M 2,4
2,4 ·A2,4

2,4 +M 2,4
3,4 ·A2,4

3,4.

Íåíóëüîâèì áóäå òiëüêè ìiíîð M 2,4
1,4 , îòæå

det A =

∣∣∣∣
3 2
2 3

∣∣∣∣ · (−1)2+4+1+4 ·
∣∣∣∣

1 2
3 4

∣∣∣∣ = 5 · (−1) · (−2) = 10.

15



2.4 Âèçíà÷íèê ìàòðèöi-ïiäñòàíîâêè
Âèçíà÷åííÿ 2.7 Ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ ñêií÷åííèõ ìíîæèí ó ñåáå íàçè-
âàþòü ïiäñòàíîâêàìè.

Îñêiëüêè åëåìåíòè ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè ìîæíà ïåðåíóìåðóâàòè íàòóðàëü-
íèìè ÷èñëàìè ïî÷èíàþ÷è ç îäèíèöi, òî ìîæíà ââàæàòè iç ñàìîãî ïî÷àòêó, ùî
ñêií÷åííà ìíîæèíà � öå {1, 2, 3, . . . , n} äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 1.

Ïiäñòàíîâêè, ÿê ái¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ, ìîæíà ìíîæèòè, iñíó¹ îäèíè÷íà
ïiäñòàíîâêà id, ÿêà ïåðåâîäèòü êîæåí åëåìåíò â ñåáå, êîæíà ïiäñòàíîâêà ìà¹
îáåðíåíó ïiäñòàíîâêó. Îòæå âñi ïiäñòàíîâêè íà çàäàíié ìíîæèíi óòâîðþþòü
ãðóïó. �¨ íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íîþ ãðóïîþ. Áiëüø óâàæíî ç ïiäñòàíîâêàìè ìîæíà
îçíàéîìèòèñÿ çà [4], [6].

Ïiäñòàíîâêè íà n-åëåìåíòíié ìíîæèíi (àáî n-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè) çâè÷àéíî
çàäàþòü òàáëè÷íî, ó äâà ðÿäêè: ó âåðõíüîìó ðÿäêó âèïèñóþòü ïðîîáðàçè, à â
íèæíüîìó îáðàçè. Îòæå ìè ïèøåìî

σ =

(
1 2 3 . . . n

i1 i2 i3 . . . in

)

çàìiñòü σ(1) = i1, σ(2) = i2, σ(3) = i3, . . . , σ(n) = in. ßêùî ïðèéíÿòè äîìîâëå-
íiñòü ïðî òå, ùî ÷èñëà ó âåðõíüîìó ðÿäêó ïèøóòüñÿ ó ñòàíäàðòíîìó ïîðÿäêó, òî
âåðõíié ðÿäîê ñòà¹ çàéâèì i ïiäñòàíîâêó çàäàþòü îäíèì íèæíiì ðÿäêîì. Çàïèñ
åëåìåíòiâ ìíîæèíè ó ïåâíîìó ëiíiéíîìó ïîðÿäêó (îäèí çà äðóãèì) íàçèâàþòü
ïåðåñòàíîâêîþ. Îòæå ïiäñòàíîâêó ìîæíà çàäàòè ïåðåñòàíîâêîþ ÷èñåë 1, 2, . . . , n.

Çà êîæíîþ ïiäñòàíîâêîþ σ áóäó¹òüñÿ ìàòðèöÿ Aσ, â ÿêié íà ïåðåòèíi k-ãî
ðÿäêà i σ(k)-ãî ñòîâï÷èêà ñòî¨òü îäèíèöÿ, à ðåøòà åëåìåíòiâ � íóëi. Òàê, êîëè
ìà¹ìî ïiäñòàíîâêè

ρ =

(
1 2 3
2 3 1

)
, σ =

(
1 2 3
1 2 3

)
, τ =

(
1 2 3
3 2 1

)
, (10)

òî ¨ì âiäïîâiäàþòü ìàòðèöi

Aρ =




0 1 0
0 0 1
1 0 0


 , Aσ =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 , Aτ =




0 0 1
0 1 0
1 0 0


 .

Âèçíà÷íèê ìàòðèöi-ïiäñòàíîâêè äîðiâíþ¹ àáî +1 àáî−1, ôîðìàëüíî öå ìîæíà
äîâåñòè ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

Âèçíà÷åííÿ 2.8 Âèçíà÷íèê ìàòðèöi ïiäñòàíîâêè Aσ, ùî âiäïîâiäà¹ ïiäñòà-
íîâöi σ íàçèâà¹òüñÿ ñèãíàòóðîþ ïiäñòàíîâêè i ïîçíà÷à¹òüñÿ sign(σ) (âiä ëà-
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òèíñüêîãî ñëîâà signum, ÿêå îçíà÷à¹ "çíàê"). ßêùî âèçíà÷íèê ìàòðèöi-ïiä-
ñòàíîâêè äîðiâíþ¹ +1, òî êàæåìî, ùî ïiäñòàíîâêà ïàðíà, ÿêùî æ âèçíà÷íèê
äîðiâíþ¹ −1, òî êàæåìî, ùî ïiäñòàíîâêà íåïàðíà.
Òàê äëÿ ïiäñòàíîâîê ρ, σ, τ, ùî çàäàíi (10), áóäå

sign(ρ) = det Aρ = 1, i ïiäñòàíîâêà ρ ïàðíà;
sign(σ) = det Aσ = 1, i ïiäñòàíîâêà σ ïàðíà;
sign(τ) = det Aτ = −1, i ïiäñòàíîâêà τ íåïàðíà.

2.5 Iíâåðñi¨ i òðàíñïîçèöi¨. Óìîâè ïàðíîñòi ïiäñòàíîâêè.
Âèçíà÷íèê ìàòðèöi-ïiäñòàíîâêè ìîæíà ïiäðàõóâàòè, ïåðåñòàâëÿþ÷è â íié

ðÿäêè. Ìiðêóâàííÿ ñóïðîâîäèìî ïðèêëàäîì, ïðèïóñòèìî, ùî ìè õî÷åìî ïiäðà-
õóâàòè âèçíà÷íèê ìàòðèöi

Aρ =




0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0




, ρ =

(
1 2 3 4 5 6
3 2 4 1 6 6

)

Ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè äâà ðÿäêè òàê, ùîá ïåðøèì åëåìåíòîì ïåðøîãî ñòîâï÷èêà
ñòîÿëà îäèíèöÿ. Â íàøîìó ïðèêëàäi ïîòðiáíî ïîìiíÿòè ìiñöÿìè ïåðøèé i ÷åòâåð-
òèé ðÿäêè. Îäåðæèìî íîâó ìàòðèöþ-ïiäñòàíîâêó

Aρ =




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0




, σ =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 4 3 6 6

)

Íîâà, äðóãà ïiäñòàíîâêà îäåðæó¹òüñÿ iç ïåðøî¨ ïiäñòàíîâêè, ïåðåñòàâëÿííÿì
äâîõ åëåìåíòiâ � â íàøîìó ïðèêëàäi òèõ, ùî ñòîÿòü ïiä 1 i ïiä 4 (òîáòî 3 i 1).
Âèêîðèñòîâóþ÷è äîáóòîê âiäîáðàæåíü ìè ìîæåìî çàïèñàòè (íàãàäà¹ìî, ùî â
äîáóòêó âiäîáðàæåíü ïåðøèì äi¹ òå, ùî ñòî¨òü ñïðàâà)

σ = ρ ·
(

1 2 3 4 5 6
4 2 3 1 6 6

)

Äàëi ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè äâà ðÿäêè òàê, ùîá äðóãèì åëåìåíòîì äðóãîãî ðÿäêà
ñòàëà îäèíèöÿ � â íàøîìó ïðèêëàäi íi÷îãî ðîáèòè íå òðåáà, îñêiëüêè òàì óæå
ñòî¨òü îäèíèöÿ.
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Òàêèì ÷èíîì äàëi ìè çàáåçïå÷ó¹ìî îäèíèöi ïî ãîëîâíié äiàãîíàëi, ïåðåñòàâ-
ëÿþ÷è ðÿäêè i, âiäïîâiäíî, äîìíîæàþ÷è ïiäñòàíîâêó ñïðàâà íà ïiäñòàíîâêó,
ùî ìiíÿ¹ ìiñöÿìè äâà åëåìåíòè, à ðåøòó ëèøà¹ íà ìiñöi. Òàêi ïiäñòàíîâêè
íàçèâàþòü òðàíñïîçèöiÿìè. Â ðåøòi ðåøò îäåðæèìî îäèíè÷íó ìàòðèöi, âèçíà÷-
íèêîì ÿêî¨ ¹ îäèíèöÿ.

Â íàøîìó ïðèêëàäi âiä Aσ ïåðåõîäèìî äî

Aτ =




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 0




, τ =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 6 5

)
= σ ·

(
1 2 3 4 5 6
1 2 4 3 5 6

)

Ïîìiíÿâøè ìiñöÿìè 5 òà 6-èé ðÿäêè ìàòðèöi Aτ îäåðæó¹ìî îäèíè÷íó ìàòðèöþ.
Îäèíè÷íó ìàòðèöþ ìè îäåðæàëè ïåðåñòàâëÿþ÷è 3 ðàçè ðÿäêè, îòæå òðè÷i
çìiíþþ÷è çíàê. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî det Aρ = −1 i, âiäïîâiäíî, sign(ρ) = −1.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïiäñòàíîâêà áóäå ïàðíîþ, ÿêùî ìè ìiíÿëè ìiñöÿìè
ðÿäêè ïàðíó êiëüêiñòü ðàçiâ, i íåïàðíîþ â ïðîòèëåæíîìó âïàäêó.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òðàíñïîçèöi¨ ìîæíà ñêàçàòè, ùî ïiäñòàíîâêà áóäå ïàðíîþ,
ÿêùî äîìíîæèâøè ¨¨ íà ïàðíó êiëüêiñòü òðàíñïîçèöié ìè îäåðæèìî òîòîæíå
âiäîáðàæåííÿ, àáî, ÿê êàæóòü, îäèíè÷íó ïiäñòàíîâêó.

Çàóâàæèìî, ùî êîæíà òðàíñïîçèöiÿ ïîìíîæåíà ñàìà íà ñåáå äàñòü îäèíè÷íó
ïiäñòàíîâêó � id, òîáòî ïiäñòàíîâêó, ùî ïåðåâîäèòü êîæåí åëåìåíò â ñåáå. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî êîëè äëÿ ïiäñòàíîâêè ρ i òðàíñïîçèöié α1, α2, . . . , αk âèêîíó¹òüñÿ
ðiâíiñòü

ρ · (α1α2 . . . αk) = id ,

òî
ρ = αkαk−1 . . . α1,

ρ−1 = α1α2 . . . αk.

Ñêàçàíèì îá ðóíòîâóþòüñÿ äâi òåçè:

• ïiäñòàíîâêà ïàðíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ ìîæíà ðîçêëàñòè â äîáóòîê
ïàðíî¨ êiëüêîñòi òðàíñïîçèöié;

• ïiäñòàíîâêà ïàðíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îáåðíåíà äî íå¨ ïiäñòàíîâêà
ïàðíà.

Ùå îäíèì ñïîñîáîì îá÷èñëåííÿ ïàðíîñòi ïiäñòàíîâêè ¹ âèêîðèñòàííÿ òàê
çâàíèõ iíâåðñié â ïåðåñòàíîâöi.
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Âèçíà÷åííÿ 2.9 Ðîçòàøóâàííÿ ÷èñåë â ïåâíó ïîñëiäîâíiñòü íàçèâàþòü ïå-
ðåñòàíîâêîþ. Äâà åëåìåíòè i > k óòâîðþþòü iíâåðñiþ â ïåðåñòàíîâöi σ,
ÿêùî áiëüøèé åëåìåíò ñòî¨òü ðàíiøå ìåíøîãî.

Ïðèêëàä. Íåõàé çàäàíà ïiäñòàíîâêà
(

1 2 3 4 5 6 7
3 2 5 7 6 1 4

)

Öÿ ïiäñòàíîâêà ìà¹ 10 iíâåðñié {3, 1}, {3, 2}, {2, 1}, {5, 1}, {5, 4}, {7, 6}, {7, 1},
{7, 4}, {6, 1}, {6, 4}.
Òåîðåìà 2.4 Êîëè â ïåðåñòàíîâöi ïîìiíÿòè ìiñöÿìè äâà åëåìåíòè, òî ïàð-
íiñòü êiëüêîñòi iíâåðñié çìiíèòüñÿ � ÿêùî êiëüêiñòü áóëà ïàðíîþ, òî ñòàíå
íåïàðíîþ, à êîëè áóëà íåïàðíîþ, òî ñòàíå ïàðíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (i1, i2, i3, . . . , in) ïåâíà ïåðåñòàíîâêà. Ïîìiíÿ¹ìî â íié
ìiñöÿìè åëåìåíòè ip, iq, p < q. Âñi ïàðè {ix, iy}, x < y ðîçiá'¹ìî íà êiëüêà
ãðóï.

Äî ïåðøî¨ ãðóïè âiäíåñåìî òi ïàðè, â ÿêèõ îäèí iç åëåìåíòiâ ñòî¨òü äî ip, òîáòî
x < p, àáî îäèí iç åëåìåíòiâ ñòî¨òü ïiñëÿ iq, òîáòî q < y, àáî îáèäâà åëåìåíòè
ñòîÿòü ìiæ ip i iq, òîáòî p < x < y < q. ßêùî îäíà ïàðà iç öi¹¨ ãðóïè óòâîðþâàëà
iíâåðñiþ â ñòàðié ïåðåñòàíîâöi, òî âîíà çíîâó áóäå óòâîðþâàòè iíâåðñiþ â íîâié
ïåðåñòàíîâöi, à ÿêùî íå óòâîðþâàëà, òî i óòâîðþâàòè íå áóäå. Îòæå öi ïàðè
áðàòè äî óâàãè íå áóäåìî.

Äî äðóãî¨ ãðóïè âiäíåñåìî ïàðè {ip, iy}, p < y < q, íåõàé iç íèõ n1 ïàðà
óòâîðþ¹ iíâåðñiþ, à n2 ïàðè íå óòâîðþþòü, n1 + n2 = q − p− 1.

Äî òðåòüî¨ ãðóïè âiäíåñåìî {ix, iq}, p < x < q, íåõàé iç íèõ m1 ïàðà
óòâîðþ¹ iíâåðñiþ, à m2 ïàðè íå óòâîðþþòü, m1 + m2 = q − p− 1.

×åòâåðòà ãðóïà ñêëàäà¹òüñÿ iç îäíi¹¨ ïàðè {ip, iq}.
Ïðîñëiäêó¹ìî çà çìiíîþ êiëüêîñòi iíâåðñié â ïàðàõ iç äðóãî¨, òðåòüî¨ òà ÷åò-

âåðòî¨ ãðóï.
Âñi ïàðè iç äðóãî¨ òà òðåòüî¨ ãðóïè, ùî óòâîðþâàëè iíâåðñiþ, ïåðåñòàëè ¨¨

óòâîðþâàòè, à òi ïàðè, ùî íå óòâîðþâàëè, ñòàëè óòâîðþâàòè. Îòæå êiëüêiñòü
iíâåðñié áóëà â öèõ äâîõ ãðóïàõ a = m1 + n1, à ñòàëà b = m2 + n2. Îñêiëüêè

a + b = m1 + m2 + n1 + n2 = 2(q − p− 1),

òî ïàðíiñòü ÷èñåë a i b îäíà i òà æ.
ßêùî ïàðà {ip, iq} óòâîðþâàëà iíâåðñiþ, òî ïiñëÿ ïåðåñòàâëÿííÿ ïåðåñòàëà

óòâîðþâàòè, à ÿêùî íå óòâîðþâàëà, òî ïiñëÿ ïåðåñòàâëÿííÿ áóäå óòâîðþâàòè
iíâåðñiþ. Îò îöÿ iíâåðñiÿ, äîäàíà ÷è âiäêèíóòà, i çìiíèòü ïàðíiñòü êiëüêîñòi
iíâåðñié.
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Òåîðåìó äîâåäåíî.

Íàñëiäêîì äîâåäåíî¨ âëàñòèâîñòi iíâåðñié áóäå òå, ùî çíàþ÷è êiëüêiñòü iíâåðñié
ìîæíà ñêàçàòè, ïàðíà ïiäñòàíîâêà ÷è íi:

Íàñëiäîê 2.2 Ïiäñòàíîâêà ïàðíà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â ñòàíäàðòíîìó
çàïèñi äâîìà ðÿäêàìè, íèæíÿ ïåðåñòàíîâêà ìà¹ ïàðíó êiëüêiñòü iíâåðñié.

2.6 Ïîëiëiíiéíiñòü âèçíà÷íèêà
Âèçíà÷íèê ¹ ôóíêöiîíàëîì âiä ñòiëüêîõ çìiííèõ, ñêiëüêè ðÿäêiâ â ìàòðèöi,

i âií ìà¹ âàæëèâó âëàñòèâiñòü

Òåîðåìà 2.5 Âèçíà÷íèê ¹ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëîì ïî êîæíîìó ðÿäêó.

Çàìiñòü ñëiâ ëiíiéíèé ïî êîæíié çìiííié âæèâàþòü òåðìií ïîëiëiíiéíèé.
Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî ëiíiéíiñòü çà ïåðøèì àðãóìåíòîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî ïåðøèé ðÿäîê ā1 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïåâíèõ äâîõ ðÿäêiâ

ā′1, ā′′1
ā1 = λā′1 + µā′′1.

Òîäi

det(ā1, ā2, . . . , ān) =
n∑

i=1

(−1)i+1a1iM̄1i =
n∑

i=1

(−1)i+1(λa′1i + µa′′1i)M̄1i =

= λ
n∑

i=1

(−1)i+1a′1iM̄1i + µ
n∑

i=1

(−1)i+1a′′1iM̄1i =

= λ det(ā′1, ā2, . . . , ān) + µ det(ā′′1, ā2, . . . , ān).

Ëiíiéíiñòü âèçíà÷íèêà ïî ïåðøîìó àðãóìåíòó äîâåäåíà.
Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â ëiíiéíîñòi âèçíà÷íèêà çà áóäü-ÿêèì iíøèì àðãóìåíòîì,

ïîòðiáíî ðÿäîê ç âiäïîâiäíèì íîìåðîì ïîìiíÿòè ìiñöÿìè ç ïåðøèì (âèçíà÷íèê
çìiíèòü çíàê íà ïðîòèëåæíèé), ñêîðèñòàòèñÿ ëiíiéíiñòþ çà ïåðøèì àðãóìåíòîì,
à ïîòiì ïîñòàâèòè ðÿäîê íà ñâî¹ ìiñöå (çíàê âèçíà÷íèêà âiäíîâèòüñÿ).

Îòæå, ïîëiëiíiéíiñòü âèçíà÷íèêà äîâåäåíî.

2.7 Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ìàòðèöi. Îá÷èñëåííÿ âèçíà÷-
íèêà ìåòîäîì Ãàóñà

� òðè òèïè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ ìàòðèöi:
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• ïåðåñòàâëÿííÿ äâîõ ðÿäêiâ;

• ìíîæåííÿ ðÿäêà íà íåíóëüîâå ÷èñëî;

• äîäàâàííÿ äî îäíîãî ðÿäêà iíøîãî, ïîìíîæåíîãî íà áóäü-ÿêå ÷èñëî.

Âiäìiòèìî, ÿê çìiíèòüñÿ âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ÿêùî äî ¨¨ ðÿäêiâ çàñòîñîâàíå
îäíå iç åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.

Òåîðåìà 2.6 ßêùî äâà ðÿäêè çàäàíî¨ ìàòðèöi ïîìiíÿòè ìiñöÿìè, òî âèç-
íà÷íèê îäåðæàíî¨ ìàòðèöi áóäå âiäðiçíÿòèñÿ âiä âèçíà÷íèêà çàäàíî¨ ìàòðèöi
ëèøå çíàêîì:

det(. . . , āi, . . . , āj, . . .) = − det(. . . , āi, . . . , āj, . . .). (11)

ßêùî ðÿäîê ìàòðèöi ïîìíîæèòè íà ÷èñëî, òî âèçíà÷íèê ïîìíîæèòüñÿ
íà öå ÷èñëî, òîáòî

det(. . . , λāi, . . .) = λ det(. . . , āi, . . .). (12)

ßêùî äî îäíîãî ðÿäêà ìàòðèöi äîäàòè áóäü-ÿêèé iíøèé, ïîìíîæåíèé íà
áóäü-ÿêå ÷èñëî, òî âèçíà÷íèê ìàòðèöi íå çìiíèòüñÿ, òîáòî

det(. . . , āi + λāj, . . . , āj, . . .) = det(. . . , āi, . . . , āj, . . .). (13)

Äîâåäåííÿ. Âëàñòèâiñòü (11) îçíà÷à¹ àíòèñèìåòðè÷íiñòü, ÿêà âæå äîâåäåíà.
Âëàñòèâiñòü (12) îçíà÷à¹ îäíîðiäíiñòü, ÿêà ¹ ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ ëiíiéíîñòi, i
òåæ âæå äîâåäåíà.

Ëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ (13). Äëÿ öüîãî ñêîðèñòà¹ìîñÿ àäèòèâíiñòþ
i îäíîðiäíiñòþ âèçíà÷íèêà çà êîæíèì ðÿäêîì:

det(. . . , āi +λāj, . . . , āj, . . .) = det(. . . , āi, . . . , āj, . . .)+det(. . . , λāj, . . . , āj, . . .) =

= det(. . . , āi, . . . , āj, . . .) + λ det(. . . , āj, . . . , āj, . . .).

I çàâåðøèìî äîâåäåííÿ ïîñèëàííÿì íà òå, ùî âèçíà÷íèê det(. . . , āj, . . . , āj, . . .)
ç äâîìà îäíàêîâèìè ðÿäêàìè äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ìåòîä Ãàóñà îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî åëåìåíòàðíèìè
ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ ìàòðèöÿ ïðîâîäèòüñÿ äî âåðõíüî-òðèêóòíîãî âèãëÿäó,
÷è äî âèãëÿäó, äå ìàòðèöÿ ìà¹ íóëüîâèé ðÿäîê. Â ïåðøîìó âèïàäêó âèçíà÷íèê
îäåðæàíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ äîáóòêó äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ, à â äðóãîìó �
íóëþ. Ïðîñëiäêóâàâøè, ÿê çìiíþâàâñÿ äåòåðìiíàíò ìàòðèöü ïiä ÷àñ åëåìåí-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü, çíàõîäèìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi.
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Ïðèêëàä. Íåõàé ïîòðiáíî îá÷èñëèòè det A, äå

A =




1 5 5 2

3 −1 −2 0

2 6 6 1

−3 0 0 5




Âiäíiìàþ÷è âiä äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 3, âiäíiìàþ÷è âiä
òðåòüîãî ðÿäêà ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 2 i äîäàþ÷è äî ÷åòâåðòîãî ðÿäêà ïåðøèé,
ïîìíîæåíèé íà (-3) (òîáòî âiäíiìàþ÷è ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà 3), îäåðæó¹ìî
ìàòðèöþ

A1 =




1 5 5 2

0 −16 −17 −6

0 −4 −4 −3

0 15 15 11




, det A = det A1.

Â ìàòðèöi A1 âiä äðóãîãî ðÿäêà âiäíiìåìî òðåòié, ïîìíîæåíèé íà 4, à äî
÷åòâåðòîãî äîäàìî òðåòié ïîìíîæåíèé íà 4. Îäåðæèìî ìàòðèöþ A2:

A2 =




1 5 5 2

0 0 −1 6

0 −4 −4 −3

0 −1 −1 −1




, det A2 = det A1.

ßêùî âiä òðåòüîãî ðÿäêà ìàòðèöi A2 âiäíÿòè ÷åòâåðòèé, ïîìíîæåíèé íà 4,
òî îäåðæèìî ìàòðèöþ A3:

A3 =




1 5 5 2

0 0 −1 6

0 0 0 1

0 −1 −1 −1




, det A2 = det A3.

Ïåðåñòàâèìî òåïåð â ìàòðèöi A3 ðÿäêè, ñïî÷àòêó ïîìiíÿ¹ìî äðóãèé ðÿäîê ç
÷åòâåðòèì, à ïîòiì ÷åòâåðòèé ç òðåòiì. Îäåðæèìî ìàòðèöþ

A3 =




1 5 5 2

0 −1 −1 −1

0 0 −1 6

0 0 0 1




.
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Îñêiëüêè ìè äâi÷i ïîìiíÿëè ðÿäêè ìiñöÿìè i, âiäïîâiäíî, äâi÷i çìiíèëè çíàê
âèçíà÷íèêà, òî âèçíà÷íèê íå çìiíèâñÿ. Îòæå

det A3 = det A2.

Ìàòðèöÿ A3 âåðõíüî-òðèêóòíà, òîìó ¨¨ âèçíà÷íèê äîðiâíþ¹ äîáóòêó äiàãî-
íàëüíèõ åëåìåíòiâ, òîáòî 1. Çâiäñè îäåðæó¹ìî

det A = 1.

Äëÿ ÷èñëîâèõ ìàòðèöü âiäîìîãî ðîçìiðó ìåòîä Ãàóñà ôîðìàëiçîâàíèé, éîãî
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ÷iòêèé àëãîðèòì, â ÿêîìó ìîæíà îáiéòèñÿ áåç âãàäóâàíü,
çäîãàäîê òà ïîäiáíîãî. Îäíàê âèçíà÷íèê ìàòðèöi, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ïåâíi âèðàçè
(ìíîãî÷ëåíè, äðîáè,...) i ðîçìið ìàòðèöi ¹ ïàðàìåòðîì çàäà÷i, ñêàæåìî n, òîäi
ôîðìàëiçîâàíèé ìåòîä íå ïðàöþ¹. Àëå ïðèâåäåííÿ ìàòðèöi äî âåðõíüî-òðèêóò-
íîãî ÷è äî íèæíüî-òðèêóòíîãî âèäó åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ
ìîæëèâå.

Ïðèêëàä. Íåõàé ïîòðiáíî îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê, ÿêèé ìà¹ n ðÿäêiâ i n

ñòîâï÷èêiâ:

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1
1 1 0 . . . 1
... ... ... . . . ...
1 1 1 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Âiäíiìàþ÷è ïåðøèé ðÿäîê âiä ðåøòè ðÿäêiâ ìè îäåðæèìî âåðõíüî-òðèêóòíy
ìàòðèöþ ç òèì æå âèçíà÷íèêîì:

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
0 −1 0 . . . 0
0 0 −1 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)n−1

2.8 ßâíà ôîðìóëà äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà
Íåõàé çàäàíà ìàòðèöÿ A ðîçìiðó n× n, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ðÿäêiâ

ā1 = (a11, a12, . . . , a1n)

ā2 = (a21, a22, . . . , a2n)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ān = (an1, an2, . . . , ann).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sn ìíîæèíó âñiõ ïiäñòàíîâîê n åëåìåíòiâ.
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Òåîðåìà 2.7 ßâíîþ ôîðìóëîþ äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêà ìàòðèöi A ¹

det A =
∑

σ=
(

1 2 . . . n
i1i2 . . . in

)
∈Sn

sign(σ)a1i1a2i2a3i3 . . . anin (14)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ôîðìóëó (14).
Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ äëÿ ðÿäêiâ äîâæèíè n, ùî ìàþòü îäíó îäèíèöþ, à ðåøòà

åëåìåíòiâ � íóëi:

ē1 = (1, 0, 0, . . . , 0)

ē2 = (0, 1, 0, . . . , 0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ēn = (0, 0, 0, . . . , 1)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öi ïîçíà÷åííÿ ìè ìîæåìî çàïèñàòè

āi =
n∑

j=1

aij ēj.

Êîðèñòóþ÷èñü ïîëiëiíiéíiñòþ âèçíà÷íèêà ìè ìîæåìî çàïèñàòè

det A = det(ā1, ā2, . . . , ān) =
n∑

j1=1

n∑
j2=1

. . .

n∑
jn=1

a1j1a2j2 . . . anjn
det(ēj1, ēj2, . . . , ējn

)

(15)
ßêùî ñåðåä ðÿäêiâ ēj1, ēj2, . . . , ējn

¹ îäíàêîâi, òî det(ēj1, ēj2, . . . , ējn
) = 0. ßêùî

æ âîíè âñi ðiçíi, òî
det(ēj1, ēj2, . . . , ējn

) = sign σ,

äå
σ =

(
1 2 . . . n

j1 j2 . . . jn

)

Îòæå, ïiñëÿ âiäêèäàííÿ íóëüîâèõ äîäàíêiâ ôîðìóëà (15) ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó
ôîðìóëó (14).

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðèêëàä. Íåõàé ¹ ìàòðèöÿ A9×9. Âiäîìî, ùî äîáóòîê

a15a27a32ax9a5ya61a73a86a94

âõîäèòü äîäàíêîì ó âèçíà÷íèê öi¹¨ ìàòðèöi. Âèçíà÷èòè, ÷îìó äîðiâíþþòü x, y i
ç ÿêèì çíàêîì öåé äîáóòîê âõîäèòü ó âèçíà÷íèê � iç ñâî¨ì ÷è ç ïðîòèëåæíèì.
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Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïèøåìî ïiäñòàíîâêó, ÿêà âiäïîâiäà¹ äîáóòêó
(

1 2 3 x 5 6 7 8 9
5 7 2 9 y 1 3 6 4

)
.

Îñêiëüêè ïiäñòàíîâêà ¹ ái¹êòèâíèì âiäîáðàæåííÿì ìíîæèíè {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}
â ñåáå, òî i ó âåðõíüîìó ðÿäêó i â íèæíüîìó ðÿäêó ïîâèííi áóòè ïðèñóòíiìè âñi
åëåìåíòè öi¹¨ ìíîæèíè i ëèøå ïî îäíîìó ðàçó. Ó âåðõíüîìó ðÿäêó âiäñóòí¹
÷èñëî 4, à â íèæíüîìó 8. Îòæå

x = 4, y = 8,

i ïiäñòàíîâêà ìà¹ âèãëÿä

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 7 2 9 8 1 3 6 4

)

Iíâåðñiÿìè â íèæíüìî ðÿäêó áóäóòü {5, 2}, {5, 1}, {7, 2}, {7, 1}, {7, 3}, {7, 6},
{7, 4}, {2, 1}, {9, 8}, {9, 1}, {9, 3}, {9, 6}, {8, 1}, {8, 3}, {8, 6}, {6, 4}. Âñüîãî
ìà¹ìî 16 iíâåðñié. Îòæå, ïiäñòàíîâêà ïàðíà i äîáóòîê âõîäèòü ó âèçíà÷íèê iç
ñâî¨ì çíàêîì, sign σ = 1.

2.9 Âèçíà÷íèê òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi
Òåîðåìà 2.8 Ïðè òðàíñïîíóâàííi âèçíà÷íèê ìàòðèöi íå çìiíþ¹òüñÿ, òîáòî
êîëè A � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ, i A> òðàíñïîíîâàíà äî íå¨, òî

det A = det A>. (16)

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî òðàíñïîíîâàíó äî A ìàòðèöþ ÷ðåç B, íà ïåðåòèíi
i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi B ñòî¨òü åëåìåíò bij = aji. Ñêîðèñòà¹ìîñÿ
ÿâíîþ ôîðìóëîþ äëÿ îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ

det B =
∑

σ=
(

1 2 . . . n
i1i2 . . . in

)
∈Sn

sign(σ)b1i1b2i2b3i3 . . . bnin =

=
∑

σ=
(

1 2 . . . n
i1i2 . . . in

)
∈Sn

sign(σ)ai11ai22ai33 . . . ainn =

=
∑

σ=
(

i1i2 . . . in
1 2 . . . n

)
∈Sn

sign(σ)ai11ai22ai33 . . . ainn = det A.

Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî sign(σ) = sign(σ−1).
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Íàñëiäîê 2.3 Âèçíà÷íèê ìàòðèöi A ìîæíà îá÷èñëþâàòè ðîçêëàäàííÿì çà
ïåðøèì ñòîâï÷èêîì, òîáòî

det A =
n∑

i=1

(−1)i+1ai1M̄i1. (17)

i çà áóäü-ÿêèì ñòîâï÷èêîì, òîáòî

det A =
n∑

i=1

(−1)i+kaikM̄ik. (18)

Ïðèêëàäè. 1. Âèçíà÷íèê

d =

∣∣∣∣∣∣

2 5 7
−3 4 0
a b c

∣∣∣∣∣∣

çðó÷íî îá÷èñëþâàòè ðîçêëàäåííÿì çà òðåòiì ðÿäêîì:

d = (−1)1+3·a·
∣∣∣∣

5 7
4 0

∣∣∣∣+(−1)2+3·b·
∣∣∣∣

2 7
−3 0

∣∣∣∣+(−1)3+3·c·
∣∣∣∣

2 5
−3 4

∣∣∣∣ = 28a−21b+23c.

2. À âèçíà÷íèê ∣∣∣∣∣∣

2 a 7
−3 b 0
0 c 1

∣∣∣∣∣∣
çðó÷íî îá÷èñëþâàòè ðîçêëàäåííÿì çà äðóãèì ñòîâï÷èêîì:

d = (−1)1+2 ·a·
∣∣∣∣
−3 0
0 1

∣∣∣∣+(−1)2+2 ·b·
∣∣∣∣

2 7
0 1

∣∣∣∣+(−1)3+2 ·c·
∣∣∣∣

2 7
−3 0

∣∣∣∣ = 3a+2b+21c.

Iíêîëè áóâà¹ çðó÷íî ñïðîñòèòè âèçíà÷íèê, ðîçêëàâøè éîãî çà ñòîâï÷èêîì,
ÿêèé ìà¹ áàãàòî íóëüîâèõ åëåìåíòiâ, à ïîòiì óæå îá÷èñëþâàòè.

Ïðèêëàä. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−7 11 3 0 5 0

29 7 5 1 7 9

31 7 −4 0 2 1

−2 11 6 0 3 0

3 1 3 0 5 0

−9 22 −1 0 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.
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Â öüîìó âèçíà÷íèêó â 4-ìó ñòîâï÷èêó ñòî¨òü ëèøå îäèí íåíóëüîâèé åëåìåíò
� îäèíèöÿ â äðóãîìó ðÿäêó. Îòæå ïåðåä îá÷èñëåííÿì äîðå÷íî ðîçêëàñòè öåé
âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè 5-ãî ñòîâï÷èêà. Îäåðæó¹ìî

d = (−1)2+4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−7 11 3 5 0

31 7 −4 2 1

−2 11 6 3 0

3 1 3 5 0

−9 22 −1 −2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Â îäåðæàíîìó âèçíà÷íèêó 5-é ñòîâï÷èê ìà¹ ëèøå îäèí íåíóëüîâèé åëåìåíò,
îòæå äîöiëüíî çíîâó ðîçêëàñòè âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè 5-ãî ñòîâï÷èêà.

d = (−1)2+5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−7 11 3 5

−2 11 6 3

3 1 3 5

−9 22 −1 −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Çâåðòà¹ìî óâàãó íà òå, ùî â îäåðæàíîìó âèçíà÷íèêó â äðóãîìó ñòîâï÷èêó
ñòîÿòü 11, 11 i 22, à öå äîçâîëÿ¹ äåùî ñïðîñòèòè äðóãèé ñòîâï÷èê. Âiäíiìà¹ìî âiä
äðóãîãî ðÿäêà ïåðøèé i âiä ÷åòâåðòîãî âiäíiìà¹ìî ïîäâî¹íèé ïåðøèé. Îäåðæèìî

d = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−7 11 3 5

5 0 3 −2

3 1 3 5

5 0 −7 −12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Òåïåð äðóãèé ñòîâï÷èê âèçíà÷íèêà ìà¹ äâà íåíóëüîâi åëåìåíòè i ìîæíà ðîçêëàñòè
âèçíà÷íèê çà äðóãèì ñòîâï÷èêîì
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−7 11 3 5

5 0 3 −2

3 1 3 5

5 0 −7 −12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)1+2 ·11 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 −2

3 3 5

5 −7 −12

∣∣∣∣∣∣∣∣
+(−1)2+3 ·1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣

−7 3 5

5 3 −2

5 −7 −12

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Âèçíà÷íèêè òðåòîãî ïîðÿäêó ìîæíà ïiäðàõóâàòè çà ïðàâèëîì Ñàððþñà
∣∣∣∣∣∣∣∣

5 3 −2

3 3 5

5 −7 −12

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 250,

∣∣∣∣∣∣∣∣

−7 3 5

5 3 −2

5 −7 −12

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 250.
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Òåïåð ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ d:
d = −(−2750− 250) = 3000.

Òàêîæ çà äîïîìîãîþ çìåíøåííÿ ïîðÿäêó âèçíà÷íèêà (çìåíøåííÿ ðîçìiðó
ìàòðèöi, âiä ÿêî¨ ïiäðàõîâó¹òüñÿ âèçíà÷íèê) ìîæíà îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê n-ãî
ïîðÿäêó.

Ïðèêëàä. Îá÷èñëèìî âèçíà÷íèê ìàòðèöi

A =




x y 0 0 . . . 0 0
0 x y 0 . . . 0 0
0 0 x y . . . 0 0
... ... ... ... . . . ... ...
0 0 0 0 . . . x y
y 0 0 0 . . . 0 x




n×n

.

Ïðè ðîçêëàäàííi âèçíà÷íèêà çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ðÿäêà ìè îäåðæó¹ìî äâà
íåíóëüîâi äîïîâíþâàëüíi ìiíîðè M̄11 òà M̄12. Ïåðøèé M̄11 ¹ âèçíà÷íèêîì âåðõíüî-
òðèêóòíî¨ ìàòðèöi, âií äîðiâíþ¹ äîáóòêó äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ, òîáòî

M̄11 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y 0 . . . 0 0
0 x y . . . 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . x y
0 0 0 . . . 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

= xn−1,

à äðóãèé M̄12 ìà¹ â ïåðøîìó ñòîâï÷èêó ¹äèíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò � y â
îñòàííüîìó ðÿäêó. Ðîçêëàäàþ÷è öåé ìiíîð çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ñòîâï÷èêà,
îäåðæó¹ìî âèçíà÷íèê íèæíüî-òðèêóòíî¨ ìàòðèöi (ïî äiàãîíàëi ñòî¨òü y), ùî ìà¹
n− 2 ðÿäêè. Îòæå,

M̄12 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 y 0 . . . 0 0
0 x y . . . 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . y 0
0 0 0 . . . x y

y 0 0 . . . 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

=

= (−1)ny

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y 0 . . . 0 0
x y . . . 0 0
... ... . . . ... ...
0 0 . . . y 0
0 0 . . . x y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−2)×(n−2)

= (−1)nyn−1.
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Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî

det A = xM̄11 − yM̄12 = xn − y(−1)nyn−1 = xn + (−1)n+1yn.

Íàñëiäîê 2.4 Íàñëiäêîì òîãî, ùî âèçíà÷íèê ìàòðèöi äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèêó
òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi, ¹ ìîæëèâiñòü ðîáèòè åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ
ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi, i ïðè öüîìó âèçíà÷íèê çìiíþ¹òüñÿ òàê æå, ÿê i ïðè
åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ðÿäêiâ (äèâ. òåîð. 2.6)

Íàñëiäîê 2.5 Íåõàé ìàòðèöÿ A ìà¹ ðîçìið n×n i ā1, ā2, . . . , ān ¨¨ ñòîâï÷èêè.
ßêùî äâà ñòîâï÷èêè çàäàíî¨ ìàòðèöi ïîìiíÿòè ìiñöÿìè, òî âèçíà÷íèê îäåð-
æàíî¨ ìàòðèöi áóäå âiäðiçíÿòèñÿ âiä âèçíà÷íèêà çàäàíî¨ ìàòðèöi ëèøå çíàêîì:

det A = det(. . . , āi, . . . , āj, . . .) = − det(. . . , āi, . . . , āj, . . .). (19)

ßêùî ñòîâï÷èê ìàòðèöi ïîìíîæèòè íà ÷èñëî, òî âèçíà÷íèê ïîìíîæèòüñÿ
íà öå ÷èñëî, òîáòî

det(. . . , λāi, . . .) = λ det(. . . , āi, . . .). (20)

ßêùî äî îäíîãî ñòîâï÷èêà ìàòðèöi äîäàòè áóäü-ÿêèé iíøèé, ïîìíîæåíèé
íà áóäü-ÿêå ÷èñëî, òî âèçíà÷íèê ìàòðèöi íå çìiíèòüñÿ, òîáòî

det(. . . , āi + λāj, . . . , āj, . . .) = det(. . . , āi, . . . , āj, . . .). (21)

Âêàçàíèé íàñëiäîê äîçâîëÿ¹ â ìåòîäi ïðèâåäåííÿ ìàòðèöi äî íèæíüî-òðèêóò-
íîãî ÷è âåðõíüî-òðèêóòíîãî âèãëÿäó âèêîíóâàòè ÿê åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ
ðÿäêiâ, òàê i åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñòîâï÷èêiâ, ñëiäêóþ÷è, çâè÷àéíî, çà
çìiíîþ âèçíà÷íèêà.

Ïðèêëàä. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x . . . x

x a2 x . . . x

x x a3 . . . x
... ... ... . . . ...
x x x . . . an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Âiäíiìåìî ïåðøèé ðÿäîê iç ðåøòè ðÿäêiâ, ïðè öüîìó âèçíà÷íèê íå çìiíèòüñÿ:

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x . . . x

x− a1 a2 − x 0 . . . 0
x− a1 0 a3 − x . . . 0

... ... ... . . . ...
x− a1 0 0 . . . an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Íàñòóïíèì êðîêîì ìè âèíåñåìî iç ïåðøîãî ñòîâï÷èêà ìíîæíèê a1−x, iç äðóãîãî
a2 − x, iç òðåòüîãî a3 − x, i ò.ä. Â ïiäñóìêó îäåðæèìî

d = (a1 − x)(a2 − x)(a3 − x) . . . (an − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1

a1−x
x

a2−x
x

a3−x . . . x
an−x

−1 1 0 . . . 0
−1 0 1 . . . 0
... ... ... . . . ...
−1 0 0 . . . 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Â îäåðæàíîìó âèçíà÷íèêó äî ïåðøîãî ñòîâï÷èêà äîäà¹ìî ðåøòó, îäåðæó¹ìî
âåðõíüî-òðèêóòíó ìàòðèöþ, ùî äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê:

d =
n∏

i=1

(ai − x)

(
a1

a1 − x
+

n∑

i=2

x

ai − x

)
.

2.10 Ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïîòðiáíî îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê ìàòðèöi ïåâíîãî

çîâíiøíüîãî âèäó ðîçìiðó n×n íå ïðè îäíîìó çíà÷åííi n, à ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ
çíà÷åííÿõ, ÷è ïðè âñiõ äîñèòü âåëèêèõ. Â òàêîìó âèïàäêó ìîæíà âiäïîâiäü
(øóêàíèé âèçíà÷íèê) ïîçíà÷èòè ÷åðåç dn, ñòâîðèòè ïîñëiäîâíiñòü

d1, d2, d3, . . . , dn, . . . (22)

ïîòiì çíàéòè çàëåæíiñòü

dn = f(dn−1, dn−2, . . .), (23)

äàëi, îá÷èñëèâøè d1, d2, . . . ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ n, i âèêîðèñòîâóþ÷è (23),
çíàõîäÿòü dn.

Ïðèêëàä. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê (n + 1)−ïîðÿäêó

dn+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 a2 . . . an−1 an

−y1 x1 0 . . . 0 0
0 −y2 x2 . . . 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 . . . xn−1 0
0 0 0 . . . −yn xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìè âèçíà÷íèêè dn+1 ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ n, òîáòî n = 0, 1, 2.

d1 = a0, d2 = x1a0 + a1y1, d3 = x1x2a0 + a1y1x2 + a2y1y2.
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Äàëi áóäåìî øóêàòè ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ � ÿê çíàéòè âèçíà÷íèê (n +
1)−ãî ïîðÿäêó, ÿêùî âèçíà÷íèê n−ãî ìè óæå âìi¹ìî îá÷èñëþâàòè. Äëÿ öüîãî
ðîçêëàäåìî âèçíà÷íèê çà åëåìåíòàìè îñòàííüîãî ðÿäêà. Â öüîìó ðÿäêó äâà
íåíóëüîâi åëåìåíòè ïåðåäîñòàííié an+1,n = −yn i îñòàííié an+1,n+1 = xn. Îòæå

dn+1 = (−1)n+n+1(−yn)M̄n+1,n + xn(−1)n+1+n+1M̄n+1,n+1 = ynM̄n,n+1 + xndn.

Ìiíîð M̄n+1,n îá÷èñëþ¹òüñÿ, îñêiëüêè â îñòàííüîìó ñòîâï÷èêó ñòî¨òü ¹äèíèé
íåíóëüîâèé åëåìåíò an, à ïiñëÿ âèêðåñëþâàííÿ ïåðøîãî ðÿäêà i îñòàííüîãî
ñòîâï÷èêà îäåðæó¹òüñÿ âåðõíüî-òðèêóòíà ìàòðèöÿ, äå íà ãîëîâíié äiàãîíàëi
ñòîÿòü −y1, −y2, . . . ,−yn−1. Òîìó

M̄n+1,n = (−1)1+nanM̄
1,n+1
n,n+1 = (−1)n+1an(−y1)(−y2) . . . (−yn−1) = any1y2 · · · yn−1.

Òåïåð ìè ìîæåìî âèïèñàòè ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷íèêà dn+1:

dn+1 = any1y2 . . . yn + xndn. (24)

Êîëè âiäîìå ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ, òîäi ìîæíà âãàäàòè âiäïîâiäü

dn+1 = any1y2 . . . yn + an−1y1y2 . . . yn−1xn + . . . + a0x1x2 . . . xn =

=
n∑

k=0

aky1y2 . . . ykxnxn−1 . . . xn−k.

i äîâåñòè ¨¨ ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. À ìîæíà âèïèñàòè ïîñëiäîâíiñòü
ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü:

dn+1 = any1y2 . . . yn + xndn

dn = an−1y1y2 . . . yn−1 + xn−1dn−1

dn−1 = an−1y1y2 . . . yn−2 + xn−2dn−2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

d3 = a3y1y2 + x2d2

ïîìíîæèòè äðóãó ðiâíiñòü íà xn, òðåòþ ðiâíiñòü íà xnxn−1 i ò.ä., i âñi îäåðæàíi
ðiâíîñòi äîäàòè. Ïðè öüîìó ñêîðîòÿòüñÿ di çëiâà i ñïðàâà ïðè i = 3, 4, 5, . . . n.
Îäåðæèìî òó æ âiäïîâiäü.

Âèçíà÷åííÿ 2.10 Ïîñëiäîâíiñòü, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ,
íàçèâà¹òüñÿ ðåêóðåíòíîþ àáî ðåêóðñèâíîþ.

Iç øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè âiäîìi äâi ðåêóðåíòíi ïîñëiäîâíîñòi a0, a1, a2, . . .:

31



• àðèôìåòè÷íà ïîñëiäîâíiñòü çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ an+1 =
an + d, ÷èñëî d íàçèâà¹òüñÿ ðiçíèöåþ àðèôìåòè÷íî¨ ïðîãðåñi¨;

• ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ an+1 = q ·
an, ÷èñëî q íàçèâà¹òüñÿ çíàìåííèêîì ãåîìåòðè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi.

Ïðè îá÷èñëåíi âèçíà÷íèêiâ ÷àñòî âèíèêàþòü äåùî ñêëàäíiøi ðåêóðåíòíi ïîñëiäîâ-
íîñòi � òàê çâàíi ëiíiéíi ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ ãëèáèíè k, âîíè çàäîâîëüíÿþòü
ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

an+k = α1an+k−1 + α2an+k−2 + . . . + αkak,

äå α1, α2, . . . , αk � ÷èñëà i αk 6= 0. Äëÿ òàêèõ ðåêóðåíòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé iñíó¹
ôîðìóëà äëÿ çàãàëüíîãî ÷ëåíà an (äèâ. [2]). Íàéâàæëèâiøèé äëÿ âèçíà÷íèêiâ
âèïàäîê k = 2 ðîçãëÿíåìî áiëüø ðåòåëüíî. Îòæå, ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü a0, a1, a2, . . .,
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

an+2 = α1an+1 + α2an, α2 6= 0. (25)

Âèïàäîê α2 = 0 íå ðîçãëÿäà¹òüñÿ òîìó, ùî òîäi ïîñëiäîâíiñòü ¹ ïðîñòî ãåîìåòðè÷íîþ
ïðîãðåñi¹þ.

Ç'ÿñó¹ìî, ÿêi íåíóëüîâi ãåîìåòðè÷íi ïðîãðåñi¨ Cqn, n = 0, 1, 2, . . . çàäîâîëüíÿþòü
ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (25). Äëÿ öüîãî ïiäñòàâëÿ¹ìî â (25) åëåìåíòè ïðîãðåñi¨:

Cqn+2 = α1Cqn+1 + α2Cqn. (26)

Îñêiëüêè ìè ðîçãëÿäà¹ìî íåíóëüîâi ïðîãðåñi¨, òî C 6= 0, q 6= 0 i (27) ìîæíà
ñêîðîòèòè íà cqn i ïåðåíåñòè âñi äîäàíêè âëiâî:

q2 − α1q − α2 = 0. (27)

Ìè äîâåëè íàñòóïíó òåîðåìó

Òåîðåìà 2.9 Ãåîìåòðè÷íà ïðîãðåñiÿ çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ
(25) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè çíàìåííèê öi¹¨ ïðîãðåñi¨ ¹ êîðåíåì òàê çâàíîãî
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ

x2 − α1x− α2 = 0. (28)

Äàëi ç'ÿâëÿþòüñÿ äâi ìîæëèâîñòi � êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ àáî
îäíàêîâi àáî ðiçíi. Âèïàäîê, êîëè ðiâíÿííÿ íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, íå ðîçãëÿäà¹ìî,
îñêiëüêè îá÷èñëåííÿ ìîæíà ïðîâîäèòè â áiëüø øèðîêîìó ÷èñëîâîìó ïîëi (ñêà-
æåìî, â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë), ïðè öüîìó ðåçóëüòàò áóäå íàëåæàòè ïî÷àòêî-
âîìó ÷èñëîâîìó ïîëþ (ñêàæåìî, ïîëþ äiéñíèõ ÷èñåë).
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Ðîçãëÿäà¹ìî ïåðøèé âèïàäîê � êîðåíi q1, q2 ðiâíÿííÿ (28) ðiçíi, q1 6= q2. Â
öüîìó âèïàäêó ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (25) çàäîâîëüíÿþòü äâi ãåîìåòðè÷íi
ïðîãðåñi¨ an = C1q

n
1 i an = C2q

n
2 . Çàãàëüíèé ÷ëåí ðåêóðåíòíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

øóêà¹ìî ó âèãëÿäi ñóìè çàãàëüíèé ÷ëåíiâ öèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Öåé ôàêò ñôîð-
ìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.10 Ïîñëiäîâíiñòü

a1, a2, a3, . . . , an, . . . (29)

çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (25) ç ðiçíèìè êîðåíÿìè q1, q2 õàðàê-
òåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (28) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë C1, C2

i äëÿ âñiõ n = 0, 1, 2, 3, . . .
an = C1q

n
1 + C2q

n
2 . (30)

Äîâåäåííÿ. Òå, ùî ïîñëiäîâíiñòü iç çàãàëüíèì ÷ëåíîì (30) çàäîâîëüíÿ¹
ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (25), âèäíî iç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü. Ëèøèëîñÿ äî-
âåñòè, ùî iíøèõ ïîñëiäîâíîñòåé íåìà¹, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ (25), ìîæíà ïiäiáðàòè C1, C2 òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü (30).

Ïiäáèðà¹ìî ÷èñëà C1, C2 òàê, ùî äâi ïîñëiäîâíîñòi � çàäàíà (29) i

bn = C1q
n
1 + C2q

n
2

ìàëè îäíàêîâi äâà ïåðøèõ ÷ëåíè, òîáòî a0 = b0, a1 = b1. Äëÿ öüîãî ñêëàäà¹ìî
ðiâíÿííÿ {

C1 + C2 = a0,

C1q1 + C2q2 = a1,

â ÿêèõ íåâiäîìi ¹ C1, C2. Çàâäÿêè òîìó, ùî q1 6= q2, öÿ ñèñòåìà ìà¹ i äî òîãî æ
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Ìà¹ìî äâi ðåêóðåíòíi ïîñëiäîâíîñòi an i bn (n = 0, 1, 2, 3, . . .). Îñêiëüêè âîíè
çàäîâîëüíÿþòü îäíå i òå æ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (òîáòî êîæåí íàñòóïíèé
åëåìåíò áóäó¹òüñÿ iç ïîïåðåäíiõ çà îäíi¹þ i òi¹þ æ ôîðìóëîþ), i â íèõ çáiãàþòüñÿ
äâà ïåðøèõ ÷ëåíè, ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî an = bn ïðè âiõ n = 0, 1, 2, 3, . . .

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïåðåéäåìî äî äðóãîãî âèïàäêó, òîáòî äî âèïàäêó, êîëè êîðåíi q1, q2 çáiãà-
þòüñÿ � ïîçíà÷èìî öåé ¹äèíèé êîðiíü q. Â öüîìó âèïàäêó çà òåîðåìîþ Âi¹òà

α1 = 2q, α2 = −q2.

Ïåðåâiðèìî, ùî êðiì ãåîìåòðè÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi C1q
n, (n = 0, 1, 2, 3, 4, . . .)

ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (25) çàäîâîëüíÿ¹ òàêîæ ïîñëiäîâíiñòü iç çàãàëüíèì
÷ëåíîì C2nqn.
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Ñïðàâäi, ïiäñòàâëÿ¹ìî åëåìåíòè öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi â (25)
C2(n + 2)qn+2 = α1C2(n + 1)qn+1 + α2C2nqn.

Ïiäñòàâëÿ¹ìî α1 = 2q, α2 = −q2, îäåðæó¹ìî
C2(n + 2)qn+2 = (2q)C2(n + 1)qn+1 + (−q2)C2nqn = C2(2n + 2)qn+2 − C2nqn+2.

Ùî i ïîòðiáíî áóëî äîâåñòè.
Òåîðåìà 2.11 Ïîñëiäîâíiñòü (29) çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (25)
ç ðiâíèìè êîðåíÿìè q1 = q2 = q õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (28) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äåÿêèõ ÷èñåë C1, C2 i äëÿ âñiõ n = 0, 1, 2, 3, . . .

an = (C1 + C2n)qn. (31)
Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïðàêòè÷íî íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äîâå-

äåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè äëÿ âèïàäêó ðiçíèõ êîðåíiâ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâ-
íÿííÿ, îäíàê ïðîâåäåìî éîãî.

Òå, ùî ïîñëiäîâíiñòü iç çàãàëüíèì ÷ëåíîì (31) çàäîâîëüíÿ¹ ðåêóðåíòíå ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (25), âèäíî iç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü. Ëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî iíøèõ
ïîñëiäîâíîñòåé íåìà¹, òîáòî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (25),
ìîæíà ïiäiáðàòè C1, C2 òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü (31).

Ïiäáèðà¹ìî ÷èñëà C1, C2 òàê, ùî äâi ïîñëiäîâíîñòi � çàäàíà (29) i
bn = (C1 + C2n)qn

ìàëè îäíàêîâi äâà ïåðøèõ ÷ëåíè, òîáòî a0 = b0, a1 = b1. Äëÿ öüîãî ñêëàäà¹ìî
ðiâíÿííÿ {

C1 = a0,

C1 + C2 = a1,

â ÿêèõ íåâiäîìè ¹ C1, C2. Öÿ ñèñòåìà ìà¹ i äî òîãî æ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.
Ìà¹ìî äâi ðåêóðåíòíi ïîñëiäîâíîñòi an i bn (n = 0, 1, 2, 3, . . .). Îñêiëüêè âîíè

çàäîâîëüíÿþòü îäíå i òå æ ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ (òîáòî êîæåí íàñòóïíèé
åëåìåíò áóäó¹òüñÿ iç ïîïåðåäíiõ çà îäíi¹þ i òi¹þ æ ôîðìóëîþ), i â íèõ çáiãàþòüñÿ
äâà ïåðøèõ ÷ëåíè, ìè ìîæåìî ñòâåðäæóâàòè, ùî an = bn ïðè âiõ n = 0, 1, 2, 3, . . ..

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ äâîõ îñòàííiõ òåîðåì.
Ïðèêëàä 1. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ÿêà ìà¹ n ðÿäêiâ i n ñòîâï÷èêiâ

dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 0 . . . 0
1 3 2 . . . 0
0 1 3 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n
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Çà îçíà÷åííÿì, dn = 3M̄11 − 2M̄12. Áà÷èìî, ùî M̄11 = dn−1 òà

M̄12 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 . . . 0
0 3 2 . . . 0
0 1 3 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−1)×(n−1)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3 2 . . . 0
1 3 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . 3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n−2)×(n−2)

= dn−2

Îòæå äëÿ dn ìà¹ìî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ

dn = 3dn−1 − 2dn−2

ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì

x2 − 3x + 2 = 0,

êîðåíÿìè ÿêîãî ¹ 2 i 1. Îòæå çà ôîðìóëîþ (30) äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ C1, C2

dn = C1 + C22
n.

Ñòàëi C1, C2 çíàõîäèìî, îá÷ècëþþ÷è âèçíà÷íèêè d1, d2 i ñêëàäàþ÷è âiäïîâiäíi
ðiâíÿííÿ:

d1 = 3 = C1 + 2C2, d2 = 7 = C1 + 4C2.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ðiâíÿíü çíàõîäèìî C1 = −1, C2 = 2. Çâiäñè îäåðæó¹ìî
âiäïîâiäü

dn = −1 + 2n+1.

Ïðèêëàä 2. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ÿêà ìà¹ n ðÿäêiâ i n ñòîâï÷èêiâ

dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 2 0 . . . 0
1 −2 2 . . . 0
0 1 −2 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . −2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Çà âèçíà÷åííÿì, dn = −2M̄11 − 2M̄12. Áà÷èìî, ùî M̄11 = dn−1, à â ïåðøîìó
ñòîâï÷èêó M̄12 ¹ ¹äèíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò. Ðîçêëàäà¹ìî ìiíîð çà åëåìåíòàìè
ïåðøîãî ñòîâï÷èêà i îäåðæó¹ìî M̄12 = dn−2. Îòæå äëÿ dn ìà¹ìî ðåêóðåíòíå
ñïiââiäíîøåííÿ

dn = −2dn−1 − 2dn−2

ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì

x2 + 2x + 2 = 0,
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ÿêå, íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, íå ìà¹ äiéñíèõ êîðåíiâ. Éîãî êîðåíÿìè
â ïîëi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ q1 = −1+ i i q2 = −1− i (íàãàäà¹ìî, i2 = −1). Îòæå
çà ôîðìóëîþ (30) äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ C1, C2

dn = C1(−1 + i)n + C2(−1− i)n.

Ñòàëi C1, C2 çíàõîäèìî, îá÷ècëþþ÷è âèçíà÷íèêè d1, d2 i ñêëàäàþ÷è âiäïîâiäíi
ðiâíÿííÿ:

d1 = −2 = C1(−1 + i) + C2(−1− i), d2 = 2 = C1(−1 + i)2 + C2(−1− i)2.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ðiâíÿíü çíàõîäèìî

C1 =
1 + i

2
, C2 =

i− i

2
.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî âiäïîâiäü

dn =
1 + i

2
(−1 + i)n +

i− i

2
(−1− i)n.

Îñêiëüêè
(1 + i)(−1 + i) = −2, (1− i)(−1− i) = −2,

òî âiäïîâiäü ìîæíà ïåðåïèñàòè â êðàùîìó âèãëÿäi

dn = −(−1 + i)n−1 − (−1− i)n−1.

Çâåðíåìî óâàãó, ùî ïðè áóäü-ÿêîìó n ∈ N dn ¹ äiéñíèì öiëèì ÷èñëîì, àëå éîãî
çàïèñàëè ç âèêîðèñòàííÿì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Ïðèêëàä 3. Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ÿêà ìà¹ n ðÿäêiâ i n ñòîâï÷èêiâ

dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 1 0 . . . 0
1 2 1 . . . 0
0 1 2 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

.

Çà îçíà÷åííÿì, dn = 2M̄11−M̄12. Áà÷èìî, ùî M̄11 = dn−1, à â ïåðøîìó ñòîâï÷èêó
M̄12 ¹ ¹äèíèé íåíóëüîâèé åëåìåíò. Ðîçêëàäà¹ìî ìiíîð çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî
ñòîâï÷èêà i îäåðæó¹ìî M̄12 = dn−2. Îòæå äëÿ dn ìà¹ìî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíî-
øåííÿ

dn = 2dn−1 − dn−2

ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ðiâíÿííÿì

x2 − 2x + 1 = 0,
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ÿêå ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü 1. Îòæå çà ôîðìóëîþ (31) äëÿ äåÿêèõ ñòàëèõ C1, C2

dn = (C1 + C2n)1n.

Ñòàëi C1, C2 çíàõîäèìî, îá÷ècëþþ÷è âèçíà÷íèêè d1, d2 i ñêëàäàþ÷è âiäïîâiäíi
ðiâíÿííÿ:

d1 = 2 = C1 + C2, d2 = 3 = C1 + 2C2.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ðiâíÿíü çíàõîäèìî C1 = 1, C2 = 1. Çâiäñè îäåðæó¹ìî
âiäïîâiäü

dn = 1 + n.

3 Îêðåìi âèçíà÷íèêè
3.1 Âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà
Âèçíà÷åííÿ 3.1 Âèçíà÷íèêîì Âàíäåðìîíäà íàçèâàþòü âèçíà÷íèê

W = W (x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
x1 x2 x3 . . . xn

x2
1 x2

2 x2
3 . . . x2

n... ... ... . . . ...
xn−1

1 xn−1
2 xn−1

3 . . . xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Òåîðåìà 3.1 Âèçíà÷íèê Âàíäåðìîíäà îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

W (x1, x2, . . . , xn) =
∏

1≤i<j≤n

(xj − xi). (32)

ßêùî n ≥ 2, òî âií äîðiâíþ¹ íóëþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñåðåä åëåìåíòiâ
x1, x2, . . . , xn ¹ îäíàêîâi.

Äîâåäåííÿ. Ôîðìóëà äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì iíäóêöi¨. Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä
çàáåçïå÷ó¹òüñÿ âiäíiìàííÿì (ïî÷èíàþ÷è ç îñòàííüîãî ðÿäêà) iç íàñòóïíîãî ðÿäêà
ïîïåðåäíüîãî, ïîìíîæåíîãî íà x1. Ïðè öüîìó îäåðæó¹òüñÿ ðiâíiñòü:

W (x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
0 x2 − x1 x3 − x1 . . . xn − x1

0 x2(x2 − x1) x3(x3 − x1) . . . xn(xn − x1)... ... ... . . . ...
0 xn−2

2 (x2 − x1) xn−2
3 (x3 − x1) . . . xn−2

n (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Äàëi ïîòðiáíî ðîçêëàñòè çà åëåìåíòàìè ïåðøîãî ñòîâï÷èêà i ç êîæíîãî ñòîâï÷èêà
âèíåñòè ñïiëüíèé ìíîæíèê
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Ïðèêëàä. Íàñòóïíèé âèçíà÷íèê

d =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
1 2 22 . . . 2n

1 3 32 . . . 3n

... ... ... . . . ...
1 n + 1 (n + 1)2 . . . (n + 1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

¹ òðàñïîíîâàíèì äî âèçíà÷íèêà Âàíäåðìîíäà ïîðÿäêó n + 1, äå xi = i, i =
1, (n + 1). Òîìó

d = W (1, 2, . . . , n + 1) =
∏

1≤i<j≤n+1

(j − i) =
n∏

i=1

(i!).

Ãðóíòîâíà äîáiðêà çàäà÷ i âïðàâ ç òåìè "âèçíà÷íèê Âàíåðìîíäà" íàâåäåíà
â [3].

3.2 Âèçíà÷íèê áëî÷íî¨ ìàòðèöi
Íåõàé ¹ ìàòðèöÿ M ðîçìiðó (n + m)× (n + m) n,m ≥ 1. Âèäiëèâøè ïåðøi

n ðÿäêiâ i îñòàííi m ðÿäêiâ, ïåðøi n ñòîâï÷èêiâ i îñòàííi m ñòîâï÷èêiâ ìè
îäåðæèìî íà ïåðåòèíi öèõ ðÿäêiâ i ñòîâï÷èêiâ ÷îòèðè ìàòðèöi An×n, Bm×m,
Cm×n, Dn×m òàê ùî

M =

(
A D

C B

)
. (33)

Ìàòðèöi A, B êâàäðàòíi ïîðÿäêó n i m âiäïîâiäíî. Ìàòðèöi C,D ìîæóòü áóòè
ïðÿìîêóòíèìè, íå êâàäðàòíèìè.

Âèçíà÷åííÿ 3.2 ßêùî ìàòðèöÿ M ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi (33), òî ¨¨ íàçè-
âàþòü áëî÷íîþ. ßêùî â ïðåäñòàâëåííi (33) ìàòðèöi D, C ¹ íóëüîâèìè, òî
ìàòðèöþ M íàçèâàþòü áëî÷íî äiàãîíàëüíîþ.

Òåîðåìà 3.2 (Ïðî âèçíà÷íèê áëî÷íî¨ ìàòðèöi) ßêùî â ïðåäñòàâëåííi (33)
ìàòðèöi M îäíà ç ìàòðèöü D, C äîðiâíþ¹ íóëþ, òî

det M = det A · det B,
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çîêðåìà ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
... ... . . . ... ... ... . . . ...

an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
c11 c12 . . . c1n b11 b12 . . . b1m

c21 c22 . . . c2n b21 b22 . . . b2m... ... . . . ... ... ... . . . ...
cm1 cm2 . . . cmn bm1 bm2 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 . . . b1m

b21 b22 . . . b2m... ... . . . ...
bm1 bm2 . . . bmm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Äîâåäåííÿ. Äîâîäèòüñÿ òåîðåìà ìåòîäîì iíäóêöi¨ çà ðîçìiðîì ìàòðèöi A.
Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ðîçêëàäàííÿì äåòåðìiíàíòà ìàòðèöi A çà
åëåìåíòàìè ïåðøîãî ðÿäêà. Â ðîçêëàäåííi çà ïåðøèì ðÿäêîì çà iíäóêòèâíèì
ïðèïóùåííÿì âñi äîäàíêè áóäóòü ìàòè ñïiëüíèé ìíîæíèê � âèçíà÷íèê ìàòðèöi
B. Âií âèíîñèòüñÿ çà äóæêè, à â äóæêàõ ëèøà¹òüñÿ âèçíà÷íèê ìàòðèöi A.

Ïðèêëàä.
∣∣∣∣∣∣∣∣

sin x cos x 0 0
− cos x sin x 0 0

a b cos y sin y

c d − sin y cos y

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
sin x cos x

− cos x sin x

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

cos y sin y

− sin yx cos y

∣∣∣∣ = 1

3.3 Âèçíà÷íèê äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü
Òåîðåìà 3.3 (Ïðî âèçíà÷íèê äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü) Âèçíà÷íèê äîáóòêó
äâîõ
ìàòðèöü äîðiâíþ¹ äîáóòêó âèçíà÷íèêiâ öèõ ìàòðèöü.

Äîâåäåííÿ.Ïðè äîâåäåííi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ âèçíà÷íèê, ÿêèé, ÿê âèçíà÷íèê
áëî÷íî¨ ìàòðèöi, äîðiâíþ¹ ïîòðiáíîìó äîáóòêó âèçíà÷íèêiâ.

Íåõàé A i B äâi ìàòðèöi ðîçìiðó n× n. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ
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M =




a11 a12 . . . a1n 0 0 . . . 0
a21 a22 . . . a2n 0 0 . . . 0
... ... . . . ... ... ... . . . ...

an1 an2 . . . ann 0 0 . . . 0
−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n

0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n... ... . . . ... ... ... . . . ...
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn




Çà òåîðåìîþ 3.2 det M = det A · det B.
Öåé âèçíà÷íèê ìîæíà îá÷èñëèòè iíøèì ñïîñîáîì. Çðîáèìî åëåìåíòàðíi ïå-

ðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ìàòðèöi M .
Äî i-ãî ðÿäêà i = 1, 2, . . . , n äîäàìî (n+1)-é, ïîìíîæåíèé íà ai1. Â ïåðøîìó

ñòîâï÷èêó ëèøèòüñÿ îäèí íåíóëüîâèé åëåìåíò: (−1) â (n + 1)-ó ðÿäêó.
Äî i-ãî ðÿäêà i = 1, 2, . . . , n äîäàìî (n+2)-é, ïîìíîæåíèé íà ai,2. Â äðóãîìó

ñòîâï÷èêó ëèøèòüñÿ îäèí íåíóëüîâèé åëåìåíò: (−1) â (n + 2)-ó ðÿäêó.
Äî i-ãî ðÿäêà i = 1, 2, . . . , n äîäàìî (n+3)-é, ïîìíîæåíèé íà ai3. Â òðåòüîìó

ñòîâï÷èêó ëèøèòüñÿ îäèí íåíóëüîâèé åëåìåíò: (−1) â (n + 3)-ó ðÿäêó.
I ò. ä. Ïiñëÿ n òàêèõ êðîêiâ ìè îäåðæèìî ìàòðèöþ

M1 =




0 0 . . . 0 c11 c12 . . . c1n

0 0 . . . 0 c21 c22 . . . c2n... ... . . . ... ... ... . . . ...
0 0 . . . 0 cn1 cn2 . . . cnn

−1 0 . . . 0 b11 b12 . . . b1n

0 −1 . . . 0 b21 b22 . . . b2n... ... . . . ... ... ... . . . ...
0 0 . . . −1 bn1 bn2 . . . bnn




,

äå

C =




c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n... ... . . . ...
cn1 cn2 . . . cnn




= A ·B

i
det M1 = det M = det A · det B.

Ïåðåñòàâèìî â ìàòðèöi M1 ñòîâï÷èêè: i−é ñòîâï÷èê ïîìiíÿ¹ìî ìiñöÿìè ç
(n + i)-ì (i = 1, 2, 3, . . . , n). Îäåðæèìî ìàòðèöþ
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M2 =




c11 c12 . . . c1n 0 0 . . . 0
c21 c22 . . . c2n 0 0 . . . 0
... ... . . . ... ... ... . . . ...

cn1 cn2 . . . cnn 0 0 . . . 0
b11 b12 . . . b1n −1 0 . . . 0
b21 b22 . . . b2n 0 −1 . . . 0
... ... . . . ... ... ... . . . ...

bn1 bn2 . . . bnn 0 0 . . . −1




i
det M2 = (−1)n det M1.

Ìàòðèöÿ M2 ìà¹ áëî÷íèé âèãëÿä, i äî íå¨ ìîæíà çàñòîñóâàòè òåîðåìó (3.2),
çãiäíî ç ÿêîþ

det M2 = det C · (−1)n.

Òåïåð ìè ìîæåìî çàïèñàòè ðiâíîñòi

det A · det B = det M = det M1 = (−1)n det M2 = (−1)n(−1)n det(AB),

òîáòî
det A · det B = det(AB).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 3.1 Âèçíà÷íèê ìàòðèöi i âèçíà÷íèê îáåðíåíî¨ ìàòðèöi � äâà âçà-
¹ìíî îáåðíåíi ÷èñëà.

det A−1 =
1

det A
.

Ñïðàâäi, äîáóòîê ìàòðèöi íà ñâîþ îáåðíåíó äîðiâíþ¹ îäèíè÷íié ìàòðèöi,
âèíà÷íèê ÿêî¨ äîðiâíþ¹ 1. Îòæå, äîáóòîê âèçíà÷íèêà ìàòðèöi íà âèçíà÷íèê
îáåðíåíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 1. À öå i îçíà÷à¹, ùî äëÿ âèçíà÷íèêà ìàòðèöi ¹
÷èñëî, ùî îáåðíåíå äî íüîãî.

Íàñëiäîê 3.2 ßêùî âèçíà÷íèê ìàòðèöi äîðiâíþ¹ íóëþ, òî öÿ ìàòðèöÿ íå
ìà¹ îáåðíåíî¨.

Ñïðàâäi, äëÿ âèçíà÷íèêà îáîðîòíî¨ ìàòðèöi ¹ îáåðíåíå, à äëÿ íóëÿ íåìà¹
îáåðíåíîãî ÷èñëà. Îòæå ìàòðèöÿ ç íóëüîâèì âèçíà÷íèêîì (òàê çâàíà âèðîäæåíà
ìàòðèöÿ) íå îáîðîòíà, äëÿ íå¨ íå iñíó¹ îáåðíåíà.
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Íàñëiäîê 3.3 ßêùî ìàòðèöÿ ðîçãëÿäà¹òüñÿ íå íàä ïîëåì, à íàä êiëüöåì,
òî íåîáõiäíîþ óìîâîþ îáîðîòíîñòi ìàòðèöi ¹ iñíóâàííÿ îáåðíåíîãî ÷èñëà
äëÿ ¨¨ âèçíà÷íèêà. Çîêðåìà, íåîáõiäíîþ óìîâîþ îáîðîòíîñòi ìàòðèöi M íàä
êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë ¹

det M ∈ {−1, 1}.
À íåîáõiäíîþ óìîâîþ îáîðîòíîñòi ìàòðèöi íàä êiëüöåì ìíîãî÷ëåíiâ ç äiéñíèìè
êîåôiöi¹íòàìè ¹

det M ∈ R \ {0},
òîáòî âèçíà÷íèê ïîâèíåí áóòè íåíóëüîâèì äiéñíèì ÷èñëîì.

Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî îáîðîòíèìè ÷èñëàìè â êiëüöi öiëèõ ÷èñåë ¹ ëèøå 1 òà -1.
À â êiëüöi ìíîãî÷ëåíiâ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè îáîðîòíèìè ¹ ëèøå íåíóëüîâi
äiéñíi ÷èñëà.

Ïðèêëàä. Íåõàé

M =




1 + x1y1 1 + x1y2 . . . 1 + x1yn

1 + x2y1 1 + x2y2 . . . 1 + x2yn... ... . . . ...
1 + xny1 1 + xny2 . . . 1 + xnyn


 .

Îá÷èñëèìî det M.
Âiäìiòèìî, ùî ïðè n > 1 ìàòðèöÿ M ðîçêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê äâîõ ìàòðèöü

A òà B, äå

A =




1 x1 0 . . . 0
1 x2 0 . . . 0
... ... ... . . . ...
1 xn 0 . . . 0


 , B =




1 1 1 . . . 1
y1 y2 y3 . . . yn

0 0 0 . . . 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 . . . 0




.

Êîëè n > 2, det M = det A ·B = 0 · 0 = 0. ßêùî n = 2, òî

det M =

∣∣∣∣
1 x1

1 x2

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣

1 1
y1 y2

∣∣∣∣ = (x2 − x1) · (y2 − y1).

ßêùî n = 1, òî det M = 1 + x1y1.

4 Çàñòîñóâàííÿ âèçíà÷íèêiâ
4.1 Îáåðíåíà ìàòðèöÿ

Â öüîìó ðîçäiëi çà äîïîìîãîþ âèçíà÷íèêiâ çíàéäåìî ôîðìóëó äëÿ åëåìåíòiâ
îáåðíåíî¨ ìàòðèöi.
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Íåõàé çàäàíà êâàäðàòíà ìàòðèöÿ M ðîçìiðó n× n. Ç êîæíèì åëåìåíòîì aij

ïîâ'ÿçàíèé äîïîâíþâàëüíèé ìiíîð M̄ij, � âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ÿêà îäåðæó¹òüñÿ
ïiñëÿ âèêðåñëþâàííÿ ðÿäêà i ñòîâï÷èêà, â ÿêèõ ñòî¨òü öåé åëåìåíò.

Âèçíà÷åííÿ 4.1 Àëãåáðè÷íèì äîïîâíåííÿì åëåìåíòà aij íàçèâàþòü
(−1)i+jM̄ij, i ïîçíà÷àþòü éîãî Aij. Ìàòðèöÿ, ùî ñêëàäåíà iç àëãåáðè÷íèõ äî-
ïîâíåíü åëåìåíòiâ ìàòðèöi M íàçèâà¹òüñÿ ïðè¹äíàíîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ M ∗.

Ïðèêëàä. Íåõàé
M =

(
2 3
4 5

)
. (34)

Òîäi

M̄11 = 5, M̄12 = 4, M̄21 = 3, M̄22 = 5, A11 = 5, A12 = −4, A21 = −3, A22 = 2.

Îòæå,
M ∗ =

(
5 −4
−3 2

)

Òåîðåìà 4.1 (Ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi) Ñóìà äîáóòêiâ åëåìåí-
òiâ ðÿäêà íà ¨õ àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèêó ìàòðèöi. À ñóìà
äîáóòêiâ åëåìåíòiâ ðÿäêà íà âiäïîâiäíi àëãåáðè÷íi äîïîâíåííÿ åëåìåíòiâ ií-
øîãî ðÿäêà äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîáòî

n∑

i=1

apiAqi =

{
det A, ÿêùî p = q,

0, ÿêùî p 6= q.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ãðóíòó¹òüñÿ íà òîìó, ùî ïîòðiáíà ñóìà ïðè p = q
çáiãà¹òüñÿ ç ôîðìóëîþ ðîçêëàäåííÿ âèçíà÷íèêà çà p-ì ðÿäêîì, à ïðè p 6= q

öÿ ôîðìóëà çíîâó áóäå ôîðìóëîþ ðîçêëàäåííÿ âèçíà÷íèêà ìàòðèöi ç äâîìà
îäíàêîâèìè ðÿäêàìè p-ì òà q-ì.

Òåîðåìà 4.2 (Ïðî ôîðìóëó äëÿ îáåðíåíî¨ ìàòðèöi) ßêùî âèçíà÷íèê
ìàòðèöi M ¹ îáîðîòíèì ÷èñëîì, òî îáåðíåíà ìàòðèöÿ M−1 äî M iñíó¹ i
ìîæå áóòè îá÷èñëåíà çà ôîðìóëîþ

M−1 =
1

det M
(M ∗)>,

òîáòî ùîá íàéòè îáåðíåíó ìàòðèöþ, ïîòðiáíî çíàéòè ïðè¹äíàíó äî íå¨,
ïîòiì ïðè¹äíàíó òðàíñïîíóâàòè, à ïîòiì âñi åëåìåíòè îäåðæàíî¨ ìàòðèöi
ðîçäiëèòè íà âèçíà÷íèê çàäàíî¨ ìàòðèöi.
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Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðÿìî âèïëèâà¹ iç ñïiââiäíîøåííÿ îðòî-
ãîíàëüíîñòi.

Ïðèêëàä. Äëÿ ìàòðèöi (34)

(M ∗)> =

(
5 −3
−4 2

)
, det M = −2.

Îòæå,

M−1 =


 −5

2

3

2

2 −1


 .

4.2 Ðàíã ìàòðèöi
Íàãàäà¹ìî, ùî ìiíîðîì ìàòðèöi íàçèâàþòü âèçíà÷íèê ìàòðèöi, ÿêà ñêëàäà-

¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ, ùî ñòîÿòü íà ïåðåòèíi âèáðàíèõ ðÿäêiâ i âèáðàíèõ ñòîâï÷èêiâ.
Íà ïåðåòèíi k ðÿäêiâ i k ñòîâï÷èêiâ çíàõîäèòüñÿ ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó.

Â òàêîìó êîíòåêñòi M 3,9
5,7 îçíà÷à¹ âèçíà÷íèê ìàòðèöi 2 íà 2, åëåìåíòè ÿêî¨

ñòîÿòü íà ïåðåòèíi 5 òà 7 ñòîâï÷èêiâ ç 3 òà 9 ðÿäêàìè.

Âèçíà÷åííÿ 4.2 Ðàíã íóëüîâî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ íóëþ. ßêùî â ìàòðèöi ¹
ìiíîð k-ãî ïîðÿäêó, ÿêèé íå äîðiâíþ¹ íóëþ, à âñi ìiíîðè (k + 1)-ãî ïîðÿäêó
äîðiâíþþòü íóëþ, òî ðàíã òàêî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ k.

Òåîðåìà 4.3 (Ïðî ðàíã ìàòðèöi) Åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ÷è
ñòîâï÷èêiâ ìàòðèöi íå çìiíþòü ðàíãó ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. ßêùî â ìàòðèöi âñi ìiíîðè (k+1)-ãî ïîðÿäêó äîðiâíþþòü íóëþ,
òî ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ðÿäêiâ çíîâó âñi ìiíîðè (k + 1)-ãî ïîðÿäêó
äîðiâíþþòü íóëþ. Îñêiëüêè âñi åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ îáîðîòíi, òî
åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ íå çìiíþþòü ðàíã ìàòðèöi.

Îñêiëüêè âèçíà÷íèê òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ âèçíà÷íèêó çàäàíî¨
ìàòðèöi, òî ïðè åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåííÿõ ñòîâï÷èêiâ ðàíã ìàòðèöi íå çìi-
íþ¹òüñÿ òàêîæ.

5 Ñèñòåìè ðiâíÿíü
Âèçíà÷åííÿ 5.1 Ðiâíÿííÿ

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b,
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äå x1, x2, . . . , xn � íåâiäîìi, à a1, a2, . . . , an, b � ïàðàìåòðè (ôiêñîâàíi â äàíié
çàäà÷i ÷èñëà � åëåìåíòè ïîëÿ ÷è êiëüöÿ), íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíèì àëãåáðè÷íèì
ðiâíÿííÿì, a1, a2, . . . , an � êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ, b � ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ.

Îñêiëüêè â äàíîìó âèêëàäi çóñòði÷àþòüñÿ ëèøå ëiíiéíi i ëèøå àëãåáðè÷íi
ðiâíÿííÿ, òî ñëîâà "ëiíiéíèé" òà "àëãåáðè÷íèé" áóäåìî ïðîïóñêàòè i çàìiñòü
äîâãîãî ñëîâîñïîëó÷åííÿ "ëiíiéíå àëãåáðè÷íå ðiâíÿííÿ" áóäåìî ãîâîðèòè "ðiâ-
íÿííÿ", àáî "ëiíiéíå ðiâíÿííÿ".

ßêùî ñèñòåìà m ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç n íåâiäîìèìè çàïèñàíà ó âèãëÿäi
a11x1 + a12x2 + . . . a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . a2nxn = b2,
. . .

am1x1 + am2x2 + . . . amnxn = bm





, (35)

òî

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n... ... . . . ...
am1 am2 . . . amn


−

îñíîâíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè,

Ã =




a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2... ... . . . ... ...
am1 am2 . . . amn bm


−

ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ ñèñòåìè,

b̄ =




b1

b2...
bm


−

ñòîâï÷èê (àáî âåêòîð) ïðàâèõ ÷àñòèí, à

x̄ =




x1

x2...
xn


−

ñòîâï÷èê (âåêòîð) íåâiäîìèõ.
Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàïèñó¹òüñÿ â íàñòóïíîìó ìàò-

ðè÷íîìó âèãëÿäi:
Ax̄ = b̄.
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Âèçíà÷åííÿ 5.2 ßêùî ñòîâï÷èê ïðàâèõ ÷àñòèí íóëüîâèé, òî ñèñòåìó íà-
çèâàþòü îäíîðiäíîþ. ßêùî âií íåíóëüîâèé, òî ñèñòåìà íåîäíîðiäíà.

ßêùî b̄ 6= 0̄, òî êàæóòü, ùî îäíîðiäíà ñèñòåìà Ax̄ = 0̄ âiäïîâiäà¹ íåîäíî-
ðiäíié ñèñòåìi Ax̄ = b̄.

5.1 Óìîâà ñóìiñíîñòi
Âèçíà÷åííÿ 5.3 Íàáið iç n ÷èñåë ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè, êîëè ïiñëÿ ïiäñòà-
íîâêè öèõ ÷èñåë çàìiñòü íåâiäîìèõ ðiâíÿííÿ ñòàþòü òîòîæíîñòÿìè.
Âèçíà÷åííÿ 5.4 Ñèñòåìà ðiâíÿíü íàçèâà¹òüñÿ ñóìiñíîþ, êîëè âîíà ìà¹ áîäàé
îäèí ðîçâ'ÿçîê. Äâi ñèñòåìè íàçèâàþòüñÿ ðiâíîñèëüíèìè, ÿêùî íàáîðè çìiííèõ
ó íèõ çáiãàþòüñÿ i ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ îäíi¹¨ ñèñòåìè çáiãà¹òüñÿ ç ìíîæèíîþ
ðîçâ'ÿçêiâ äðóãî¨ ñèñòåìè.
Òåîðåìà 5.1 ßêùî âèêîíàòè åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨
ìàòðèöi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, òî îäåðæèìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ ðiâíî-
ñèëüíî¨ ñèñòåìè.

Äîâåäåííÿ. Iç øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè âiäîìî, ùî êîëè â ñèñòåìi ïîìi-
íÿòè ìiñöÿìè äâà ðiâíÿííÿ, òî îäåðæèìî ðiâíîñèëüíó ñèñòåìó. ßêùî â ñèñòåìi
äî îäíîãî ðiâíÿííÿ äîäàòè iíøå ðiâíÿííÿ, ïîìíîæåíå íà áóäü-ÿêå ÷èñëî, òî
îäåðæèìî ðiâíîñèëüíó ñèñòåìó. ßêùî îäíå ðiâíÿííÿ â ñèñòåìi ïîìíîæèòè íà
áóäü-ÿêå íåíóëüîâå ÷èñëî, òî îäåðæèìî ðiâíîñèëüíó ñèñòåìó. Öi çàóâàæåííÿ i
ñëóãóþòü äîâåäåííÿì òåîðåìè.

Ïðèêëàä. ×èñëà x = 2, y = 3 óòâîðþþòü ðîçâ'ÿçîê (îäèí!) ñèñòåìè
{ −5x + 7y = 11

2x− y = 1
,

òîìó ùî äâà ðiâíÿííÿ
{ −5 · 2 + 7 · 3 = 11

2 · 2− 3 = 1
,

íàñïðàâäi ¹ òîòîæíîñòÿìè.
Âèçíà÷åííÿ 5.5 Ìàòðèöÿ A ìà¹ ñïðîùåíèé âèãëÿä, ÿêùî íà ïåðåòèíi âñiõ
íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ i âiäìi÷åíèõ ñòîâï÷èêiâ ñòî¨òü îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Ïðèêëàä. Ìàòðèöi

A =

(
1 0 7 −3 1
0 1 −3 0 3

)
, B =




7 0 2 −4 1
−3 1 11 9 0

0 0 0 0 0



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ìàþòü ñïðîùåíèé âèãëÿä, îñêiëüêè â ñòîâï÷èêàõ 1,2 ìàòðèöi A ñòî¨òü îäèíè÷íà
ìàòðèöÿ, à íåíóëüîâèìè ðÿäêàìè ìàòðèöi B ¹ ïåðøèé òà äðóãèé i â íèõ, íà
ïåðåòèíi 2-ãî òà 5-ãî ñòîâï÷èêiâ ñòî¨òü îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.
Òåîðåìà 5.2 ßêùî ìàòðèöÿ ìà¹ ñïðîùåíèé âèãëÿä, òî ¨¨ ðàíã äîðiâíþ¹ êiëü-
êîñòi íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî iñíó¹ ìiíîð, ðîçìið
ÿêîãî äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ, iñíóâàííÿ ÿêîãî âèìàãà¹òüñÿ îçíà-
÷åííÿì, ùî äîðiâíþ¹ 1. À áóäü-ÿêèé ìiíîð áiëüøîãî ðîçìiðó áóäå ìàòè íóëüîâèé
ðÿäîê i, òàêèì ÷èíîì, áóäå íóëüîâèì.

Òåîðåìà 5.3 Ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ñóìiñíà òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ðàíã îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè çáiãà¹òüñÿ ç ðàíãîì ðîçøèðåíî¨.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî êîæåí ìiíîð îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè ¹ ìiíîðîì
ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi. Îòæå, ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi íå ìîæå áóòè ìåíøèì âiä
ðàíãó îñíîâíî¨ � âií àáî äîðiâíþ¹ ðàíãó îñíîâíî¨ ìàòðèöi, àáî áiëüøèé âiä
öüîãî ðàíãó.

Âèêîíóþ÷è åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ðÿäêiâ ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ïðèâåäåìî
¨¨ òàê, ùîá îñíîâíà ìàòðèöÿ ìàëà ñïðîùåíèé âèãëÿä. Òîäi ¹ äâà âèïàäêè, àáî
ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ðàíãó îñíîâíî¨, òîáòî êîëè íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ
â ðîçøèðåíié ìàòðèöi ñòiëüêè æ, ñêiëüêè i â îñíîâíié, àáî â ðîçøèðåíié ìàòðèöi
íåíóëüîâèõ ðÿäêiâ áiëüøå, òîáòî ¹ ðÿäîê, ÿêèé íóëüîâèé â îñíîâíié i íåíóëüîâèé
â ðîçøèðåíié.

Â äðóãîìó âèïàäêó ðàíã ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi áiëüøèé çà ðàíã îñíîâíî¨, ìà¹ìî
ðiâíÿííÿ 0x1 +0x2 + . . .+0xn = b 6= 0, ÿêå íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó, i ñèñòåìà íåñóìiñíà.

Â ïåðøîìó âèïàäêó, êîëè íóëüîâèõ ðÿäêiâ â îñíîâíié ìàòðèöi i â ðîçøèðåíié
îäíàêîâà êiëüêiñòü, äiëèìî íåâiäîìi íà âiëüíi òà îñíîâíi. Îñíîâíi âiäïîâiäàþòü
òèì ñòîâï÷èêàì, â ÿêèõ ñòî¨òü îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, à ðåøòà � âiëüíi. Âiëüíèì
çìiííèì íàäà¹ìî çíà÷åííÿ 0, à îñíîâíèì âiäïîâiäíi ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíÿíü.
Îäåðæó¹ìî ðîçâ'ÿçîê. Îòæå ñèñòåìà ñóìiñíà.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä. Íåõàé ìàòðèöÿ

A =

(
1 0 7 −3 1
0 1 −3 12 9

)
,

¹ ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ ñèñòåìè ðiâíÿíü. Îòæå ñèñòåìà ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä{
x1 + 7x3 − 3x4 = 1,

x2 − 3x3 + 12x4 = 9.
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Îñíîâíèìè íåâiäîìèìè ¹ x1, x2, òîìó ùî ñàìå â ïåðøîìó òà äðóãîìó ñòîâï÷èêàõ
ñòî¨òü îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Âiëüíèìè íåâiäîìèìè ¹ ðåøòà: x3, x4. Íàäà¹ìî âiëüíèì
íåâiäîìèì çíà÷åííÿ 0: x3 = x4 = 0. Ñèñòåìà ðiâíÿíü ïðèéìà¹ âèãëÿä

{
x1 = 1,

x2 = 9.

Îòæå x1 = 1, x2 = 9, x3 = 0, x4 = 0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì i ñèñòåìà ñóìiñíà.

5.2 Ïðàâèëî Êðàìåðà
Ïðàâèëî Êðàìåðà çàñòîñîâó¹òüñÿ ëèøå ó âèïàäêó, êîëè êiëüêiñòü ðiâíÿíü

äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi íåâiäîìèõ i âèçíà÷íèê îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè (âîíà îáîâ'ÿç-
êîâî êâàäðàòíà) íå äîðiâíþ¹ íóëþ.

Â öüîìó âèïàäêó ñèñòåìó ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

Ax̄ = b̄,

äå ìàòðèöÿ A ìà¹ îáåðíåíó. Îòæå ðîçâ'ÿçîê òàêî¨ ñèñòåìè iñíó¹ i ¹äèíèé, âií
îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

x̄ = A−1b̄. (36)
Ìè çíà¹ìî, ÿê îá÷èñëþþòüñÿ åëåìåíòè îáåðíåíî¨ ìàòðèöi, i ìîæåìî ïåðåïèñàòè

(36) íàñòóïíèì ÷èíîì



x1

x2...
xn


 =

1

det A




A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2... ... . . . ...
A1n A2n . . . Ann







b1

b2...
bn




àáî

xi =

n∑

k=1

bkAki

det A
, i = 1, 2, . . . , n.

×èñåëüíèê äðîáó äëÿ îá÷èñëåííÿ xi çáiãà¹òüñÿ ç âèçíà÷íèêîì ìàòðèöi, ùî
îäåðæó¹òüñÿ iç ìàòðèöi A çàìiíîþ i-ãî ñòîâï÷èêà íà ñòîâï÷èê ïðàâèõ ÷àñòèí.
Ïîçíà÷èìî öåé âèçíà÷íèê ÷åðåç ∆i, à âèçíà÷íèê îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè ÷åðåç
∆. Òîäi ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çàïèñàòè ó ñòèñëîìó âèãëÿäi

xi =
∆i

∆
, (n = 1, 2, . . . , n),
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Îñòàííi ôîðìóëè íàçèâàþòü ôîðìóëàìè Êðàìåðà, à ¨õ çàñòîñóâàííÿ íàçèâàþòü
ïðàâèëîì Êðàìåðà.

Ùå ðàç ïiäêðåñëèìî: ôîðìóëè Êðàìåðà çàñòîñîâóþòü âèêëþ÷íî ó âèïàäêó,
êîëè âèçíà÷íèê îñíîâíî¨ ìàòðèöi íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Ó âèïàäêó, êîëè âèçíà÷íèê
îñíîâíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ íóëþ, ôîðìóëè Êðàìåðà íi÷îãî íå êàæóòü ïðî ðîçâ'ÿçêè
ñèñòåìè. Â öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà âèìàãà¹ äîäàòêîâîãî äîñëiäæåííÿ.

Ïðèêëàä. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó
{

(a2 − 1)x + by = c(a + 1),
(b2 − 1)x + cy = (b + 1)(c + 1).

Îá÷èñëþ¹ìî âèçíà÷íèê îñíîâíî¨ ìàòðèöi ñèñòåìè

∆ =

∣∣∣∣
(a2 − 1) b

(b2 − 1) c

∣∣∣∣ = (a2 − 1)c− b(b2 − 1),

i âèçíà÷íèêè

∆x =

∣∣∣∣
c(a + 1) b

(b + 1)(c + 1) c

∣∣∣∣ = c2(a + 1)− b(b + 1),

∆y =

∣∣∣∣
(a2 − 1) c(a + 1)
(b2 − 1) (b + 1)(c + 1)

∣∣∣∣ = (a2 − 1)(b + 1)(c + 1)− c(a + 1)(b2 − 1).

ßêùî
∆ = (a2 − 1)c− b(b2 − 1) 6= 0,

òî çãiäíî ç ôîðìóëàìè Êðàìåðà

x =
∆x

∆
=

c2(a + 1)− b(b + 1)

(a2 − 1)c− b(b2 − 1)
,

y =
∆y

∆
=

(a2 − 1)(b + 1)(c + 1)− c(a + 1)(b2 − 1)

(a2 − 1)c− b(b2 − 1)

Ó âèïàäêó, êîëè
∆ = (a2 − 1)c− b(b2 − 1) = 0,

ôîðìóëè Êðàìåðà çàñòîñóâàòè íåìîæëèâî i ñèñòåìà âèìàãà¹ äîäàòêîâîãî äîñëiäæåííÿ.

6 Âèçíà÷íèêè i ïàêåòè êîìï'þòåðíèõ ïðîãðàì
6.1 Îôîðìëåííÿ ìàòðèöü i âèçà÷íèêiâ â íàñòiëüíèõ âèäàâíè÷èõ ñè-

ñòåìàõ
×è íå íàéïîøèðåíiøîþ êîìï'þòåðíîþ âèäàâíè÷îþ ñèñòåìîþ ¹ Microsoft-

Word. Äëÿ ñòâîðåííÿ ìàòðèöi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ åëåìåíò ïàëiòðè iíñòðóìåíòiâ
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"Òàáëèöÿ". Ñòâîðåíà òàáëèöÿ îáëÿìîâó¹òüñÿ ÷è òî êðóãëèìè ÷è òî êâàäðàòíèìè
äóæêàìè äëÿ çàäàííÿ ìàòðèöi i âåðòèêàëüíèìè ïðÿìèìè ÷è ïîäâiéíèìè âåðòè-
êàëüíèìè ïðÿìèìè ùîá çàäàòè âèçíà÷íèê.

Äëÿ ñòâîðåííÿ äîêóìåíòiâ, ÿêi ìiñòÿòü âåëèêó êiëüêiñòü ìàòåìàòè÷íèõ ôîð-
ìóë, âèäàòíèé ñó÷àñíèé ìàòåìàòèê Äîíàëä Êíóò ðîçðîáèâ ñèñòåìó ÒÅÕ. Ñåðåä
äiàëåêòiâ ÒÅÕ'à îñîáëèâå ìiñöÿ ïîñiäà¹ íàäáóäîâà Ëåñëi Ëåìïîðòà ïiä íàçâîþ
Latex. Òàê ìàòðèöÿ

A =




x2 + 2 3 1 2 x− 3

−3 −2 5 2 x + 1 −1

0 2 11 7 0

0 8 −9 6 0

−1 4 4 −9 −x + 7




(37)

ñòâîðåíà â Latex çà äîïîìîãîþ êîìàíä
A:=\left[ \begin {array}{ccccc} {x}^{2}+2&3&1&2&x-3\\\noalign{\medskip}-
3&-2&5&2\,x+1&-1\\\noalign{\medskip}0&2&11&7&0\\\noalign{\medskip}0&8&
-9&6&0\\\noalign{\medskip}-1&4&4&-9&-x+7\end {array} \right]

Äîäàìî, ùî ñèñòåìà Latex ¹ âiëüíî ïîøèðþâàíîþ, õî÷, çâè÷àéíî, ¹ é êîìåðöiéíi
ïðîäóêòè.

6.2 Îá÷èñëåííÿ âèçíà÷íèêiâ â ïàêåòàõ ñèìâîëüíèõ îá÷èñëåíü
Âèêîíóâàòè äi¨ ç ìàòðèöÿìè i îá÷èñëþâàòè âèçíà÷íèêè ìîæíà â áóäü-ÿêîìó

ïàêåòi ñèìâîëüíèõ îá÷èñëåíü � MatCad, Mathematica, Maple ÷è iíøîìó.
Äëÿ ïðèêëàäó, ìàòðèöÿ (37) ñòâîðåíà â ïàêåòi Maple çà äîïîìîãîþ êîìàíäè

matrix(5, 5, [x^2+2, 3, 1, 2, x-3, -3,
-2, 5, 2*x+1, -1, 0, 2, 11, 7, 0, 0, 8, -9,
6, 0, -1, 4, 4, -9, -x+7]);

Ùîá ñòâîðåíó â Maple ìàòðèöþ ìîæíà áóëî âèêîðèñòàòè â Latex, áóëà âèêîðèñòàíà
êîìàíäà
latex( matrix(5, 5, [x^2+2, 3, 1, 2, x-3, -3,
-2, 5, 2*x+1, -1, 0, 2, 11, 7, 0, 0, 8,
-9, 6, 0, -1, 4, 4, -9, -x+7]));
Ùîá îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê ìàòðèöi A â Maple áóëà çàäàíà êîìàíäà

det(A);
Ðåçóëüòàòîì âèêîíàííÿ êîìàíäè ñòàâ âèðàç

−1340 x3 + 850 x2 + 212 x4 − 7783 x + 21340
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