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1 Àëãåáðà¨÷íà ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
1.1 Îçíà÷åííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë

×èñëà, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü äëÿ âèìiðþâàííÿ äîâæèí, âàãè, òåìïåðàòóðè òà ïîäiáíîãî, i
ÿêi âèâ÷àëèñÿ â øêîëi, öå äiéñíi ÷èñëà. �õ âëàñòèâîñòi äîáðå âiäîìi iç øêîëè. Íàãàäà¹ìî, ùî
ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ç îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ¹ ïîëåì. Òîáòî iñíó¹ íóëüîâå ÷èñëî
òà îäèíèöÿ; ó êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà ¹ ïðîòèëåæíå, à íåíóëüîâå ÷èñëî ìà¹ îáåðíåíå; äîäàâàííÿ
òà ìíîæåííÿ àñîöiàòèâíi; ìiæ ñîáîþ îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ çâ'ÿçàíi äèñòðèáóòèâíèìè
çàêîíàìè. Ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç R.

Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C ¹ ðîçøèðåííÿì ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë R. Òàê ñàìî, ÿê ïîëå äiéñíèõ
÷èñåë ¹ ðîçøèðåííÿì ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q, à ïîëå ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ¹ ðîçøèðåííÿì
ïîëÿ öiëèõ ÷èñåë Z.

C ⊃ R ⊃ Q ⊃ Z
Èñòîðè÷íî êîìïëåêñíi ÷èñëà âèíèêëè â ìàòåìàòèöi íà ïî÷àòêó XVI ñòîëiòòÿ ó çâ'ÿçêó ç

ðiøåííÿì àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü 3-ãî ñòóïåíÿ, à ïiçíiøå, i ðiâíÿíü 2-ãî ñòóïåíÿ ç âiä'¹ìíèì
äèñêðèìiíàíòîì. Íàïðèêëàä, ïîòðiáíî çíàéòè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ

x2 + 2x + 5 = 0.

Îá÷èñëþ¹ìî äèñêðèìiíàíò: D = 4− 20 = −16 < 0. ßêùî ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç i ÷èñëî, êâàäðàò
ÿêîãî äîðÿâíþ¹ −1, òî

√−1 = ±i, òîäi
√−16 =

√−1 · 16 =
√−1 ·√16 = ±i ·4. Îòæå, çà âiäîìîþ

ôîðìóëîþ îòðèìó¹ìî
x1,2 =

−2± i · 4
2

= −1± i · 2 = −1± 2i.

Âèçíà÷åííÿ 1.1 ×èñëî, ÿêå ìà¹ âèãëÿä a + bi, äå a, b ∈ R, i2 = −1 íàçèâà¹òüñÿ êîìïëåêñíèì
÷èñëîì. Ñèìâîë i íàçèâà¹òüñÿ óÿâíîþ îäèíèöåþ. ×èñëî a íàçâà¹òüñÿ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a + bi òà ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Re (a + bi), ÷èñëî bi íàçèâà¹òüñÿ óÿâíîþ
÷àñòèíîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a + bi, à ÷èñëî b íàçèâà¹òüñÿ êîåôiöi¹íòîì óÿâíî¨ ÷àñòèíè i
ïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç Im (a + bi).

Îòæå
Re (a + bi) = a, Im (a + bi) = b.

Âèðàçè 2 − 3i, 0 + 0i, −e − πi, 1 + 1i ¹ êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè. Â iíæåíåðíèõ íàóêàõ,
äå ñèìâîë i âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîçíà÷åííÿ ñèëè ñòðóìó, çàìiñòü i âèêîðèñòîâóþòü ñèìâîë j.

Çà äîìîâëåíiñòþ, çàìiñòü 0+bi ïèøåìî bi i êàæåìî, ùî öå ÷èñëî óÿâíå; çàìiñòü a+0i ïèøåìî
a, i êàæåìî, ùî öå êîìïëåêñíå ÷èñëî ¹ äiéñíèì; çàìiñòü a+1i ïèøåìî a+ i. Îòæå çàìiñòü 2+0i
ïèøåìî 2, çàìiñòü 0−3i ïèøåìî −3i. Ïîäiáíèì ÷èíîì, çàìiñòü 2+1i ïèøåìî 2+ i, çàìiñòü 0+1i
ïèøåìî i.

Äiéñíîþ ÷àñòèíîþ ÷èñëà 2 + 3i ¹ 2, à êîåôiöi¹íòîì óÿâíî¨ ÷àñòèíè ¹ 3. Îòæå, Re (2 + 3i) =
2, Im (2 + 3i) = 3.

Òàêîæ äëÿ ïîçíà÷åííÿ äiéñíî¨ ÷àñòèíè i êîåôiöi¹íòà óÿâíî¨ ÷àñòèíè âèêîðèñòîâóþòü âiäïî-
âiäíî < (ãîòè÷íà áóêâà R) i = (ãîòè÷íà áóêâà I).

Â ìîâàõ ïðîãðàìóâàííÿ êîìïëåêñíi ÷èñëà z = a + bi ìîæóòü áóòè çàäàíi ÿê âïîðÿäêîâàíà
ïàðà z = (a, b) äiéñíèõ ÷èñåë. I òîäi a ¹ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, à b � óÿâíîþ
÷àñòèíîþ öüîãî ÷èñëà.

Äâà êîìïëåêñíi ÷èñëà ðiâíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â íèõ îäíàêîâi i äiéñíi i óÿâíi ÷àñòèíè:

a + bi = c + di ⇔ a = c i b = d.

Çàçâè÷àé êîìïëåêñíi ÷èñëà ïîçíà÷àþòüñÿ ëiòåðîþ z. Ôîðìà z = a+bi íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íîþ
ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z.
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1.2 Äi¨ ç êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi
Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ ç êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè â àëãåáðà¨÷íié ôîðìi çäiéñíþþòüñÿ

òàê ñàìî, ÿê i ç äiéñíèìè ÷èñëàìè. Ïðè ìíîæåííi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ðiâíiñòü i2 = −1.
Äîäàâàííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë çäiéñíþ¹òüñÿ çà ïðàâèëîì

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i.

Ïðèêëàä: (5 + 2i) + (2− i) = 7 + i.
Êîìïëåêñíi ÷èñëà ìîæíà âiäíiìàòè: ÿêùî z1 = a + bi, z2 = c + di, òî

z1 − z2 = (a− c) + (b− d)i.

Çíàéäåìî äîáóòîê äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z1 = a + bi, z2 = c + di:

z1z2 = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi2 = ac− bd + (ad + bc)i

Îñòàííþ ôîðìóëó ìîæíà ïðèéíÿòè çà îçíà÷åííÿ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë,
òîáòî:

(a + bi)(c + di) = (ac− bd) + (ad + bc)i.

Ïðèêëàäè: (−4 + 7i) · (2 + 5i) = (−8− 35) + (−20 + 14)i = −43− 6i, (5 + 6i) · i = −6 + 5i.
ßêùî ÷èñëî z = a + bi íåíóëüîâå, òî íà íüîãî ìîæíà äiëèòè:

c + di

a + bi
=

(c + di)(a− bi)

(a + bi)(a− bi)
=

(ac + bd) + (ad− bc)i

a2 + b2
=

ac + bd

a2 + b2
+

ad− bc

a2 + b2
i.

Çãiäíî ç ââåäåíèì ïðàâèëîì äiëåííÿ:

7− 9i

−3 + i
=

(7− 9i)(−3− i)

(−3 + i)(−3− i)
=
−30 + 20i

10
= −3 + 2i.

1.3 Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
Êîìïëåêñíi ÷èñëà ðàçîì ç îïåðàöiÿìè äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ óòâîðþþòü ïîëå, òîáòî îïåðàöi¨

äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ çàäîâîëüíÿþòü âiäïîâiäíèì àêñiîìàì.

• Îáèäâi îïåðàöi¨ àñîöiàòèâíi:

z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3 (àñîöiàòèâíiñòü äîäàâàííÿ);

z1(z2z3) = (z1z2)z3 (àñîöiàòèâíiñòü ìíîæåííÿ);

• Îáèäâi êîìóòàòèâíi:

z1 + z2 = z2 + z1 (êîìóòàòèâíiñòü äîäàâàííÿ);

z1z2 = z2z1 (êîìóòàòèâíiñòü ìíîæåííÿ).

• Iñíó¹ íóëü (íåéòðàëüíèé åëåìåíò ùîäî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ):

0 = 0 + 0i, 0 + z = z + 0 = z ∀z ∈ C.

• Iñíó¹ îäèíèöÿ (íåéòðàëüíèé åëåìåíò ùîäî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ):

1 = 1 + 0i, 1 · z = z · 1 = z ∀z ∈ C.
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• Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà z = a + bi iñíó¹ ïðîòèëåæíèé

−z = −a− bi, z + (−z) = (−z) + z = 0.

• Äëÿ íåíóëüîâîãî åëåìåíòà z = a + bi 6= 0 iñíó¹ îáåðíåíèé

z−1 =
a

a2 + b2
− bi

a2 + b2
, zz−1 = z−1z = 1.

• Ìiæ ñîáîþ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ çâ'ÿçàíi äèñòðèáóòèâíèì çàêîíîì

z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3.

Ïðè äîâåäåííi âèêîðèñòîâóþòüñÿ âiäïîâiäíi âëàñòèâîñòi äiéñíèõ ÷èñåë � âîíè ââàæàþòüñÿ
âiäîìèìè.

Ïðèêëàä äîâåäåííÿ äèñòðèáóòèâíîãî çàêîíó. Íåõàé z1 = a1+b1i, z2 = a2+b2i, z3 =
a3 + b3i. Òîäi çà âèçíà÷åííÿì äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìà¹ìî

z2 +z3 = (a2 +a3)+(b2 +b3)i, z1z2 = (a1a2−b1b2)+(a1b2 +a2b1)i, z1z3 = (a1a3−b1b3)+(a1b3 +a3b1)i.

Çíîâó, âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ìíîæåííÿ òà äîäàâàííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ìà¹ìî

z1(z2 + z3) = (a1 + b1i) · ((a2 + a3) + (b2 + b3)i) =

= ((a1(a2 + a3)− b1 · (b2 + b3)) + (a1 · (b2 + b3) + b1 · (a2 + a3))i;
(1)

z1z2 + z1z3 = ((a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i) + ((a1a3 − b1b3) + (a1b3 + a3b1)i) =

= (a1a2 − b1b2 + a1a3 − b1b3) + a1b2 + a2b1 + a1b3 + a3b1)i.
(2)

Äàëi ïîòðiáíî ïîðiâíÿòè ïðàâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (1) òà (2). Ïðè äîâåäåííi òîãî, ùî âîíè
çáiãàþòüñÿ, ìè ðîçêðèâà¹ìî äóæêè, òîáòî âèêîðèñòîâó¹ìî âëàñòèâîñòi äiéñíèõ ÷èñåë. Äîâåäåííÿ
äèñòðèáóòèâíîñòi çàêií÷åíå.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïîëåì íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà ç äâîìà îïåðàöiÿìè � äîäàâàííÿ òà
ìíîæåííÿ, ÿêi ìàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi (çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíi àêñiîìè):

• ìíîæèíà óòâîðþþ¹ êîìóòàòèâíó ãðóïó âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ (îòæå â íié ¹ íóëü);

• íåíóëüîâi åëåìåíòè ìíîæèíè òàêîæ óòâîðþþòü êîìóòàòèâíó ãðóïó âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ
(îòæå ñåðåä íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ ¹ 1);

• ìiæ ñîáîþ äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ çâ'ÿçàíi äèñòðèáóòèâíèì çàêîíîì.

Ïiäíåñåííÿ óÿâíî¨ îäèíèöi äî íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ n (ó âiäïîâiäíîñòi äî âèçíà÷åííÿ) çäiéñíþ¹òüñÿ
çà ïðàâèëàìè:

in =





1, ÿêùî n = 4k,
−1, ÿêùî n = 4k + 2,

i, ÿêùî n = 4k + 1,
−i, ÿêùî n = 4k + 3.

Äîâåäåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè ìåòîäîì iíäóêöi¨.
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1.4 Îïåðàöiÿ ñïðÿæåííÿ
Äëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèçíà÷åíà îïåðàöiÿ ñïðÿæåííÿ, òîáòî êîìïëåêñíîìó ÷èñëó ñòàâèòüñÿ

ó âiäïîâiäíiñòü ñïðÿæåíå (àáî êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíå) ÷èñëî.

Âèçíà÷åííÿ 1.2 Ñïðÿæåíèì äî ÷èñëà z = a + bi íàçèâà¹òñÿ ÷èñëî z = a− bi.

Ñïðÿæåííÿ ìà¹ âëàñòèâîñòi:
z1 · z2 = z1 · z2, (3)

zn = zn, (4)
(

1

z

)
=

1

z
, (5)

z1 + z2 = z1 + z2, (6)
(−z) = −z. (7)

À òàêîæ, ÿêùî z = a + bi, i a2 + b2 = 1, òî

z−1 = z. (8)

Âïðàâà. Äîâåñòè âêàçàíi âëàñòèâîñòi.
Âêàçiâêà. Äîâåäåííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ îá÷èñëåííÿì ïðàâî¨ òà ëiâî¨ ÷àñòèí âiäïîâiäíî¨ ðiâíîñòi.

2 Ïðèêëàäè iíøèõ îçíà÷åíü ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹äèíå. Êîëè öå ñòâåðäæóþòü, òî ìàþòü íà óâàçi, ùî âñi ïîëÿ

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë içîìîðôíi ìiæ ñîáîþ. Íàãàäà¹ìî, ùî ïiä içîìîðôíiñòþ äâîõ ïîëiâ ìà¹òüñÿ
íà óâàçi iñíóâàííÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi, ÿêà óçãîäæåíà ç îïåðàöiÿìè. Íàâåäåìî
ùå ÷îòèðè âèçíà÷åííÿ ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

2.1 Ïðè¹äíàííÿ iíøî¨ óÿâíî¨ îäèíèöi
ßê âïðàâè ìîæíà ïîðåêîìåíäóâàòè ïåðåâiðèòè, ùî ïîëå C, îäåðæàíå ç ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë

øëÿõîì ïðè¹äíàííÿ óìîâíî¨ îäíèöi j, ÿêà çà âèçíà÷åííÿì çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó j2 = −j − 1,
içîìîðôíå ïîáóäîâàíîìó âèùå.

2.2 Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ÿê ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ ïàð äiéñíèõ
÷èñåë

Çà äðóãèì âèçíà÷åííÿì êîìïëåêñíi ÷èñëà � öå âïîðÿäêîâàíi ïàðè (a, b) äiéñíèõ ÷èñåë a, b.
Öi ïàðè äîäàþòüñÿ òà ìíîæàòüñÿ çà ïðàâèëàìè

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2), (a1, b1) · (a2, b2) = (a1a2 − b1b2, a1b2 + a2b1).

2.3 Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ÿê ôàêòîðêiëüöå êiëüöÿ ìíîãî÷ëåíiâ
Çà òðåòiì âèçíà÷åííÿì ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê �ôàêòîðêiëüöå êiëüöÿ

ìíîãî÷ëåíiâ çà ãîëîâíèì iäåàëîì, ùî ïîðîäæåíèé ìíîãî÷ëåíîì x2+1�. Íàâåäåìî öå âèçíà÷åííÿ.
Áåðåòüñÿ êiëüöå óñiõ ìíîãî÷ëåíiâ ç äiéñíèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âîíî ðîçáèâà¹òüñÿ íà ïiäìíî-

æèíè � êëàñè. Äâà ìíîãî÷ëåíè f, g íàëåæàòü îäíîìó êëàñó â òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè
äëÿ äåÿêîãî ìíî÷ëåíà q ìîæíà çàïèñàòè f − g = (x2 + 1) · q òîáòî ðiçíèöÿ ìíîãî÷ëåíiâ f òà g
äiëèòüñÿ íà ìíîãî÷ëåí x2 + 1. Òàê ïîáóäîâàíi êëàñè i ¹ êîìïëåêñíi ÷èñëà.
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Êëàñè ìíîæàòüñÿ i äîäàþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Íåõàé ¹ äâà êëàñè z1 òà z2. Âèáåðåìî â öèõ
êëàñàõ ïî îäíîìó ìíîãî÷ëåíó f ∈ z1, g ∈ z2. Äîäàâøè öi äâà ìíîãî÷ëåíè îäèí äî îäíîãî i
ïåðåìíîæèâøè ¨õ ìè îäåðæèìî ùå äâà ìíîãî÷ëåíè p = f + g, q = f · g. Äàëi øóêà¹ìî êëàñè,
ÿêèì íàëåæàòü ïîáóäîâàíi ìíîãî÷ëåíè p, q � íåõàé p ∈ z3, q ∈ z4. Òåïåð, çà âèçíà÷åííÿì, áóäå

z1z2 = z4, z1 + z2 = z3.

Äîâåäåííÿ êîðåêòíîñòi òðåòüîãî âèçíà÷åííÿ i äîâåäåííÿ içîìîðôíîñòi ïîëÿ, ïîáóäîâàíîãî çà
òðåòiì âèçíà÷åííÿ, ïîëþ, ùî ïîáóäîâàíå çà ïåðøèì âèçíà÷åííÿì, âèõîäèòü çà ìåæi ïëàíó
ëåêöi¨.

2.4 Ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ÿê ìíîæèíà ìàòðèöü
Çà ÷åòâåðòèì âèçíà÷åííÿì êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè íàçèâàþòü ìàòðèöi âèãëÿäó

z =

(
a b
−b a

)
,

ÿêi ìíîæàòüñÿ i äîäàþòüÿ çâè÷àéíèì äëÿ ìàòðèöü ÷èíîì.

3 Êîìïëåêñíà ïëîùèíà
3.1 Ãåîìåòðè÷íà iíòåðïðåòàöiÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òà òðèãîíîìåòðè÷íà

ôîðìà êîìïëåêñíîãî ÷èñëà.
Êîìïëåêñíå ÷èñëî a + bi çîáðàæàþòü òî÷êîþ (a, b) ïëîùèíè ç ïðÿìîêóòíîþ ñèñòåìîþ

êîîðäèíàò.
Ïëîùèíà, íà ÿêié çîáðàæàþòüñÿ êîìïëåêñíi ÷èñëà, íàçèâà¹òñÿ êîìïëåêñíîþ ïëîùèíîþ.

-

6

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

-3i

-2i

-i

i

2i

3i

4i

r 3 + 2i

r−1− i

r−3− 2i

r 2− i

r

r r

Íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi çîáðàæåíi òî÷êè 3 + 2i, −1− i, −3− 2i, 2− i, i, 2, -3.
Âiäñòàíü

√
a2 + b2 âiä òî÷êè z = a+bi êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè äî ïî÷àòêó êîîðäèíàò íàçèâàþòü

ìîäóëåì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z è ïîçíà÷àþòü r = |z|. Òàêèì ÷èíîì,

r = |a + bi| =
√

a2 + b2.
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6

´
´

´
´

´
´

a

b

r

ϕrO

ra + bi

Àðãóìåíò ϕ íåíóëüîâîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a + bi � äiéñíå ÷èñëî, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ
óìîâàìè (äèâ. ðèñ.):

cos ϕ =
a√

a2 + b2
, sin ϕ =

b√
a2 + b2

, tgϕ =
b

a
. (9)

Ââàæà¹òüñÿ
0 ≤ ϕ < 2π. (10)

Óìîâà (10), ÿê êàæóòü, �íå ¹ äîãìîþ�, äîñèòü çðó÷íî àðãóìåíò øóêàòè ïðè îáìåæåííÿõ

−π < ϕ ≤ π. (11)

Àðãóìåíò êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ïîçíà÷à¹òüñÿ arg z.
Äëÿ çàäàíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ìíîæèíó òèõ ϕ, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (9), ïîçíà÷àþòü

÷åðåç Arg z.
Ïðè âèêîðèñòàííi ôîðìóë (9) ïîòðiáíî ïàì'ÿòàòè äîìîâëåíiñòü ïðî îáëàñòi çíà÷åíü îáåðíåíèõ

òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôîðìóë:

0 ≤ arccos x ≤ π, −π

2
≤ arcsin x ≤ π

2
, −π

2
< arctgx <

π

2

Ïðè îáìåæåííÿõ (10) äëÿ çíàõîäæåííÿ àðãóìåíòà ϕ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a + bi ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëè

• ϕ = 0, ÿêùî a > 0, b = 0;

• ϕ = arccos
a√

a2 + b2
= arcsin

b√
a2 + b2

= arctg b

a
, ÿêùî a > 0, b > 0;

• ϕ =
π

2
, ÿêùî a = 0, b > 0;

• ϕ = arccos
a√

a2 + b2
= π − arcsin

b√
a2 + b2

= arctg b

a
+ π, ÿêùî a < 0, b > 0;

• ϕ = 2π − arccos
a√

a2 + b2
= π − arcsin

b√
a2 + b2

= arctg b

a
+ π, ÿêùî a < 0, b < 0;

• ϕ = π, ÿêùî a < 0, b = 0;

• ϕ =
3π

2
, ÿêùî a = 0, b < 0;

• ϕ = 2π − arccos
a√

a2 + b2
= 2π + arcsin

b√
a2 + b2

= 2π + arctg b

a
, ÿêùî a > 0, b < 0.

Ïðè îáìåæåííÿõ (11) äëÿ çíàõîäæåííÿ àðãóìåíòà ϕ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a + bi ìîæíà
âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëè
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• ϕ = 0, ÿêùî a > 0, b = 0;

• ϕ =
π

2
, ÿêùî a = 0, b > 0;

• ϕ = π, ÿêùî a < 0, b = 0;

• ϕ = −π

2
, ÿêùî a = 0, b < 0;

• ϕ = arccos
a√

a2 + b2
= arcsin

b√
a2 + b2

= arctg b

a
, ÿêùî a > 0, b > 0;

• ϕ = arccos
a√

a2 + b2
, ÿêùî a < 0, b > 0;

• ϕ = arctg b

a
+ π, ÿêùî a < 0, b < 0;

• ϕ = arcsin
b√

a2 + b2
= arctg b

a
, ÿêùî a > 0, b < 0.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè � çíàéäåìî àðãóìåíòè ϕ êiëüêîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Ïðèêëàä 1. Íåõàé z = 2 + 2i. Òîäi |z| = √

8 = 2
√

2,

cos ϕ =
2

2
√

2
=

1√
2
, sin ϕ =

1√
2
, tgϕ = 1.

Iç öèõ ðiâíîñòåé iç âðàõóâàííÿì îáìåæåííÿ (10) ìè çíàõîäèìî

ϕ = arccos
1√
2

= arcsin
1√
2

= arctg 1 =
π

4
.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé z = 2. Òîäi |z| = √
4 = 2,

cos ϕ =
2

2
= 1, sin ϕ =

0

2
= 0, tgϕ = 0.

Òóò ϕ = arccos 1 = arcsin 0 = arctg 0 = 0.
Ïðèêëàä 3. Íåõàé z = 2i. Òîäi |z| = √

4 = 2,

cos ϕ =
0

2
= 0, sin ϕ =

2

2
= 1, tgϕ− íå iñíó¹.

Òóò ϕ = arccos 0 = arcsin 1 = π
2
.

Ïðèêëàä 4. Íåõàé z = 1−√3i, âiäïîâiäíà òî÷êà çíàõîäèòüñÿ ó ÷åòâåðòîìó êâàäðàíòi. Òîäi
|z| = 2,

cos ϕ =
1

2
, sin ϕ = −

√
3

2
, tgϕ = −

√
3.

Iç öèõ ðiâíîñòåé iç âðàõóâàííÿì îáìåæåííÿ (10) ìè çíàõîäèìî ϕ =
5π

3
, à ç óðàõóâàííÿì

îáìåæåíü (11) ϕ = −π

3
,

Ùå êiëüêà ïðèêëàäiâ
| − 3− 5i| = √

34, arg(−3− 5i) = arctg 5

3
+ π;

| − 3 + 5i| = √
34, arg(−3 + 5i) = arccos (− 3√

34
);

| − 5i| = 5, arg(−5i) = −π

2
.
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Êîæíå êîìïëåêñíå ÷èñëî z ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi

z = r(cos ϕ + i sin ϕ). (12)

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ r ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2π. Äëÿ íåíóëüîâèõ ÷èñåë òàêèé çàïèñ ¹äèíèé. À äëÿ
íóëüîâîãî ÷èñëà öåé çàïèñ íå âèêîðèñòîâóþòü.

Çàïèñ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z ó âèãëÿäi (12) íàçèâà¹òüñÿòðèãîíîìåòðè÷íîþ ôîðìîþ êîìïëåêñíîãî
÷èñëà z.

3.2 Äi¨ ç êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi
ßêùî

z1 = r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1), z2 = r2(cos ϕ2 + i sin ϕ2), z1, z2 6= 0,

äâà êîìïëåêñíi ÷èñëà â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi, òî

z1z2 = r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)); (13)

z1

z2

=
r1

r2

(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)). (14)

Òîáòî, ùîá ïåðåìíîæèòè äâà êîìïëåêñíi ÷èñëà ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi, ïîòðiáíî ìîäóëi
öèõ ÷èñåë ïåðåìíîæèòè, à àðãóìåíòè äîäàòè. Ïðè äiëåííi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ó òðèãîíîìåòðè÷íié
ôîðìi ìîäóëi äiëÿòüñÿ à àðãóìåíòè âiäíiìàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ.Íåõàé ¹ êîìïëåêñíi ÷èñëà z1 = r1(cos ϕ1+i sin ϕ1), z2 = r2(cos ϕ2+i sin ϕ2), z1, z2 6=
0. Òîäi çà ïðàâèëîì ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìà¹ìî

z1z2 = r1r2(cos ϕ1 cos ϕ2 − sin ϕ1 sin ϕ2) + i(cos ϕ1 sin ϕ2 + sin ϕ1 cos ϕ2).

Îñêiëüêè çà âiäîìèìè iç øêîëè òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôîðìóëàìè

cos ϕ1 cos ϕ2 − sin ϕ1 sin ϕ2 = cos(ϕ1 + ϕ2); cos ϕ1 sin ϕ2 + sin ϕ1 cos ϕ2) = sin(ϕ1 + ϕ2),

òî ôîðìóëà ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi äîâåäåíà.
Äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè (14) áåðåìî òi æ ÷èñëà z1, z2, ùî i ïðè äîâåäåííi ôîðìóëè (13),

âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëó zz̄ = |z|2, ôîðìóëó (13) i ïèøåìî
z1

z2

=
z1z2

|z2|2 =
1

r2
2

r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1) · r2(cos ϕ2 − i sin ϕ1) =

=
1

r2
2

r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1) · r2(cos(−ϕ2) + i sin(−ϕ2)) =
r1

r2

cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2).

Êîìïëåêñíi ÷èñëà ìîæíî ïiäíîñèòè äî íàòóðàëüíîãî ñòåïåíÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ìóàâðà

zn = rn(cos(nϕ) + i sin(nϕ)), n ∈ N. (15)

Äîâåäåííÿ. Ïðè n = 0 ôîðìóëà Ìóàâðà ïðàâèëüíà òîìó, ùî z0 = 1 çà âèçíà÷åííÿì äëÿ âñiõ
íåíóëüîâèõ ÷èñåë z.

Äëÿ öiëèõ äîäàòíiõ ÷èñåë n ôîðìóëà Ìóàâðà äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì ïîâíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨
iíäóêöi¨.

Áàçà iíäóêöi¨ (ïåðøèé êðîê iíäóêòèâíîãî äîâåäåííÿ) � ïåðåâiðÿ¹ìî òå, ùî ôîðìóëà ¹ âiðíîþ
ó âèïàäêó, êîëè ñòåïiíü äîðiâíþ¹ n = 1, � ïiäñòàâëÿ¹ìî ó ôîðìóëó (15) n = 1 i îäåðæó¹ìî
î÷åâèäíå ïðàâèëüíå ñïiââiäíîøåííÿ

(r(cos(ϕ) + i sin(ϕ)))1 = r(cos(ϕ) + i sin(ϕ)).
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Òàêèì ÷èíîì áàçà iíäóêöi¨ îáãðóíòîâàíà.
Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ (äðóãèé êðîê iíäóêòèâíîãî äîâåäåííÿ) � ïðèïóñêà¹ìî, ùî ôîðìóëà

Ìóàâðà (15) ñïðàâäæó¹òüñÿ ïðè äåÿêîìó äîäàòíîìó öiëîìó n.
Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä (òðåòié êðîê iíäóêòèâíîãî äîâåäåííÿ) � âèêîðèñòîâóþ÷è iíäóêòèâíå

ïðèïóùåííÿ i ôîðìóëó äëÿ ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi, äîâîäèìî
ôîðìóëó (15) ó âèïàäêó, êîëè â íié n çàìiíåíå íà n + 1:

(r(cos ϕ + i sin ϕ))n+1 = (r(cos ϕ + i sin ϕ))n(r1(cos ϕ + i sin ϕ))1 =

= (rn(cos nϕ + i sin nϕ))(r(cos ϕ + i sin ϕ)) = rn+1(cos((n + 1)ϕ) + i sin((n + 1)ϕ)).

Ôîðìóëó Ìóàâðà ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë z ïðè âñiõ öiëèõ
n � íå òiëüêè äëÿ íàòóðàëüíèõ, àëå i äëÿ âiä'¹ìíèõ, òîìó ùî äëÿ âiä'¹ìíîãî n i íåíóëüîâîãî
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = r(cos(ϕ) + i sin(ϕ)) ìîæíà çàïèñàòè

zn = (z−1)−n = (r−1(cos(−ϕ) + i sin(−ϕ))−n =

= rn(cos((−n)(−ϕ)) + i sin((−n)(−ϕ))) = rn(cos(nϕ) + i sin(nϕ))
(16)

3.3 Äîáóâàííÿ êîðåíÿ iç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà
Äëÿ çàäàííîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà

a = |a|(cos ϕ + i sin ϕ) 6= 0

ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ
zn = a

ìà¹ n ðiçíèõ åëåìåíòiâ i ïîçíà÷à¹òñÿ ÷åðåç
n
√

a = {z0, z2, . . . , zn−1},
äå

zk = n
√
|a|

(
cos

ϕ + 2kπ

n
+ i sin

ϕ + 2kπ

n

)
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (17)

Íàïðèêëàä, √
1 = {1,−1, };√−1 = {i,−i};

√
i = ±(

1√
2

+ i
1√
2
);

3
√

1 = {1,−1

2
+ i

√
3

2
,−1

2
− i

√
3

2
};

3
√−1 = {−1,

1

2
− i

√
3

2
,
1

2
+ i

√
3

2
};

Äîâåäåííÿ ôîðìóëè (17) ðîçáèâà¹òüñÿ íà äâi ÷àñòèíè. Ó ïåðøié ÷àñòèíi ìè äîâîäèì, ùî
âñi âèïèñàíi ÷èñëà ¹ ðiçíèìè êîðåíÿìè n−ãî ñòåïåíÿ, à â äðóãié ìè îáãðóíòîâó¹ìî, ùî iíøèõ
êîðåíiâ íåìà¹.

Ó òîìó, ùî âèïèñàíi ÷èñëà ¹ êîðåíÿìè, ìè ïåðåêîíó¹ìîñÿ ïðÿìîþ ïåðåâiðêîþ ç âèêîðèñòàííÿì
ôîðìóëè Ìóàâðà. Îñêiëüêè àðãóìåíòè âèïèñàíèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë âiäðiçíÿþòüñÿ ìåíøå íiæ
íà 2π, òî çáiãàòèñÿ êîñèíóñè i ñèíóñè îäíî÷àñíî íå ìîæóòü i, òàêèì ÷èíîì, êîðåíi ðiçíi.

Â äðóãié ÷àñòèíi äîâåäåííÿ ìè áåðåìî äîâiëüíèé êîðiíü b = |b|(cos ψ + i sin ψ). Äëÿ öüîãî
êîìïëåêñíîãî ÷èñëà b (çà âèçíà÷åííÿì êîðåíÿ) ïîâèííî áóòè bn = a, àáî â òðèãîíîìåòðè÷íié
ôîðìi (ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóëè Ìóàâðà)

|b|n(cos nψ + i sin nψ) = |a|(cos ϕ + i sin ϕ)
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Îñêiëüêè êîñèíóñè i ñèíóñè êóòiâ nψ, ϕ çáiãàþòüñÿ, òî ñàìi êóòè âiäðiçíÿþòüñÿ íà ÷èñëî, ùî
êðàòíå 2π, òîáòî ïðè äåÿêîìó öiëîìó m áóäå nψ − ϕ = m · 2π i, âiäïîâiäíî,

nψ = ϕ + m · 2π, ψ =
ϕ + m · 2π

n
.

Äàëi çàïèñó¹ì î öiëå ÷èñëî m ó âèãëÿäi m = nq + k, äå k, q ∈ Z, 0 ≤ k < n. Çðîáèòè öå
äîçâîëÿþòü øêiëüíi çíàííÿ ç àðèôìåòèêè. Äàëi

ψ =
ϕ + m · 2π

n
=

ϕ + (nq + k) · 2π
n

=
ϕ + k · 2π

n
+ q · 2π.

Îñêiëüêè êóòè ψ i ϕ + k · 2π
n

âiäðiçíÿþòüñÿ íà âåëè÷èíó, ùî êðàòíà 2π, òî ñèíóñè i êîñèíóñè
öèõ êóòiâ çáiãàþòüñÿ i ÷èñëî b íàëåæèòü âèïèñàíié ìíîæèíi n

√
a. Ôîðìóëà (17) äëÿ êîðåíiâ n−ãî

ñòåïåíÿ iç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà äîâåäåíà.
Êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç êîìïëåêñíîãî ÷èñëà a ðàçòàøîâóþòüñÿ ó âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî n-

êóòíèêà, ùî âïèñàíèé ó êîëî ðàäióñà n
√
|a| ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

3.4 Êîðåíi iç îäèíèöi
Êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ iç îäèíèöi çâè÷àéíî ïîçíà÷àþòüñÿ ε0, ε1, ε2, . . . , εn−1.

εk = cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1..

Íà ðèñóíêó çîáðàæåíi íà êîìïëåêñíié ïëîùèíi êîðåíi iç îäèíèöi 7-ãî ñòåïåíÿ, âîíè ðàçòàøîâóþòüñÿ
íà îäèíè÷íîìó êîëi i äiëÿòü öå êîëî íà 7 ðiâíèõ äóã.

-

6

10

i

r
r

r

r

r
r

r

Îñêiëüêè êîðåíi iç îäíèöi ðîçòàøîâóþòüñÿ íà îäèíè÷íîìó êîëi, òîìó ðiâíÿííÿ zn = 1
íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì ïîäiëó êîëà, à ìíîãî÷ëåí

zn − 1

íàçèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïîäiëó êîëà.
Îäèíè÷íå êîëî â êîìïëåêñíié ïëîùèíi ¹ ãðóïîþ. Êîðåíi ç îäèíèöi óòâîðþþòü ïiäãðóïó öi¹¨

ãðóïè. Íàãàäà¹ìî, ùî

Ãðóïîþ íàçèâàþòü íåïîðîæíþ ìíîæèíó ç îäíi¹þ àñîöiàòèâíîþ áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ,
â ÿêié ¹ íåéòðàëüíèé åëåìåíò âiäíîñíî öi¹¨ îïåðàöi¨, i êîæåí åëåìåíò ìà¹ îáåðíåíèé.

Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó êîðåíiâ n−ãî ñòåïåíÿ ÷åðåç Root(n). Ìíîæèíà Root(n) âèçíà÷à¹òüñÿ
óìîâîþ:

a ∈ Root(n) ⇔ an = 1.
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• Öÿ ìíîæèíà çàìêíåíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ (ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë), òîáòî
ÿêùî a, b íàëåæàòü Root(n), òî ¨õ äîáóòîê ab òàêîæ íàëåæèòü Root(n), òîìó ùî

an = bn = 1 ⇒ (ab)n = anbn = 1.

• Ìíîæèíà Root(n) ìiñòèòü â ñîái îäèíèöþ, îñêiëüêè 1n = 1.

• Òàêîæ ìíîæèíà Root(n) çàìêíåíà âiäíîñíî îïåðàöi¨ çíàõîäæåííÿ îáåðíåíîãî ÷èñëà, îñêiëüêè

an = 1 ⇒
(

1

a

)n

=
1

an
= 1.

Îòæå, Root(n) ¹ ãðóïîþ.
Ãðóïè, â ÿêèõ îïåðàöiÿ íàçâàíà ìíîæåííÿì, íàçèâàþòü ìóëüòèïëiêàòèâíèìè. Îòæå Root(n)

¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ ãðóïîþ.
Îñêiëüêè ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë êîìóòàòèâíå, òî ãðóïà Root(n) êîìóòàòèâíà.
Âñi åëåìåíòè ãðóïè Root(n) ¹ ñòåïåíÿìè îäíîãî åëåìåíòà ε1 = cos

2π

n
+ i sin

2π

n

Root(n) = {1 = ε0
1, ε

1
1, ε

2
1, . . . , ε

n−2
1 , εn−1

1 }.

Òàêi ãðóïè, òîáòî ãðóïè, â ÿêèõ âñi åëåìåíòè ¹ ñòåïåíÿìè îäíîãî, íàçèâàþòü öèêëi÷íèìè.
Îòæå, Root(n) ¹ öèêëi÷íîþ ãðóïîþ.
Âñi êîìïëåêñíi ÷èñëà, ùî ìàþòü ìîäóëü 1, óòâîðþþòü ãðóïó, òîìó ùî ìîäóëü äîáóòêó äâîõ

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ¹ äîáóòêîì ìîäóëiâ ìíîæèêiâ, ìîäóëü îäèíèöi äîðiâíþ¹ îäèíèöi i |a−1| =
|a|−1 äëÿ a ∈ C. Âñi êîìïëåêñíi ÷èñëà, ùî ìàþòü ìîäóëü 1, óòâîðþþòü êîëî îäèíè÷íîãî ðàäióñà
ç öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Òîìó êîëî îäèíè÷íîãî ðàäióñà ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò ¹ ãðóïîþ,
íåïåðåðâíîþ ãðóïîþ.

ßêùî G � ñêií÷åííà öèêëi÷íà ãðóïà i G = {1, a, a2, . . .}, òî òàêèé åëåìåíò a íàçèâàþòü
òâiðíèì.

Òâiðíi åëåìåíòè ãðóïè êîðåíiâ íàçèâàþòü ïåðâiñíèìè êîðåíÿìè ç îäèíèöi. Ìîæíà ñêàçàòè,
ùî

Êîðiíü n−ãî ñòåïåíÿ ç îäèíèöi íàçèâà¹òüñÿ ïåðâiñíèì â òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó,
êîëè âií íå ¹ êîðåíåì íiÿêîãî ìåíøîãî ñòåïåíÿ.

Íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ òîãî, ùîá ÷èñëî εk áóëî ïåðâiñíèì êîðåíåì, ¹ âçà¹ìíà
ïðîñòîòà ÷èñåë n i k, òîáòî ðiâíiñòü îäèíèöi íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà öèõ ÷èñåë.

4 Çàäà÷i, ùî ñòîñóþòüñÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë
4.1 Çàäàííÿ ëiíié â êîìïëåêñíié ïëîùèíi
4.1.1 Êîëî

Êîëîì íàçèâàþòü ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê (ÃÌÒ) äëÿ ÿêèõ âiäñòàíü âiä çàäàíî¨ òî÷êè (öÿ
òî÷êà íàçèâà¹òüñÿ öåíòðîì êîëà) ¹ ñòàëîþ âåëè÷èíîþ (öÿ âåëè÷èíà íàçèâà¹òüñÿ ðàäióñîì êîëà).

Â êîìïëåêñíié ïëîùèíi âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè z1, z2 äîðiâíþ¹ |z2− z1|. Êîëè ïîòðiáíî îá÷èñ-
ëèòè âiäñòàíü âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè z äî çàäàíî¨ íåçìiííî¨ òî÷êè z0, òî ìè îá÷èñëþ¹ìî |z − z0|.
Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ êîëà ðàäióñà r iç öåíòðîì â òî÷öi z0 ìà¹ âèãëÿä

|z − z0| = r.
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6

-1 2 3

5

&%

'$

Ðèñ. 1: Êîëî ðàäióñà 2 ç öåíòðîì â òî÷öi z = 1+3i çàäàíå ðiâíÿííÿì |z−1−3i| = 2. Âíóòðiøíiñòü
öüîãî êîëà (êðóã) çàäàíà íåðiâíiñòþ |z − 1 − 3i| < 2. Îáëàñòü çîâíi êîëà çàäàíà íåðiâíiñòþ
|z − 1− 3i| > 2.

Âiäïîâiäíî, êîëî ç öåíòðîì â òî÷öi 3 + 5i ðàäióñà 7 ìà¹ âèãëÿä |z − (3 + 5i)| = 7, êîëî ðàäióñà 3
ç öåíòðîì â òî÷öi -2 ìà¹ âèãëÿä |z +2| = 3, à ðiâíÿííÿ |z +9+10i| = 2 ¹ ðiâíÿííÿì êîëà ðàäióñà
2 ç öåíòðîì â òî÷öi −9− 10i.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ
|(2− 3i)z + 7 + 8i| = 2.

Ñïî÷àòêó ïåðåòâîðèìî öå ðiâíÿííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî (2 − 3i)z + 7 + 8i = (2 − 3i)(z −
−7− 8i

2− 3i
):

|(2− 3i)z + 7 + 8i| = |(2− 3i)| ·
∣∣∣∣z −

−7− 8i

2− 3i

∣∣∣∣ =
√

13

∣∣∣∣z −
−7− 8i

2− 3i

∣∣∣∣ = 2.

Ïîäiëèìî îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ íà
√

13:
∣∣∣∣z −

−7− 8i

2− 3i

∣∣∣∣ =
2√
13

.

À öå âæå ðiâíÿííÿ êîëà ðàäióñà 2√
13

iç öåíòðîì â òî÷öi

−7− 8i

2− 3i
=

(−7− 8i)(2 + 3i)

(2− 3i)(2 + 3i)
=

(−7− 8i)(2 + 3i)

13
=

10− 37i

13
.

4.1.2 Ïðîìiíü
Äëÿ çàäàíîãî ÷èñëà 0 ≤ ϕ < 2π ðiâíÿííÿ

arg z = ϕ

¹ ðiâíÿííÿì ïðîìåíÿ, ùî âèõîäèòü ç ïî÷àòêó êîîðäèíàò i óòâîðþ¹ ç äîäàòíèì íàïðÿìêîì
äiéñíî¨ îñi êóò ϕ. Êóò òóò îði¹íòîâàíèé, òîáòî ìîæå áóòè äîäàòíèì i ìîæå áóòè âiä'¹ìíèì,
âií ïiäðàõîâó¹òüñÿ âiä äîäàòíîãî íàïðÿìêó äiéñíî¨ îñi äî ïðîìåíÿ. Ñàì ïî÷àòîê êîîðäèíàò
ïðîìåíþ íå íàëåæèòü.
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4.1.3 Ïðÿìà ëiíiÿ
Ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, ÿêà ó âiäïîâiäíié ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ ðiâíÿííÿ y = kx, â

êîìïëåêñíié ïëîùèíi áóäå
tg arg z = k.

Ñòðîãî êàæó÷è, â íàâåäåíå ðiâíÿííÿ ïiäñòàâëÿòè 0 çàìiñòü z íå ìà¹ìî ïðàâà. Òîìó íàâåäåíå
ðiâíÿííÿ � öå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ç âèêîëîòèì ïî÷àòêîì êîîðäèíàò.

Ðiâíÿííÿ
tg arg(z − z0) = k.

çàäà¹ äâà ïðîìåíi, ÿêi âèõîäÿòü iç z0, àëå ñàìó òî÷êó z0 öi ïðîìåíi íå ìiñòÿòü. Îòæå öå ðiâíÿííÿ
ïðÿìî¨ ç âèäàëåíîþ òî÷êîþ z0.

Ãîðèçîíòàëüíà ïðÿìà, ÿêà çíàõîäèòüñÿ íà âiäñòàíi 5 âiä îñi Ox ó âåðõíié ïiâïëîùèíi, ñêëàäà¹òüñÿ
iç óñiõ òî÷îê z òàêèõ, ùî Im z = 5, òîìó çàïèñ

Im z = 5

¹ ðiâíÿííÿì öi¹¨ ïðÿìî¨.
Âåðòèêàëüíà ïðÿìà, ÿêà çíàõîäèòüñÿ íà âiäñòàíi 5 âiä îñi Ox ó ëiâié ïiâïëîùèíi, ñêëàäà¹òüñÿ

iç óñiõ òî÷îê z òàêèõ, ùî Re z = −5, òîìó çàïèñ

Re z = −5

¹ ðiâíÿííÿì öi¹¨ ïðÿìî¨.
Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ ãîðèçîíòàëüíî¨ ïðÿìî¨, ùî ïåðåòèíà¹ âiñü Oy â òî÷öi y = a,

òîáòî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó z = 0 + ai, ìà¹ âèãëÿä

Im z = a.

Ðiâíÿííÿ âåðòèêàëüíî¨ ïðÿìî¨, ùî ïåðåòèíà¹ âiñü Ox â òî÷öi x = a, òîáòî ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó z = a + 0i, ìà¹ âèãëÿä

Re z = a.

Ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ äâîõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë a 6= 0, b ðiâíÿííÿ

Im (az + b) = 0, Re (az + b) = 0

çàäàþòü äâi âçà¹ìíî ïåðïåíèêóëÿðíi ïðÿìi, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó −b

a
. Äî òîãî æ, áóäü-ÿêó

ïàðó âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïðÿìèõ ìîæíà çàäàòè òàêîþ ïàðîþ ðiâíÿíü.

4.1.4 Åëiïñ
Íåõàé íà ïëîùèíi çàäàíi äâi ðiçíi òî÷êè F1, F2 i äîäàòíe ÷èñëî 2a, ùî áiëüøå âiäñòàíi ìiæ

òî÷êàìè F1, F2. Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê A äëÿ ÿêèõ ñóìà âiäñòàíåé âiä A äî F1 òà äî F2

äîðiâíþ¹ 2a íàçèâà¹òüñÿ åëiïñîì. Òî÷êè F1, F2 íàçèâàþòüñÿ ôîêóñàìè (âîãíèùåâèìè òî÷êàìè)
åëiïñà, à ÷èñëî a íàçèâà¹òüñÿ áiëüøîþ ïiââiññþ öüîãî åëiïñà.

Iç îçíà÷åííÿ åëiïñà âèäíî, ùî â êîìïëåêñíié ïëîùèíi ðiâíÿííÿì åëiïñà iç ôîêóñàìè z1, z2 i
áiëüøîþ ïiââiññþ a áóäå

|z − z1|+ |z − z2| = 2a. (18)
Òàê ðiâíÿííÿì åëiïñà ç ôîêóñàìè −1 + 7i, 3 + 9i i áiëüøîþ ïiââiññþ 5 áóäå

|z + 1− 7i|+ |z − 3− 9i| = 10,

à ðiâíÿííÿì åëiïñà ç âîãíèùåâèìè òî÷êàìè (ôîêóñàìè) z1 = 1 + 1.5i, z2 = 5− 0.5i áóäå

|z − 1− 1.5i|+ |z − 5 + 0.5i| = 10.
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4.1.5 Ãiïåðáîëà
Íåõàé íà ïëîùèíi çàäàíi äâi ðiçíi òî÷êè F1, F2 i äîäàòíå ÷èñëî 2a, ùî ìåíøå âiäñòàíi ìiæ

òî÷êàìè F1, F2. Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê A äëÿ ÿêèõ ìîäóëü ðiçíèöi âiäñòàíåé âiä A äî F1 òà
äî F2 äîðiâíþ¹ 2a íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðáîëîþ. Òî÷êè F1, F2 íàçèâàþòüñÿ ôîêóñàìè (âîãíèùåâèìè
òî÷êàìè) ãiïåðáîëè, à ÷èñëî a íàçèâà¹òüñÿ ïiââiññþ öi¹¨ ãiïåðáîëè.

Iç îçíà÷åííÿ ãiïåðáîëè âèäíî, ùî â êîìïëåêñíié ïëîùèíi ðiâíÿííÿì ãiïåðáîëè iç âîãíèùåâèìè
òî÷êàìè z1, z2 i ïiââiññþ a áóäå

||z − z1| − |z − z2|| = 2a.

Ãiïåðáîëà ñêëàäà¹òüñÿ iç äâîõ ãiëîê. Îäíà ãiëêà çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

|z − z1| − |z − z2| = 2a,

à äðóãà � ðiâíÿííÿì
−|z − z1|+ |z − z2| = 2a.

Òàê ðiâíÿííÿì ãiïåðáîëè ç âîãíèùåâèìè òî÷êàìè −1 + 7i, 3 + 9i i ïiââiññþ 2 áóäå

||z + 1− 7i| − |z − 3− 9i|| = 4.

4.1.6 Ïàðàáîëà
Íåõàé íà ïëîùèíi çàäàíà ïðÿìà d i òî÷êà F . Òîäi ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê A òàêèõ, ùî

âiäñòàíü âiä A äî d äîðiâíþ¹ âiäñòàíi âiä A äî F , íàçèâà¹òüñÿ ïàðàáîëîþ. Â òàêîìó âèïàäêó
ïðÿìà d íàçèâà¹òüñÿ äèðåêòðèñîþ à òî÷êà F íàçèâà¹òüñÿ âîãíèùåâîþ òî÷êîþ (ôîêóñîì) öi¹¨
ïàðàáîëè.

Ó êîìïëåêñíié ïëîùèíi ëåãêî øóêàòè âiäñòàíü ìiæ äâîìà òî÷êàìè z1, z2 � âîíà äîðiâíþ¹
|z1−z2|. Òàêîæ ëåãêî øóêàòè âiäñòàíü âiä òî÷êè z1 äî ïðÿìî¨ d, íà ÿêié ëåæèòü òî÷êà z2, ó äâîõ
âèïàäêàõ, � êîëè ïðÿìà ãîðèçîíòàëüíà àáî âåðòèêàëüíà. Êîëè ïðÿìà âåðòèêàëüíà, âiäñòàíü
âiä z1 äî d äîðiâíþ¹ |Re (z1 − z2)|, äå z2 � äîâiëüíà òî÷êà íà âåêòèêàëüíié ïðÿìié d; à êîëè
ïðÿìà ãîðèçîíòàëüíà, âiäñòàíü âiä z1 äî d äîðiâíþ¹ | Im (z1 − z2)|, äå z2 � äîâiëüíà òî÷êà íà
ãîðèçîíòàëüíié ïðÿìié d.

Îòæå, êîëè ïðÿìà d ãîðèçîíàòàëüíà i íà íié ëåæèòü òî÷êà z2, òî÷êà z1 íå ëåæèòü íà ïðÿìié,
òî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè ç äèðåêòðèñîþ d i ôîêóñîì z1 ìà¹ âèãëÿä

| Im (z2 − z)| = |z1 − z|.

Êîëè ïðÿìà d âåðòèêàëüíà i íà íié ëåæèòü òî÷êà z2, òî÷êà z1 íå ëåæèòü íà ïðÿìié, òî
ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè ç äèðåêòðèñîþ d i ôîêóñîì z1 ìà¹ âèãëÿä

|Re (z2 − z)| = |z1 − z|.

Ïàðàáîëà ç ãîðèçîíòàëüíîþ äèðåêòðèñîþ Im z = −5 i ôîêóñîì z2 = 2 + 3i ìà¹ ðiâíÿííÿ

| Im (−5i− z)| = |2 + 3i− z|.

Ïàðàáîëà ç âåðòèêàëüíîþ äèðåêòðèñîþ Re z = −5 i ôîêóñîì z2 = 2 + 3i ìà¹ ðiâíÿííÿ

|Re (−5− z)| = |2 + 3i− z|.
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4.2 Ðóõè êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè
Ðóõîì ïëîùèíè íàçèâàþòü òàêå ¨¨ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ â ñåáå, ïðè ÿêîìó

çáåðiãàþòüñÿ âiäñòàíi ìiæ òî÷êàìè, òîáòî âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè çàâæäè äîðiâíþ¹ âiäñòàíi ìiæ
îáðàçàìè öèõ òî÷îê.

Çà òåîðåìîþ Øàëÿ (ïðèéìåìî ¨¨ áåç äîâåäåííÿ), âñi ðóõè ïëîùèíè ìîæíà ðîçäiëèòè íà òðè
òèïè � îáåðòàííÿ, ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ òà êîâçíi ñèìåòði¨. Îñüîâi ñèìåòði¨, îáåðòàííÿ òà
ïàðàëåëüíi ïåðåíåñåííÿ äîñèòü ðåòåëüíî âèñâiòëþþòüñÿ â øêiëüíîìó êóðñi. À êîâçíà ñèìåòðiÿ �
öå êîìïîçèöiÿ (ïîñëiäîâíå âèêîíàííÿ) îñüîâî¨ ñèìåòði¨ òà ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ íà âåêòîð,
ùî ïàðàëåëüíèé îñi ñèìåòði¨.

4.2.1 Ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ
Ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ ìîæíà çàäàòè ôîðìóëîþ

z 7→ z + z0.

Òóò z ∈ C � çìiííà òî÷êà êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, à z0 � äîâiëüíèì ÷èíîì îáðàíèé îäèí
íåçìiííèé (ôiêñîâàíèé) åëåìåíò ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Öå ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ ïåðåâîäèòü
òî÷êó 0 â òî÷êó z0. Ïðèêëàäîì ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ áóäå

z 7→ z + 9− 3i.

Ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì, ÿêå ïåðåâîäèòü òî÷êó z1 â òî÷êó z2 áóäå

z 7→ z + (z2 − z1).

4.2.2 Îáåðòàííÿ
Îáåðòàííÿ íàâêîëî ïî÷àòêó êîîðäèíàò (íàâêîëî íóëÿ) íà êóò α ìîæíà çàäàòè ôîðìóëîþ

z 7→ (cos α + i sin α)z.

Öå òâåðäæåíÿ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ïðàâèëîì ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi.
Äëÿ ïðèêëàäó, îáåðòàííÿ íàâêîëî íóëÿ íà êóò π

4
ìîæíà çàäàòè ôîðìóëîþ

z 7→ (cos
π

4
+ i sin

π

4
)z.

Îáðàçîì òî÷êè 15 · (cos
2π

17
+ i sin

2π

17
) áóäå 15 · (cos(

2π

17
+

π

4
) + i sin(

2π

17
+

π

4
)).

Ùîá çäiéñíèòè îáåðòàííÿ íàâêîëî äîâiëüíî¨ òî÷êè z0 íà êóò α, ïîòðiáíî ñïî÷àòêó ïåðåíåñòè
òî÷êó z0 ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì â íóëü, ïîòiì çäiéñíèòè îáåðòàííÿ íàâêîëî íóëÿ, à ïîòiì
íóëü ïîâåðíóòè â òî÷êó z0. Îòæå ïîòðiáíî çäiéñíèòè êîìïîçèöiþ (ïîñëiäîâíå âèêîíàííÿ) òðüîõ
ðóõiâ

z 7→ z − z0, z 7→ (cos α + i sin α)z, z 7→ z + z0.

Ðåçóëüòàòîì ïîñëiäîâíîãî âèêîíàííÿ âêàçàíèõ òðüîõ ðóõiâ áóäå

z 7→ (cos α + i sin α)(z − z0) + z0.
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4.2.3 Îñüîâà ñèìåòðiÿ òà êîâçíà ñèìåòðiÿ
Îñüîâà ñèìåòðiÿ âiäíîñíî îñi Ox ìîæå áóòè çàäàíà ôîðìóëîþ

z 7→ z.

Êîâçíà ñèìåòðiÿ âiäíîñíî îñi Ox ç ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì âçäîâæ îñi Ox íà âåêòîð (êîìï-
ëåêñíå ÷èñëî) a = a + 0i ìîæå áóòè çàäàíà ôîðìóëîþ

z 7→ z + a.

Ùîá çäiéñíèòè êîâçíó ñèìåòðiþ âiäíîñíî äîâiëüíî¨ ïðÿìî¨, ïîòðiáíî ïàðàëåëüíèì ïåðåíå-
ñåííÿì ïåðåíåñòè ïðÿìó òàê, ùîá âîíà ïðîõîäèëà ÷åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò, ïîòiì ïîâåðíóòè
ïëîùèíó òàê, ùîá ïðÿìà çáiãëàñÿ iç âiññþ Ox, ïîòiì çäiéñíèòè êîâçíó ñèìåòðiþ âiäíîñíî îñi
Ox, ïîòiì çäiéñíèòè çâîðîòíå îáåðòàííÿ i, íàðåøòi, ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ, ùî çâîðîòíå äî
ïî÷àòêîâîãî.

4.3 Çàäàííÿ îáëàñòåé â êîìïëåêñíié ïëîùèíi
Çìiñò òåðìiíó �îáëàñòü� ðîçêðèâà¹òüñÿ â òîìó ðîçäiëi ìàòåìàòèêè, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ �òîïî-

ëîãiÿ�. Òóò ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ iíòó¨òèâíîþ óÿâîþ ïðî îáëàñòü, âiäïîâiäíî, ñòðîãèõ äîâå-
äåíü ç âèêîðèñòàííÿì òî÷íèõ îçíà÷åíü êðèâèõ, íåïåðåðâíèõ êðèâèõ, ãðàíè÷íèõ òà âíóòðiøíiõ
òî÷îê áóäåìî óíèêàòè. Áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ òèì, ùî ïëîùèíà ¹ îáëàñòþ. Ïðÿìà ðîçáèâà¹
ïëîùèíó íà äâi îáëàñòi (ïiâïëîùèíè) � òî÷êè îäíi¹¨ îáëàñòi ìîæíà ç'¹äíàòè âiäðiçêîì, ùî íå
ïåðåòèíà¹ ïðÿìó, à òî÷êè iç ðiçíèõ ïiâïëîùèí òàêèì âiäðiçêîì ç'¹äíàòè íåìîæëèâî. Ïàðàáîëà
ðîçáèâà¹ ïëîùèíó íà äâi îáëàñòi � â îäíié çíàõîäèòüñÿ âîãíèùåâà òî÷êà, à â äðóãié çíàõîäèòüñÿ
äèðåêòðèñà. Åëiïñ äiëèòü ïëîùèíó íà äâi îáëàñòi � âíóòðiøíþ, äå çíàõîäÿòüñÿ âîãíèùåâi òî÷êè,
i çîâíiøíþ � ÷åðåç çîâíiøíi òî÷êè ïðîõîäÿòü ïðÿìi, ÿêi íå ïåðåòèíàþòü åëiïñ. Êîëî äiëèòü
ïëîùèíó íà äâi îáëàñòi � âíóòðiøíþ (¨¨ íàçèâàþòü êðóã, ùî îáìåæåíèé êîëîì) i çîâíiøíþ,
çîâíiøíiñòü êîëà.

Iç ïðîñòèõ îáëàñòåé � êðóãiâ, ñìóã, êóòiâ òà ïîäiáíîãî çà äîïîìîãîþ òåîðåòèêîìíîæèííèõ
îïåðàöié ìîæíà îòðèìàòè áiëüø ñêëàäíi � êiëüöÿ, âíóòðiøíîñòi áàãàòîêóòíèêiâ, ñåêòîðè, ñåã-
ìåíòè òà ïîäiáíå.

4.3.1 Âíóòðiøíiñòü çà çîâíiøíiñòü êîëà. Êiëüöå
Êîëî ðàäióñà r iç öåíòðîì â òî÷öi z0 ìà¹ ðiâíÿííÿ |z− z0| = r. Âíóòðiøíiñòü êîëà íàçèâàþòü

êðóãîì. Êðóã ñêëàäà¹òüñÿ iç òî÷îê, ùî çíàõîäÿòüñÿ áëèæ÷å âiä öåíòðà, íiæ òî÷êè êîëà. Îòæå
âíóòðiøíiñòü êîëà (êðóã) ìîæíà çàäàòè íåðiâíiñòþ

|z − z0| < r.

Âiäïîâiäíî, çîâíiøíiñòü öüîãî êîëà ìîæå áóòè çàäàíà íåðiâíiñòþ

|z − z0| > r.

ßêùî äâà äiéñíi äîäàòíi ÷èñëà r1, r2 çàäîâîëüíÿþòü óìîâó 0 < r1 < r2, òî íåðiâíîñòi

r1 < |z − z0| < r2

çàäàþòü êiëüöå iç âíóòðiøíiì ðàäióñîì r1 i çîâíiøíiì ðàäióñîì r2.
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4.3.2 Êóò
Êóò âèçíà÷à¹òüñÿ äâîìà ïðîìåíÿìè, ùî âèõîäÿòü iç îäíi¹¨ òî÷êè (ïîçíà÷èìî ¨¨ z0), ÿêó

íàçèâàþòü âåðøèíîþ êóòà. ßê ìè çíà¹ìî, ïðîìiíü, ùî âèõîäèòü ç òî÷êè z0 ïiä êóòîì α ìà¹
ðiâíÿííÿ arg(z − z0) = α. Âiäïîâiäíî, äâà ïðîìåíi, ùo âèõîäÿòü iç âåðøèíè z0, ìàþòü ðiâíÿííÿ
arg(z − z0) = α1, arg(z − z0) = α2. Ïðèïóñòèìî, ùî

0 ≤ α1 < α2 < 2π.

Òîäi äâà ïðîìåíi âèçíà÷àþòü äâà êóòè � îäèí çàäà¹ìî íåðiâíiñòþ

α1 < arg(z − z0) < α2,

i äðóãèé çàäà¹ìî íåðiâíiñòþ
α2 < arg(z − z0) < α1 + 2π.

4.3.3 Âíóòðiøíiñòü òà çîâíiøíiñòü åëiïñà
Åëiïñ iç âîãíèùåâèìè òî÷êàìè z1, z2 i ïiââiññþ a ìà¹ ðiâíÿííÿ (18). Âiäïîâiäíî, âíóòðiøíþ

÷àñòèíó åëiïñà çàäà¹ìî íåðiâíiñòþ

|z − z1|+ |z − z2| < 2a. (19)

à çîâíiøíþ ÷àñòèíó çàäà¹ìî íåðiâíiñòþ

|z − z1|+ |z − z2| > 2a. (20)

4.3.4 Âíóòðiøíiñòü òà çîâíiøíiñòü ïàðàáîëè
Ïàðàáîëà äiëèòü ïëîùèíó íà äâi îáëàñòi. Â îäíié ÷àñòèíi òî÷êè áëèæ÷i äî âîãíèùåâî¨ òî÷êè

íiæ äî äèðåêòðèñè, à â äðóãié ÷àñòèíi òî÷êè áëèæ÷i äî äèðåêòðèñè, íiæ äî âîãíèùåâî¨ òî÷êè.
Ïåðøó ÷àñòèíó íàçèâàþòü âíóòðiøíüîþ îáëàñòþ ïàðàáîëè, à äðóãó � çîâíiøíüîþ îáëàñòþ.
Îòæå, êîëè ¹ ïðÿìà (äèðåêòðèñà) i òî÷êà (âîãíèùåâà òî÷êà), òî çàìiíèâøè â ðiâíÿííi ïàðàáîëè
ðiâíiñòü íà îäíó iç íåðiâíîñòåé, îäåðæèìî çàäàííÿ âíóòðiøíüî¨ àáî çîâíiøíüî¨ îáëàñòi ïàðàáîëè.

4.3.5 Ïiâïëîùèíà òà ñìóãà
Ïiâïëîùèíà, ùî îáìåæåíà âåðòèêàëüíîþ ïðÿìîþ, ìîæå áóòè çàäàíà îäíi¹þ ç íåðiâíîñòåé

Re z > a, Re z < a.

Òóò a ∈ R, z � çìiííå êîìïëåêñíå ÷èñëî. Âiäïîâiäíî, âåðòèêàëüíó ñìóãó ìîæíà çàäàòè ñèñòåìîþ
íåðiâíîñòåé

a1 < Re z < a2

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë a1, a2 ∈ R.
Ïiâïëîùèíà, ùî îáìåæåíà ãîðèçîíòàëüíîþ ïðÿìîþ, ìîæå áóòè çàäàíà îäíi¹þ ç íåðiâíîñòåé

Im z > a, Im z < a.

Òóò a ∈ R, z � çìiííå êîìïëåêñíå ÷èñëî. Âiäïîâiäíî, ãîðèçîíòàëüíó ñìóãó ìîæíà çàäàòè
ñèñòåìîþ íåðiâíîñòåé
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a1 < Im z < a2

äëÿ äåÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë a1, a2 ∈ R.
Äëÿ çàäàííÿ ñìóãè, ùî îáìåæåíà ïîõèëèìè ïàðàëåëüíèìè ïðÿìèìè, ïîòðiáíî âèïèñàòè

ðiâíÿííÿ öèõ ïðÿìèõ à ïîòiì íàëåæíèì ÷èíîì ðiâíîñòi çàìiíèòè íà íåðiâíîñòi.
Ñêëàäíi îáëàñòi îäåðæóþòüñÿ ÿê ïåðåòèí ÷è îá'¹äíàííÿ ïðîñòèõ îáëàñòåé: êðóãiâ, ñìóã, êóòiâ

òà ïîäiáíîãî.

4.4 Âèêîðèñòàííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë â êîìáiíàòîðèöi
Êîìïëåêñíå ÷èñëî z = a+bi ìîæíà ïiäíåñòè äî ñòåïåíÿ äâîìà ðiçíèìè ñïîñîáàìè. Ïåðøèé �

çà äîïîìîãîþ áiíîìà Íüþòîíà:

zn = C0
na

n + C1
na

n−1bi− C2
nan−2b2 − C3

nan−3b3i + . . . + Cn
nbnin. (21)

Äðóãèé � çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ìóàâðà:

z = a + bi = r(cos ϕ + i sin ϕ), zn = rn(cos nϕ + i sin nϕ) (22)

Îñêiëüêè îäíå i òå æ êîìïëåêñíå ÷èñëî zn çàïèñàíå äâîìà ñïîñîáàìè, òî i äiéñíà ÷àñòèíà i óÿâíà
÷àñòèíà ó öèõ ÷èñåë îäíà i òà æ. Òàêèì ÷èíîì, iç (21) i (22) îäåðæó¹ìî äâi ðiâíîñòi.

Çìiíþþ÷è ÷èñëà a, b ∈ R ìè îäåðæèìî ðiçíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ áiíîìíèõ êîåôiöi¹íòiâ Ck
n.

Äëÿ ïðèêëàäó, ïiäíåñåìî äî n−ãî ñòåïåíÿ 1 + i äâîìà ñïîñîáàìè. Îäåðæèìî

(1 + i)n = 1 + C1
ni− C2

n − C3
ni + C4

n + C5
ni + . . . + Cn

n in =

[n/2]∑

k=0

(−1)kC2k
n + i

[n/2]∑

k=0

(−1)kC2k+1
n ;

(1 + i)n = (
√

2(cos
π

4
+ i sin

π

4
))n = 2

n
2 (cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4
)

Çâiäñè îäåðæó¹ìî äâi òîòîæíîñòi äëÿ áiíîìíèõ êîåôiöi¹íòiâ:
[n/2]∑

k=0

(−1)kC2k
n = 2

n
2 cos

nπ

4
,

[n/2]∑

k=0

(−1)kC2k+1
n = 2

n
2 sin

nπ

4

4.5 Êîñèíóñ òà ñèíóñ êðàòíèõ äóã
Iíêîëè âèíèêà¹ ïîòðåáà â çàïèñi ôóíêöié sin nx òà cos nx ó âèãëÿäi ìíîãî÷ëåíà (òîáòî

âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ) âiä ôóíêöié sin x òà cos x. Òàêå çàâäàííÿ âèêî-
íó¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì. Ñïî÷àòêó çàïèñó¹ìî êîìïëåêñíå ÷èñëî

z = cos x + i sin x,

ùî ìà¹ ìîäóëü 1 i çàïèñàíå â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi. Äàëi öå ÷èñëî ïiäíîñèòüñÿ äî n−ãî
ñòåïåíÿ çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ìóàâðà òà çà äîïîìîãîþ áiíîìà Íüþòîíà. Ïiñëÿ öüîãî ïðèðiâ-
íþþòüñÿ äiñíi òà óÿâíi ÷àñòèíè öèõ äâîõ ïiäíåñåíü. Âèêîíà¹ìî öþ ðîáîòó:

zn = cos nx + i sin nx;

zn =
n∑

k=0

Ck
nik cosn−k x sink x.

Çâiäñè
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cos(nx) = Re (zn) =

[n/2]∑

k=0

(−1)kC2k
n cosn−2k x sin2k x;

sin(nx) = Im (zn) =

[n/2]∑

k=0

(−1)kC2k+1
n cosn−1−2k x sin2k+1 x.

Îêðåìèìè âèïàäêàìè íàâåäåíèõ âèùå ôîðìóë ¹ íàñòóïíi:

cos 2x = cos2 x− sin2 x; sin 2x = 2 sin x cos x;

cos 3x = cos3 x− 3 cos x sin2 x; sin 3x = − sin3 x + 3 sin2 x cos x;

cos 4x = cos4 x− 6 cos2 x sin2 x + sin4 x; sin 4x = 4 cos3 x sin x− 4 cos x sin3 x;

cos 5x = cos5 x− 10 cos3 x sin2 x + 5 cos x sin4 x.

sin 5x = 5 cos4 x sin x− 10 cos2 x sin3 x + sin5 x;

4.6 Ñòåïåíi êîñèíóñà òà ñèíóñà
Ïðè îá÷èñëåííi iíòåãðàëiâ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ ñòåïåíiâ ñèíóñà òà

êîñèíóñà ó ñèíóñè òà êîñèíóñè êðàòíèõ äóã.
ßêùî

|z| = 1, z = cos x + i sin x,

òî
z−1 =

1

cos x + i sin x
= cos x− i sin x = z, z + z−1 = 2 cos x, z − z−1 = 2i sin x.

Òîìó
cosn x =

(
z + z−1

2

)n

, (23)

i
sinn x =

(
z − z−1

2i

)n

(24)

Ïiäíåñåìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (23) çà ôîðìóëîþ áiíîìà Íüîþòîíà:

cosn x =

(
z + z−1

2

)n

= 2−n

(
n∑

k=0

Ck
nzk(z−1)n−k =

)
= 2−n

(
n∑

k=0

Ck
nz2k−n

)
.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëîþ Ìóàâðà, çãiäíî ç ÿêîþ z2k−n = cos(2k − n)x + i sin(2k − n)x:

cosn x = 2−n

n∑

k=0

Ck
n(cos(2k − n)x + i sin(2k − n)x).

Ïðè äîäàâàííi óÿâíi ÷àñòèíè äîäàíêiâ ñïðàâà ïîâèííi ñêîðîòèòèñÿ, áî çëiâà ñòî¨òü äiéñíå ÷èñëî.
Òîìó

cosn x = 2−n

n∑

k=0

Ck
n cos(2k − n)x. (25)

Ïðî çàïèñ (25) êàæóòü ÿê ïðî çàïèñ n−ãî ñòåïåíÿ êîñèíóñà ÷åðåç êîñèíóñè êðàòíèõ äóã.
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Ïîäiáíå ÷èíÿòü i ç ôîðìóëîþ (24) � ïðàâó ÷àñòèíó ïiäíîñÿòü äî n−ãî ñòåïåíÿ çà äîïîìîãîþ
áiíîìà Íüþòîíà, ïîòiì êîðèñòóþòüñÿ ôîðìóëîþ Ìóàâðà, i îäåðæóþòü ðiâíiñòü

sinn x = (2i)−n

n∑

k=0

(−1)n−kCk
n(cos(2k − n)x + i sin(2k − n)x). (26)

Êiíöåâèé âèãëÿä ôîðìóëè äëÿ n−ãî ñòåïåíÿ ñèíóñà çàëåæèòü âiä ïàðíîñòi ÷èñëà n. ßêùî n
ïàðíå ÷èñëî i n = 2m äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, òî

sinn x = (−4)−m

n∑

k=0

(−1)n−kCk
n cos(2k − n)x. (27)

ßêùî æ ÷èñëî n íåïàðíå, òîáòî n = 2m + 1 äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà m, òî

sinn x = (−4)−m 1

2

n∑

k=0

(−1)n−kCk
n sin(2k − n)x. (28)

Ïðî çàïèñè (27), (28) êàæóòü ÿê ïðî çàïèñè n−ãî ñòåïåíÿ ñèíóñà ÷åðåç êîñèíóñè òà ñèíóñè
êðàòíèõ äóã.

Ïðèêëàäàìè çàñòîñóâàííÿ îäåðæàíèõ ôîðìóë ¹

cos4 x =
1

8
(cos 4x + 4 cos 2x + 3);

sin4 x =
1

8
(cos 4x− 4 cos 2x + 3);

sin5 x =
1

16
(sin 5x− 5 sin 3x + 10 sin x);

cos5 x =
1

16
(cos 5x + 5 cos 3x + 10 cos x).

5 Ðîçøèðåííÿ ôóíêöié äiéñíîãî çìiííîãî íà êîìïëåêñíó
ïëîùèíó

ßêùî ôóíêöiÿ äiéñíîãî àðãóìåíòà çàäàíà ôîðìóëîþ, ÿêà âèêîðèñòîâó¹ ëèøå îïåðàöi¨ äîäà-
âàííÿ, ìíîæåííÿ, âiäíiìàííÿ òà äiëåííÿ, òî òàêó ôóíêöiþ ìîæíà îá÷èñëèòè i âiä êîìïëåêñíî¨
çìiííî¨. Äëÿ ïðèêëàäó, ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè ôóíêöiþ

f(z) =
z2 − 7iz + 3 + 5i

(3− i)z3 − 1− i

êîëè z = 2 + 2i. Â ñêëàäíiøèõ âèïàäêàõ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òàê çâàíi ñòåïåíåâi ðÿäè.

5.1 Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé i çàäàííÿ ôóíêöi¨ ñòåïåíåâèì ðÿäîì.
Íåõàé çàäàíà íåñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü

a0, a1, a2, . . . , an, . . . (29)

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Êîìïëåêñíå ÷èñëî a íàçèâà¹òüñÿ ìåæåþ ïîñëiäîâíîñòi an, êîëè äëÿ áóäü-
ÿêîãî (ñêiëüêè çàâãîäíî ìàëîãî) äiéñíîãî äîäàòíîãî ε ìîæíà âêàçàòè òàêèé íîìåð N , ùî âñi
åëåìåòè an ç áiëüøèìè íîìåðàìè íiæ N çíàõîäÿòüñÿ âiä a áëèæ÷å íiæ íà ε, òîáòî

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N |an − a| < ε.
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Öå îçíà÷åííÿ äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿäàòè íåñêií÷åííi ñóìè, òàê çâàíi ñòåïåíåâi ðÿäè

a0 + a1x + a2x
2 + . . . =

∞∑

k=0

akx
k = s(x), (30)

äå a0, a1, a2, a3, . . . � ñòàëi êîìïëåêñíi ÷èñëà, à x � êîìïëåêñíà çìiííà.
Ïiä ñóìîþ s(x) ñòåïåíåâîãî ðÿäó (30) ðîçóìiþòü ìåæó, äî ÿêî¨ ïðÿìó¹ ïîñëiäîâíiñòü ÷àñò-

êîâèõ ñóì:

s0(x) = a0, s1(x) = a0 + a1x, s2(x) = a0 + a1x + a2x
2, . . . , sn(x) =

n∑

k=0

akx
k, . . .

çâè÷àéíî, êîëè öÿ ìåæà iñíó¹. Äåÿêi ôóíêöi¨ äiéñíî¨ çìiííî¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñòåïåíåâèé
ðÿä. Òîäi òîé æå ñòåïåíåâèé ðÿä, àëå âiä êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ áóäå çàäàâàòè ôóíêöiþ i âiä
êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

5.2 Åêñïîíåíòà
Â ãåîìåòði¨ âàæëèâèì ÷èñëîì ¹ âiäíîøåííÿ äîâæèíè êîëà äî éîãî äiàìåòðà. Öå ÷èñëî

âèíèêà¹ ïðèðîäíî, ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ i ìà¹ ñïåöiàëüíå ïîçíà÷åííÿ � π. Ïðè âèâ÷åííi
ôóíêöié ïðèðîäíî âèíèêà¹ i ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÷èñëî

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

.

Öå ÷èñëî ìà¹ ñïåöiàëüíå ïîçíà÷åííÿ � e i íàçèâà¹òüñÿ íàòóðàëüíèì ÷èñëîì Íåïåðà. Ïðèðîäíiñòü,
âàæëèâiñòü, çðó÷íiñòü ðîáîòè ç öèì ÷èñëîì � âñå öå äëÿ òèõ, õòî ïðîôåñiéíî âèêîðèñòîâó¹
ìàòåìàòèêó.

e ≈ 2.78

Ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ ç íàòóðàëüíîþ îñíîâîþ e íàçèâà¹òüñÿ åêñïîíåíòîþ i ïîçíà÷à¹òüñÿ
exp(x). Òàêèì ÷èíîì,

exp(x) = ex.

�Ñïðàâæí¹� îá÷èñëåííÿ ôóíêöi¨ exp(x) (â ìiêðîêàëüêóëÿòîði, â êîìïüþòåði ...) ç íàëåæíîþ
òî÷íiñòþ çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ñòåïåíåâîãî ðÿäó (ïðèéìåìî öå íà âiðó)

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ . . . =

∞∑

k=0

xk

k!
(31)

Ëîãàðèôì çà íàòóðàëüíîþ îñíîâîþ ìà¹ ñïåöiàëüíå ïîçíà÷åííÿ � ln, òàêèì ÷èíîì
ln x = loge x.

Çàïèøåì îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ex êîëè x óÿâíå ÷èñëî, òîáòî äëÿ äåÿêîãî äiéñíîãî y ìîæíà
çàïèñàòè x = iy. Òîäi

eiy = 1 + iy +
(iy)2

2!
+

(iy)3

3!
+

(iy)4

4!
+ . . . =

∞∑

k=0

(iy)k

k!
.

Ó ôóíêöi¨ eiy ëåãêî âiääiëèòè óÿâíó ÷àñòèíó âiä äiéñíî¨:

eiy = (1− 1

2!
y2 +

1

4!
y4 − 1

6!
y6 + . . .) + i(y − 1

3!
y3 +

1

5!
y5 − 1

7!
y7 + . . .),

àáî â ñòèñëîìó çàïèñi

eiy =

( ∞∑

k=0

(−1)k 1

(2k)!
y2k

)
+ i

( ∞∑

k=0

(−1)k 1

(2k + 1)!
y2k+1

)
. (32)
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5.3 Ñèíóñ òà êîñèíóñ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà
ßê i äëÿ åêñïîíåíòè ïðèéìåìî íà âiðó, ùî ñèíóñ òà êîñèíóñ îá÷èñëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ

ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ íàñòóïíèì ÷èíîì

sin x = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
=

∞∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
, (33)

cos x = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
=

∞∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
, (34)

Ïîðiâíþþ÷è ðiâíÿííÿ (31), (33), (34) áà÷èìî, ùî ïðè óÿâíèõ x, òîáòî êîëè x = iy äëÿ
äåÿêîãî äiéñíîãî y áóäå âèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü

eiy = cos y + i sin y.

Äëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåñë z = a + bi çíà÷åííÿ
Çãiäíî ç öi¹þ ôîðìóëîþ

eiπ = −1, e2πi = 1, ei 3π
4 = − 1√

2
+ i

1√
2
, ei = cos 1 + i sin 1.

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ÿê âiäîìèì òèì, ùî ez1+z2 = ez1 · ez2 . Öÿ ôîðìóëà äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè
åêñïîíåíòó âiä êîìïëåêñíîãî ÷èñëà, êîëè ¹ ìîæëèâiñòü îá÷èñëþâàòè åêñïîíåíòó, ñèíóñ òà êîñèíóñ
âiä äiéñíîãî àðãóìåíòà:

exp(a + bi) = exp(a) exp(ib) = exp(a)(cos b + i sin b), a, b ∈ R. (35)
Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè êîìïëåêñíå ÷èñëî z ìà¹ i äiéñíó i óÿâíó ÷àñòèíè, ez âèçíà÷àþòü
ôîðìóëîþ

ez = ea+bi = ea · abi = ea(cos b + i sin b). (36)
Îñòàííÿ ôîðìóëà (36) äîçâîëÿ¹ îá÷èñëþâàòè îêðåìî ìîäóëü i àðãóìåíò exp(a + bi):

| exp(a + bi)| = exp(a), arg exp(a + bi) = b. (37)
Ïîâåðíåìîñÿ âëàñíå äî ñèíóñà òà êîñèíóñà.
Êîëè àðãóìåíò êîñèíóñà ¹ óÿâíèì ÷èñëîì, òî çíà÷åííÿ êîñèíóñà ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, îñêiëüêè

â ñòåíåâèé ðÿä âõîäÿòü òiëüêè ïàðíi ñòåïåíi çìiííî¨. Òî÷íiøå, êîëè y ¹ äiéñíèì ÷èñëîì, òî

cos(iy) =
∞∑

k=0

(−1)k x2k

(2k)!
=

∞∑

k=0

y2k

(2k)!
=

1

2
(ex + e−x). (38)

Ôóíêöiþ 1

2
(ex+e−x) íàçèâàþòü ãiïåðáîëi÷íèì êîñèíóñîì i ïîçíà÷àþòü ch(x) íà ïîñòðàäÿíñüêîìó

ïðîñòîði i cosh(x) â àíãëîìîâíèõ òåêñòàõ. Çîêðåìà, ïîçíà÷åííÿ cosh(x) âèêîðèñòîâóþòü ïàêåòè
ñèìâîëüíèõ îá÷èñëåíü. Îòæå

cos(iy) = cosh(y).

Â êîíêðåòíèõ âèïàäêàõ

cos(i) = cosh(1) = 1.5308035; cos(πi) = cosh(π) = 11.59195328,

cos(−29i) = cosh(−29) = 1.96566714912.
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Îñêiëüêè ñòåïåíåâèé ðÿä ñèíóñà ìiñòèòü ëèøå íåïàðíi ñòåïåíi çìiííî¨, òî ñèíóñ óÿâíîãî
àðãóìåíòà ¹ óÿâíèì ÷èñëîì, òî÷íiøå

sin(iy) =
∞∑

k=0

(−1)k (iy)2k+1

(2k + 1)!
= i

∞∑

k=0

y2k+1

(2k + 1)!

Ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íîñèòü íàçâó ãiïåáîëi÷íîãî ñèíóñà i ïîçíà÷à¹òüñÿ sh íà
ïîñòðàäÿíñüêîìó ïðîñòîði òà sinh â àíãëîìîâíèõ òåêñòàõ. Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ

sin(iy) = i

∞∑

k=0

y2k+1

(2k + 1)!
= i

1

2
(ex − e−x) = i sinh(y).

Â êîíêðåòíèõ âèïàäêàõ

sin(−i) = i sinh(−1) = −1.175201194; sinh(πi) = i sinh(π) = 11.54873936,

sin(−29i) = i sinh(−29) = 1.96566714912.

ßêùî êîìïëåêñíå ÷èñëî ìiñòèòü íåíóëüîâó äiéñíó i íåíóëüîâó óÿâíó ÷àñòèíè, òî êîñèíóñ òà
ñèíóñ îá÷èñëþþòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóë �êîñèíóñà ñóìè� òà �ñèíóñà ñóìè�:

cos(a + bi) = cos a cos(bi)− sin a sin(bi), sin(a + bi) = sin a cos(bi) + cos a sin(bi).

5.4 Ëîãàðèôì êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà
Çà îçíà÷åííÿì,

ab = c ⇔ b = loga c.

Âiäïîâiäíî
ez1 = z2 ⇔ z1 = ln z2. (39)

Iç ôîðìóë (36), (39) âèïëèâà¹

ln ea+bi = ln ea(cos b + i sin b) = a + bi.

Äëÿ êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z, ùî çàïèñàíå â òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi z = r(cos ϕ+i sin ϕ) ââàæà¹ìî

ln z = ln r + iϕ.

Òàêå âèçíà÷åííÿ íàòóðàëüíîãî ëîãàðèôìà àáî íå ìà¹ îäíîçíà÷íîñòi (êîëè àðãóìåíò ìè âèáèðà¹ìî
íåîäíîçíà÷íî), àáî íå ìà¹ íåïåðåðâíîñòi � çà ðàõóíîê ïåðiîäè÷íîñòi ñèíóñà òà êîñèíóñà.

Â êîíêðåòíèõ âèïàäêàõ

ln(−2− 2
√

3) = 2 ln 2 +
5π

4
i; ln(−1) = πi; ln i =

π

2
i.
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