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Теорема гарантує нам, що моделлю системи аксiом 1-5, 6-1,6-2 або 1-5б D-
1,D-2 є площина F 2, точками якої є пари (x, y) елементiв поля F , а прямими є
множини точок, що адовольняють певному лiнiйному рiвнянню

ax+ by + c = 0, a, b, c ∈ F, (a, b) ̸= (0, 0).

Наведена система аксом не повна, оскiльки можна ввести новi аксiоми, якi б
обмежили можливостi для вибору поля F .

Систеа аксiом буде повною, якщо координатизуюче поле F єдине. Громад-
ська думка вказує на поле дiйсних чисел як на найважливiше, а серед площин
найважливiшою є площина R2. Поле дiйсних чисел визнfчається тим, що воно
впорядковане, архiмедове i неперервне, причому iснує не впорядковане поле (по-
лее класiв лишкiв за певним модулем), iснує вопрядковане повне неархiмедове
поле (поле p−адичних чисел), i iснує впорядковане архiмедове але не повне по-
ле (поле рацiональних чисел). Далi розглядаємо групи аксiом, якi забезпечують
вiдповiднi властивостi поля, i роблять площину “класичною“

1.1 Вiдношення “мiж“, та аксiоми, яким це вiдношення пiдкоряється

Завдання полягає в тому, щоб асiоматизувати вiдношення мiж трьома точками
на прямiй, коли одна точка розташована мiж двома другими (див. рис. 1 )

d d dA B C

Рис. 1: Точка B розташована мiж точками A та B.

Тернарне вiдношення “мiж“ на множинi U будемо позначати Mizh, коли три
елементи a, b, c ∈ U у вказаному порядку знаходяться у вiдношеннi Mizh, ми
пишемо

(a, b, c) ∈ Mizh

i кажемо, що елемент b розташований (знаходиться) мiж елементами A та B.

Аксiома М-1: Якщо серед трьох елементiв множини U є два однаковi,
то цi три елеентi нi в якому порядку не знаходяться у вiдношеннi Mizh.

Аксiома М-2: (a, b, c) ∈ Mizh ⇔ (c, b, a) ∈ Mizh.

Аксiома М-3: (a, b, c) ∈ Mizh ⇒ (b, a, c) /∈ Mizh.

Аксiома М-4: (a, b, c) ∈ Mizh ⇒ (a, c, b) /∈ Mizh.

Виписанi 4 аксiоми можуть стосуватися будь-якої множини. Наступнi — уже
спираються на те, що множина U це множина точок деякої площини.
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Рис. 2: Аксiома Паша - якщо пряма перетнула одну сторону трикутника i не проходить через
вершину, то вона перетне i iншу сторону..

Аксiома M-5. Якщо три точки не колiнеарнi, то вони не можуть нi в
якому порядку знаходитися у вiдношеннi Mizh.

Аксiома M-6. Для будь-яких двох рiзних точок a, b iснує третя точка c

така, що (a, b, c) ∈ Mizh.

Аксiома М-7 (аксiома Паша): Нехй є три рiзнi неколiнеарнi точки A,B,C
i пряма l, яка не проходить через точку C i перетинає пряму A + B в
точцi D, що розташована мiж точками A i B. Тодi iснує точка E, що
розташована або мiж точками A i C, або мiж точками B i C i, крiм
того (див. рис. 2), l = D + E.

1.2 Вiдрiзки та трикутники

Визначення 1.1 Вiдрiзком на площинi називаємо множину, що складається
iз двох вибраних (можливо однакових) точок i точок, що лежать мiж ни-
ми. Двi вибранi точки називаємо кiнцями вiдрiзка, а точки, що лежать мiж
кiнцями, називаємо внутрiшнiми точками вiдрiзка. Вiдрiзок, у якого кiнцi збi-
гаються, називаємо нульовим.

Якщо A,B двi точки площини, то вiдрiзок, для якого A,B є кiнцями, позна-
чаємо [AB], множину внутрiшнiх точок цього вiдрiзка позначаємо (AB). Отже,
для двох точок A,B площини

[A,B] = {A,B} ∪ (A,B) = [B,A] .

Оскiльки оностайностi у трактуванi вiдiзка та його точок у пiдходах до аксiо-
матизацiї площини немає, то зайвий раз пiдкреслимо, що далi i кiнцi i внутрiшнi
точки є точками вiдрiзка, вони лежать на вiдрiзку, вони належать вiдрiзку i т.п.

Теорема 1.1 (про iснування внутрiшнiх точкок ненульовго вiдрiзка) Якщо
вiдрiзок ненульовий, то множина внутрiшнiх точок у цього вiдрiзка не поро-
жня.
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Рис. 3: Побудова точки E, що знаходиться мiж точками A та C.

Доведення. Нехай A,C — двi рiзнi точки площини. Вкажемо точку (див. рис.
3), яка лежить мiж цими точками.

Для цього вибираємо точку F , що не лежить на прямiй A+C i будуємо точку B
так, щоб точка F лежала мiж A i B — можливiсть такої побудови забезпечується
аксiомою М-6. Далi будуємо точку D так, щоб точка C лежала мiж B та D — тут
ми знову скористалися аксiомою М-6. Далi застосовуємо аксiому М-7 до трьох
точок A,B,C i прямої F +D, яка забезпечує нам iснування точки E, точки, що
лежить мiж A i C i лежить на прямiй F +D.

1.3 Властивостi вiдношення “мiж“

Теорема 1.2 Серед трьох рiзних колiнеарних точок одна обов’язково лежить
мiж двома iншими.

Доведення. Нехай A,B,C три рiзнi колiнеарнi точки i

(B,A,C) /∈ Mizh,

(A,C,B) /∈ Mizh.i,BiAiC.
Вибираємо точку D (див. рис. ??), яка не лежить на прямi A+C. Вибираємо

точку G так, щоб точка D лежала мiж точками B i G — можливiсть такого
вибору забезпечена аксiомою М-6.

Наступним кроком є побудова точки F як точки перетину прямої A + G i
C+D. Аксiома М-7, застосована до трьох точок A,G,B i прямої C+D забезпечує
(A,F,G) ∈ Mizh.

Наступним кроком є побудова точки E як точки перетину прямої C + G i
A+D. Аксiома М-7, застосована до трьох точок A,G,E i прямої C+D забезпечує
(A,D,E) ∈ Mizh.

Аксiома М-7, застосована до трьох точок A,E,C i прямої G + D забезпечує
(A,B,C) ∈ Mizh.

Доведення теореми завершене.
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Рис. 4: Одна iз точок A,B,C знаходиться мiж рештою двома

Теорема 1.3 Будь-якi чотири рiзнi колiнеарнi точки можна позначити A1, A2, A3, A4

так. що d d d d
A1 A2 A3 A4

(Ai, Aj, Ak) ∈ Mizh ⇔ (1 ≤ i < j < k ≤ 4) ∨ (4 ≥ i > j > k ≥ 1).

Доведення.

Лема 1.1 Якщо A1, A2, A3, A4 чотири рiзнi колiнеарнi точки, точка A2 ле-
жить на вiдрiзку [A1, A3], точка A3 лежить на вiдрiзку [A2, A4], то точка
A2, A3 лежaть на вiдрiзку [A1, A4].

Доведення. Нехай точки A1, A2, A3, A4 задовольняють умови леми. Вибираємо
довiльно точку A, що не лежить на прямiй A1 + A4, i вибираємо точку B так,
що точка A лежить мiж B i A3 (див. рис. 5) — можливiсть останнього вибору
забезпечена аксiомою М-6.
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Рис. 5: Конфiгурацiя точок i прямих до леми 1.1

Будуємо точку C як точку перетину прямої A1 +A i прямої B +A2. Застосо-
вууємо акiому М7A2, A3, B i прямої A1 +A, одержуємо, що точка C лежить мiж
A2 та B.
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Будуємо точку D як точку перетину прямої A3 +B i прямої C +A4. Застосо-
вуємо акiому М-7 до трьох точок A2, A4, C i прямої A3+B, одержуємо, що точка
D лежить мiж A4 та C.

Застосовуємо акiому М-7 до трьох точок A1, A4, C i прямої A3+B, одержуємо,
що точка A3 лежить мiж A4 та A1.

Для доведеня леми лишилося перевiрити, що точка A2 лежить мiж A4 та A1.
Для цього застосовуємо акiому М-7 до трьох точок A1, A,A3 i прямої A2 + B,
одержуємо, що точка C лежить мiж A1 та A. Далi застосовуємо акiому М-7 до
трьох точок A1, A,A4 i прямої A2 + B, одержуємо, що точка A2 лежить мiж A1

та A4.
Лема доведена.

Лема 1.2 Якщо A1, A2, A3, A4 чотири рiзнi колiнеарнi точки, точка A2 ле-
жить на вiдрiзку [A1, A3], точка A3 лежить на вiдрiзку [A1, A4], то точка
A3 лежaть на вiдрiзку [A2, A4].

Доведення. Нехай точки A1, A2, A3, A4 задовольняють умови леми. Вибираємо

d dd d
A1 A3A2 A4
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Рис. 6: Конфiгурацiя точок i прямих до леми 1.2

довiльно точку A, що не лежить на прямiй A1 + A4, i вибираємо точку B так,
що точка A лежить мiж B i A2 (див. рис. 6) — можливiсть останнього вибору
забезпечена аксiомою М-6.

Розглядаємо три точки A1, A,A4 i пряму A3 + B. Оскiльки пряма A3 + B
вiдрiзок [A1, A4], то вона повинна перетнути i один iз вiдрiзкiв [A,A1], [A,A4],
Вiдрiзок [A,A1] вона не може перетнути, оскiльки в протилежному випадку то-
чка A3 лежала б мiж A1 та A2, що неможливо. Тому пряма A3 + B перетинає
вiдрiзок [A,A4] — позначимо точку перетину буквою C. Далi застосовуємо аксi-
му М-7 до трьох точок A2, A,A4 i прямої B + A3, яка забезпечує нам потрiбне
(A2, A3, A4) ∈ Mizh.

Лема доведена.
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Повертаємося до доведення теореми. Нехай маємо чотири рiзнi колiнеарнi то-
чки. Вибираємо три з них, позначаємо буквою Q ту iз них, що лежить мiж двома
iншими, а двi iншi позначаємо R i S.

Розглядаємо перший випадок - випадок, коли одна з точок P,R є внутрiшньою
для одного iз вiдрiзкiв X, Y ], де X,Y ∈ {P,Q,R, S}. Згiдно з аксiомою М-2

(P,Q,R) ∈ Mizh ⇔ (R,Q, P ) ∈ Mizh,

i ми можемо вважати, що

R ∈ (X,Y ), X, Y ∈ {P,Q, S}.

Знову аксiома М-2 дозволяє вважати, що (X,R, S) ∈ Mizh. i X ∈ {P,Q}. Коли
X = P , лема 1.2 грантує, що нумерацiя

d dd d
P = A1 R = A3Q = A2 S = A4

P = A1, Q = A2, R = A3, S + A4

буде потрiбною нумарацiєю точок. Отже в цьому випадку теорема доведена.
Другий випадк, коли жодна з точок P,R не є внутрiшньою для жодного iз

вiдрiзкiв X,Y ], де X, Y ∈ {P,Q,R, S}. Видiляємо три точки Q,R, S, Оскiльки
точка R не є внутрiшньою точкою вiдрiзка [Q,S], то або

(R,Q, S) ∈ Mizh, (1)

або
(R,Q, S) ∈ Mizh, (2)

У випадку (1) лема (1.1) дозволяє ввести потрiбну нумерацiю

d dd d
P = A1 S = A3Q = A2 R = A4

P = A1, Q = A2, R = A3, S + A4

А у випадку (2) ця ж лема забезпечує, що потiбною нумарацiєю буде

d dd d
P = A1 Q = A3S = A2 R = A4

P = A1, Q = A2, R = A3, S + A4
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1.4 Вiдношення лiнiйного порядку на прямiй, що узгоджене з вiдно-
шенням “мiж“

Нагадаємо термiнологiю, що стосується вiдношення порядку.
Нехай задана непорожня множина M . Бiнарне вiдношення на M називає-

ться вiдношенням порядку, коли воно транзитивне i антисиметричне. Обернене
до вiдношення порядку знову є вiдношенням порядку. Одне з цих двох взаєм-
но обернених вiдношення називають "менше"i позначають <, а друге називають
"бiльше"i позначають >. Якщо для двох елемнтiв a, b ∈ M або a < b або a > b
то кажуть, що цi елементи порiвнюванi. В протилежному випадку, тобто коли нi
a < b нi a > b, то кажуть що цi елементи не порiвнюванi. Щоб пiдкреслити, що у
множинi можуть iснувати два рiзнi непорiвнюванi елементи, вiдношення поряд-
ку називають вiдношенням часткового порядку. Якщо усi пари рiзних елемнтiв
порiвнюванi, то такий порядок називають лiнiйним, а множину M разом iз вiд-
ношенням лiнiйного порядку називають лiнiйно впорядкованою.

Використовуючи теоретико-множннну та логiчну смволiку умова транзитив-
ностi вiдношення < записується наступним чином:

∀a, b, c ∈ M (a < b) ∧ (b < c) ⇒ a < c,

а умова антирефлексивностi записується так

∀f, b ∈ M (a < b) ⇒ ¬(b < a).

Щоб пiдкреслити, що ∀a ∈ M ¬(a < a) вiдношення порядку називають
“строгим“, вiдповiдно, говорять про вiдношення “строго менше“ i “строго бiльше.“

З кожним бiнарним вiдноешнням часткового порядку на множинi M пов’язу-
ється тернарне вiдношення Mizh, що задається правилом

∀ a, b, c ∈ M (a, b, c) ∈ Mizh ⇔ (a < b < c) ∨ (a > b > c). (3)

Якщо вiдношення порядку i вiдношення Mizh зв’язанi правилом (3). будемо
казати, що вони узгодженi один з одним. Зрозумiло, що коли вiдношення поряд-
ку узгоджене з вiдношенням Mizh, то обернене вiдношення також узгоджене з
Mizh. Коли ж iнших узкгодежних з Mizh вiдношень порядку немає, то ми ка-
жемо, що узгоджене з вiдношенням Mizh вiдношення порядку єдине з точнiстю
до оберненого.

Теорема 1.4 Якщо вiдношення Mizh на точках площини π задовольняє умови
M-1 — M-7, то на кожнiй прямiй iснує i до того ж єдине (з точнiстю до
оберненого) вiдношення лiнiйного порядку, яке узгоджене з Mizh

Доведення. Нехай A,B — двi рiзнi точки площини π. Введемо на прямiй
A+B бiнарне вiдношення < наступними правилами
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• A < B.

• Якщо A,B,C — три рiзнi точки, то

(A,B,C) ∈ Mizh ⇔ (A < C) ∧ (B < C);

(A,C,B) ∈ Mizh ⇔ (A < C) ∧ (C < B);

(C,A,B) ∈ Mizh ⇔ (C < A) ∧ (C < B).

• Якщо A,B,C,D — чотири рiзнi точки, то C < D в тому i тiльки тому
вiпадку, коли цi точки можна перенумерувати так

{A,B,C,D} = {A1, A2, A3, A4},

що

Ai = A,Aj = B,Ap = C,Aq = D, i < j, p < q, {i, j, p, q} = {1, 2, 3, 4},

i
∀i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4} (Ai, Aj, Ak) ∈ Mizh ⇔ 1 ≤ i < j < k ≤ 4.

Потрiбно довести, що так ведене вiдношення є лiнiйним порядком, тобто анти-
семетричним, транзитивним бiнарним вiдношенням, в якому будь-якi двi точки
прямої порiвнюванi, Єдинiсть вiдношення < i порiвнюванiсть будь-яких двох
точок прямої випливє iз теорем 1.2, 1.3. Перевiримо транзитивнiсть введеного
вiдношення <.

Отже маємо три точки C,D,E, для яких C < D,D < E. Потрiбно довести, що
C < E. У випадку, коли множина {A,B,C,D,E} складається iз двох, трьох чи
чотирьох елементiв, транзитивнiсть випливає iз теорем 1.2, 1.3. Далi вважаємо,
що множина {A,B,C,D,E} складається iз 5 рiзних точок площини, що лежать
на прямiй A+B.

Перепозначаємо елементи A,B,C,D так, що

{A,B,C,D} = {B1, B2, B3, B4}

Bi = A,Bj = B,Bp = C,Bq = D, i < j, p < q, {i, j, p, q} = {1, 2, 3, 4},
∀i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4} (Bi, Bj, Bk) ∈ Mizh ⇔ 1 ≤ i < j < k ≤ 4,

i розглядаємо три можливостi:

(B1, B4, E) ∈ Mizh, (4)

(B1, E,B4) ∈ Mizh, (5)

(E,B1, B4) ∈ Mizh, (6)
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Якщо виконується (4), то позначаємо E = B5, {A,B,C,D,E} = {B1, B2, B3, B4, B5}
i маємо

∀i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4, 5} (Bi, Bj, Bk) ∈ Mizh ⇔ 1 ≤ i < j < k ≤ 5, (7)

Якщо виконується (5), то позначаємо E = B0, {A,B,C,D,E} = {B0, B1, B2, B3, B4, }
i маємо

∀i, j, k ∈ {0, 1, 2, 3, 4} (Bi, Bj, Bk) ∈ Mizh ⇔ 0 ≤ i < j < k ≤ 4, (8)

Якщо виконується (6), то позначаємо

{B2, B3, E} = {A2, A3, A4}, (A2, A3, A4) ∈ Mizh,

B2 = Ai, B3 = Aj при деяких 2 ≤ i < j ≤ 3, B1 = A1, B4 = A5. Тодi маємо

{A,B,C,D,E} = {B1, B2, B3, B4, E} = {A1, A2, A3, A4, A5}

i
∀i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4, 5} (Ai, Aj, Ak) ∈ Mizh ⇔ 1 ≤ i < j < k ≤ 5. (9)

Виконуванiсть (7),(8), (9) перевiряється з використанням лем 1.1. 1.2.
Ми перенумерували точки A,B,C,D,E так що виконується одна iз умов

(7),(8), (9) . Викинувши в знайденiй нумарацiї точок точку D одержуємо ну-
мерацiю точок A,B,C,E, яка доводить, що C < E.

Транзитивiнсь вiдношення < перевiрена. Теорема доведена

Визначення 1.2 Кожне з двох вiдношень порядку на прямiй, яке узгоджене з
тернарним вiдношенням “мiж“, називають напрямком

Отже на кожнiй прямiй є рiвно двi напрямки.

Теорема 1.5 Нехай π деяка площина i a — деяка пряма в цiй площинi. Тодi на
множинi точок, що не лежать на прямiй a можна ввести бiнарне вiдношення
∼ правилами:

• Для будь-якої точки A, що не лежить на a, a ∼ a.

• Якщо A,B двi рiзнi точки, що не лежать на прямiй a, то A ∼ B в тому
i тiльки тому разi, коли одна точка прямої a не лежить мiж точками
A та B (вiдрiзок [A,B] не перетинає пряму a).

вiдношення ∼ є вiдношенням еквiвалентностi (симетричне, рефлексивне та
транзиивне) з двома класами еквiвалентностi.
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Доведення. Рефлексивнiсть вiдношення ∼ вказана в означеннi, а симетричнiсть
випливає з того, що вiдрiзок у нас не орiєнтований, вiдрiзки [A,B] i [B,A]i.

Транзитивнiстьв випливає iз аксiоми М-7, яку можна переформулювати так
“Якщо є три рiзнi точки A,B,C, що не лежать на прямiй a, i пряма a не має
спiльних точок з вiдрiзками [A,B], [B,C], то пряма a не має спiльних точок з
вiдрiзком [A,C],“

Класи введеної еквiвалентностi, що породжена прямою a, називають пiвпло-
щинами. В цiй термiнологiї говорять, що кожна пряма дiлить площину на двi
пiвплощини, i двi точки, що не лежать на прямiй a, лежать в однiй пiвплощинi,
коли вони або збiгаються, або вiдрiзок, що їх з’єднує, не перетинає пряму a.

Альтарнативнi аксiоми порядку.

Якщо на кожнiй прямiй a площини π ввести двi взаємно оберненi вiдношення
лiнiйного порядку <a (“менше“) та >a (“бiльше“), то на всiй площинi виникає
узгоджене з ними тернарне вiдношення Mizh (“лежати мiж“ або знаходяться у
вiд просто “мiж“): (A,B,C) ∈ Mizh тодi i тiльки тодi, коли вони рiзнi, лежать
на однiй прямiй (назвемо її a) i виконується одна iз умов A <a B <a C або
A >a B >a C.

Також кожна пряма a породжує на множинi π \ a бiнарне вiдношення ∼a

(“лежати по одну сторону вiд a“); для A,B ∈ π \ a можна записати A ∼a B в
тому i тiльки тому випадку, коли жоднa точка C ∈ a не лежить мiж A i B.

Аксiома L. На всiх прямих площини можна ввести два взаємно оберненi
вiдношення лiнiйного порядку (напрямки) <a (“менше“) та >a (“бiльше“)
так, що виконуються двi умови

• На жоднiй прямiй немає нi найбiльшого нi найменшого елементiв.

• Вiдношення “лежати по одну сторону вiд заданої прямої a“ є вiдно-
шенням еквiвалентностi з двама класами екввалентностi (їх нази-
вають пiвплощинами).

Акiома L,як показано вище, де окремi її положення доведенi як теоре-
ми, є наслiдком аксiом M-1 — M-7. В той же час можна пеевiрити, що
акiоми M-1 — M-7 є наслiдком аксiоми L. В цьому розумiннi аксiома L
рiвносильна системi аксiом M-1 — M-7.

Аксiома L стислiша (хоч i за рахунок рясних попереднiх означень) i ко-
мусь видасться бiльш очевидною. Також комусь видасться бiльш про-
стим доведення того, що аксiоми M-1 — M-7 є наслiдком аксiоми L, в
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порiвняння з доведенням того, що аксiома L є наслiдком системи аксi-
ом M-1 — M-7. В цьому розумiннi аксiома L “краща“ вiд системи аксiом
M-1 — M-7.

В той же час аксiома L “гiрша“ вiд системи аксiом M-1 — M-7, якщо
дивитися на них зi сторони використання актуальної та потенцiйної не-
скiнченностi. Так в системi аксiом M-1 — M-7 ми для будь-яких двох
iзних точок A,B можемо побудувати третю точку C таку, що B ле-
жить мiж A та C. Отже ми можемо будувати все новi i новi точки —
хоч їх весь час скiнченна кiлькiсть, але ця кiлькiсть не обмежена, тобто
є потенцiйною нескiнченнiстю. В той же час аксiома L вимагає одномит-
тєвого введення вiдношення лiнiйного порядку на всiх точках всiх пря-
мих, — вцьому розумiннi тут використовується актуальна нескiнценнiст.
Використання актуальної нескiнченностi суттєво “погiршує“ аксiому L.

Надалi будемо користуватися аксiомою L i системою аксiом M-1 — M-7
як iвносильними — будемо вважати, що всi вони виконанi.

1.5 Променi, кути, тикутники.

Визначення 1.3 Сукупнiсть (множина) що складається iз трьох
рiзних неколiнеарних точок i трьох вiдрiзкiв, кiнцями яких є цi то-
чки, називаємо трикутником. Вибранi три точки називаємо верши-
нами трикутника, а вiдрiзки називаємо сторонами трикутника.

Визначення 1.4 Кожне з двох вiдношень порядку на прямiй, яке узго-
джене з тернарним вiдношенням “мiж“, називають напрямком

Отже на кожнiй прямiй є рiвно двi напрямки.

Визначення 1.5 Нехай a деяка пряма площини, A точка на цiй пло-
щинi i <,> два напрямки на цiй прямiй. Тодi множини

{B ∈ a|B < A}, {B ∈ a|B > A}

називаються пiвпрямими або променями з початком в точцi A (та-
кож будемо говорити, що променi виходять з точки A). Кожен iз
вказаних променiв вважать доповнювальним один до другого.

Теорема 1.6 Нехай a деяка пряма пощини i b iнша пряма, чи пiвпря-
ма, чи вiдрiзок. Тодi iз того, що b не перетинається iз a впливає, що
всi точки b лежать в однiй пiвплощинi по вiдношенню до a.
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Доведення. Твердження теореми випливає з того, що всi точки вiд-
рiзка з кiнцяи на b знову лежать на b — це випливає iз властивостй
лiнiйного порядку на прямiй, що мiстить b.

Теорема 1.7 Нехай є три рiзнi променi f, g, h,що виходять iз однiєї
точки A i не лежать на однiй прямiй. Тодi, якщо h перетинає пев-
ний вiдрiзок з кiнцями на променях f, g, то вiн перетинає будь-який
вiдрiзок з кiнцями на променях f, g.

Доведення. Неехай три рiзнi променi f, g, h виходять iз однiєї точки
A i не лежать на однiй прямiй, промiнь h перетинає вiдрiзок [P,Q] з
кiнцями P ∈ f, Q ∈ g, i є вiдрiзок [R, S] з кiнцями R ∈ f, S ∈ g як
на рисунку нижче.
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Потрiбно довести, що на вiдрiзку [R, S] є внутрiшня точка, яка лежать
на променi h.

Випадок, коли Q = S, P = S вважатимемо очевидним i розглядати
не будемо. Отже, можна вважати, що Q ̸= S i застосовувати лему М-7
дотрьох неколiнеарних точок P,Q, S i прямої

l = h ∪ {A} ∪ h,

де h це доповнювальний промiнь до променя h. Ця аксiома забезпечить
нам iснування внутiшної точки B вiдрiзка [P, S], яка лежиь на прямiй
l.

Але нам потрiбно, щоб точка B лежала не просто на прямiй l а саме
на променi h. для цього розглядаємо двi пiвплощини π1.π2, на якi роз-
бивається площина прямою f . Позначимо π1 саме ту пiвплощину, якiй
належать вiдрiзок [Q,S] i внутрiшнi точки вiдрiзкiв [P,Q], [P, S]. Те,
що B ∈ π1, i, за теоремою 1.6, весь промiнь h повнiстю лежить в однiй
iз пiвплощин π1.π2, забезпечує h ∈ π1, i те, що перетин [P, S] з l лежить
на променi h.

Подiбнi мiркування, застосованi до прямої l i трьх точок P, S,R дово-
дять iснування точки перетину вiдрiзка [R, S] i променя h.
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Теорема 1.7 дозволяє ввести тернарне вiдношення Mizh (“мiж“) на мно-
жинi променiв площини.

Визначення 1.6 Промiнь h знаходиться мiж променями f, g ((f, h, g) ∈
Mizh) тодi i тiльки тодi, коли всi цi променi рiзнi, виходять iз однiєї
точки, i промiнь h перетинає будь-який вiдрiзок, кiнцi якого лежать
на променях f, g.

Зрозумiло, що для трьох променiв f, g, h

(f, h, g) ∈ Mizh ⇔ (g, h, f) ∈ Mizh.

Теорема 1.8 Припустимо, що в площинi π три рiзнi променi h, k, l
виходяь iз однiєї точки O i розташованi в однiй пiвплощинi π1, що
визначається прямою h ∪ {O} ∪ h(h позначено доповнювальний до h
промiнь). Тодi або k знаходиться мiж h i l, або l знаходиться мiж h

i k,

Доведення. Нехй маємо три променi i точку O як в умовi теореми.
Виберемо три точки A ∈ h. B ∈ h, C ∈ k. Можливi два випадки —
перший, коли промiнь l перетинає вiдрiзок [A,C], i другий, коли про-
мiнь l не перетинає вiдрiзок [A,C]. В першому випадку, коли промiнь l

перетинає вiдрiзок [A,C] в точцi E (див. рис. 8), позачаємо через D до-
вiльну внутрiшню точку вiдрiзка [A,E]. Далi застосовуємо аксiому М-7
до трьох точок A,E,O i прямої B + D, одержуемо внутрiшню точку
K вiдiзка [E,O]. K ∈ k. Наступним кроком застосовуємо аксiому М-7
до трьох точок E,C,O i прямої B +D, одержуемо внутрiшню точку L
вiдiзка [E,O], L ∈ L. Ми одержали три точки K ∈ k, L ∈ l, B ∈ h, що
лежать на однiй прямiй D+B. Одна з них лежить мiж двома iншими.
Точка B не може лежати мiж K i L, оскiльки K i L лежать в однiй пiв-
площинi вiдносно прямої h ∪ {O} ∪ h. Отже, виконуєься одна iз умов:
або k знаходиться мiж h i l, або l знаходиться мiж h i k, В першому
випадку теорема доведена.
В другому випадку, коли промiнь l не перетинає вiдрiзок [A,C] (див.
рис. 7), позачаємо через D довiльну внутрiшню точку вiдрiзка [A,C].
Застосовуємо аксiому М-7 до трьох точок A,D,B i променiв k, l, Одер-
жуємо точки K ∈ k, L ∈ l, K, L ∈ B +D. Далi використовуємо тi ж
мiркування, що i в першому випадку, i переконуємося що i в другому
випадку теорема правильна.
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Рис. 7: Один промiнь знаходиться мiж двома
iншими - випадок 1.
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Рис. 8: Один промiнь знаходиться мiж двома
iншими - випадок 2.

Теорема 1.9 Нехй маємо чотири рiзнi променi h, k, l,m, що вихо-
дять iз однiєї точки O. Коли промiнь l знаходиться мiж променями
h i m, а промiнь k знаходиться мiж h il, то промiнь k знаходиться
мiж h i m. Також, якщо променi k, l знаходиться мiж променями h
i m, то промiнь k знаходиться або мiж l i h, або мiж l i m.

Доведення. Нехй маємо чотири променi h, k, l,m, що виходять iз однiєї
точки O.
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Виберемо на променi h точку H, а на променi m точку M i проведемо
пряму H+M. В будь-якому разi умови теореми забезпечують iснувння
точок перетину H + M з k (позначимо її K) i з l (позначимо її L).
Впорядковуємо чотири точки H,K,L,M так, як дозволяє теорема 1.3.
Далi теорема випливає iз означення вiдошення “мiж“ для променiв.

Визначення 1.7 Нехай є два променi h i k, що виходять iз точки
O i не належать однiй прямiй. Сукупнiсть променiв, якi лежать
мiж h i k будемо називати кутом з вершиною O i сторонами H, k i
позначати (h, k).

Теорема 1.10 Нехай O певна точка площини; h, l — два променi, що
виходять iз O i не лежать на однiй прямiй; h, l — доповнювальнi
променi до h, l вiдповiдно; α — пiвплощина вiдносно прямої h∪{O}∪h

в якiй лежить промiнь l; β — пiвплощина вiдносно прямої l ∪ {O} ∪ l
в якiй лежить промiнь h.
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Промiнь k, що виходить iз точки O належитьь куту (h, l) тодi i
тiльки тодi коли вiн належить α ∩ β.

��
��

�
�
�
�
�
�

������������������
hh

l

l

α

β

k

Рис. 9: Креслення до умови
теореми 1.10.
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Рис. 10: Теорема 1.10, k ∈
(h, l).
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Рис. 11: Теорема 1.10, k ∈
α ∩ β.

Доведення.

Беремо вiдрiзок [A,B] з кiнцями A ∈ h, B ∈ l (див. рис. 10)
Припускаємо, що промiнь k належить куту (h, l). потрiбно довести, що
k ∈ α ∩ β. Дiйсно, Оскiльки внутрiшнi точки вiдрiзка [A,B] не лежать
нi на l нi на h, то вони лежать в однiй пiвплощинi i вiдносно прямої
h ∪ {O} ∪ h i вiдносно прямої l ∪ {O} ∪ l. Враховуючи, що A ∈ β,
B ∈ α одержуємо, що всi внутрiшнi точки вiрiзка [A,B] (в тому числi
точка перетину [A.B] з k) лежать в α ∩ β . Коли одна точка променя
k лежать в α ∩ β, тодi i всi точки променя k лежать в α ∩ β. Перша
частина теореми доведена.
Припустимо тепер, що k ∈ α ∩ β. Потрiбно довести, що промiнь k пе-
ретинає побудований вiдрiзок [A,B]. Для цього будуємо точку A′ ∈ h i
застосовуємо аксiому М-7 до трьох точок A,B,C i прямої k ∪ {O} ∪ k.
Те, що точка перетину прямої k ∪ {O} ∪ k з вiдрiзком [A,B] збiгається
з точокю перетину променя k з вiдрiзком [A,B], виплває з того, що i
вiдрiзок i промiнь лежать в α ∩ β.

Терема доведена.

2 Рухи та конгруентнiсть фiгур

Якщо два вiдрiзки [A,B], [A,C] мають спiльний кiнець A i B ∈ [A,C],
то ми можемо сказати, що вiдрiзок [A,B] менше вiдрiзка [A,C]. Проте,
таких випадкiв, коли ми можемо сказати, що один iз вiдрiзкiв дорiвнює,
менше або бiльше другого мало. Нагадаємо,

Два предмети A,B рiвнi (тотожнi), якщо кожна властивiсть,
яку має A є властивiстю B, а кожна властивiсть предмета B є
властивiстю предмета A.
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Рис. 12: Трикутник A1, B1, C1 кожна стоона якого дорiвнює одиницi, не рiвний трикутнику
A2, B2, C2, кожна стоона якого також дорiвнює одиницi, оскiльки трикутник A1, B1, C1 лежить
в пiвплодинi π1, а трикутник A2, B2, C2 лежить в пiвплощинi π2.

На рис. 12 зображенi два рiвностороннi трикутники, в яких кожна
сторона дорiвнює одиницi. Цi трикутники не рiвнi,оскiльки трикутник
A1, B1, C1 лежить в однiй пiвплощинi вiдносно прямої l, а трикутник
A2, B2, C2 в iншiй.
Ослабленим варiантом вiдношення “рiвнiсть“ чи “тотожнiсть“ є “еквi-
валнтнiссть“ або “конгруентнiсть“. У радянськi часи шкiльна освiта на
прохання математикiв перейшла у викладаннi геометрiї вiд теормiну
“рiвнi“ до термiну “конгруентнi“. Але батькiвсська громадськiсть вирi-
шила, що новий термiн занадто складний, i на сьогоднi, в школi про
трикутники на рис. 12 кажуть, що вони рiвнi. Нижче будмо вважати,
що кожен вiдрiзок доiвнює (тотожний) лише сам собi i для двох вiдрiз-
кiв [A,B], [C,D] писати

[A,B] = [C,D] ⇔ {A,B} = {C,D}.

Конгруентнiсть вiдрiзкiв,тобто рефлексивне симетричне i транзитивне
бiнарне вiдношення, можна виокремити аксiомами, а можна iз бiєктив-
них колiнеацiй виокремити рухи, а далi за допомогою рухiв дати оза-
чення конгруентностi вiдрiзкiв i iнших геометричних утворень.
Пiдемо другим шляхом.

2.1 Аксiоми групи рухiв

Акiсiома R-1. Кожний рух є бiєктивною колiнеацiєю площини
в себе.

Акiсiома R-2. Кожний рух узгоджений iз тернарним вiдноше-
нням Mizh, тобто для будь-яких трьох рiзних точок A,B,C

площини π.i i для будь-якої колiнеацiї f : π → π

(A,B,C) ∈ Mizh ⇔ (f(A), f(B), f(C)) ∈ Mizh..
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Аксiома R-3. Рухи утворюють групу, тобто тотожне вiдбраже-
ння площини в себе є рухом, обернене вiдображення до руху є
рухом, i добуток двох рухiв є рухом.

Аксiома R-4. Нехай h означає промiнь, що виходить з точки A,i
f — рух площини такий, що f(A) = A, i B ∈ h ⇒ f(B) ∈ h.
Тодi

∀B ∈ h f(B) = B.

Аксiома R-5. Для будь-яких двох рiзних точок A,B iснує рух
f , який цi тчки мiняє мiсцями, тобто

f(A) = B, f(B) = A.

Аксiома R-6. Для будь-яких двох рiзних променiв h, l, що ви-
ходять iз однiєї точки A, iснує рух f , який цi променi мiняє
мiсцями, тобто

f(A) = A, ∀B ∈ h f(B) ∈ l, ∀C ∈ l f(C) ∈ h.

Аксiома R-7. Нехай в площинi π є два променi — h, що вихо-
дить з точки A, дповнювальним до якого є h, та l, що виходить
з точки B, дповнювальним до якого є l, i двi пiвплощини —
пiвплощина α, що визначається прямою h ∪ {A} ∪ h, i β, що
визначається прямою l ∪ {B} ∪ l, Тодi iснує i до того ж єдиний
рух f : π → π такий, що
f(A) = B;

f(h) = l, тобто C ∈ h ⇒ f(C) ∈ l;
f(α) = β, тобто C ∈ α ⇒ f(C) ∈ β.

Безпосереднiм наслiдком аксiоми R-7 є

Теорема 2.1 Тотожне вiдображення i тiльки воно є тим рухом, що
лишає промiнь (як цiле) i одну iз заданих ним пiвплощин (як цiле) на
мiсцi.

Теорема 2.2 Нехай h промiнь, що виходить iз точки O, π1, π2 — пiв-
площини, на якi дiлить плщину пряма a = h ∪ {O} ∪ h, f — такий
рух площини, що

f(O) = O, f(h) = h, f(π1) = π2.

Тодi f(π2) = π1, i рух f є iнволютивним, тобто його квадрат є то-
тожним вiдображеням id — f 2) = id.
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Доведення. Нехай h,O, a, π1, π2, f такi як в умовi теореми. i A ∈
π1, B ∈ π2 деякi точки. Тодi вiдрiзок [A,B] перетинається iз прямою
a. Очкiльки рухи зберiгають вiдношення Mizh, то [f(A), f(B)] перети-
нає пряму a i f(B) ∈ π1. Ми довели, що f(π2) = π1.

Тепер можна стверджувати, що

f 2(O) = O, f 2(h) = h, f 2(π1) = π1.

i теорема 2.1 забезпечує рiвнiсть f 2 = id.

Говорячи “як цiле“ маємо на увазi, що всi точки променя переходять
в точки цього ж променя, а всi точки пiвплощини переходять в точки
цiєї ж пiвплощини.

Звернемо увагу, що знаючи певну колiнеацiю ми не можемо сказати,
є вона рухом чи нi — аксiома R-3 вимагає одномоментне знання всiх
колiнеацiй, якi є рухами. Iз сказаного випливає, що не виключається
ситуацiя, коли площина має кiлька груп рухiв. Щобуявити собi таку
ситуацiю, розглянемо звичайну “шкiльну“ площину iз системою коор-
дина OXY . Рухами назвемо тi колiнецiї, якi зберiгають вiдстань мiж
точками. Вiдстань d мiж точками (x1, y1), (x2, y2) можна пiдраховувати
за формулою

d = (x2 − x1)
2 + (y1 − y2)

2,

а можна пiдраховувати за формулою

d = (x2 − x1)
2 + 2(y1 − y2)

2,

I з’являють рухи першої групи, якi не є рухами другої групи i навпаки.

Ще одне, звернемо увагу, що при побудовi групи рухiв не викорстову-
ється аксiома паралельностi, в той час як при побудовi гомотетiй ця
аксiома використовувалася.

2.2 Фiгури та їх конгруентнiсть

Далi вважаємо, що в площинi iснує вибрана група рухiв, i вона не змi-
нюється.

Визначення 2.1 Пiдмножини множини точок площини будемо на-
зивать фiгурами.
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Найчастiше нас будуть цiкавити такi фiгури як пряма, пiвпряма, вiд-
рiзок, пiвплощина. Рухи дозволяють на множинi фiгур ввести бiнарне
вiдношення конгруентностi.

Визначення 2.2 Фiгура F1 площини π конгруентна фiгурi F2 тодii
тiльки тодi, коли iснує рух, який бiєктивно переводить всi точки F1

в точки F2. Якщо фiгура F1 конгруентна фiгурi F2, то пишемо

F1
∼= F2.

Теорема 2.3 Введене за допомогою групи рухiв бiнарне вiдношення
конгруентностi є вiдношенням еквiвалентностi, тобто воно рефле-
ксивне, симетричне i транзитивне.

Доведення. Рефлексивнiсть випливає iз iснування тотожного руху.
Симетричнiсть випливає iз iснування руху, оберненого до даного. Тран-
зитивнiсть випливає iз того, що добуток рухiв знву є рухом.

Теорема 2.4 Для будь-яких двох точок A,B рух, який мiняє цi то-
чки мiсцями, переводить вiдрiзок [A,B] в себе. Для будь-яких двох
променiв h, l рух, який мiняє цi променi мiсцями, переводить кут
(h, l) в себе.

Доведення. Твердження теореми випливає iз аксiоми R-5 та R-6 i того,
що рухи зберiгають вiдношення Mizh.

Теорема 2.5 Нехй є вiдрiзок [A,B] i промiнь h. що виходить iз точки
O. Тодi на променi h iснує i до того ж єдина точка P така, що

[O,P ] ∼= [A,B].

Доведення. Iснування потрiбної точки P збезпечує аксiома R-7.
Єдинiсть такої точки доводимо методом вiд протилежного. Припусти-
мо, що є двi такi точки, тобто iснують двi точки P1, P2 i два рухи f, g
такi, що

{O,P1} = {f(A), fB}, {O,P2} = {g(A), gB.}

Домноживши за необхiдностi рухи f, g на рухи, що мiняють мiсцями
двi точки, ми можемо забезпечити

O = f(A), P1 = f(B), O = g(A), P2 = g(B).

20



Для так вибраних рухiв маємо

fg−1(O) = O, fg−1(P2) = P1.

Iз того, що рухи зберiгають вiдношення Mizh, випливає, що

fg−1(h) = h.

Тепер рiвнiсть P2 = P1 випливає iз аксiоми R-4.

Теорема 2.6 Нехай (h, k) кут, l промiнь, що виходить iз точки O i
має доповнювальний промiнь l, α одна iз пiвплощин, що визначаються
прямою l ∪ {O} ∪ l. Тодi iснує i до того ж єдиний промiнь m, що
виходить iз точки O, такий, що

(h, k) = (l,m).

Доведення теорем використовує теорему 2.1 i значною мiрою повторює
доведення попередньої теореми.

Теорема 2.7 Нехай [A,B], [A′, B′] два вiдрiзки i C,C ′ внутрiшнi то-
чки цих вiдрiзкiв. Тодi якщо

[A,B] ∼= [A′, B′], [A,C] ∼= [A′, C ′], (10)

то [B,C] ∼= [B′, C ′]. Також, коли

[A,C] ∼= [A′, C ′], [B,C] ∼= [B′, C ′], (11)

то [A,B] ∼= [A′, B′].

Доведення. Нехай точки A,B,C,A′, B′, C ′ такi як в умовi теореми i
виконуються рiвностi (10). Позначимо через l промiнь, який виходить
iз A i на якому лежить B, а через l′ промiнь, який виходить iз A′ i на
якому лежить B′,

d d d
A C B

l d d d
A′ C ′ B′ l

′

Використовуючи означення конгруентностi вiдрiзкiв i, за необхiдностi,
терему 2.4 знаходимо рух f такий, що

f(A) = A′, f(B) = B′, f(C) = C ′′, f(l) = l′
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для деякої точки C ′′. i рух g, для якого

g(A) = A′, g(C) = C ′, g(l) = l′

Для так вибраних рухiв буде

fg−1(A′) = A′, fg−1(C ′) = C ′′, fg−1(l′) = l′.

Аксiома R-4 забезпечує рiвнiсть C ′′ = C ′, звiдки випливає, що [B,C] ∼=
[B′, C ′].

Довдення першої частини теореми завершена. Доведення другої частин
проводиться подiбним чином.

Теорема 2.8 Нехай (h, k) i(h′, k′) два кути i l, l′ променi цих кутiв —
l ∈ (h, k), l′ ∈ (h, k). Тодi

• якщо (h, k) ∼= (h′, k′) i (h, l) ∼= (h′, l′), то (l, k) ∼= (l′, k′);
• якщо (h, l) ∼= (h′, l′) i (l, k) ∼= (l′, k′), то (h, k) ∼= (h′, k′)

Доведення. Нехай h, k, l променi, що виходять iз точки A як в умовi
тереми.
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Припустимо, що (h, k) ∼= (h′, k′) i (h, l) ∼= (h′, l′), i вiдповiдно, променi
k, l лежать в однiй пiвплощинi (позначимо її α)ih ∪{A} ∪ h, а через β
позначимо ту пiвплощину вiдносно прямої h′ ∪ {A} ∪ h′, в якiй лежать
променi k, l. Оскiльки iснує єдиний рух f , що переводить промiнь h
в промiнь h′ i пiплощину α в пiвплощину β, то f(k) = k′, f(l) = l′ i
(l, k) ∼= (l′, k′).

Подiбним чинм обгрунтовується друга половина теореми.

2.3 Прямi кути, сумiжнi кути, вертикальнi кути

Визначення 2.3 Два кути називаються сумiжними якщо вони ма-
ють одну i ту ж вершину, мають спiльну сторону (промiнь) а двi
другi сторони взаємно доповнювальнi. (див рис. 13)
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Два кути називаються вертикальними, якщо вони мають одну i ту
ж вершину, а сторони одного кута є доповнювальними променями до
сторiн другого кута (див рис. 13).
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Рис. 13: Кути (h, k) i (h, k) сумiжнi; також кути (h, k) i (h, k) сумiжнi. Кути (h, k) i (h, k)
вертикальнi.

Теорема 2.9 Кути, що сумiжнi до конгруентних кутiв, конгруен-
тнi.

Доведення. Нехай (h, k) i (h′, k′) два конгруентнi кути. Позначимо
сторони кутiв так, щоб сумiжнi кути, рiвнiсть яких потрiбно довести,
були (h, k), (h′, k′). Згiдно з теоремою
Використовуюч означння конгруентностi двох кутiв i,за необхiдностi,
теорему 2.4 знаходимо рух f , для якого

f(h) = h′, f(k) = k′.

Оскiльки рух зберiгає вiдношення Mizh, то

f(h) = h′, f(k) = k′.

Одержанi рiвностi доводять (h, k) ∼= (h′, k′)

Теорема 2.10 Вертикальнi кути конгруентнi.

Доведення. Ця теорема є безпосереднiм нслiдком теореми 2.9, оcкiль-
ки вертикальнi кути є сумiжними до одного i того ж кута, а кожен кут
сам собi конгруентний.

Визначення 2.4 Кут, що дорiвнює своєму сумiжному, називається
прямим.
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Теорема 2.11 Прямi кути iснують

Доведення. Нехай h промiнь, що виходить iз точки O, π1, π2 — пiв-
площини, на якi дiлить плщину пряма a = h ∪ {O} ∪ h, f — такий рух
площини, що

f(O) = O, f(h) = h, f(π1) = π2.

Вибираємо точку A ∈ π1 i позначаємо B = f(A), C = [A,B] ∩ a. Далi
позначаємо k, k променi, що виходять iз точки C i лежать на прямiй a,
а через l той промiнь на прямiй A+B, на якому лежить A, Вiдповiдно,
той промiнь прямої A+B, на якому лежить B буде l.

Згiдно з теоремою 2.2 f(B) = A i

f(k) = k, f(l) = l,

тобто сумiжнi кути (k, l), (k, l) сумiжнi i конгруентнi, отже, прямi.

Теорема 2.12 Будь-якi два прямi кути конгруентнi

Доведення. Нехай (h, k), (h′, k′) два прямi кути з вершинами O,O′

вiдповiдно. Потiбно довести, що вони конгруентнi. Згiдно з теоремою
2.6 ми можемо знайти кут (h, l) з вершиною в точцi O, що конгруентний
куту (h′, k′), причому промiнь l лежить в тiй же пiвплощинi вiдносно
прямої h ∪ {O} ∪ h що i k. Отже нам потрiбно довести конгруентнiсть
двох прямх кутiв (h, k), (h, l) iз спiльною вершиною O, в яких сторони
k, l лежать в однiй пiвплощинi π1 вiдносно прямої h ∪ {O} ∪ h.
У випадку, коли k = l, теорема очевидна. Далi будемо вважати, що
k ̸= l. Теорема 1.8 дозволяє вважати, що промiнь k знаходиться h i l.
За означенням прямого кута i ознчення конгруентностi кутiв iснують
рухи f, g такi, що

f(h) = h, f(k) = k, f(π1) = π1,

g(h) = h, g(l) = l, g(π1) = π1,

fg−1(h) = h, fg−1(π1) = π1.

Останнi рiвностi згiдно з аксiомою R-7 забезпечуть нам fg−1 = id,

f = g. (12)

Рiвнiсть (12) неможлива, оскiльки образ променя k лежить мiж h i l, а
образ f(k) цього променя пiд дiєю f лежить мiж l i h.
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Визначення 2.5 Двi прямi називаються перпендикулярними одна до
одної, яко вони перетинаються i якiсь двi пiвпрямi цих прямих, що
виходять iз точки перетину, утворюють пямий кут. Якщо пряма a
перпендикулярна прямiй b, то пишемо

a ⊥ b.

Звернемо увагу, що в точцi перетину двох прямих пiвпрямi цих прямих
утворюють чотири кути. I якщо один iз цих кутiв прямий, то решта три
також прямi, — два як сумiжнi i один як вертикальний. Отже перпен-
дикулярнi прямi в точцi перетину утворюють чотири прямi кути.

Визначення 2.6 Елемент групи називається iгволютивним, або iн-
волюцiєю, якщо вiн не дорiвнює одиницi групи, а в квадратi дорiвнює
одиницi.

Теорема 2.13 Двi прямi перпендикулярнi одна однiй (взаємно перпен-
дикулярнi), якщо вони рiзнi i iснує iнвоютивний рух, який на однiй iз
них дiє як тотожне вiдображення, а точки другої переводить в то-
чки цiєї ж прямої.

Доведення. Припустимо, що маємо двi прямi a, b i a ⊥ b.. За означе-
нням перпендикулярностi a ̸= b, iснує точка перетину A цих прямих, i
промiнь h ⊂ a та промiнь k ⊂ b, якi виходять iз точки A утворюють
прямий кут. Тодi рух f , для якого f(h) = h, f(k) = k лишає точки
прямої a на мiсцi, а точки прямої b переводить в точки прямої b.
Припустимо, що маємо двi прямi a, b, a ̸= b i iнволютивний рух f такi,
що

x ∈ a ⇒ f(x) = x, (13)

x ∈ b ⇒ f(x) ∈ b, (14)

Позначимо через π1, π2 двi пiвплощини, на якi дiлить площину пряма a.
Оскiльки f не є тотожним вiдображенням, то пряма b не може лежати
повнiстю в однiй iз пiвплощин π1π2 i iснує точка A перетину прямих a, b.
Позначимо h один iз променiв прямої a, що виходять iз точки A. Знову
скориставшись тим, що f не є тотожним вiдображенням, записуємо

f(π1) = π2, f(π2) = π1.

Для променiв k = b ∩ π1, k = b ∩ π2, що виходять iз точки A ми
можемо записати f(k) = k. Отже пiд дiєю руху f кут (h, k) переходить
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в сумiжний кут (h, k, кут (h, k) прямий, а прямi a, b перпендикулярнi
одна до одної.

Теорема 2.14 Через кожну точку площини проходить i до того ж
єдиний перпендикуляр до заданої прямої.

Доведення. Нехай a деяка пряма, A — точка на цiй прямiй. h — один
iз променiв прямої a, що виходить iз точки A, (h, k) — прямий кут. i B
— довiльна точка площини. Потрiбно довести, що через точку B можна
провести пряму b, що перпендикулярна прямiй a.
Якщо точка B лежить на прямiй a, то можна вважати A = B i потрi-
бною прямою буде та пряма, на якiй лежить промiнь k,
Якщо B /∈ a, то беремо iнволютивний рух, для якого f(h) = h, f(k) = k,
i потрiбною прямою буде пряма b = B + f(B).

2.4 Трикутники та їх властивостi

Нижче нас буде цiкавити така фiгура як трикутник. Трикутник склада-
ється iз трьох неколiнеарних точок (вершин) i трьох вiдрiзкiв, кiнцями
яких є цi точки (сторiн). Також у трикутника є три кути — кут утворює-
ться двома променями, що виходять iз певної вершини i на яких лежать
вiдповiдно двi iншi вершини. Якщо A,B,C три неколiнеарнi точки, то
трикутник з вершинами A,B,C позначаємо △ABC, Кут з вершиною
A позначаємо ∠A, Може бути так, що одна точка є вершиною кiль-
кох кутiв в кiлькох трикутниках. Щоб пiдкреслити, що розглядається
кут ∠A саме в трикутнику △ABC, позначаємо його ∠BAC, Сторо-
ни [A,B], [A,C] прилеглi до кута ∠A, а кут ∠A прилеглий до сторiн
[A,B], [A,C], сторона [B, c] протилежна до цього кута.
Два триктники конгруентнi, якщо iснує рух, який переводить вершини
одного трикутника у вершини другого трикутника. Факт конгрентностi
дваох трикутникiв △ABC, △A′B′C ′ позначаємо

△ABC ∼= △A′B′C ′

Трикутник є фiгурою.

Теорема 2.15 Якщо кут i двi прилеглi стоорони цього кута три-
кутника конгруентнi вiдповiдно куту i прилеглим сторонам другого
трикутника, то цi два трикутиники конгруентнi.
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Доведення. Нехай △ABC, △A′B′C ′ два трикутники; h, h′ — проме-
нi, що виходять вiдповiдно iз A та A′ i для яких B ∈ h,B′ ∈ h′; k, k′ —
променi, що виходять вiдповiдно iз A та A′ i для яких C ∈ k, C ′ ∈ k′;
π, π′ пiвплощини, що визначаються прямими h ∪ {A} ∪ h, h ∪ {A} ∪ h,
i для яких C ∈ π,C ′ ∈ π′,

Вiдомо, що iснує рух f , для якого f(h) = h′, f(k) = k′. Зрозумiло,
f(A) = A′, f(π) = π′. Вiдомо також, що iснує рух g, для якого g(A) =
A′, g(B) = B′. зрозумiло, що g(h) = h′. Домноживши за потреби рух g

на рух, що змiнює пiвплощини, збезпечуємо виконання умови g(π) = π′.
оскiльки рух, що переводить промiнь h в промiнь h′ i пiвплощину π
пiвплощину π′ єдиний, то f = g f(B) = B′.

Подiбним чином перевiряється, що f(C) = C.

Визначення 2.7 Трикутник називається рiвнобедреним, якщо вiн має
двi конгруентнi сторони. Конгруентнi сторони рiвнобедреного три-
кутника називають бiчними сторонами, а третя сторона — основа
цього рiвнобедреного трикутника.

Теорема 2.16 В рiвнобедреному трикутнику кути при основi рiвнi.

Доведення. Нехай △ABC рiвнобедрений трикутик з вершиною C i
бiчним сторонами [A,C], [B,C]. Перепозначимо вершини

A = B′, B = A′, C = C ′.

Оскiльки ∠C i ∠C ′ це один i той же кут, i [A,C] ∼= [A′, C ′], [B,C] ∼=
[B′, C ′] як бiчнi сторони рiвнобедреного трикутникаб то можна засто-
сувати попередню теорему та її доведення, де доведено, що iснує рух f
такий, що f(A) = A′, f(B) = B′, f(C) = C ′. Iснування такого руху
доводить, що ∠A ∼= ∠A′ = ∠B.

Теорема 2.17 Нехай є лва трикутники, де одна сторона першого три-
кутника конгруентн сторонi другого трикутника, i прилеглi до цiєї
сторони кути першого трикутника конгруентнi вiдповiдним кутам
другого трикутника, Тодi цi трикутники конгруентнi.
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Доведення. Позначимо трикутники, що задовольняють умовi теореми
△ABC, △A′B′C ′. i нехай

[A,B] ∼= [A′, B′], ∠A ∼= ∠A′, ∠B ∼= ∠B′.

Потрiбно побудувати рух f , для якого f(A) = A′, f(B) = B′, f(C) =
C ′.

Позначимо через π пiвплощину, яку визначає пряма A + B i в якiй
лежить точка C, а черз π′ пiвплощину, яку визначає пряма A′ + B′ i в
якiй лежить точка C ′. Нехай f рух, який переводить точку A в точку
A′, пряму A+B в пряму A′+B′ i пiвплощину π в пiвплощину π′ Такий
рух єдиний.

Позначимо h промiнь на прямiй A + B, який виходить iз A i на якому
лежить B. а через h′ промiнь на прямiй A′ + B′, який виходить iз A′ i
на якому лежить B′. Оскiльки вiдрiзки [A,B] i [A′, B′] конгруентнi, то
можна знайти рух f1 для якого

f1(A) = A′, f1(B) = B′, f1(h) = h′, f1(π) = π′.

I оскiльки такий рух єдиний, то f = f1 i f(B) = B′.

Позначимо k промiнь на прямiй A + C, який виходить iз A i на якому
лежить C. а через k′ промiнь на прямiй A′+C ′, який виходить iз A′ i на
якому лежить C ′. Оскiльки кути (h, k) i (h′, k′) конгруентнi, то можна
знайти рух f2 для якого

f2(A) = A′, f2(k) = k′, f2(h) = h′, f2(π) = π′.

I оскiльки такий рух єдиний, то f = f1 i f(k) = k′.

Подiбним чином позначаємо через l промiнь, який виходить iз B i на
якому лежить C. а через k′ позначаємо промiнь на прямiй B′+C ′, який
виходить iз B′ i на якому лежить C ′. Далi як i вище переконуємося що
f(l) = l′.

Точка C лежить на перетинi променiв k i l, отже її образ лежить на
перетинi променiв k′ i l′. Звiдси випливає, що f(C) = C ′.

Теорема доведена

Теорема 2.18 Трикутники з вiдповiдно конгруенними сторонами кон-
груентнi.
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Доведення. Нехай △ABC, △A′B′C ′ два трикутники i нехай

[A,B] ∼= [A′, B′], [A,C] ∼= [A′, C ′], [B,C] ∼= [B′, C ′].

Потрiбно побудувати рух f , для якого f(A) = A′, f(B) = B′, f(C) =
C ′.

Позначимо через π пiвплощину, яку визначає пряма A + B i в якiй
лежить точка C, а черз ρ1, ρ2 пiвплощини, якi визначаються прямою
A′ + B′ i для яких C ′ ∈ ρ1, C ′ /∈ ρ2. Нехай f рух, який переводить
точку A в точку A′, пряму A + B в пряму A′ + B′ i пiвплощину π в
пiвплощину ρ2. Такий рух переводить B в B′, а точку C в якусь точку
C ′′.
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Рис. 14: Конгруентнiсть двох трикутникiв за
трьома троронами - 1
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Рис. 15: Конгруентнiсть двох трикутникiв за
трьома сторонами -2

Будуємо вiдрiзок [C ′, C ′′], який перетинає пряму A′+B′ в точцi D.Для
точки D є три можливостi — або вона є одним iз кiнцiв вiдрiзка [A′, B′],
або вона є внурiшньою точкою вiдрiзка [A′B′] (див. рис. 14), або вона
не є точкою вiдрiзка [A′B′] (див. рис. 15).
Розглянемо перший випадок, нехай D = A′. Тодi трикутник △C ′C ′′B′

рiвнобедрений, i його кутами при основi є ∠C ′,∠C ′′. В такому випадку
за теоремою 2.15 трикутники △A′C ′B′ i △A′C ′′B′ конгруентнi, отже
конгруентними є також трикутники △A′C ′B′ i △ACB .
В другому i третьому випадках розглядаєємо рiвнобедренi трикутники
△A′C ′C ′, △C ′C ′′B′ i ствердуємо конгруентнiсть кутiв при їх основах

∠A′C ′C ′′ ∼= ∠A′C ′C ′′, ∠B′C ′C ′′ ∼= ∠B′C ′C ′′

В будь-якому разi одна з точок A′, B′, D лежить мiж двома iншими i
можна застосувати теорему 2.8, яка забезпечує конгруентнiсть

∠A′C ′B′ ∼= ∠A′B′C ′′.

I в наших випадках за теоремою 2.15 трикутники △A′C ′B′ i △A′C ′′B′

конгруентнi, отже конгруентними є також трикутники △A′C ′B′ i △ACB
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Теорема доведена.

2.5 Порiвняння, додавання на вiднiмання вiдрiзкiв та кутiв.

2.5.1 Факторизацiя

Вiдношення конгруентностi є вiдношенням еквiвалентностi i на множи-
нi вiдрiзкiв i на множинi кутiв, отже на цих множинах можна утворити
фактормножину по вiдншенню конгруентностi. Нагадаємо, що елемен-
тами фактормножини M/ ∼ множини M по вiдношенню еквiвалентно-
стi ∼ є класи еквiвалентнотсi a елементiв a ∈ M , де

a = {b ∈ M |b ∼ a}.

Iншими словами, всi вiдрiзки, що конгруентнi даному вiдрiзку, i всi
кути, що конгруентнi даному куту, є факторкласами множини вiдрiз-
кiв чи фактормножину множини кутiв по вiдношенню конгруентностi.
Подiбним чином, коли взяти множину Z цiлих чисел i вiдношення еквi-
валентнстi ∼: для m.n ∈ Z

m ∼ n ⇔ ∃k ∈ Z (m− n = 2k),

тодi фактормножина Z/ ∼= {0, 1}, де

0 = {0,±2,±4, . . . ,±2n, . . .},

1 = {±1,±3, . . . ,±2n+ 1, . . .},

Iснує канонiчна (природна) проекцiя, канонiчне сюр’єктивне вiдображе-
ння iз множини у фактормножину, що ставить у вiдповiднiсть кожному
елементовi його клас еквiвалентностi. Так елементу 7 ∈ Z канонiчна
проекцiя ставить у вiдповiднiсть 7 = 1 ∈ Z/ ∼ . Мовна практика дозво-
ляє для елемента множини i для вiдповiдного (образа при канононiчно-
му проектуваннi) елемента фактмножини використовувати одне i те ж
позначення. Наприклад, можна писати Z/ ∼= {0, 1}. а клас векторiв,
що мають один i той же напрям i одну i ту ж довжину також називати
вектором.

По можливостi будемо уникати такої розкутостi в термiнологiї, однак не
будемо занадто правовiрними, особливо коли пуританство призводить
до корчакумакуватих мовних конструкцiй.
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2.5.2 Порiвняння вiдрiзкiв

Визначення 2.8 Нехай B,C двi рiзнi точки променя h, що виходить
iз точки A Тодi у випадку, коли точка B лежить мiж точками A i
C, кажемо, що вiдрiзок [A,B] менше вiдрiзка [A,C] i пишемо [A,B] <
[A,C].

Зрозумiло, що введене бiнарне вiдношення не є вiдношенням порядку,
тому що воно не транзиивне. На рис. 2.5.2 зобржена три вiдрiзки [A,B],
[A,C], [B,D], де [A,B] менше вiдрiзка [A,C], вiдрiзок [B,D] менше
вiдрiзка [A,B], але вiдрiзок [B,D] не менше вiдрiзка [A,C],

dA dD dB dC
Рис. 16: Вiдрiзок [A,B] менше вiдрiзка [A,C], вiдрiзок [B,D] менше вiдрiзка [A,B], але вiдрiзок
[B,D] не менше вiдрiзка [A,C], оскiльки не мають спiльного кiнця.

Нижче клас вiдрiзкiв, що конгруентнi вiдрiзку [A,B] будемо позначати
[A,B]

Визначення 2.9 На множинi класiв конгруентних вiдрiзкiв введемо бiнарне
вiдношення ≺ правилом; для двох класiв u, v конгруентних вiдрiзкiв ввежаємо
u ≺ v тодi i тiльки тодi, коли для деяких точок A,B,C,D u = [A,B], v =
[C,D] i [A,B] < [C,D]. Обернене вiдношеня до < позначаємо >, а обернене
вiдношеня до ≺ позначаємо ≻. Знак ≺ будемо називати “менше“

Теорема 2.19 Вiдношення “менше“ на множинi класiв конгруентних вiдiзкiв
є вiдношенням лiнiйного порядку

Доведення. Перевiряємо антисметричнiсть введеного вiдношення. Потрiбно до-
вести,що для двох класiв конгруентнх вiдрiзкiв u, v неможливо, щоб виконува-
лися двi спiввiдношення — u ≺ v i v ≺ u. Припустимо, що для ддеяких класiв
u, v u ≺ v i v ≺ u. Це означє, що в цих класах є вiдрiзки [A1, B1], [A2, B2] ∈
u, [C1, D1], [C2, D2] ∈ v такi, що [A1, B1] < [C1, D1], [A2, B2] > [C2, D2]. Буде-
мо вважати, що A1 = C1, A2 = C2 (див рис. 2.5.2)

dA1 = C1 dB1 dD1 α dA2 = C2 βdD2 dB2

Рис. 17: Вiдношення “менше“ антсиметричне

i (C1, B1, D1) ∈ Mizh, (A2, D2, B2) ∈ Mizh.
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Позначимо h промiнь, що виходить iз точки A1 i на якому лежать точки B1, D1,
а k означає промiнь, що виходить iз точки A2 i на якому лежать точки B2, D2,
Також позначимо α одну iз пiвплощин, на якi дiлиться площина прямою h ∪
{A1} ∪ h, i позначимо β одну iз пiвплощин, на якi дiлиться площина прямою
k ∪ {A2} ∪ k.
Оскiльки [A1, B1] ∼= [A2, B2], то iснує рух f1 такий, що

f1(h) = k, f1(α) = β, f1(B1) = B2;

оскiльки [A1, B1] ∼= [A2, B2], то iснує рух f2 такий, що

f2(h) = k, f2(α) = β, f2(D1) = D2;

оскiльки iснує єдиний рух f , для якого

f(h) = k, f(α) = β,

то f1 = f2 = f i

f(h) = k, f(A1) = A2, f(B1) = B2, f(D1) = D2

Рухи зберiгають вдношення Mizh, тому

(C1, B1, D1) ∈ Mizh ⇒ (f(C1), f(B1), f(D1)) = (C2, B2, D2) = (A2, B2, D2) ∈ Mizh,

що суперечить припущенню (A2, D2, B2) ∈ Mizh.

Доведемо транзитивнiсть вiдношення ≺. Нехай u, v, w — три класи конгруентних
вiдрiзкiв, u ≺ v, v ≺ w i [A1, B1], [A1, B2] такi, що

[A1, B1] ∈ u, [A1, B2] ∈ v, (A1, B1, B2) ∈ Mizh,

а [A2, 1], [A2, 2] такi, що

[A2, C1] ∈ v, [A2, C2] ∈ w, (A2, C1, C2) ∈ Mizh,

Розглядаємо промiнь h, що виходить iз точки A1 i на якому лежить точка B2,
позначаємо α одну iз площин, на якi роздiляє площину пряма h ∪ h. Також
розглядаємо промiнь k, що виходить iз точки A2 i на якому лежить точка C1,
позначаємо β одну iз площин, на якi роздiляє площину пряма k ∪ k. Позначаємо
f той рух, що переводить промiнь k в промiнь h i пiвплощину β в пiвплощину
α. Iз того, що [A1, B2] ∈ v, [A2, C1] ∈ v, тобто [A1, B2] ∼= [A2, C1], випливає, що
f(C1) = B2, [A1, f(C2)] ∈ w. Ми маємо

(A1, B1, B2) ∈ Mizh, (f(A2), f(C1), f(C2)) = (A1, B2, f(C1)) ∈ Mizh,

що дозволяє застосувати теорему 1.3 (точнiше, лему 1.2 i записати (A1, B1, f(C1)) ∈
Mizh, i [A1, B1] < [A1, f(C2)], u ≺ w.
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Ми довели, що введене вiдношення ≺ є вiдношенням лiнiйного порядку. Лиши-
лося довести, що введене вiдношенняя є вiдношенням лiнiйного порядку, тоб-
то що всi класи конгруентних вiдрiзкiв порявнюванi. Для довдення вибираємо
будь-якi два рiзнi класи u, v конгруентних вiдiзкiв. Вибираємо в цих класах по
вiдрiзку: [A,B] ∈ u, [C,D] ∈ v, вибираємо рух f що переводить промiнь з по-
чатком в C i на якому лежить D в промiнь з початком в A, на якому лежить
B. оскiльки можливi лише два випадки, або (A = f(C), f(D), B) ∈ Mizh, або
(A = f(C), B, f(D)) ∈ Mizh, вiдповiдно, або u ≺ v або v ≺ u.

Теорема доведена.

Порiвняння кутiв

З кутами дiємо так же, як iз вiдрiзками.

Визначення 2.10 Нехай h, k, l три променi, що виходять iз однiєї точки, i
промiнь k розташований мiж променями h i l. тодi кажемо, що кути (h, k), (k, l)
меншi кута (h, l) i пишемо

(h, k) < (h, l), (k, l) < (h, l).

Введене вiдношення не є вiдношенням порядку, тому що воно не транзитивне,
але воно антисметричне.

Визначення 2.11 На множинi класiв конгруентних кутiв введемо бiнарне вiд-
ношення ≺ правилом; для двох класiв u, v конгруентних кутiв ввежаємо u ≺ v
тодi i тiльки тодi, коли для деяких променiв h, k, l,m u = (h, k), v = (l,m)
i (h, k) < (l,m). Обернене вiдношеня до < позначаємо >, а обернене вiдношеня
до ≺ позначаємо ≻. Знак ≺ будемо називати “менше“

Теорема 2.20 Вiдношення “менше“ на множинi класiв конгруентних кутiв є
вiдношенням лiнiйного порядку

Доведення теореми подiбне до доведення вiдповiдної теореми для вiдрiзкiв.

Додавання вiдрiкiв та кутiв.

Визначення 2.12 Суму w = u+ v двох класiв u, v конгруентних вiдрiзкiв ви-
значаємо наступним чином. Вибираємо точку O i два променi h, h, що вихо-
дять iз точки O, на променi h вибираємо точку A, а на променi overlineh

вибираємо точку B так, що [OA] ∈ u, [O,B] ∈ v. Тодi w є ти класом, який
мiстить вiдрiзок [A,B].
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Стандартна перевiрка показує, що додавання класiв конгруентних вiдрiзкiв скрiзь
визначне (додавати можна будь-якi класи), додавання комутативне та асоцiатив-
не.
Подiбним чином можна визначити додавання кутiв та породене ним додавання
класiв конгруентих кутiв.

2.6 Додавання та вiднiмання кутiв та вiдрiзкiв

Визначення 2.13 Нехай є три променi a, b, c, що виходять iз однiєїточки O,
причому промiнь b знаходиться мiж променями a та c. Тодi (a, c) = (a, b) +
(b, c). тобто кут (a, c) є сумою кутiв (a, b) i (b, c).

Для класу u конгруентних вiдрiзкiв i для n = 1, 2, 3, . . . запис n · u означає суму
n доданкiв, кожен iзз яких дорiвнює u

Додавання кутiв i додавання класiв конгруентних кутiв є частковими операцi-
ями, Наприклад, сума двох прямх кутiв не iсну. оскiльки ми не ввели поняття
розгорнутого кута.
Для потреб пропонованого курсу не потрiбнi нульовi вiдрiзки та нульовi кути,
не потрiбнi розгорнутi та повнi кути, не потрiбнi додатнi та вiд’ємнi кути. Нам
потрiбнi дослiдження аксiом i побудова моделей.

2.7 Дiлення вiдрiзкiв i кутiв навпiл

Визначення 2.14 Точка O називається серединою вiдрiзка [A,B], якщо [A,O] ∼=
[O,B].

Теорема 2.21 Кожен вiдрiзок має середину. Ця середина єдина i є внутрi-
шньою точкою вiдрiзка.

Доведення. Нехай [A,B] вiдрiзок, точка C не належить прямiй A + B.α — та
пiвплощина вiдносно прямої A + B в якiй лежить точка C. дрiга пiвплощина
вдносно прямої A + B. Позначимо через h, k променi, що виходять iз точки B,
A ∈ h, k ∈ β. Промiнь k проведений так, щоб

∠CAB ∼= (h, k).

Будуємо на променi k точку D так, щоб [A,C] ∼= [B,D] (див. рис. 18). Позначаємо
буквою O точку перетину прямої C +D з прямою A+B.
За теоремою 2.15

[A,C] ∼= [B,D], [A,B] ∼= [B,A],∠CAB ∼= (h, k) ⇒ △ABC ∼= △ABD,
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Рис. 18: Побудова середини вiдiзка

Вибираємо рух f , для якого

f(α) = β, f(β) = α, f(A) = B, f(B) = A.

цей рух переведе трикутник △ABC в тикутник △ABD. Тому f(C) = D, f(D) =
A. Оскiльки ff(A + B) = A + B, f(C + D) = C + D, то f(O) = O. Звiдси
виливає, що [A,O] ∼= [O,B], i iснуання середини вiдрiхка доведено.

Єдинiсть середини вiдрiзка випливає з єдиностi руху, який переводить пiвпло-
щину α в себе, а точки A,B мiняє мiсцями.

Прпущення, що обидвi точки A,B лежать на прямiй A+B по одну сторону вiд
O, приводить до рiвностi A = B. Отже O внутрiшня точка вiдрiзка [A,B].

Теорема доведеня.

Якщо O середина вiдрiзка [AB], i u клас вiдрiзкiв, що конгруентнi [A,B], запис
1
2u означає клас вiдрiзкiв, що конгруентнi вiдрiзку [AO].

Подiбно до середини вiдiзка вводиться поняття бiсектиси кута, формулюється i
доводться теорема про iснування i єдинiсть бiсектриси кута.

2.8 Аксiома неперервностi

Аксiома неперервностi. Якщо точки деякої прямої розбитi на
двi непорожнi пiдмножини M,N ⊆ a так, що

a = M ∪N, M ∩N = ∅, (15)

i жодна точка однiєї множини не лежить мiж точками другої
множини, то iснує промiнь h ⊂ a на прямiй a, що виходить з
деякої точки ∈ A, такий, що

h ⊆ M, h ⊆ N.
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Теорема 2.22 Нехай є така нескiнченна послiдовнiсть A0, A1, A2, . . . , An, . . .
точок прямої a, що для i = 0, 1, 2, . . . (Ai, Ai+1, Ai+2) ∈ Mizh, причому [Ai, Ai+1] =
[A0, A1] для i = 0, 1, 2, . . . . Тодi для будь-якої точки B ∈ a знайдеться номер
i = 0, 1, 2, . . . такий, що (B,Ai, Ai+1) ∈ Mizh..

Доведення. Нехай K = {A0, A1, A2, . . . , An, . . .} така послiдовнiсть точок, як в
умовi теореми. Доводимо теорему методом вiд протилежного, отже позначаємо
B — довiльну точка тiєї прямої, на якiй лежать точки послiдовностi, i для якої

∀i = 0, 1, 2, . . . (B,Ai, Ai+1) /∈ Mizh.

. Утворимо двi множини M , N точок прямої наступним чином. До першої мно-
жини M вiднесемо всi тi точки X, для яких

∃i = 0, 1, 2, . . . (X,Ai, Ai+1) ∈ Mizh. (16)

До другої множини N вiднесемо всi тi точки X, для яких

∀i = 0, 1, 2, . . . (X,Ai, Ai+1) /∈ Mizh. (17)

Побудованi множини не порожнi, оскiльки B ∈ N , A0, A1, . . . ∈ M. Форми за-
писiв умов (16) та (17) за законами несуперечностi та виклдюченого третього
показують, що виконуються умови (15).
Введемо на прямiй вiдношення порядку <, що узгоджене з вiдношенням Mizh,
так, що

A0 < A1 < A2 < . . .

В цих позначеннях умова (17) може бути ереписана у виглядi

∀i = 0, 1, 2, . . . (Ai < Ai+1 < X). (18)

тобто точка X бiльша будь-якої точки iз послiдовностi A0, A1, . . .. Якщо тепер
точка X знаходиться мiж двома точками Y, Z i Y < X < Z, то один iз цих
елементiв Y, Z (у вибрному розташуванi Z) також бiльше будь-якого елемента
послiдовностi A0, A1, . . ..i, вiдповiдно Z ∈ N. Ми довели, що жоден елемент iз
N не лежить мiж двома елементами iз M , Подiбнм чином, якщо X ∈ M , X <

Ai < Ai+1 i точка X знаходиться мiж двома точками Y, Z i Y < X < Z, то для
одного iз цих елементiв Y (у вибрному розташуванi Z) також Y < Ai < Ai+1

.i, вiдповiдно Y ∈ M. Ми довели, що жоден елемент iз N не лежить мiж двома
елементами iз M ,
Сказане вищеозначає, що до побудованих множин M,N можна застосувати аксi-
ому неперервностi. Згiдно з цiєю аксiомою iснує промiнь h ⊂ a на прямiй a, що
виходить з деякої точки ∈ A, такий, що

h ⊆ M, h ⊆ N.
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Рис. 19: Умови [Ai, Ai+1] < [Ai, A] < [A,C] роблять неможливим [A,C] ∼= [Ai, Ai+1]

Вiдмiчаємо на променi h точку C так, щоб [A,C] ∼= [A0, A1]. Зауважуємо, що
A /∈ K, оскiльки протилежне — A = Ai ∈ K приводить до того, що Ai+1 ∈ N.
Також C /∈ K, оскiльки протилежне — C = Ai ∈ K приводить до того, що
Ai+1 = A.

Маємо чотири рiзнi точки C,Ai, Ai+1, A (див. рис. 19), для яких C < Ai < Ai+1 <
A i [Ai, Ai+1] < [A,C], що суперечить [A,C] ∼= [A0, A1] ∼= [Ai, Ai+1].
Одержана сцперечнiсть доводить неможливiсть iснування вибраної нами точки
B

Теорема доведена.
Теорема 2.22 в iнших аксiоматричних системах виступає як аксiома, її називають
аксiомою Архiмеда. До Архiмеда цю аксiому формулював i використовував грек
Евдокс Кнiдський.

Щодо повноти та несуперечностi введеної системи аксiом Несупере-
чнiсть введеної системи аксiом зводиться до несуперечностi поля дiйсних чисел,
оскiльки моделлю для цiєї систми є дйсна площина R2.

Система аксiом повна, оскiльки в кожнiй моделi можна ввести систему ко-
ординат з координатизуючим полем дiйсних чисел. При цьому суттєво викори-
стовується аксiома паралельностi. Геометрiя, яка розвивається без використання
аксiоми паралельностi називається абсолютною геометрiєю.

Неможливiсть доведення тiєї чи iншої аксiоми доводиться побудовою вiдпо-
вiдної моделi, моделi, де та чи iнша аксiома не виконується. Оскiльки систему
координат ми ввели з використанням гомотетiй,i, вiдповiдно, з використанням
аксiоми паралельностi, то моделi де не виконується та чи iнша аксiома, можна
будувати серед площин F 2 iз доречно вибраним полем F . Такими полями можна
брати поля ненульовї характеристики, поле рацiональних чисел, розширення по-
ля рацiоналних чисел, в якому iснують коренi квадратнi iз будь-якого додтнього
числа (в цьому полi два кола, у яких вiдстань мiж центрами i радiуси утворюють
трикутник, перетинаються), неархiмедовi поля.
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Покажчик
додавання

кутiв, 34
вiдрiзкiв, 34

елемент
iнволютивний, 25

iнволюцiя, 25
кiнцi

вiдрiзка, 3
кут

бiсектриса, 35
нульовий, 34
позначення, 26
прилеглий, 26
прямий, 23
розгорнутий, 34
сумiжний, 22, 23
трикутника, 26
вертикальний, 23

кути
додавання, 34
вертикальнi, 22

прямi
перпендикулярнi, 24

сторона
прилегла до кута, 26
протилежна до кута, 26
трикутника, 26

трикутник, 26
рiвнобедрений, 27

основа, 27
трикутники

конгруентнi, 26
вершина

трикутника, 26
вiдноешння

лiнiйного порядку, 7
вiдношення

часткового порядку, 7
порядку, 7

вiдрiзок, 2, 3
нульовий, 2, 34
середина, 34

внутрiшнi точки
вiдрiзка, 3
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