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1 Ïðÿìà íà àôiííié ïëîùèíi i â òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði
Íàãàäà¹ìî, ùî íà àôiííié ïëîùèíi ñèñòåìà êîîðäèíàò ìîæå áóòè áóäü-ÿêîþ

(êîñîóãîëüíîþ) òà ñêàëÿðíèé äîáóòîê íå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ.

1.1 Âåêòîðíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ â àôiííîìó ïðîñòîði
Òâåðäæåííÿ 1.1 Íåõàé ¹ òî÷êà O (òî÷êà âiäëiêó), ïðÿìà l i òî÷êè A,B íà
öié ïðÿìié A 6= B. Ïîçíà÷èìî

−→
OA = ~r0,

−→
AB = ~a,

Òî÷êà C ç ðàäióñîì-âåêòîðîì ~r =
−→
OC ëåæèòü íà ïðÿìié l òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè
~r = ~r0 + ~a · t, ~a 6= ~0. (1)

©©©©©©©©©©*
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A B C~a Cl

~r0 ~r = ~r0 + ~a · t

Ñôîðìóëüîâàíå òâåðæäåííÿ äîâîäèòè íå áóäåìî. Áóäåìî ââàæàòè, ùî âîíî
âiäîìå iç øêiëüíîãî êóðñó ãåîìåòði¨, àáî ìîæå áóòè äîâåäåíå ç âèêîðèñòàííÿì
øêiëüíîãî îáñÿãó çíàíü ç àêñiîìàòèêè ïëîùèíè i òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó. Ùå
îäíà ïðè÷èíà âiäìîâè âiä äîâåäåííÿ � ïðè óçàãàëüíåííÿõ äiéñíî¨ ïëîùèíè,
êîëè øêiëüíà àêñiîìàòèêà äiéñíî¨ ïëîùèíè âiäñóòíÿ, ðiâíÿííÿ ñòà¹ îçíà÷åííÿì
ïðÿìî¨, i, òàêèì ÷èíîì, íå âèìàãà¹ äîâåäåííÿ.

Âèçíà÷åííÿ 1.1 Ðiâíÿííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, à
âåêòîð ~a â íüîìó íàçèâà¹òüñÿ íàïðÿìíèì âåêòîðîì ïðÿìî¨.

Ç âèêîðèñòàííÿ îçíà÷åííÿ âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ òâåðäæåííÿ 1.1 ìîæå
áóòè ïåðåôîðìóëüîâàíå íàñòóïíèì ÷èíîì

Òâåðäæåííÿ 1.2 Êîæíà ïðÿìà ìîæå áóòè çàäàíà âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì
(1), i êîæíå âåêòîðíå ðiâíÿííÿ (1) çàäà¹ ïðÿìó.

1.2 Ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨
Òâåðäæåííÿ 1.3 Êîæíà ïðÿìà íà ïëîùèíi ìîæå áóòè çàäàíà ðiâíÿííÿì
âèãëÿäó {

x = x0 + a1 · t,
y = y0 + a2 · t. (2)
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i êîæíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (2) çàäà¹ ïðÿìó.
Êîæíà ïðÿìà ó ïðîñòîði ìîæå áóòè çàäàíà ðiâíÿííÿì âèãëÿäó





x = x0 + a1 · t,
y = y0 + a2 · t,
z = z0 + a3 · t.

(3)

i êîæíå ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (3) çàäà¹ ïðÿìó â òðèâèìiðíîìó äiéñíîìó àôiííîìó
ïðîñòîði.

Òâåðäæåííÿ ïðàâèëüíå òîìó, ùî ðiâíÿííÿ (2) ¹ ðiâíîñèëüíèì ïåðåçàïèñîì
âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ (1) ó âèïàäêó, êîëè ¹ àôiííà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîùèíi
� â òàêîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (1) ïåðåïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

(
x

y

)
=

(
x0

y0

)
+

(
a1

a2

)
· t, {a1, a2} 6= ~0. (4)

Òåïåð ðiâíÿííÿ (2) ¹ ïîêîîðäèíàòíèì çàïèñîì ðiâíîñòi (4). Òàê ñàìî îá ðóíòî-
âó¹òüñÿ òðèâèìiðíèé âèïàäîê.

Âèçíà÷åííÿ 1.2 Ðiâíÿííÿ (2) íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿ-
ìî¨ íà ïëîùèíi, à (3) íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ ó òðè-
âèìiðíîìó ïðîñòîði.

Ðîçãëÿíåìî ïðÿìó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A(2, 5) i ìà¹ íàïðÿìíèé âåêòîð
~a = {−1, 3}. Òîäi ~r0 = {2, 5} i âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì öi¹¨ ïðÿìî¨ áóäå

(
x

y

)
=

(
2
5

)
+

( −1
3

)
· t.

Òå æ ñàìå ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè â ïîêîîðäèíàòíîìó çàïèñi, òîáòî ó âèãëÿäi
ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ.

{
x = 2− t,
y = 5 + 3t.

ßêùî ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A(2, 5, 0) i ìà¹ íàïðÿìíèé âåêòîð ~a =
{−1, 0, 3}. Òîäi ~r0 = {2, 5, 0} i âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì öi¹¨ ïðÿìî¨ áóäå




x

y
z


 =




2
5
0


 +



−1
0
3


 · t.

Òå æ ñàìå ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè â ïîêîîðäèíàòíîìó çàïèñi, òîáòî ó âèãëÿäi
ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ.
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x = 2− t,

y = 5,
z = 3t.

ßêùî ïðÿìà çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì




x = −t,

y = 3,
z = 0,

òî ïåðåïèñó¹ìî éîãî iç ÿâíîþ âêàçiâêîþ âñiõ ñêëàäîâèõ




x = 0− 1 · t,
y = 3 + 0 · t,
z = 0 + 0 · t.

i òîäi ïåðåïèñó¹ìî ó âèãëÿäi âåêòîðíîãî ðiâíÿííÿ:



x

y
z


 =




0
3
0


 +



−1
0
3


 · t.

1.3 Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ (�÷åðåç òî÷êó ïàðàëåëüíî âåêòîðó�)
Çíàõîäÿ÷è t ç óñiõ ðiâíÿíü ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (2) ÷è (3) i ïðèðiâíþþ÷è
¨õ, ìè îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ òi¹¨ æ ïðÿìî¨ ó âèãëÿäi

x− x0

a1
=

y − y0

a2
(5)

äëÿ ïëîùèíè i ó âèãëÿäi
x− x0

a1
=

y − y0

a2
=

z − z0

a3
(6)

äëÿ òðèâèìiðíîãî ïðîñòîðó.

Âèçíà÷åííÿ 1.3 Ðiâíÿííÿ (5) íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨,
ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x0, y0) â íàïðÿìêó âåêòîðà {a1, a2} íà ïëîùèíi, à
ðiâíÿííÿ (6) íàçèâàþòüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó (x0, y0, z0) â íàïðÿìêó âåêòîðà {a1, a2, a3} ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði.

Â ðiâíÿííÿõ (5), (6) íåìà¹ íi÷îãî íåçâè÷íîãî, êîëè âåêòîðè {a1, a2} òà {a1, a2, a3}
íå ìàþòü íóëüîâèõ êîîðäèíàò. ßêùî æ íóëüîâi êîîðäèíàòè ¹, òî öi ðiâíÿííÿ
ñòàþòü óìîâíèìè � äðiá ç 0 ó çíàìåííèêó êîðåêòíèé, êîëè i ÷èñåëüíèê äîðiâíþ¹
íóëþ.
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Íàâåäåìî ïðèêëàäè. Íåõàé ¹ òî÷êà A = (2, 5, 0). Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç òî÷êó A â íàïðÿìêó âåêòîðà ~a = {2, 3, 1} ìà¹ çâè÷àéíå êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ:

x− 2

2
=

y − 5

3
=

z − 0

1
.

ßêùî æ íàïðÿìíèé âåêòîð ~a ìà¹ íóëüîâi êîîðäèíàòè ~a = {0, 2, 3}, òî êàíîíi÷íå
ðiâíÿííÿ ïðèéìà¹ âèãëÿä

x− 2

0
=

y − 5

2
=

z − 0

3
,

ÿêå çà äîìîâëåíiñòþ ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ñèñòåìà

x = 2,
y − 5

2
=

z − 0

3
.

À ÿêùî íàïðÿìíèé âåêòîð ~a ìà¹ äâi íóëüîâi êîîðäèíàòè, íàïðèêëàä, ~a =
{0, 1, 0}, òî ðiâíÿííÿ

x− 2

0
=

y − 5

1
=

z − 0

0
.

çà äîìîâëåíiñòþ ðîçóìi¹òüñÿ ÿê ñèñòåìà

x = 2, z = 0.

Â äàíîìó âèïàäêó çìiííà y ìîæå ïðèéìàòè áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ. Òîáòî öå ïðÿìà,
ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (2, 5, 0) ïàðàëåëüíî îñi Oy.

1.4 Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ �÷åðåç äâi òî÷êè�
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïîòðiáíî íàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç äâi ðiçíi çàäàíi òî÷êè A(x1, y1), B(x2, y2) (íà ïëîùèíi) ÷è A(x1, y1, z1),
B(x2, y2, z2) (ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði). Â öüîìó âèïàäêó ìè ìîæåìî ââàæàòè,
ùî ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A ó íàïðÿìêó âåêòîðà −→AB = {x2−x1, y2−y1}
(íà ïëîùèíi) ÷è −→AB = {x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1} (ó ïðîñòîði), i ïåðåïèñàòè
ðiâíÿííÿ (5) ÷è (6) ó âèãëÿäi

x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
. (7)

÷è ó âèãëÿäi
x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
=

z − z1

z2 − z1
. (8)

Âèçíà÷åííÿ 1.4 Ðiâíÿííÿ (7 ), (8) íàçèâàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ïðÿìî¨ �÷åðåç
äâi òî÷êè�
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Ïðèêëàä. Çàïèñàòè ðiâíÿííÿ ñòîðií (ïðÿìèõ, íà ÿêèõ ëåæàòü ñòîðîíè)
òðèêóòíèêà iç âåðøèíàìè A(2,−2, 1), B(3, 3, 0), C(−1, 7, 2).

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôîðìóëàìè (8): äëÿ ñòîðîíè AB

x− 2

3− 2
=

y + 2

3 + 2
=

z − 1

0− 1
,

x− 2

1
=

y + 2

5
=

z − 1

−1
;

äëÿ ñòîðîíè AC

x− 2

−1− 2
=

y + 2

7 + 2
=

z − 1

2− 1
,

x− 2

−3
=

y + 2

9
=

z − 1

1
;

äëÿ ñòîðîíè BC

x− 3

−1− 3
=

y − 3

7− 3
=

z − 0

2− 0
,

x− 3

−4
=

y − 3

4
=

z

2
.

1.5 Ðiâíÿííÿ âiäðiçêà. Ïîäië âiäðiçêà ó äàíîìó âiäíîøåííi
Çà îçíà÷åííÿì ìíîæåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî òî÷êà M ëåæèò íà âiäðiçêó AB òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè −−→

AM = t · −→AB, 0 < t < 1.

Çàïèñøåìî öþ ðiâíiñòü â êîîðäèíàòíîìó âèãëÿäi, ÿêùî A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2)
i îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ âiäðiçêà AB:





x = x1 + t(x2 − x1),
y = y1 + t(y2 − y1),
z = z1 + t(z2 − z1).

0 < t < 1 (9)

ßêùî −−→AM = t · −→AB, òî âiäïîâiäíî, −−→MB = (1− t) · −→AB. ×èñëî

λ =
|AM |
|MB| =

t

1− t
, 0 < λ < ∞

íàçèâàþòü âiäíîøåííÿì, â ÿêîìó òî÷êà M äiëèòü âiäðiçîê AB. Âiääàþ÷è
äàíèíó òðàäèöi¨, ãîâîðÿòü ïðî ïîäië âiäðiçêà, àëå íàñïðàâäi ìîâà éäå ïðî íà-
ïðÿìëåíèé âiäðiçîê, â ÿêîìó âàæëèâèì ¹ òå, ÿêà òî÷êà ¹ ïî÷àòêîì, à ÿêà êiíöåì
âiäðiçêà.

Òâåðäæåííÿ 1.4 Òî÷êà M(x, y, z) äiëèòü âiäðiçîê AB, A(x1, y1, z1), B(x2, y2, z2)
ó âiäíîøåííi λ (0 < λ < ∞) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

x =
x1 + λx2

1 + λ
, y =

y1 + λy2

1 + λ
, z =

z1 + λz2

1 + λ
. (10)
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿäàòè áóäåìî ëèøå òðèâèìiðíèé âèïàäîê � íåõòóþ÷è
òðåòüîþ êîîðäèíàòîþ ìè îäåðæèìî äâîâèìiðíèé âèïàäîê.

Äëÿ âèáðàíîãî ÷èñëà λ, 0 < λ < ∞ øóêà¹ìî ÷èñëî t äëÿ ÿêîãî λ =
t

1− t
:

λ(1− t) = t, t =
λ

1 + λ
, 0 < t < 1,

Ïiäñòàâëÿ¹ìî t =
λ

1 + λ
â (9) i ðîáèìî ïåðåòâîðåííÿ

x = x1 +
λ

1 + λ
(x2 − x1) =

(λ + 1)x1 + λ(x2 − x1)

λ + 1
=

x1 + λx2

λ + 1
,

y = y1 +
λ

1 + λ
(y2 − y1) =

(λ + 1)y1 + λ(y2 − y1)

λ + 1
=

y1 + λy2

λ + 1
,

z = z1 +
λ

1 + λ
(z2 − z1) =

(λ + 1)z1 + λ(z2 − z1)

λ + 1
=

z1 + λz2

λ + 1
,

Òâåðäæåííÿ äîâåäåíå.

Çàñòîñó¹ìî öþ ôîðìóëó äî âèïàäêó, êîëè âiäðiçîê äiëèòüñÿ íàâïië � êîëè
òî÷êà M ¹ ñåðåäèíîþ âiäðiçêà AB. Òîäi t = 0.5, λ = 1 i ìè îäåðæó¹ìî âiäîìó
ôîðìóëó äëÿ êîîðäèíàò ñåðåäèíè âiäðiçêà:

x =
x1 + x2

2
, y =

y1 + y2

2
, z =

z1 + z2

2
.

Áóâà¹ çðó÷íî ãîâîðèòè ïðî ïîäië âiäðiçêà ó âiäíîøåííi λ1

λ2
, òîáòî òî÷êà M

äiëèòü âiäðiçîê ó âiäíîøåííi λ1

λ2
, ÿêùî

|AM |
|MB| =

λ1

λ2
,

çíîâó æ ðîçðiçíÿ¹ìî ïî÷àòîê i êiíåöü âiäðiçêà AB. Â òàêîìó âèïàäêó ïiäñòàâëÿ¹ìî
λ1

λ2
, çàìiñòü λ i ïåðåòâîðþ¹ìî ôîðìóëè (10) â

x =
λ2x1 + λ1x2

λ1 + λ2
, y =

λ2y1 + λ1y2

λ1 + λ2
, z =

λ2z1 + λ1z2

λ1 + λ2
. (11)

Ôîðìóëè (11) ¹ ôîðìóëàìè êîîðäèíàò òî÷êè, ùî äiëèòü çàäàíèé âiäðiçîê ó
çàäàíîìó âiäíîøåííi λ1 : λ2 (λ1, λ2 > 0).

Ïðèêëàä. Çíàéòè êîîðäèíàòè òî÷êè M(x0, y0, z0) ïåðåðåòèíó ìåäiàí òðèêóòíèêà
ç âåðøèíàìè A(2, 4,−1), B(0, 1, 1), C(3, 4, 6).
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Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî ñðåäèíó N(x1, y1, z1) âiäðiçêà AB:

x1 =
2 + 0

2
= 1, y1 =

4 + 1

2
=

5

2
, z1 =

−1 + 1

2
= 0.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî òî÷êà M äiëèòü âiäðiçîê CN ó âiäíîøåííi 2:1.
Òåïåð çíàéäåìî êîîðäèíàòè M(x0, y0, z0) çà ôîðìóëàìè (11)

x0 =
1 · 3 + 2 · 1

3
=

5

3
, y0 =

1 · 4 + 2 · 5
2

3
= 3, z0 =

1 · 6 + 2 · 0
3

= 2.

1.6 Çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi
Ìà¹ìî ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨:

{
x = x0 + a1 · t,
y = y0 + a2 · t.

Îñêiëüêè íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨ íåíóëüîâèé, òî iç îäíîãî ç ðiâíÿíü â çàäàííi
ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi ó ïàðàìåòðè÷íîìó âèãëÿäi ìîæíà çíàéòè t (âèðàçèòè t ÷åðåç
x àáî y) i ïiäñòàâèòè â äðóãå. Îäåðæèìî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

ax + by + c = 0, a2 + b2 6= 0. (12)

Âèçíà÷åííÿ 1.5 Ðiâíÿííÿ (12) íàçèâà¹òñüÿ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ íà
ïëîùèíi.

Ìè ìîæåìî ïåðåéòè äî çàãàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi âiä êàíîíi÷íîãî
ðiâíÿííÿ:

x− x0

a1
=

y − y0

a2
.

Ðîçêðè¹ìî öþ ïðîïîðöiþ ó âèãëÿäi

a2(x− x0)− a1(y − y0) = 0.

òà ïîçíà÷èìî a = a2, b = −a1. Òîäi ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ íà ïëîùèíi çàïèøåòüñÿ ó
âèãëÿäi

a(x− x0) + b(y − y0) = 0

àáî
ax + by + c = 0,

äå c = −(ax0 + by0).
Âåêòîð ç êîîðäèíàòàìè {a, b}, ÿêèé çâ'ÿçàíèé ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì ïðÿìî¨

~a = {a1, a2} íàñòóïíèì ÷èíîì a = a2, b = −a1 íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì àôiííîé
íîðìàëè.
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Ïðèêëàäè.
1. Íåõàé ïðÿìà l çàäàíà ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿíííÿì

x = 5− 7t, y = 2 + 3t.

Òîäi
t = −x− 5

7
, y = 2 + 3

(
−x− 5

7

)
=

14− 3x + 15

7
,

i
3x + 7y − 1 = 0

¹ çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì öi¹¨ ïðÿìî¨.
2. Íåõàé ïðÿìà l çàäàíà çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì

−x + 3y + 9 = 0.

Òîäi îäíó çìiííó ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç t, à äðóãó çíàõîäèìî ÿê ôóíêöiþ âiä t. Â
íàøîìó âèïàäêó ïîçíà÷à¹ìî

y = t, x = 3t + 9,

i çàïèñó¹ìî ïàðàìåòðè÷íå ðàiíÿííÿ öi¹¨ ïðÿìî¨
{

x = 9 + 3t,
y = t.

Âiä îñòàííüîãî ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ ïåðåéäåìî äî âåêòîðíîãî
(

x
y

)
=

(
9
0

)
+

(
3
1

)
· t.

1.7 Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨ ó âiäðiçêàõ

-

6
HHHHHHHHHHHHHHHH

a

a (a, 0)

(0, b)

Íåõàé ïðÿìà l âiäòèíà¹ íà îñi Ox âiäðiçîê a, à íà îñi Oy âiäðiçîê b, ïðè÷îìó
a, b ìîæóòü áóòè âiä'¹ìíèìè, òîáòî òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¨ l ç îñÿìè êîîðäèíàò
(a, 0) i (0, b), òîäi ðiâíÿííÿ

x

a
+

y

b
= 1. (13)

íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨ ó âiäðiçêàõ.
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1.8 Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ ïðÿìèõ íà àôiííié ïëîùèíi
Ïðÿìà íà ïëîùèíi çàâæäè ìîæå áóòè çàäàíà ñâî¨ì çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì (òàê
ñàìî ÿê i êàíîíi÷íèì àáî ïàðàìåòðè÷íèì). Ó çâ'ÿçêó ç öèì, çàäà÷ó ïðî âçà¹ìíå
ðîçòàøóâàííÿ äâîõ ïðÿìèõ íà ïëîùèíi ìîæíà âèðiøóâàòè ç âèêîðèñòàííÿì
íàéáiëüø çðó÷íèõ ðiâíÿíü. Äëÿ äàíî¨ çàäà÷i âèêîðèñòîâó¹ìî ñàìå çàãàëüíi ðiâíÿííÿ.
Òâåðäæåííÿ 1.5 Íåõàé l1, l2 äâi ïðÿìi íà ïëîùèíi çàäàíi ðiâíÿííÿìè:

l1 : A1x + B1y + C1 = 0,
l2 : A2x + B2y + C2 = 0.

Ïðÿìi l1 òà l2

à) ìàþòü îäíó ñïiëüíó òî÷êó, ÿêùî A

A1
6= B

B1
;

á) íå ìàþòü æîäíî¨ ñïiëüíî¨ òî÷êè, òîáòî ïàðàëåëüíi, ÿêùî A

A1
=

B

B1
6=

C

C1
;

â) ñïiâïàäàþòü, ÿêùî A

A1
=

B

B1
=

C

C1
.

Äîâåäåííÿ. Ïðÿìi ïàðàëåëüíi àáî çáiãàþòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîîð-
äèíàòè íàïðÿìíèõ âåêòîðiâ ïðîïîðöiéíi. ßêùî ~N1 = {A1, B1} i ~N2 = {A2, B2}
âåêòîðè àôiííèõ íîðìàëåé äàíèõ ïðÿìèõ, òî ¨õ íàïðàâëÿþ÷i âåêòîðè ëåãêî
çíàõîäÿòüñÿ: ~a1 = {B1,−A1}, ~a2 = {B2,−A2}. Êîëiíåàðíiñòü íàïðÿìíèõ âåêòî-
ðiâ, òàêèì ÷èíîì, åêâiâàëåíòíà êîëiíåàðíîñòi àôiííèõ íîðìàëåé:

A1

A2
=

B1

B2
,

òîáòî A1 = µA2, B1 = µB2.
Ñïiëüíà òî÷êà äâîõ äàíèõ ïðÿìèõ ìîæå áóòè çíàéäåíà ÿê ðiøåííÿ ñèñòåìè

{
A1x + B1y + C1 = 0,
A2x + B2y + C2 = 0.

ßêùî àôiííi íîðìàëi êîëiíåàðíi, òî
{

µA2x + µB2y + C1 = 0,
A2x + B2y + C2 = 0.

Ïîìíîæèìî äðóãèé ðÿäîê íà (−µ) i äîäàìî äî ïåðøîãî ðÿäêà, îòðèìà¹ìî: C1−
µC2 = 0. Îòæå, ÿêùî A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
= µ, òî ïðÿìi ñïiâïàäàþòü. À ÿêùî

A1

A2
=

B1

B2
6= C1

C2
, òî ïðÿìi íå ìàþòü ñïiëüíèõ òî÷îê (ïàðàëåëüíi i íå ñïiâïàäàþòü).
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ßêùî àôiííi íîðìàëi íå êîëiíåàðíi A1

A2
6= B1

B2
, òîáòî ïðÿìi íå ïàðàëåëüíi, òî

ñèñòåìà ðiâíÿíü {
A1x + B1y = −C1,

A2x + B2y = −C2

ìà¹ åäèíèé ðîçâ'ÿçîê, çíàéòè ÿêèé ìîæíà çà ìåòîäîì Êðàìåðà.

x =
−C1B2 + B1C2

A1B2 −B1A2
.

y =
−A1C2 + C1A2

A1B2 −B1A2
.

Âïðàâà 1.1 Íåõàé ïðÿìi l1 òà l2 çàäàíi ïàðàìåòðè÷íèìè ðiâíÿííÿìè:

l1 : ~r = ~r1 + ~at, l2 : ~ρ = ~r2 +~bt.

Äîâåñòè, ùî
à) l1 ∩ l2 = {¹äèíà òî÷êà} òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ~a ∦ ~b

á) l1 ‖ l2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ~a ‖ ~b ∦ (~r1 − ~r2);

â) l1 ≡ l2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ~a ‖ ~b ‖ (~r1 − ~r2).

Âïðàâà 1.2 Íåõàé ïðÿìà l1 çàäàíà âåêòîðíèì (àáî ïàðàìåòðè÷íèì) ðiâíÿí-
íÿì, à ïðÿìà l2 � çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì:

l1 : ~r = ~r0 + ~at, l2 : Ax + By + C = 0,

äå ~r0 = {x0, y0} è ~a = {a1, a2}. Äîâåñòè, ùî
à) l1 ∩ l2 = {¹äèíà òî÷êà} òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Aa1 + Ba2 6= 0;

á) l1 ‖ l2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Aa1 + Ba2 = 0 i Ax0 + By0 + C 6= 0;

â) l1 ≡ l2 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè Aa1 + Ba2 = 0 i Ax0 + By0 + C = 0.

1.9 Â'ÿçêà ïðÿìèõ
Âèçíà÷åííÿ 1.6 Ìíîæèíó âñiõ ïðÿìèõ, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç çàäàíó òî÷êó,
íàçèâàþòü
â'ÿçêîþ ïðÿìèõ.

XXXXXXXX

³³³³³³³³

³³³
XXX
a(x0, y0)
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Êîæíà ïðÿìà, ùî ìà¹ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

a(x− x0) + b(y − y0) = 0. (14)

ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ç êîîðäèíàòàìè (x0, y0). Íàâïàêè, ÿêùî ïðÿìà l ìà¹
çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ax+by+c = 0 i ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x0, y0), òî ax0 +by0 +
c = 0, c = −ax0 − by0. Òîìó ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïðÿìî¨ l ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi
(14).

Ñêàçàíå äîâîäèòü íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1.6 Ðiâíÿííÿ (14) ¹ ðiâíÿííÿì â'ÿçêè ïðÿìèõ.

2 Ïðÿìà íà åâêëiäîâié ïëîùèíi iç ïðÿìîêóòíîþ äåêàðòî-
âîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò.

Íèæ÷å ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè íà åâêëiäîâié ïëîùèíi çàäàíà ïðÿìîêóòíà
äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò i, òàêèì ÷èíîì, ìè ìîæåìî øóêàòè ñêàëÿðíèé
äîáóòîê âåêòîðiâ, øóêàòè äîâæèíó âåêòîðà ÷è âiäðiçêà, øóêàòè êóò ìiæ âåêòî-
ðàìè.

Âåêòîð, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíèé ïðÿìié, íàçèâàþòü âåêòîðîì íîðìàëi öi¹¨
ïðÿìî¨.

2.1 Âåêòîðíå ðiâíÿííÿ, âåêòîð íîðìàëi.
Òâåðäæåííÿ 2.1 Íåõàé ~n íåíóëüîâèé âåêòîð i d � ÷èñëî. Òîäi ðiâíÿííÿ

〈~n,~r〉 = d. (15)

çàäà¹ ïðÿìó, ùî ïåðïåíèêóëÿðíà âåêòîðó ~n, i áóäü-ÿêà ïðÿìà, äëÿ ÿêî¨ ~n ¹
âåêòîðîì íîðìàëi, ìîæå áóòè çàäàíà òàêèì ðiâíÿííÿì (ç âiäïîâiäíèì d).

?

-

¢
¢
¢
¢
¢̧

´
´

´
´

´
´

´́3
l

~n

A ~a B

~r~r0

O

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ ïðÿìî¨ ç âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì
~r = ~r0 + ~at i íåíóëüîâîãî âåêòîðà ~n ÷èñëî

〈~n,~r〉 = 〈~n,~r + t~a〉 = 〈~n,~r0〉+ t · 〈~n,~a〉
¹ ñòàëèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè 〈~n,~a〉 äîðiâíþ¹ íóëþ, òîáòî ~n⊥~a.
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Ìè ìà¹ìî ðiâíÿííÿ
〈~n,~r〉 = 〈~n,~r0〉 (16)

ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó ç ðàäióñîì-âåêòîðîì ~r0 ïåðïåíèêóëÿðíî âåê-
òîðó ~n. ßêùî âåêòîð ~n ìà¹ êîîðäèíàòè {a, b}, òî ïîçíà÷èâøè 〈~n,~r0〉 = −c

ïåðåòâîðèìî ðiâíÿííÿ (16) â çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ax + by + c = 0. Òàêèì ÷èíîì
ìè äîâåëè íàñòóïíe

Òâåðäæåííÿ 2.2 ßêùî ñèñòåìà êîîðäèíàò ïðÿìîêóòíà äåêàðòîâà, òî êîå-
ôiöi¹íòè a, b â çàãàëüíîìó ðiâíÿííi ax + by + c = 0 ïðÿìî¨ ¹ êîîðäèíàòàìè
âåêòîðà íîðìàëi öi¹¨ ïðÿìî¨. Ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
(x0, y0) ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó {a, b} ¹

a(x− x0) + b(y − y0) = 0.

Ïðèêëàäè.
1.Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ âèñîòè òðèêóòíèêà ∆ABC A(1, 2), B(5,−1), C(−2,−4),

ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíóA.
Îá÷èñëþ¹ìî âåêòîð−−→BC = {−7,−3}, ÿêèé ¹ âåêòîðîì íîðìàëi äî öi¹¨ ñòîðîíè,

i ïèøåìî ïîòðiáíå ðiâíÿííÿ

−7(x− 1)− 3(y − 2) = 0, àáî 7x + 3y − 13 = 0.

2. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (1, 2) i ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ïðÿìié l:

x− 7

1
=

y + 2

−4
.

Íàïðÿìíèé âåêòîð ïðÿìî¨ l ìà¹ êîîðäèíàòè {1,−4} i âií ïîâèíåí áóòè âåê-
òîðîì íîðìàëi äî ïîòðiáíî¨ ïðÿìî¨. Îòæå ïèøåìî âiäïîâiäü

1 · (x− 1)− 4(y − 2) = 0, àáî x− 4y + 7 = 0.

Äâi ïðÿìi íà ïëîùèíi ïåðïåíäèêóëÿðíi îäíà îäíié, êîëè ¨õ âåêòîðè íîðìàëåé
îðòîãîíàëüíi, òîáòî ïðÿìi a1x + b1y + c1 = 0 i a2x + b2y + c2 = 0 ïåðåòèíàþòüñÿ
ïiä ïðÿìèì êóòîì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

a1a2 + b1b2 = 0.

2.2 Ðiâíÿííÿ ç êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì.
Ïðÿìi, ùî ïàðàëåëüíi îñi Oy, ìàþòü ðiâíÿííÿ x = c. Íåõàé ïðÿìà íå ïàðàëåëüíà
îñi Oy. Òîäi âîíà ìà¹ çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ax+by+c = 0 â ÿêîìó b 6= 0. Öå çàãàëüíå
ðiâíÿííÿ ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè âiäíîñíî y i îäåðæàòè ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

y = kx + b (17)
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Âèçíà÷åííÿ 2.1 Ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨, ùî ðîçâ'ÿçàíå âiä-
íîñíî y, àáî ðiâíÿííÿì ç êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì.

Îñòàííÿ íàçâà ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî ÷èñëà k i b â (17) ìàþòü ãåîìåòðè÷íèé
çìiñò. ×èñëî b ¹ îðäèíàòîþ òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¨ iç âiññþ Oy, à k ¹ òàíãåíñîì
êóòà α, óòâîðåíîãî ïðÿìîþ ç äîäàòíèì íàïðÿìêîì îñi Ox. Âèáèðà¹ìî äîäàòíèé
íàïðÿìîê îáåðòàííÿ ïëîùèíè � çâè÷àéíî éîãî îáèðàþòü òàê, ùîá îáåðòàííÿ
íà π

2
ïåðåâîäèëî âiñü Ox ó âiñü Oy. Òåïåð ìîæíà ñêàçàòè, ùî k ¹ òàíãåíñîì

êóòà, íà ÿêèé ïîòðiáíî îáåðòàòè âiñü Ox â äîäàòíîìó íàïðÿìêó äî ñóìiùåííÿ
iç ïðÿìîþ. Îáåðòàþ÷è ó âiä'¹ìíîìó íàïðÿìêó ìè îäåðæó¹ìî âiä'¹ìíèé êóò.

Îáãðóíòó¹ìî ñêàçàíå. Íåõàé A(x1, y1), B(x2, y2) - äâi òî÷êè íà ïðÿìié
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i x2 > x1, C(x2, y1). Îñêiëüêè òî÷êè A(x1, y1), B(x2, y2) ëåæàòü íà ïðÿìié, òî

y1 = kx1 + b, y2 = kx2 + b, y2 − y1 = k(x2 − x1), k =
y2 − y1

x2 − x1
.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ïåðåêîíó¹, ùî k ¹ òàíãåñîì êóòà ∠BAC â òðèêóòíèêó M ABC

iç íàëåæíèì çíàêîì.
Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x0, y0) ç êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì

k:
y = k(x− x0) + y0.

2.3 Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ ïðÿìèõ íà åâêëiäîâié ïëîùèíi. Êóò
ìiæ ïðÿìèìè.

Íà åâêëiäîâié ïëîùèíi âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ äâîõ ïðÿìèõ (ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ
â ¹äèíié òî÷öi, ïàðàëåëüíi, àáî ñïiâïàäàþòü) âèçíà÷à¹òüñÿ òèìè æ óìîâàìè, ÿê i
íà àôiííèé ïëîùèíi. Àëå íà åâêëiäîâié ïëîùèíi ìè ùå ìà¹ìî çìîãó âèðàõóâàòè
ïiä ÿêèì êóòîì ïåðåòèíàþòüñÿ ïðÿìi. Êóò ϕ ìiæ ïðÿìèìè � öå ãîñòðèé êóò
ìiæ íàïðÿìíèìè âåêòîðàìè, àáî ìiæ íîðìàëÿìè.

cos ϕ = | cos(~a1 ̂~a2)| = | cos(~n1 ̂~n2)|.
Òîáòî

cos ϕ =
|〈~a1, ~a2〉|
|~a1| · |~a2| =

|〈~n1, ~n2〉|
|~n1| · |~n2| .
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ßêùî æ äëÿ îäíi¹¨ ïðÿìî¨ âiäîìèé íàïðÿìíèé âåêòîð, à äëÿ äðóãî¨ � âåêòîð
íîðìàëi, òî

sin ϕ = | cos(~a1 ̂~n2)| = |〈~a1, ~n2〉|
|~a1| · |~n2| .

Ïðèêëàäè. 1. Çíàéòè êóò ìiæ ïðÿìèìè 3x + 5y + 1 = 0, 4x + y − 2 = 0.
Âåêòîðè íîðìàëåé öèõ ïðÿìèõ: ~n1 = {3, 5}, ~n2 = {4, 1}. Îòæå,

cos ϕ =
|〈~n1, ~n2〉|
|~n1| · |~n2| =

|3 · 4 + 5 · 1|√
9 + 25

√
16 + 1

=
17√

34
√

17
=

1√
2
.

Ïðÿìi ïåðåòèíàþòüñÿ ïiä êóòîì 45 ãðàäóñiâ.
2. Çíàéòè êóò ìiæ ïðÿìèìè 3x + 5y + 1 = 0, 5x− 3y − 2 = 0.
Öi ïðÿìi ïåðïåíäèêóëÿðíi îäíà îäíié, òîìó ùî 〈~n1, ~n2〉 = 3 ·(5)+5 ·(−3) = 0.

Íåõàé íà åâêëiäîâié ïëîùèíi çàäàíà ïðÿìîêóòíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò
i çàäàíi äâi ïðÿìi ðiâíÿííÿìè ç êóòîâèìè êîåôiöi¹íòàìè

l1 : y = k1x + b1, l2 : y = k2x + b2.

Íåõàé ïðÿìà l1 ïåðåòèíà¹ âiñü Ox â òî÷öi A ïiä êóòîì ϕ1, k1 = tg ϕ1, ïðÿìà l2
ïåðåòèíà¹ âiñü Ox â òî÷öi B ïiä êóòîì ϕ2, k2 = tg ϕ2.
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Ïðÿìi l1 òà l2 ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi C ïiä êóòîì ϕ. Ïåðåâiðòå, ùî ϕ = ϕ2−ϕ1.
Òîäi

tg ϕ = tg(ϕ2 − ϕ1) =
tg ϕ2 − tg ϕ1

1 + tg ϕ1 tg ϕ2
=

k2 − k1

1 + k1k2
(18)

Âàæëèâî, ùî â äàíîìó âèïàäêó êóò ϕ ðàõó¹òüñÿ âiä ïðÿìî¨ l1 äî ïðÿìî¨ l2
ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè.

Ïðèêëàä. Âiäîìi êîîðäèíàòè âåðøèí A(2, 1), C(6, 3) ïðè îñíîâi ðiâíîáåä-
ðåíîãî òðèêóòíèêà òà òàíãåíñ êóòà ïðè îñíîâi tg α = 2. Çíàéòè ðiâíÿííÿ ñòîðií
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òðèêóòíèêà òà òðåòþ éîãî âåðøèíó, ÿêùî âiäîìî, ùî âîíà çíàõîäèòüñÿ ó âåðõíié
ïiâïëîùèíi âiäíîñíî ïðÿìî¨, ÿêà ìiñòèòü îñíîâó.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Íåõàé ñòîðîíà AC ëåæèòü íà ïðÿìié l1, ñòîðîíà AB íà l2,
BC íà l3. Ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ äëÿ ïðÿìî¨ ÷åðåç äâi òî÷êè (7):

x− 2

6− 2
=

y − 1

3− 1
, ⇒ x− 2

2
=

y − 1

1
.

Îòæå, ñòîðîíà AC ëåæèòü íà y =
1

2
x, êóòîâèé êîåôiöi¹íò ïðÿìî¨ l1: k1 =

1

2
. Íåõàé êóòîâi êîåôiöi¹íòè ïðÿìèõ l2 òà l3 âiäïîâiäíî k2 òà k3. Îñêiëüêè

òðèêóòíèê ðiâíîáåäðåíèé, òî ∠BAC = ∠BCA = α. Îñêiëüêè òî÷êà B çíàõî-
äèòüñÿ ó âåðõíié ïiâïëîùèíi âiäíîñíî l1, òî îáåðò ïðîòè ãîäèííèêîâî¨ ñòðiëêè
íà êóò α çäiéñíþ¹òüñÿ âiä ïðÿìî¨ l1 äî l2 i âiä ïðÿìî¨ l3 äî l1.
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Òîáòî ôîðìóëè (18) âèêîíóþòüñÿ ó âèãëÿäi:

tg α =
k2 − k1

1 + k1k2
, tg α =

k1 − k3

1 + k1k3
.

Çíàéäåìî êóòîâèé êîåôiöi¹íò k2:

2 =
k2 − 1

2

1 + 1
2k2

, ⇒ 2 + k2 = k2 − 1

2

Îñòàííÿ ðiâíiñòü íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêiâ, àëå òàêà ïðÿìà iñíó¹. ßê öå ìîæíà ïîÿñíèòè?
Êóò, ÿêèé óòâîðþ¹ l2 ç âiññþ Ox, äîðiâíþ¹ π/2, k2 = ∞. Îòæå, ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨
x = const, à îñêiëüêè âîíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A(2, 1), òî ìà¹ìî ðiâíÿííÿ l2:
x = 2.

Çíàéäåìî êóòîâèé êîåôiöi¹íò k3:

2 =
1
2 − k3

1 + 1
2k3

, ⇒ 2 + k3 =
1

2
− k3, ⇒ 2k3 = −3

2

Îòæå, ïðÿìà l3 ìà¹ êóòîâèé êîåôiöi¹íò k3 = −3
4 òà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó

C(6, 3), ¨ ¨ ðiâíÿííÿ:
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y = −3

4
(x− 6) + 3, ⇒ 3x + 4y − 30 = 0.

Çíàéäåìî êîîðäèíàòè òî÷êè B, ÿê ïåðåòèí ïðÿìèõ l2 òà l3: x = 2, y =
−3

4(−4) + 3 = 6. Îòæå, B(2, 6).
Âiäïîâiäü: ðiâíÿííÿ ñòîðií: y =

1

2
x (AC), x = 2 (AB), 3x + 4y − 30 =

0 (BC), êîîðäèíàòè òî÷êè B(2, 6).

2.4 Íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ. Âiäõèëåííÿ òî÷êè âiä ïðÿìî¨. Âiäñòàíü âiä
òî÷êè äî ïðÿìî¨

Íåõàé ¹ ïðÿìà l, îäèíè÷íèé âåêòîð íîðìàëi ~n, òî÷êà A íà ïðÿìié ç ðàäióñîì-
âåêòîðîì ~r0, i äîâiëüíà òî÷êà M ç ðàäióñîì-âåêòîðîì ~rM . Ðîçêëàäåìî âåêòîð
~rM − ~r0 â ñóìó ~rM − ~r0 = ~r1 + ~r2 òàê, ùîá âåêòîð ~r1 áóâ ïàðàëåëüíèé ïðÿìié
l, à âåêòîð ~r2 áóâ ïåðïåíäèêóëÿðíèé öié ïðÿìié (îòæå, ïàðàëåëüíèé âåêòîðó
íîðìàëi ~n).
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Òîäi
〈~n,~rM − ~r0〉 = 〈~n,~r1 + ~r2〉 = 〈~n,~r2〉,

à ÷èñëî 〈~n,~r2〉 äîðiâíþ¹ âiäñòàíi âiä M äî l , ÿêùî M ëåæèòü â îäíié ïiâïëîùèíi,
ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ïðÿìîþ l, àáî äîðiâíþ¹ âiäñòàíi iç çíàêîì ìiíóñ, ÿêùî òî÷êà
ëåæèòü â iíøié ïiâïëîùèíi.
Âèçíà÷åííÿ 2.2 Íåõàé çàäàíà ïðÿìà. Ôóíêöiÿ, ÿêà ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü
êîæíié òî÷öi îäíi¹¨ ïiâïëîùèíè âiäñòàíü âiä öi¹¨ òî÷êè äî ïðÿìî¨, à êîæíié
òî÷öi äðóãî¨ ïiâïëîùèíè ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü âiäñòàíü iç çíàêîì ìiíóñ,
íàçèâà¹òüñÿ âiäõèëåííÿì òî÷êè âiä ïðÿìî¨.
Êóò ϕ ìiæ âåêòîðàìè ~n òà ~r2 ìîæå ïðèéìàòè äâà çíà÷åííÿ 0 i π. ßêùî ϕ = 0, òî
òî÷êà M i êiíåöü âåêòîðà íîðìàëi ~n, âiäêëàäåíîãî âiä ïðÿìî¨ l ëåæàòü â îäíié
ïiâïëîùèíi i âiäõèëåííÿ δ(M) > 0, à ÿêùî ϕ = π, òî â ðiçíèõ ïiâïëîùèíàõ i
δ(M) < 0.

Ó ïiäñóìêó ìè ìà¹ìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
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Òâåðäæåííÿ 2.3 Íåõàé 〈~n,~r − ~r0〉 = 0, äå ~n � îäèíè÷íèé âåêòîð, ðiâíÿííÿ
ïðÿìî¨ ÷åðåç òî÷êó ~r0 ïåðïåíèêóëÿðíî âåêòîðó ~n (äèâ. (16)). Òîäi ôóíêöiÿ
δ(M), ÿêà ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié òî÷öi M ïëîùèíè ç ðàäióñîì-
âåêòîðîì ~rM ÷èñëî 〈~n,~rM − ~r0〉 ¹ âiäõèëåííÿì òî÷êè M âiä çàäàíî¨ ïðÿìî¨.

δ(M) = 〈~n,~rM − ~r0〉
Ùîá îá÷èñëèòè âiäñòàíü âiä òî÷êè äî ïðÿìî¨, ïîòðiáíî âçÿòè ìîäóëü âiäõè-
ëåííÿ öi¹¨ òî÷êè âiä ïðÿìî¨.

d(M, l) = |〈~n,~rM − ~r0〉|
Íåõàé ~n = {a, b}, a2 + b2 = 1 Òîäi 〈~n,~r − ~r0〉 = ax + by + c.

Âèçíà÷åííÿ 2.3 Ðiâíÿííÿ

ax + by + c = 0, a2 + b2 = 1. (19)

íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíèì ðiâíÿííÿì ïðÿìî¨.

Òåïåð îäåðæàíå âèùå òâåðäæåííÿ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê:

Òâåðäæåííÿ 2.4 ßêùî ax+ by + c = 0 � íîðìàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, òî äëÿ
áóäü-ÿêî¨ òî÷êè M(xM , yM) ïëîùèíè δ(M) = axM + byM + c áóäå âiäõèëåííÿì
öi¹¨ òî÷êè âiä ïðÿìî¨.

ßêùî ïðÿìà l çàäàíà íåíîðìîâàíèì çàãàëüíèì ðiâíÿííÿì Ax + By + C = 0,
òîäi âiäõèëåííÿ òî÷êè M âiä ïðÿìî¨ l:

δ(M) =
AxM + ByM + C√

A2 + B2

Äëÿ âiäñòàíi âiä òî÷êè M äî ïðÿìî¨ l îòðèìó¹ìî ôîðìóëó

d(M, l) = |δ(M)| = |AxM + ByM + C|√
A2 + B2

.

Ïðèêëàä. Çíàéòè òî÷êó M1(x1, y1), ÿêà ñèìåòðè÷íà òî÷öi M(2, 5) âiäíîñíî
ïðÿìî¨ x− 2y − 2 = 0.

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ. Ïåðøèé ñïîñiá. Çíàéäåìî âiäõèëåííÿ òî÷êè M âiä ïðÿìî¨.

δ(M) =
1 · 2− 2 · 5− 2√

1 + 4
=
−10√

5
= −2

√
5

Îñêiëüêè âiäõèëåííÿ âiä¹ìíå, òî òî÷êa M i êiíåöü âåêòîðà íîðìàëi ~n = {1,−2}
çíàõîäÿòüñÿ â ðiçíèõ ïiâïëîùèíàõ âiäíîñíî ïðÿìî¨. Oòæå, âåêòîðè −−−→MM1 òà ~n

êîëiíåàðíi i ìàþòü îäíaêîâi íàïðÿìêè. Äîâæèíà âåêòîðà −−−→MM1 äîiâíþ¹ 2d(M),
äå d(M) = |δ(M)| � âiäñòàíü âiä M äî ïðÿìî¨.
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Îòæå,
−−−→
MM1 = 2

d(M)

|~n| ~n = 2
2
√

5√
5

~n = 4~n = {4,−8}

Òàêèì ÷èíîì, ìè çíà¹ìî ïî÷àòîê âåêòîðà−−−→MM1 òî÷êó M(2, 5) òà éîãî êîîðäè-
íàòè−−−→MM1 = {4,−8}, çíàéäåìî êiíöåâó òî÷êó âåêòîðà: M1(2+4, 5−8) = (6,−3).

Äðóãèé ñïîñiá. ×åðåç òî÷êó M ïðîâåäåìî ïðÿìó, ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà
çàäàíié ïðÿìié, òîáòî ìà¹ íàïðÿìîê âåêòîðà íîðìàëi íàøî¨ ïðÿìî¨ {1,−2}:

{
x = 2 + t,

y = 5− 2t.

Òåïåð çíàéäåìî òî÷êó M0(x0, y0) ïåðåòèíó ïðÿìî¨ òà ïåðïåðäèêóëÿðà, äëÿ öüîãî
ïiäñòàâèìî ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïåðïåíäèêóëÿðà â çàãàëüíå ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨:

2 + t− 2(5− 2t)− 2 = 0, ⇒ 2 + t− 10 + 4t− 2 = 0, ⇒ 5t = 10, ⇒ t = 2.

Îòæå, ïåðåòèí âiäáóâà¹òüñÿ ïðè çíà÷åííi ïàðàìåòðó t = 2, òîáòî x0 = 2 +
2 = 4, y0 = 5 − 2 · 2 = 1 (ìè ïiäñòàâèëè t = 2 ó ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ
ïåðïåíäèêóëÿðà). Òî÷êà M0 � öå ñåðåäèíà âiäðiçêà MM1. Òîäi çãiäíî ôîðìóëàì
äëÿ êîîðäèíàò ñåðåäèíè âiäðiçêà:





2 + x1

2
= 4,

5 + y1

2
= 1.

⇒
{

x1 = 6,
y1 = −3.

Âiäïîâiäü: êîîðäèíàòè ñèìåòðè÷íî¨ òî÷êè M1(6,−3).
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