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1 Линiйнi простори над довiльним полем.

1.1 Означення та приклади

Лнiйний простiр над полем є узагальненням сукупностi вiльних ве-
кторiв на дiйснiй площинi, чи у дiйсному тривимiрному просторi. Да-
лi F буде означати довiльне поле, наприклад, поле рацiональних чи-
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сел, поле дiйсниї чисел, поле комплексних чисел, поле класiв лишкiв
за простим модулем.

Визначення 1.1 Непорожня множина L називається линiйним про-
стором (чи векторним простором) над полем F , якщо на L визна-
чена бiнарна операцiя додавання:

L → L, (a, b) 7→ a+ b

i визначене множення елементiв iз L на елементи поля F :

F × L → L, (λ, a) 7→ λa,

так що цi операцiї пiдкоряються вимогам:

1. для будьь-яких a, b, c ∈ L

(a+ b) + c = a+ (b+ c);

2. a+ b = b+ a для будь-яких a, b ∈ L;

3. iснує нульовй элемент 0 ∈ L такий, що a + 0 = 0 + a = a для
будь-якого a ∈ L;

4. для будь-якого a ∈ L iснує протилежний елемент −a такий,
що −a+ a = a+ (−a) = a− a = 0;

5. для будь-яких a, b ∈ L, λ ∈ F

λ(a+ b) = λa+ λb;

6. для будь-яких a ∈ L, λ, µ ∈ F

(λ+ µ)a = λa+ µa;

7. для будь-яких λ, µ ∈ F, a ∈ L правильною є рiвнiсть

(λµ)a = λ(µa);
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8. для 1 ∈ F i для будь-якого елемента a ∈ L

1a = a.

Визначення 1.2 Элементи лiнiйного простору називають векто-
рами.

1.2 Приклади лiнiйних просторiв

• Вiльнi векторы на площинi iз звичайним додаванням та множе-
нням на дiйснi числа утворюють лiнiйний простiр

• Вiльнi векторы у тривимiрному просторi утворюють лiнiйний
простiр

• Елементами лiнейного простору F n є n-членнi послiдовностi (λ1, . . . , λn)
елементiв iз F . Додавання таких послiдовностей та їх множення
на число виконується згiдно правил:

(λ1, λ2, . . . , λn) + (µ1, µ2, . . . , µn) =

= (λ1 + µ1, λ2 + µ2, . . . , λn + µn),

λ(λ1, λ2, . . . , λn) = (λλ1, λλ2, . . . , λλn).

• Елементами простору Fn є стовпчики чисел iз F довжиниn ≥ 1 :
λ1

λ2

. . .
λn

 .

Стовпчики додаються та множаться на числа iз F згiдно з пра-
вилами: 

λ1

λ2

. . .
λn

+


µ1

µ2

. . .
µn

 =


λ1 + µ1

λ2 + µ2

. . .
λn + µn

 ,

4



λ


λ1

λ2

. . .
λn

 =


λλ1

λλ2

. . .
λλn

 .

• Формальнi степеневi ряди, многочлены вiд однiєї змiнної (скаже-
мо, x) будь-якого степеня, чи степеня„ що не перевищує задане
натуральне число iз звичайними операцiями додавання та мно-
ження многочленiв на число уворюють лiнiйний простiр

• Матрицi заданого раозмiру m×n з елементами iз заданого поля
F утворюють лiнiйний простiр

• Для заданого поля F функцiї

f : F → F, x 7→ f(x)

iздодаванням та множенням на числа за правилами

(f + g)(x) = f(x) + g(x), (λf)(x) = λf(x)

утворюють лiнiйний простiр.

При перевiрцi того, що справдi в наведених прикладах операцiї
додавання та множення на число задовольняють всi необїоднi умо-
ви, використовуються вiдповiднi властивостi операцiй додавання та
множення в числовому полi.

1.3 Базис та вимiрнiсть лiнiйного простору

Визначення 1.3 Вирази вигляду

λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λnan, n ∈ N, (1)

де λ1, λ2, . . . , λn ∈ F , a a1, a2, . . . , an ∈ L, називається лiнiйною ком-
бiнацiєю векторiв a1, a2, . . . , an c коэффициентами λ1, λ2, . . . , λn ∈ F.

Якщо λ1 = λ2 = . . . = λn = 0, то лiнiйна комбiнацiя називається
тривiальною. Якщо серед коефiцiєнтiв λ1, λ2, . . . , λn є ненульовий,
то лiнейна комбiнацiя називаєтьcя нетривiальною.
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Визначення 1.4 Непорожня совокупность S ⊆ L векторiв лiнiй-
ного простору L називається лiнiйно залежною, коли iснує нетри-
вiальна лiнiйна комбiнацiя векторов из S, що дорiвнює нулю.

Непорожня сукупнiсть S ⊆ L векторiв називається лiнiйно не-
залежною, коли лише тривiальна лiнiйна комбiнацiя векторiв iз S

дорiвнює нулю.

Приклад 1. У просторi R4 вектори a = (2, 7, 1, 1), b = (0, 0, 1, 1)
лiнiйно незалежнi,тому що коли xa + yb = 0 x, y ∈ R, тодi 2x =
0, 7x = 0, x + y = 0, i обов’язково x = y = 0 , тобто лише
тривiальна лiнiйна комбiнацiя векторiв a, b дорiвнює нулю.

Приклад 2. Знайдемо значення числа λ при якому вектори a =
(1, 2,−1), b = (0, 1, 2), c = (3, 5, λ) лiнiйно залежнi.

Розвязування. Створюємо лiнiйну комбiнацiю векторiв a, b, c з не-
вiдомими коефiцiєнтми i прирiвнюємо її нулю

xa+ yb+ zc = 0. (2)

Звертаємо увагу на те, що в правiй частинi рiвностi (2) стоїть вектор 0
а не число 0. Вектори a, b, c залежнi, якщо iснує ненульовий розвязок
рiвняння (2). Пiдставляємо в (2) значення векторiв

x(1, 2,−1) + y(0, 1, 2) + z(3, 5, λ) = (0, 0, 0),

i прирiвнюємо вiдповiднi числа в лiвiй i правiй частинах:
x+ 3z = 0,

2x+ y + 5z = 0,
−x+ 2y + zλ = 0

Приведемо одержану систему до вигляду
x = −3z,
y = z,

z(λ+ 5) = 0
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який показує, що коли λ + 5 ̸= 0, тодi розв’язок єдиний, нульовий, i
вектори a, b, c незалежнi, а якщо λ + 5 = 0, то можна взяти z = 1 i
вектоори a, b, c лiнiйно залежнi.

Вiдповiдь — вектори a, b, c лiнiйно залежнi, коли λ = −5.

Вiдмiтимо низку досить очевидних додатнiх умов лiнiйної зале-
жностi. Наступнi системи векторiв лiнiйно залежнiвисимы:

1. система, що мiстить нульовий вектор;

2. система, що iстить два однаковi вектори;

3. система, що мiстить пропорцiйнi вектори.

Справдi, якщо в системi векторiв a1, a2, . . . , an, n ≥ 1, a1 = 0, то

1a1 + 0a2 + . . .+ 0an = 0

i вектори лiнiйно заолежнi; якщо a1 = a2 то

1a1 − 1a2 + 0a3 + . . .+ 0an = 0

i вектори a1, . . . , an знову залежнi; а якщо a1 = λa2, то

1a1 − λa2 + 0a3 + . . .+ 0an = 0,

що також забезпечує лiнiйну залежнiсть векторiв.

Теорема 1.1 (Необхiдна i достатня умова лiнiйної залежностi векторiв)
Система векторiв лiнiйно залежна тодi i тiльки тодi, коли один
iз них може бути записаний як лiнiйна комбiнацiя решти.

Доведення. Розглядаємо вектори a1, a2, . . . , an, n ≥ 2. Якщо
вони залежнi, то iснує нетривiальна лiнiйна комбiнацiя, що дорiвнює
нулю:

λ1a1 + λ2a2 + . . . λnan = 0.
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Для визначеностi будемо вважати, що λ1 ̸= 0. . Тодi

a1+
λ2

λ1
a2+

λ3

λ1
a3+ . . .+

λn

λ1
an = 0, a1 = −λ2

λ1
a2−

λ3

λ1
a3− . . .− λn

λ1
an.

i вектор a1 записується у виглядi лiнiйної комбiнацiї решти векторiв.
Якщо ж один вектор (скажемо a1 ) записується у виглядi лiнiйної

комбiнацiї решти векторiв,

a1 = λ2a2 + λ3a3 + . . .+ λnan,

то переносимо всi доданки влiво

a1 − λ2a2 − λ3a3 − . . .−+λnan = 0,

i одежуємо нетривiальну лiнiйну комбiнацiю, що дорiвнює нулю. От-
же, система векторiв лiнiйно залежна.

Теорема 1.2 (Основна лема про лiнiйну залежнiсть) (n+1) лi-
нiйна комбiнацiя n векторiв (n ≥ 1) лiнiйно залежна.

Доведення. Маємо n + 1 вектор b1, b2, . . . , bn+1, кожен з яких є лi-
нiйною комбiнацiєю векторiв a1, a2, . . . , an :

Потрiбно довести, що вектори b1, b2, . . . , bn+1 лiнiйно залежнi. До-
ведення теореми проводим методом повної математичної iндукцiї.

База iндукцiї n = 1. В такому випадку b1 = xa1, b2 = ya1, вектори
b1 i b2 пропорцiйнi i, таким чином, залежнi.

Iндуктивне припущення: якщо у нас є n векторiв, кожен з яких
записаний у виглядi лiнiйної комбiнацiї n− 1 векторa, то цi вектори
лiнiйно залежнi.

Iндуктивний перехiд. Нехай

b1 = c11a1 + c12a2 + . . .+ c1nan,
b2 = c21a1 + c22a2 + . . .+ c2nan,

. . .
bn+1 = cn+1,1a1 + cn+1,2a2 + . . .+ cn+1,nan,
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Перший випаадок — всi коефiцiєнти c1,1, c2,1, . . . , cn+1,1, при a1 до-
рiвнюють нулю. В цьому випадку у нас виписанi лiнiйнi комбiнацiї
(n − 1)−го вектора a2, . . . , an i за iндуктивним припущенням векто-
ри b1,2 , . . . , bn лiнiйно залежнi, а з цього випливає, що i всi вектори
b1, b2 . . . bn+1 лiнiйно залежнi.

Другий випадок — серед коефiцiєнтiв c1,1, c2,1, . . . , cn+1,1 є ненульо-
вий, нехай c1,1 ̸= 0. Тодi вектори

bi −
ci,1
c1,1

b1, i = 2, 3, . . . n+ 1

є ллiнiйними комбiнацiями (n−1)−го вектора a2, . . . , an , отже, за
iндуктивним припущенням, вони залежнi. Випишемо нетривiальну
лiнiйну комбiнацiю цих векторiв, що дорiвнює нулю:

n+1∑
i=2

λi

(
bi −

ci,1
ci,1

b1

)
= 0.

Розкриємо дужки i перепишемо цю лiнiйну комбiнацiю у виглядi

n+1∑
i=2

λibi + xb1 = 0.

Оскiльки серед чисел λ2, λ3, . . . , λn+1 є ненульове, то це нетривiль-
на лiнiйна комбiнацiя, вона дорiвнює нулю i вектори b1, b2, . . . , bn+1,
таким чином, лiнiйно залежнi.

1.4 Базис лiнiйного простору i вимiрнiсть лiнiйного просто-
ру.

Визначення 1.5 Система векторiв називається повною, якщо будь-
який вектор iз лiнiйного простору може бути записаний у виглядi
лiнiйної комбiгацiї векторiв iз цiєї системи.
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Визначення 1.6 Лiнiйно впорядкована (послiдовнiсть) лiнiйно не-
залежна повна система векторiв називається базисом лiнiйного
простору. Кiлькiсть векторiв базиса лiнiйного просторуа назива-
ється вимiрнiстю лiнiйного простору. Вимiрнiсть лiнiйного про-
стору L позначається через dimL.

Вiдмiтимо, що лiнiйний простiр нульвимiрний тодi i тiльки тодi,
коли вiн складається з єдиного вектора — нулльового.

Теорема 1.3 (Про коректнiсть ознчення вимiрностi простору)
Кiлькiсть векторiв в будь-якому базисi лiнiйного простору одна i та
ж.

Доведення. Доводимо теорему методом вiд протилежного. При-
пускаємо, що лiнiйний постiр L має два базиси a1, a2, . . . , an, b1, b2, . . . , bm
i m ≥ n+1. Оскiльки базис є повною системою векторiв,то кожен ве-
ктор iз другого базису є лiнiйною комбiнацiєю векторiв першoго бази-
су. За основною лемою про лiнiйну залежнiсть вектори b1, b2, . . . , bn+1

(отже, i вектори b1, b2, . . . , bm ) є лiнiйно залежними, що суперечить
означенню базиса.

Визначення 1.7 Якщо базис лiнiйного простору мiстить скiнчену
множину векторiв, то такий лiнiйний простiр називають скiнчен-
новимiрним. Якщо скiнченного базису у просторi немає, то такий
лiнiйний простiр називають нескiнченновимiрним

Наведемо кiлька умов, за яких послiдовнiсть векторiв є базисом

Теорема 1.4 Максимальна лiнiйно незалежна система векторiв є
базисом

Теорема 1.5 В n-вимiрному лнiйному просторi будь-якi n лiнiйно-
го незалежних векторiв утворюють базис.
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Теорема 1.6 В n-вимiрному лнiйному просторi будь-яка повна си-
стема векторiв утворює базис.

Доведення. Спочатку доведемо теорему 1.4. Нехай e1, e2, . . . , en
впорядкована система векторiв в лiнiйному просторi L є максималь-
ною лiнiйно незалежною, тобто (за означенням максимальної лiнiйно
незалежної системи) додавання до неї будь-якого вектора перетворює
її в лiнiйно залежну. Вибараємо будь-який вектор a ∈ L. Оскiльки
система векторiв e1, e2, . . . , en, a залежна, то ми можемо виписати не-
тривiальну лiнiйну комбiнацiю цих векторiв, що дорiвнює нулю

λ1e1 + λ2e2 + . . .+ λnen + λa = 0. (3)

Припущення, що коефiцiєнт λ дорiвнює 0 дасть нам нетривiальну
лiнiйну комбiнацiю векторiв e1, e2, . . . , en , яка дорiвнює нулю, що су-
перечить лiнiйнiй незалежностi векторiв e1, e2, . . . , en. Отже, ми мо-
жемо рiвнiсть (3) роздiлити на λ i одержати запис вектора a у виглядi
лiнiйної комбiнацiї векторiв e1, e2, . . . , en

a =
1

λ
(λ1e1 + λ2e2 + . . .+ λnen).

Цим закiнчується перевiрка повноти системи векторiв e1, e2, . . . , en а
також того, що цi вектори утворюють базис.

Доведемо теорему 1.5. Нехай e1, e2, . . . , en впорядкована лiнiйно не-
залежна система векторiв в вимiрному лiнiйному просторi L. Щоб до-
вести, що ця система є базисом, потрiбно довести, що вона є повною.
Для цього вибираємо будь-який вектор a ∈ L i розглядaємо бiльше
систему векторiв e1, e2, . . . , en, a Оскiльки всi вектори цiєї системи є
лiнiйними комбiнацiями базисних векторiв, то вони (за основною ле-
мою про лiнiйну залежнiсть) є залежними. Подiбно тому, як ми дiяли
при доведеннi попередньої теореми, створюжмо нетривiальну лiнiй-
ну комбiнацiю векторiв e1, e2, . . . , en, a, переконуємоя, що коефiцiєнт
при a не нуль, на нього можна роздiлити i показати, що вектор a є
лiнiйною комбiнацiює векторiв iз e1, e2, . . . , en. Теорема доведена.
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Доведемо теорему 1.6. Нехай U = {u1, u2, . . . , un} повна система
векторiв в n-вимiрному лiнiйному просторi з базисом E = {e1, e2, . . . , en}.
Вибираємо в U максимальну лiнiйно незалежну пiдмножину V

V = {v1, v2, . . . , vm} ⊆ U, m ≤ n.

Тi ж мiркування, щодоводили теорему 1.4 переконують нас в тому,
що кожен вектор iз є лiнiйною комбiнацiєю векторiв iз

ui =
m∑
k=1

aikvk, i = 1, 2, . . . , n. (4)

Оскiльки система векторiв U є повною, то всi вектори iз є лiнiйними
комбiнацiями векторiв iз

ej =
n∑

i=1

bjiui, j = 1, 2, . . . , n. (5)

Пiдставимо в (5) вирази (5) i одержимо

ej =
n∑

i=1

bji

m∑
k=1

aikvk, j = 1, 2, . . . , n, (6)

тобто кожен вектор iз базису E є лiнiйною комбiнацiєю векторiв iз
множини V За основною лемою про лiнiйну залежнiсть, якщо m < n,
то вектори {e1, e2, . . . , en} лiнiйно залежнi, що суперечить їх вибору.
Одержана суперечнiсть доводить, що m = n, вектори U лiнiйно не-
залежнi, i, вiдповiдно, вони утворюють базис.

Теорема 1.6 дoведена.

Визначення 1.8 Коефiццєнти λ1, λ2, . . . , λn ∈ F в розкладеннi

x = λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λnan

вектора x ∈ L за базисом a1, a2, . . . , an називаються координатами
вектора x в базисi a1, a2, . . . , an .
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Ще раз вiдмiтимо, що поядок слiдування векторiв в базисi важли-
вий. Коли порядок слiдування векторiв не має значення, то тодi повну
лiнiйно незалежну систему векторiв називають базою.

Теорема 1.7 Нехай у просторi L вибрано базис a1, a2, . . . , an . Тодi
в цьому базисi кожен вектор має координати i до того ж єдинi.

Доведення. Дiйсно, iснування координат випливає iз повноти ба-
зисних векторiв, а єдинiсть доводиться методом вiд протилежного з
використанням лiнiйної незалежностi базисних векторiв.

1.5 Вимiрнiсть окремих лiнiйних просторiв

• Базисом простору вiльних векторiв на дiйнiй площинi є впоряд-
кована пара неколiнеаних векторв. Цей простiр двовимiрний.

• Базисом простору вiьних векторiв у дiйсному просторi є впоряд-
кована трiйка некомпланарних векторiв. Цей простiр тривимiр-
ний.
item Вектори

a1 = (1, 0, 0, . . . , 0),

a2 = (0, 1, 0, . . . , 0),

. . .

a1 = (0, 0, 0, . . . , 1).

утворюють базис лiнiйного простору F n, отже, цей простiр n-
вимiрний.

• Вектори

a1 =


1
0
. . .
0

 , a2 =


0
1
. . .
0

 , .an =


0
0
. . .
1
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утворюють базис лiнiйного простору Fn, отже, цей простiр n-
вимiрний.

• Многочлени
1, x, x2, . . . , xn.

утворюють базис лiнiйного простору Fn[x], що складається iз
многочленiв

a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n

вiд однiєї змiнної (скажемо, x) степеня n, n ≥ 0 або менше з
коефiицiєнтами iз заданого поля F . Отже, цей простiр n + 1-
вимiрний. В цьому мiсцi потрiбно мати на увазi, що многочлени
(чи полiноми) розглядаються в алгебричному означеннi — мно-
гочлен це запис вигляду a0+a1x+a2x

2+ . . .+anx
n, а не функцiя,

що задається таким записом. Вiдповiднi функцiї в алгебрi нази-
вають полiномiальними функцiями. Для прикладу: многочлени
x, x2 рiзнi, але над полем класiв лишкiв за модулкм 2 вони зада-
ють однi i ту ж функцiю.

• Нехай заданi натуральнi числа n,m > 0 i поле F . Розглянемо
лiнiйний простiр F (n,m) матриць, що мають n рядкiв i m стов-
пчикiв (розмiру n × m). Позначимо через Ei,j матрию, яка має
єдиний ненуьовий елемент, а саме 1, який стоїть на перетинi i−го
рядка i j-го стовпчика. Всi матрицi Ei,j утворюють базис лiнiй-
ного простоору F (n,m) . Отже, простiр F (n,m) n×m-вимрний.

• Лiнiйний простiр формальних степеневих рядiв нескiнченнови-
мiрний, оскiльки в ньому для будь-якого натурального можна
знайи многочленiв ( многочлен, це формальний степеневий ряд
iз скiнченною кiлькiстю ненульових доданкiв).
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1.6 Матриця переходу вiд одного базису до другого

Визначення 1.9 Нехай в n-вимiрному лiнiйному просторi L над
полем F є два базиси:

a1, a2, . . . , an (7)

i
b1, b2, . . . , bn, (8)

i задане рзкладення (запис у виглядi лiнiйної комбiнацiї) векторiв iз
(8) за векторами iз (7):

b1 = c11a1 + c21a2 + . . .+ cn1an,
b2 = c12a1 + c22a2 + . . .+ cn2an,

. . .
bn = c1na1 + c2na2 + . . .+ cnnan,

Тодi матриця 
c11 c12 . . . c1n
c21 c22 . . . c2n
. . .
cn1 cn2 . . . cnn


називається матрицею переходу вiд базису (7) до базису (8). В сти-
слому записi, якщо

bi =
n∑

j=1

cjiaj,

то елементи cji, 1 ≤ i, j ≤ n є елементами матрицi переходу вiд
базиса a1, . . . , an до базиса b1, . . . , bn.

Теорема 1.8 Стовпчики координат

x =


x1
x2
. . .
xn

 , y =


y1
y2
. . .
yn
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одного i того ж вектора в базисах (7), (8) i матриця переходу
зв’язанi спiввiдношенням

x = Cy. (9)

Доведення. Дiйсно, нехай
n∑

j=1

xjaj =
n∑

i=1

yibi, bi =
n∑

j=1

cjiaj.

Тодi
n∑

j=1

xjaj =
n∑

j=1

yi

n∑
j=1

cjiaj =
n∑

j=1

(
n∑

j=1

cjiyi

)
aj ⇒ xj =

n∑
j=1

cjiyi,

Остання рiвнiсть в матричному виглядi може бути записана як x =
Cy.

Теорема 1.9 Нехай у просторi заданi три базиси E,U, V , A — ма-
триця переходу вiд E U , B матриця впереходу вiд U до V i C
матриця переходу вiд E до V . тодi

C = A ·B.

Доведення. Позначимо e1, e2, . . . en вектори першого базису, u1, u2, . . . un
вектори другого базису, v1, v2, . . . vn вектори базису, aij, 1 ≤ i, j ≤ n,
bij, 1 ≤ i, j ≤ n, cij, 1 ≤ i, j ≤ n, — елементи матриць переходiв
вiд E до U , вiд U до V i вiд E до V . Тодi

ui =
n∑

j=1

ajiej, vk =
n∑

j=1

bikui, vk =
n∑

j=1

cjkej,

vk =
n∑

j=1

bik

(
n∑

j=1

ajiej

)
=

n∑
j=1

(
n∑

j=1

ajibik

)
ej =

n∑
j=1

cjkej,

одержуємо рiвностi cjk =
∑n

j=1 ajibik, 1 ≤ i, j ≤ n , якi доводять
теорему.
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1.7 Iзоморфнi лiнiйнi простори

definition Нехай L1, L2 два лiнiйнi простори над одним i тим же полем
F . Бiєктивне (взаємно однозначне) вiдображення

f : L1 → L2,

яке задовольняє умови:

f(a+ b) = f(a) + f(b) (10)

для довiльних векторiв a, b ∈ L1 i

f(λa) = λf(a) (11)

для довiльних a ∈ L1 i λ ∈ F .
Умову (10) називають адитивнiстю вiдображення f , а умову (11) на-
зивають однорiднiстю, адитивне i однорiдне вiдображення лiнiйних
просторiв називають лiнiйним вiдображенням, або лiнiйним операто-
ром. В такiй термiнологiї iзоморфiзм є бiєктивним лiнiйним вiдобра-
женням.

Теорема 1.10 (Властивостi iзоморфiзмiв) 1. Тотожне вiдоба-
ження лiнiйного простору в себе є iзоморфiзмом iз лiнiйного
простору в себе.

2. Обернене вiдображення до iзоморфiзму також є iзоморфiзмом.

3. Добуток двох iзоморфiзмiв знову є iзоморфiзмом.

4. Будь-який iзоморфiзм переводить лiнiйно незалежнi вектори в
лiнiйно незалежнi.

Доведення. Щоб перевiрити, що деяке вiдображення L1 → L2 є
iзоморфiзмом, потрiбно довести чотири його властивостi — iн’єктив-
нiсть (рiзнi елементи iз L1 переводяться в рiзнi еементи iз L2), сюр’-
єктивнiсь (кожен елемент iз L2 є образом певного елемента iз L1 ),
адитивнiсть та однорiднiссть.
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Нижче L1, L2, L2 позначають деякi лiнiйнi простори над полем F .

Перевiряємо властивiсть “Тотожне вiдображення є iзоморфiзмом“
Позначмо id тоожне вiдображення iз L1 в L1, ∀x(id(x) = x.) Оскiльки
a ̸= b ⇒ id(a) = a ̸= b = id(b), то вiдображення iн’єктивне; оскiльки
∀x(x = id(x), то вiдображення id є сюр’єктивним; оскiльки id(a +
b) = a+ b = id(a) + id(b), то вiдображення id є адитивним; оскiльки
id(λa) = λa = λid(a), то вiдображення id є однорiдним. Отже ми
довели, що тотожне вiдображення є iзоморфiзмом.

Нехай f : L1 → L2 iзоморфiзм iз L1 в L2, а f−1 - обeрнене до f
вiдобрaження iз L2 в L1. Перевiряємо iн’єктивнiсть f−1. Для a, b ∈ L2,

a ̸= b

∃a1, b1 ∈ L1(f(a1) = a, f(b1) = b), a ̸= b ⇒ f−1a = a1 ̸= b1 = f−1(b).

Перевiряємо сюр’ктивнiстьf−1. Нехай a ∈ L1. Тодi f(a) = b ∈
L2, f

−1(b) = a.

Перевiряємо адитивiнсть. Нехай a, b ∈ L2, f
−1(a = a1), f

−1(b) = b1.
Тодi f(a1 + b1) = a+ b i f−1(a+ b) = a1 + b1 = f−1(a) + f−1(b).

Перевряєм однорiднiсть a ∈ L2, a1 ∈ L1, λ ∈ F, f(a1) = a. Тодi
f(λa1) = λa, f−1(λa) = λa1 = λf−1(a).

Те, що обернене вiдображення до iзоморфiзму є iзоморфiзмом, пе-
ревiрено. -

Нехай f : L1L2 iзоморфiзм iз L1 в L2 i g : L2L3 iзоморфiзм iз L2 в
L3. Перевiряємо, що добуток gf : L1 → L3 є iзоморфiзмом iз L1 в L3.
Якщо a, b ∈ L1, λ ∈ F , то

a ̸= b ⇒ f(a) ̸= f(b) ⇒ gf(a) ̸= gf(b),

gf(a+b) = g(f(a)+f(b)) = gf(a)+gf(b), gf(λa) = g(λf(a)) = λg(a).

Ми перевiрили iн’єктивнiсть адитивнiсть i однорiднiсть gf .
Лишилося перевiрити сюр’єктивнiсть. Нехай c ∈ L3 Тдi iснують

елементи b ∈ L2, a ∈ L1 такi,що f(a) = b, g(b) = c Отже gf(a) = c i
сюр’єктивнiсть добутку gf перевiрена.
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Передимо до перевiрки останньої властивостi “Iзоморфiзм перево-
дить лiнiйно незалежнi вектори в лiнiйно незалежнi.“ Нехай L1, L2

два лiнiйнi простори, f : L1 → L2 iзоморфiзм iз L1 в L2, вектори
a1, a2, . . . an ∈ L1 лiнiйно незалежнi i bi = f(ai) ∈ L2, i = 1, 2, . . . , n.
Потрiбно довести, що вектори b1, b2, . . . bn ∈ L2 також лiнiйно незале-
жнi. Доведення проводимо методом вiд протилежного. Припустимо,
що вектори b1, b2, . . . bn ∈ L2 лiнiйно залежнi, отже ми можемо напи-
сати нетривiальну їх лiнiйну комбiнацiю, що дорiвнює нулю

λb1 + λb2 + . . .+ λbn = 0

. Iз незалежностi векторiв a1, a2, . . . an випливає, що λa1+λa2+ . . .+
λan ̸= 0. Двi рiвностi

f(0) = 0 = λb1 + λb2 + . . .+ λbn = f(λa1 + λa2 + . . .+ λan)

показують, що два рiзнi вектори перейшли пiд дiєю iзоморфiзма f в
один, а це суперечить означенню iзоморфiзма.

Остання властивiсь iзоморфiзма перевiрена.
Теорема доведена.

Визначення 1.10 Два лiнiйнi простори L1, L2 над одним i тим же
полем F називаються iзоморфными, кщо iснує iзоморфiзм iз одного
лiнiйного простору в другий.

Безпосереднiм наслiдком теореми є наступна

Теорема 1.11 Вiдношення “лiнiйний простiр L1 iзоморфний лiнiй-
ному простору L2“ є вiдношенням еквiвалентностi, тобто кожний
лiнiйний простiр iзоморфний сам собi (рефлексивнiсть вiдношення);
якщо лiнiйний простiр L1 iзоморфний лiнiйному простоору L2, то
лiнiйний простiр L2 iзоморфний лiнiйному простоору L1 (симетри-
чнiсть вiдношення); якщо лiнiйний простiр L1 iоморфний лiнiйному
простору L2, а лiнiйний простiр L2 iзоморфний лiнiйному просто-
ру L3, то лiнiйний простiр L1 iзоморфний лiнiйному простору L3

(транзитивнiсть вiдношення).
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Теорема 1.12 (Необхiдна i достатня умова iзоморфностi двох проторiв)
Скiнченновимiрнi лiнiйнi простори iоморфнi тодi i тiльки тодi, ко-
ли вони мають одну i ту ж вимiрнiсть Кожний n-вимiрний лiнiй-
ний простiр L над полем F iзоморфний лiнiйному простору F n.

Доведення. Нехай L1, L2 два -вимiрнi лiнiйнi простори i

e1, e2, . . . , en, u1, u2, . . . , un

їх базиси. Тодi вiдображення, яке ставить у вдповiднiсть вектору a =∑n
i=1 xiei ∈ L1 вектор b =

∑n
i=1 xiui ∈ L2 є iзоморфзмом. Тезнiчну

перевiрку цього оминемо. Ми обгрунтували, що два -вiрнi простоори
над одним полем iзоморфнi.

Покажемо,що два iзоморфнi лiнiйнi простори мають одну i ту ж
вимiрнiсть. Нехай L1, L2 два лiнiйнi простори, e1, e2, . . . , en базис лi-
нiйного простору i f : L1 → L2 iзоморфiзм iз L1 в L2. Покажемо, що
базис L2 також складається iз n векторiв. Для цього досить показати,
що вектори u1 = f(e1), u2 = f(e2), . . . , un = f(en) утворюють повну
лiнiйно незалежнi систему в L2, i тому утворюють базис.

Перевiряємо повноту системи векторiв u1, u2, . . . , un . Вiзьмемо до-
вiльний вектор b ∈ L2. Оскiлььки вiдображення f сю’єктивне, то
b = f(a) для деякого вектора a =

∑n
i=1 xiei. тодi b = f (

∑n
i=1 xiei) =∑n

i=1 xiui i ми записали вектор b у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв
ui, i = 1, 2, . . . , n

Перевiримо лiнiйну незалежнiсть системи векторiв u1, u2, . . . , un.
Нехай

∑n
i=1 xiui = 0. Тодi f (

∑n
i=1 xiei) = 0. Оскiльки вiдображен-

ня f є iн’єктивним, то
∑n

i=1 xiei = 0. лiнiйної незалежностi векто-
рiв e1, e2, . . . , en випливає x1 = x2 = . . . = xn = 0. . Отже вектори
u1, u2, . . . , un лiнiйно незалежнi.

В деяких випадках для заданих двої просторiв iснує природний,
всiм зрозумiлий, можна скзати, стандартний iзоморфiзм. Такий iзо-
морфiзм називають канонiчним.
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Кнонiчним iзоморфiзмом iз простору в себе є тотожне вiдображе-
ння. Канончнм iзоморфiзмом iз n-вимiрного простору L з вибраним
базисом e1, e2, . . . , en в F n є

L → F n x1e1 + . . .+ xnen 7→ (x1, . . . , xn)

Канонiчнм iзоморфiзмом iз n-вимiрного простору L з вибраним ба-
зисом e1, e2, . . . , en в Fn є

L → Fn x1e1 + . . .+ xnen 7→


x1
x2
. . .

xn

 .

В математицi вживається вираз “мiркування ведуться з точнiстю
до iзоморфiзму“, який означає, що iзоморфнi лiнiйнi простори вважа-
ються тотожними (не розрiзняються).

2 Пiдпростори

2.1 Означення i приклади. Лiнiйнi оболонки. Однорiднi си-
стеми лiнiйних рiвнянь

Визначення 2.1 Непорожня пiдмножина V ⊆ L лiнiйного просто-
ру L називається (лiнiйним) пiдпростором ляняйного простору L,
якщо для будь-яких a, b ∈ V i будь-якогоλ ∈ F

a+ b ∈ V, λa ∈ V.

Пiдмножина, що складається лише iз нульового вектора, i пiд-
множина, що збiгається iз усiм простором, є пiдпросторами. Цi
iдпростори називаються тривiальними . Решта пiдпросторiв на-
зивають нетривiальными.

Пiдпростори, що не збiгаються з усiм простоором, називаються
власними.
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Найчастiше пiдпростiр задається як лiнiйна оболонка векторiв та
системою лiнiйних однорiдних рiвнянь.

Визначення 2.2 Нехай є лiнiйний простiр L над полем F i в ньому
вектори

a1, a2, . . . , ak. (12)

Тодi множина всiх лiнiйних комбiнацiй вказаної сукупностi ве-
кторiв утворюють в L лiнiйний пiдпростiр, що називається лiнiй-
ною оболонкою векторiв (12). Цей пiдпростiр позначається через
Lin(a1, a2, . . . , ak). Таким чином,

Lin(a1, . . . , an) = {
n∑

i=1

xiai|x1, . . . , xn — числа }.

Лiнiйна оболонка векторiв справдi є пiдпростором, тому що сума
двох лiнiйних комбiнацiй знову є лiнiйню комбiнацiєю, вектор, про-
тилежний до лiнiйної комбiнацiї записується у виглядi лiнiйної ком-
бiнацiї, якщо лiнiйну комбiнацiю помножити на число, то одережимо
знову лiнiйну комбiнацiю. Будемо вважати наведенi мiркування оче-
видними.

Лiнiйна оболонка двох векторiв a, b складається iз iз усiх лiнiйних
комбiнацiй

xa+ yb.

Линiйна оболонка двох неколiнеарних векторiв на площинi збiгає-
ться iз множиною всiх вiльних векторiв на площинi.

Лiнiйна оболонка базиса збiгається iз усiм лiнiйнм простором.

2.2 Лiнiйнi однорiднi системи рiвнянь.

Вважємо, що перше знайомство iз системами лiнiйних алгебричних
рiвнянь вiдбулося (див. роздiл “Застосування визначникiв“). Зокре-
ма, вiдомi формули Крмера для розв’язування системи n рiвнянь з
n невiдомими у випадку, коли визначник основної матрицi системи

22



ненульовий; вiдомий ранг матрицi як “Найбiльший iз порядкiв нену-
льових мiнорiв“; вiдомi елементарнi перетворення рядкiв i стовпчикiв
матрицi. Наразi частину вiдомого матерiалу повторимо з використа-
нням поняття лiнiйного простору.

Нагадаємо означення та позначення, що використовуються при ви-
вченнi систем лiнiйних алгебричних рiвнянь.

Визначення 2.3 Рiвняння

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn = b,

де x1, x2, . . . , xn — невiдомi, а a1, a2, . . . , an, b ∈ F називаєтся линiй-
ним алгебричним рiвнянням. a1, a2, . . . , an — коефiцiєнти рiвняння.
b — права частина рiвняння. Якщо права частина рiвняння дорiв-
нює нулю, то воно називається однорiдним. Вiдповiдно, якщо права
частина не дорiвнює нулю, то воно називається неоднорiдним.

Якщо система m лiнiйних рiвнянь з n невiдомими записана у ви-
глядi

a11x1 + a12x2 + . . . a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . a2nxn = b2,
. . .

am1x1 + am2x2 + . . . amnxn = bm

 , (13)

то

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . .

am1 am2 . . . amn


основна матриця системи,

Ã =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . .
am1 am2 . . . amn bm

 .
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розширена матриця системи,

b =


b1
b2
. . .
bm


стовпчик (або вектор) правих частин, а

x =


x1
x2
. . .
xn


стовпчик (вектор) невiдомих.

В цих позначеннях система линiйних рiвнянь записується в насту-
пному матричному виглядi:

Ax = b.

Визначення 2.4 Якщо стовчик правих частин нульовий, то сите-
ма однорiдна. Якщо вiн ненульовий, то система неоднорiдна.

Якщо b ̸= 0, то кажуть, що однорiдна система Ax = 0 вiдповiдає
неоднорiднiй системi Ax = b.

2.3 Розв’язок системи

Визначення 2.5 Набiр iз n чисел (можна також сказати — ве-
ктор iз Fn) є розв’язком системи, коли пiсля пiдстановки цих чисел
замiсть невiдомих рiвняння стають тотожностями.

Числа x = 2, y = 3 утворюють розв’язок (один!) системи{
−5x+ 7y = 11
2x− y = 1

,

тому що два рiвняння
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{
−5 · 2 + 7 · 3 = 11

2 · 2− 3 = 1
,

насправдi є тотожностями.

Теорема 2.1 Розв’язки однорiдної системи утворюють лiнiйний пiд-
простiр у просторi Fn.

Доведення. Доводиться з використанням рiвностей

A(λx) = λAx, A(x+ y) = Ax+ Ay,

де A — матриця системи x, y — стовчики невiдомих, λ ∈ F.

Теорема 2.2 Нехай M ⊆ Fn - множина розв’язкiв неоднорiдної си-
стеми лiнiйних рiвнянь Ax = b, x0 — довiльно вибраний окремий
розв’язок цiєї системи i L ⊆ Fn — лiнiйний пiдпростiр розв’язкiв
вiдповiдної однорiдної системи Ax = 0. Тодi

M = x0 + L = {x0 + y|y ∈ L}.

Доведення. Нехай u ∈ x0+L, тобто u = x0+y, де Ax0 = b, Ay = 0.
Тодi

Au = Ax0 + Ay = b,

i u ∈ M. Ми довели включення x0 + L ⊆ M.

Виберемо v ∈ M i позначмо y = v − x0. Тодi Ay = Av − Ax0 = 0
i y ∈ L, v = x0 + y, M ⊆ x0 + L. Доведенi два включення x0 + L ⊆
M, M ⊆ x0 + L дають нам рiвнiсть M = x0 + L.

Теорема доведена.

Визначення 2.6 Двi система лiнiйних алгебричних рявнянь нази-
ваються рiвносильними, якщо вони мають одну i ту ж множину
розв‘язкiв.
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Визначення 2.7 Система називається сумiсною, якщо вона має
непорожню множину розв’язкiв. Якщо розв’язкiв система не має,
то вона несумiсна

2.4 Процес розв’язування i запису вiдповiдi

Теорема 2.3 (Про елементарнi перетворення системи лiнiйних рiвнять)
Наступнi перетворення системи лiнiйних алгебричних рiвнянь

• множення одного рiвняння на ненульове число;

• переставляння рiвнянь;

• додавання до одного рiвняння iншого, помноженого на будь-яке
число

приводять до системи, що рiвносильна данiй.

Приклад. Маємо чотири системи

a :


x1 + 6x2 + x3 = 10,
2x1 − 3x2 − x3 = −1,
x1 + x2 = 0,

b :


2x1 + 12x2 + 2x3 = 20,
2x1 − 3x2 − x3 = −1,
x1 + x2 = 0,

c :


x1 + x2 = 0,
2x1 − 3x2 − x3 = −1,
x1 + 6x2 + x3 = 10,

d :


x1 + 6x2 + x3 = 10,
2x1 − 3x2 − x3 = −1,
3x1 + 13x2 + x3 = 0.

Система b одержана iз системи a множенням першого рiвняння на 2,
або система a одержана iз системи b множенням першого рiвняння
на 1

2 .
Система c одержана iз системи a перетавлянням першого i третьо-

го рядкiв, cистема a одержана iз системи c перетавлянням першого i
третього рядкiв.

Система d одержана iз системи a додаванням подвоєного першого
рiвняння до третього, або система a одержана iз системи d додаван-
ням першого рiвняння, помноженого на (-2) до третього.
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Всi цi чотири ситеми рiвносильнi, множина розв’язкiв кожної з них

збiгається iз множиною векторiв вигляду

 1 + t
2− t

−3 + 5t

 , де t — деяке

число. Система a в матричному виглядi перепишеться як 1 6 1
2 −3 −1
1 1 0

 ·

 x1
x2
x3

 =

 10
−1
0

 .

Матриця  1 6 1
2 −3 −1
1 1 0


є основною матрицею системи. Матриця 1 6 1 10

2 −3 −1 −1
1 1 0 0


є розширеною матрицею системи, вектор x1

x2
x3


є вектором невдомих , вектор 10

−1
0


є вектором правих частин.

Розкутiсть типографських мiркувань. Незважаючи на те, що
стандарт вимагає писати вектор стовччиком, “типографськi мiрку-
вання“ дозволяють у праквичнiй роботi писати вектоор рядком, це
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не є помилкою, це справа домовленостi. Таким чином, вектор невi-
домих можна писати у виглядi (x1, x2, x3) , а вектор правих частин
(10,−1, 0). Однак справа вiд матрицi писати вектор рядком непри-
пустимо. Запис вектора в стовпчик, а не в рядок, важливий в певних
вузьких областях математики, де запис в рядок чи у стовпчик несе
суттєве iнформацiйне навантаження.

Доведення. Нехай A — система, X множина її розв’язкiв, B —
система, що одержана iз A одним елементарним перетворенням, Y —
множина ров’язiв системи B. Потрiбно довести, що X = Y .

Зрозумiло, що кожен розв’язок система A є розв’язком системи B
, тому A ⊆ B. Кожне елементарне перетворення рiвннь має обернене
елементарне перетворення. Застосувавши його до системи B одер-
жимо систему C = A iз множиною розвязкiв Z = X.. Як i ранiше,
Y ⊆ Z, тобто Y ⊆ X. Включення X ⊆ Y ⊆ X, можливi лише за
умови X = Y . Рiвносильнiсть систем доведена.

Елементрним перетворенням рiвнянь системи вiдповiдають еле-
ментарнi перетворення рядкiв розширеної матрицi. Основна части-
на розв’язування системи полягає в приведеннi розширеної матрицi
до того чи iного (в залежностi вiд обставин) зручного вигляду, який
дозволяє записати ту чи iншу форму розв’язку.

Розв’язати систему ] означає дати зручне окреслення множини
її розв’язкiв. Якщо розв’язок один, то розв’язування полягає в його
знаходженнi i точному записi. Якщо ж розв’язкiв нескiнченно бага-
то, то практика виробила три зручнi окреслення цiєї множини,якi
називаються

• загальний розв’язкок;

• параметричний розв’язко;

• вектоорний розв’язок.
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Для прикладу, нехай потрiбно розв’язати систему, що складається iз
одного рiвняння x1 + 2x2 − x4 = 2. Загальним розв’язком системи є

x1 = −2x2 + x4 + 2;

Параметричнм розв’язком системи є
x1 = −2t1 + t3 + 2,

x2 = t1,
x3 = t2,
x4 = t3;

Векторним розв’язком системи є
x1
x2
x3
x4

 = t1


−2
1
0
0

+ t2


0
1
0
0

+ t3


1
0
0
1

+


2
0
0
0

 .

Iз роздiлу “Застосувння визнчникiв“ вiдомо, що система сумiсна
тодi i тiльки тодi, коли ранг розширеної матрицi системи дорiвнює
рангу основної. Ранг розумiється як найбiльший з порядкiв ненульо-
вих мiнорiв. Нижче розглядаємо виключно сумiснi системи.

Розв’язування системи з єдиним розв’язком. Систему з єди-
ним розв’язком елементарними перетвореннями (та викреслюванням
за необхiдностi рiвнянь вигляду 0=0) зводять до системи рiвнянь з
невiдомии i ненульовим визначником основної системи. Далi застосо-
вують так званi формули Крамера

Завжди є розв’язок

x1 = x2 = . . . = xn = 0

xi =
∆i

∆
, (i = 1, 2, . . . , n),
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де x1, 1 ≤ i ≤ n невiдомi, ∆ — визначник основної матрицi, ∆i

— визначник основноюї матрицi, в якiй i−й стовпчик замiнений на
стовпчик правих частин.

Єдиним розв’язком однорiдної системи, зрозумiло, є нуьовий ве-
ктор.

Загальний розв’язок.

Визначення 2.8 Нехай ми зумiли невiдомi

M = {x1, x2, . . . , xn}
розбити на двi групи

M = M1 ∪M2, M1 ∩M2 = ∅,
так, що якi б ми не взяли значення для змiнних дз лругої групи , M2

змiннi з другої групи M1 знаходяться i єдиним чином. Тодi змiннi
iз першої групи називають основними, а змiннi iз другої групи —
вiльними.

Визначення 2.9 Запис формул, якi дозволяють обчислити основнi
змiннi, коли заданi вiльнi, називають загальним розв’язком систе-
ми.

Кажемо, що розширеша матриця системи знаходиться у спроще-
ному виглядi, якщо у всiх ненульових рядкiв i в деяких стовпчиках
основної матрицi стоїть одинична матриця.

Приклад. Матриця 2 1 0 −1 0 2 5
3 0 1 5 0 3 7
3 0 0 7 1 4 −3


має спрощений вигляд, оскiльки в 2,3,5 стовпчиках стоїть одинична
матриця. Це розширена матриця системи

2x1 + 1x2 + 03 + (−1)4 + 05 + 26 = 5,
3x1 + 02 + 13 + 54 + 05 + 36 = 7,
3x1 + 0 · x2 + 03 + 74 + 15 + 46 = −3.
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Основними змiнними можна взяти x2, x3, x5. Вiльними змiнними мо-
жна взяти z1, x4, x6. Загальним розв’язком системи буде

x2 = −2x1 + x4 + 0 · x5 − 2 · x6 + 5,

x3 = −3x1 − 5 · x4 − 3x6 + 7,

x5 = −3x1 − 7 · x4 − x6 − 3.

Одержання загального розв’язку системи полягає в тому, що роз-
ширену матрицю системи елементарними перетвореннями рядкiв ме-
тодом Гауса чи якоюсь його видозмiною приводять до спрощеного
вигляду i записують за одержаною матрицею систему:

x1 + a1,r+1xr+1 + . . .+ a1,nxn = b1,

x2 + a2,r+1xr+1 + . . .+ a2,nxn = b2,
. . .

xr + ar,r+1xr+1 + . . .+ ar,nxn = br

 , (15)

Потiм вiльнi змiннi {x1,. . . , xr} з коефiцiєнтами переносять до пра-
вих частин i одержують загальний розв’язок:

x1 = −a1,r+1xr+1 − . . .− a1,nxn + b1,

x2 = −a2,r+1xr+1 − . . .− a2,nxn + b2,
. . .

xr = −ar,r+1xr+1 − . . .− ar,nxn + br

 . (16)

Параметричний розв’язок
Загальний розв’язок (16) можна видозмiнити, представивши вiльнi

змiннi {xr+1,. . . , xn} параметрами, через якi виражються усi змiннi.

31



x1 = −a1,r+1t1 − . . .− a1,ntn−r + b1,

x2 = −a2,r+1t1 − . . .− a2,ntn−r + b2,
. . .

xr = −ar,r+1t1 − . . .− ar,ntn−r + br,
xr+1 = t1,

. . .
xn = tn−r


Визначення 2.10 Розв’язк системи у виглядi

x1 = c11t1 + . . .+ c1n−rtn−r + c10,
x2 = c21t1 + . . .+ c2n−rtn−r + c20,

. . .
xn = cn1t1 + . . .+ cn−rtn−r + cn0,

(17)

де t1, t2, · · · , tn−r довiльнi числа (параметри), називають параме-
тричнм розв’язком.

Векторний розв’язок

x =
n−r∑
i=1

citi + c0,

де

x =


x1
x2
. . .
xn

 , ci =


c1i
c2i
. . .
cni

 при i = 0, 1, 2, . . . , n− r.

називється векторним розв’язком.
Для прикладу, якщо маємо загальний розв’язок у виглядi

x1 = x3 − x4 + 3,
x2 = 7x3 + 5x4 − 1,
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то його перетворюємо у параметричний вигляд так:
x1 = x3 − x4 + 3,
x2 = 7x3 + 5x4 − 1,
x3 = x3,
x4 = x4,


x1 = t1 − t2 + 3,
x2 = 7t1 + 5t2 − 1,
x3 = t1,
x4 = t2,

або у векторний
x1
x2
x3
x4

 =


1
7
1
0

 t1 +


−1
5
0
1

 t2 +


−3
−1
0
0

 .

Окремий розв’язок системи (один, вибраний довiльним чином)
x1
x2
x3
x4

 =


−3
−1
0
0

 .

x1 = −3, x2 = −1, , x3 = 0, x4 = 0.

2.5 Розв’язування однорiдних систем

Однорiдна система завжди сумiсна — вона має нульовий розв’язок.
Для однорiдних систем, як i для неоднорiдних, можна шукати загаль-
ний озв’язок, параметричний i векторний. Пам’ятаючи, що розв’язки
однорiдної системи утворюють лiнiйний простiр в n, зупиниммося на
векторному розв’язку.

Теорема 2.4 Пiдпростiр розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiв-
нянь з n невiдомими, основна матриця якої має ранг r, має вимiр-
нiсть n− r.
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Доведення. Нехай маємо лiнiйну однорiдну систему Ax = 0, де A
— матриця рангу r з n стовпчиками i

xi =
n−r∑
j

aijxj, i = 1, 2, . . . , r. (18)

її загальний розв’язок. Пiдставимо замiсть вiльних змiнних значення

xr+1 = 1, xr+2 = 0, xr+3 = 0, . . . , xn = 0,

оббчислимо основнi змiннi i одержимо перший розв’язок u1.
Пiдставимо замiсть вiльних змiнних значення

xr+1 = 0, xr+2 = 1, xr+3 = 0, . . . , xn = 0,

обчислимо основнi змiннi i одержимо другий розв’язок u2.

Подiбним чином одержуемо решту розв’язкiв u3, u4, . . . , un−3. То-
чнiше, якщо вектор uk має кординати

uk =


u1,k
u2,k
. . .
un,k

 , k = 1, 2, . . . , n− r,

то
ur+i,k = δ(i, k) = 1, якщо i = k, 0, якщо i ̸= k.

Щоб закiнчити доведення теореми, достатно переконатися, що ве-
ктори u1, u2, . . . , un−r утворюють базис лiнiйного простору розв’язкiв
системи Ax = 0.

Щоб переконатися у вказанi веткори є лiнiйно незалежнии утвою-
ємо довiiлну лiнiйну комбiнацiю u1, u2, . . . , un−r =λ1u1 + λ2u2 + . . .+
λn−run−r = 0.iu1, u2, . . . , un−r ми можемо записати

vr+1 = λ1 = 0, vr+2 = λ2 = 0, . . . vn = λn−r = 0,

побудована лiнiйна комбiнацiя є тривiальною i вектори u1, u2, . . . , un−r

лiнiйно незалежнi.
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Для перевiрки повноти системи векторiв u1, u2, . . . , un− вибере-
мо довiльний вектор у просторi розв’язкiв (тобто розв’язок) v =
(v1, v2, . . . , vn). Будуємо розв’язок w = vr+1u1 + vr+1u1 + . . .+ vr+1u1.
Оскiльки в цих розв’язках вiльнi невiдомi збiгаються, а основнi нев-
домi вiльними визначаються однознано, то збiгають i вiльнi. Отже

v = w = vr+1u1 + vr+1u1 + . . .+ vr+1u1.

Повнота доведена i дведення теореми завершене. Наведемо поясню-
вальний приклад до доведення. Нехай n = 5, r = 2, n− r = 3,

u1 =


2
−1
1
0
0

 , u2 =


−1
3
0
1
0

 , u3 =


5
2
0
0
1

 ,

Сукупнiсть веторiв u1, u2, u3 лiнiйно незалежна, оскiлки

λ1u1+λ2u2+λ3u3 = 0 ⇒ u1 =


2λ1 − λ2 + 5λ3

−λ1 + 3λ2 + 2λ3

λ1

λ2

λ3

 = 0 ⇒ λ1 = λ2 = λ3 = 0.

2.6 Ранг системи векторiв, ранг матрицi

Визначення 2.11 Рангом системи векторiв називається вимiрнiсть
лiнiйної оболонки цих векторiв.

Теорема 2.5 Ранг системи S векторiв лiнiйного простору V дорiв-
нює кiлькостi векторiв в максимвльнiй лiнiйно незалежнiй пiдси-
стемi T ⊆ S .
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Доведення. Будемо дiяти подiбно до доведення теореми 1.5 на
сторiнйi 11 Щоб довести, що система T є базисом, потрiбно довести,
що вона є повною. Для цього вибираємо будь-який вектор a ∈ S
i розглядaємо бiльшу систему векторiв R = T ∪ {a} ⊆ S. Оскiль-
ки Оскльки T є макимаьною лiнiйно незалежною, тобто будь-яка бi-
лььша система є лiнiйного залежною, то система векторiв R є лiнiйно
залежною. Отже ми можемо побудувати нетривiальну лiнiйну комбi-
нацiю вектоорiв iз R, яка дорiвнюєє нулю. Зробимо це.

λa+
∑
b∈T

λbb = 0. (19)

Припущення λ = 0 приводить до суперечностi — нетривiальна лiнiйна
комбiнацiю векторiв iз T дорiвнює нулю. Отже T не дорiвнює нулю,
рiвнiсть (19) можна роздiлити на λ, лишити a злiва, а решту доданкiв
перенести направо

a =
∑
b∈T

(
−λb

λ

)
b, (20)

i одержати, що кожен вектор a системи S є лiнiйною комбiнацiєю
векторiв iз T :

a =
∑
b∈T

λa,bb. (21)

Виберемо довiльний вектор u ∈ LinS. За осзнченням лiнiйної обо-
лонки вектор u є лiнiйно комбiнацiєю векторiв iз S, тобто

u =
∑
a∈S

λaa. (22)

Пiдставимо в (̊eq-max-indep-rang-3) замiсть a (21) i одержмо

u =
∑
a∈S

λa

∑
b∈T

λa,bb. (23)

Ми довели, що кожен вектор iз LinS є лiнiйною комбiнацiєю векторiв
iз T , тобто сстема T є повною. Оскiльки вона за умовою також є
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лiнiйно незалежною, то T є базисом LinS, а кiлькiсть векторiв в T є
вимiрнiсю LinS.

Теорема доведена.

Подiбно до елементарних перетворень рядкiв матрицi, рiвнянь в
системi рiвнянь, можна розглядати i елементанi перетворення систе-
ми векторiв — переставляння векторiв, додавання до одного вектора
iншого, помноженого на будь-яке число, множення вектора на нену-
льове число.

Теорема 2.6 Якщо є двi системи векторiв S i T i одна з них одер-
жана iз другої за допомогою елементарного перетворення, то

LinS = T. (24)

Доведення. Нехай T ожержана iз S за допомогою елементарно-
го перетворення системи векторiв. Оскккльки при елементарному
перетворення системи лiнiйна оболонка може лише зменшитися то
LinT ⊆ S, а оскiльки кожне елементарне перетворення має оберне-
не, то також LinS ⊆ T . Разом два включення дають рiвнiсть (24)

Теорема 2.7 Ранг матрицi, тобто найбiльший з порядкiв її нену-
льових мiнорiв, збiгається з рангом системи її рядкiв i збiгається
з рангом системи її стовпчикiв.

Доведення. З огляду на те, що елементарнi перетворення рядкв ма-
трицi не змiнюють нi найбiльший з порядкiв ненульових мiнорiв, нi
иiмiрнiсть лiнiйної болонки рядкiв матрицi, то ми можемо вважат,
що матриця знаходиться у спрощеному виглядi, тобто у вiх ненульо-
вих рядка i у деяких вiдмiчених стовпчках стохть одинична матриця.
Для спрощення позначень будемо вважати, що матриця ма ненульо-
вi першi r рядкiв, i одинична матриця стоїть у прших r стовпчиах,
нловi рядки вiдображати не будемо.
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Отже, маємо матрицю
1 0 . . . 0 a1,r+1 a1,r+2 . . . a1,n
0 1 . . . 0 a2,r+1 a2,r+2 . . . a1,r+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 ar,r+1 ar,r+2 . . . an,n

 , n ≥ r ≥ 1.

Найбiлььший з порядкiв ненульовиї мiнорiв дорiвнює r — вiдповiдний
мiнор стоiть в перший стовпчиках, вiддорвнює 1.

Система рядкiв матрицi A є повною в лiнiйнiй оболонцi рядкiв
за означенням: кожен векто лiнiйної оболнки є лiнiйною комбiнацiєю
рядкiв матрицi. Система рядкiв матрицi є також лiнiйно незалежною
— будемо вважати, що це видно.Тому виiрнiсть лiнiйної оболлонки
рядкiв матрицi дорiвнює r.

Пам’ятаємо, що ранг матрицi дорiвнює рангу транспонованої ма-
трицi. А нагр транспонованої матрицi, за уже доведеним, дорiвнює
вимiрностi лiнiйної оболонки стовпчкiв — рангу сстеми стовпчикв.
Звiдси ссипливє твердження теореми.

Теорема доведена.

Пiдсумуємо доведене наступною теоремою

Теорема 2.8 (Основна теорема про ранг матрицi) Ранг нульвої
матрицi дорiвнює нулю. Якщо матриця ненульова, то число r ≥ 1
є рангом матицi в тому i тiльки тмоу випадку, коли виконується
одна iз 5 рiвносильнийх умов

1. (Алгебричний ранг.) Iснує нунульовий мiнор r−го порядку, який
не дорiвнює нулю, а мiнорiв r + 1−го порядку або немає,або всi
вони дорiвнюють нулю.

2. (Геометричний рядковий ранг.) Максимальна сукупнiсть лнiй-
но незалежних рядкiв матрицi мiстить r рядкiв.
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3. (Геометричний стовпчиковий) Максимальна сукупнiсть лнiй-
но незалежних стовпчикiв матрицi мiстить r стовпчикiв.

4. (Гауссовий рядковий) Елементарними перетвореннями рядкiв
матрицю можна привести до вигляду, коли вона у всiж не-
нуьових рядкх i у вiдмiчених стовпчиках мiстить одиничну
матрицю.

5. (Гауссовий стовпчиковий) Елементарними перетвореннями стов-
пчикiв матрицю можна привести до вигляду, коли вона у всiж
ненульових стовпчиках i у вiдмiчених рядках мiстить одини-
чну матрицю.

2.7 Операцiї над пiдпросторами

Визначення 2.12 Сумою V = V1 + V2 пiдпросторiв V1, V2 ⊆ L лi-
нiйного простору L називається пiдпростiр

V = {x+ y|x ∈ V1, y ∈ V2}.

Означення суми пiдпросторiв коректне в тому розумiннi, що справдi
є пiдпростором, тобто сума двох векторiв iз V зову лежить в V ; нуль-
вий вектор лежить в V ; вектор iз V помножений на будь-яке число
лежить в V . Перевiрки цих властивостей не повиннi становити скла-
днiсть. Для прикладу, нявнiсть нульового вектоора в V перевiряється
наступним чином:

0 ∈ V1, 0 ∈ V2 ⇒ 0 = 0 + 0 ∈ V.

Подiбним чином перевiряється, що теоретико-множиннийй пере-
тин пiдпросторiв є пiдпростором.

Такм чином, найважливiшими операцiями над пiдпосторами є су-
ма i перетин.
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Теорема 2.9 Нехай V1, V2 ⊆ L лiнiйнi пiдпростори лiнiйного про-
стору L. Вимiрнiсть суми та перетину цих пiдпросторiв зв’язанi
рiвнiстю

dim(V1 + V2) = dimV1 + dimV2 − dim(V1 ∩ V2).

Доведення. Нехй претин V1∩V2 має базис e1, e2, . . . , ep. Доповни-
ми цей базис векторами u1, u2, . . . , uq до максимальної лiнiйно незале-
жноi системи векторiв в V1 i векторами v1, v2, . . . , vr до максимальної
лiнiйно незалежно] системи векторiв в V2. Таким чином, базисом в V1

буде e1, e2, . . . , ep, u1, u2, . . . , uq, а базисом в V2 буде e1, e2, . . . , ep, v1, v2, . . . , vr,
i

dim(V1 ∩ V2) = p, dimV1 = p+ q, dimV2 = p+ r.

Переконаємося, що система векторiв e1, e2, . . . , ep, u1, u2, . . . , uq, v1, v2, . . . , vr
є базисом V1+V2 . Переконаємося що ця система повна. Виберемо до-
вiльний елемент a ∈ V1 + V2, a = b+ c, b ∈ V1, c ∈ V2. Тодi

b =

p∑
i=1

λiei+

q∑
j=1

µjuj, c =

p∑
i=1

νiei,+
r∑

k=1

ξkvk, b+c =

p∑
i=1

(λi+νi)ei+

q∑
j=1

µjuj+
r∑

k=1

ξkvk.

Повнота системи векторiв перевiрена. Переходимо до перевiрки лi-
нiйної незалженостi нашої системи векторiв. Виписуємо лiнiйну ком-
бiнацiю, що дорвнює нулю

p∑
i=1

λiei +

q∑
j=1

µjuj +
r∑

k=1

ξkvk = 0.

Перенесемо останню суму направо
p∑

i=1

λiei +

q∑
j=1

µjuj = −
r∑

k=1

ξkvk, (25)

i познчимо через a вектор, що стойть в лiвiй i в правiй частинх (25).
Формула в лiвiй частинi (25) показує, що вектор a лежиь в V1, а
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формула в павiй частинi рiвностi (25) показує,що цей вектор лежитьв
V2. Отже вектор a лежить у перетинi. Iз за однозначностi розкладення
вектора за базисом випливає, що a = 0 i початкова лiнiйна комбiнацiя
векторiв нашої системи є тривiальною. Лiнiйну незалежнiсть векторiв
iз системи перевiрили.

Ми довели, що dim(V1+V2) = p+ q+ r. На завершення доведення
теореми запишемо

dim(V1+V2) = p+q+r = (p+q)+(p+r)−p = dimV1+dimV2−dimV1∩V2.

Визначення 2.13 Cума

V1 + V2 + . . .+ Vk =

= {x+ y + . . .+ z|x ∈ V1, y ∈ V2, . . . z ∈ Vk}
пiдпросторiв V1, V2, . . . , Vk лiнiйного простору L називается пря-
мою, якщо iз рiвностей

x1 + y1 + . . .+ z1 = x2 + y2 + . . .+ z2

для довiльних векторiв

x1, x2 ∈ V1, y1, y2 ∈ V2, . . . , z1, z2 ∈ Vk

випливає рвнiсть

x1 = x2, y1 = y2, . . . , z1 = z2

Пряма сума пiдпросторiв позначається знаком ⊕.

Теорема 2.10 Для прямої сумы пiдпросторiв виконується рiвнiсть

dim(V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vk) =
k∑

i=1

dimVi.

Доведення. Лвелення полягає в перевiрцi того, що об’єднання бази-
сiв доданкiв є базисом суми.
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3 Двоїстий (спряжений) простiр

3.1 Простiр лiнiйних функцiоналiв та лiнiйних форм.

Вважаємо, що є лiнiйний простiр V над полем F . Будемо називати
його первiсним, початкови, заданим. Коли простiр V скiнченновимiр-
ний, то вважаємо, що його вiмiрнiсть дорiвнює n.

Визначення 3.1 Вiдображення f : V → F називається лiнiйним
функцiоналом над лiнiйним простором V , якщо воно адитивне

f(a+ b) = f(a) + f(b),

i однорiдне
(λa) = λf(a).

Для прикладу, похiдна в точцi 0 є лiнiйним функцiоналом у лiнiйно-
му посторi функцiй, що мають похiднi будь-якого порядку в точцi 0.
Вiдображення, яке ставить у вiдповiднiсть кожному вектору число 0
є лiнiйним функцiоналом, його позначають 0.

Познчмо множину лiнiйних функцiоналiв на лiнiйному просторi V
над полем F через V ∗. На непорожнiй множинi V ∗ введемо операцiю
додавання лiнiйних функцiоналiв: для f, g ∈ V ∗, x ∈ V

(f + g)(x) = f(x) + g(x),

а також введемо множення функцiонала на число: для f ∈ V ∗, λ ∈
F, x ∈ V

(λf)(x) = λf(x).

Теорема 3.1 Множина V ∗ разом iз введеним додаванням функцiiо-
налiв та множенням функцiоналiв на числа є лiнiйним простором.
Цей простiр називають спряженим (аба дуальним чи двоїстим) до
V i позначають V ∗.
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Доведення. Технiчну перевiрку коректностi визнчення суми лi-
нiйних функцiоналiв, множення лiнiйного функцiонала на число i
того, що разом iз введеними операцiями V ∗ утворює лiнiйний про-
стiр, оминемо — як приклад такої технiчної перерврки наведемо пе-
ревiрку того, що сума лiнiних функцiоналiв адативна. Незай f, g ∈
V ∗, x, y ∈ V .

(f + g)(x+ y) = f(x+ y) + g(x+ y) = f(x) + g(x) + f(y) + g(y) =

= (f(x) + f(y)) + (g(x) + g(y)) = f(x+ y) + g(x+ y).

Лiнiйнi функцiонали здають лiнiйними формами i навпаки, кожна
лiнiйна форма задає лiнiйний функцiонал.

Визначення 3.2 Вирази вигляду

a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn n ≥ 1,

де коефiцiєнти a1, a2, . . . , an ∈ F сталi числа, а x1, x2, . . . , xn — змiн-
нi називають лiнiйними формами (вiд n змiнних).

Прикладами лiнiйних форм є 2x1 − 3x2,
∑n

i=1 xi. Окремим випад-
ком лiнiйної форми є нульова форма — всi коефiцiєнти нульової фор-
ми дорiвнюють нулю.

Лiнiйнi форми можна додавати
n∑

i=1

aixi

n∑
i=1

bixi =
n∑

i=1

(ai + bi)xi,

i множити на число

λ
n∑

i=1

aixi =
n∑

i=1

(λai)xi.
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Якщо на лiнiйному просторi V вимiрностi n з базисом ei, i = 1, 2, . . . , n
є лiнiйний функцiонал f : L → F , то для x ∈ L, x =

∑
xiei значе-

ння f(x) можна обчислити наступним чином:

f(x) =
n∑

i=1

xif(ei) =
n∑

i=1

aixi, ai = f(ei).

Таким чином, значення функцiонала f на векторах обчислюється
за допомогою лiнiйної форми. I навпаки, коли заданий набiр чисел
ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , n то визначаємо f(ei) = ai i f(x) =

∑
xiai, тоб-

то за лiнiйною формою ми можtмо побудувати лiнiйний функцiонал.
Але це вiдбувається виключно при наявностi базиса. Вiдповiднiсть
мiж формами та функцiоналами канонiчна (всiм єдиним чином зро-
зумiла, природна) при наявностi базиса i узгоджена з операцiями до-
давання та множення на числа. Отже лiнiйнi простори лiнiйних фун-
кцiоналiв i лiнiйних форм канонiчно iзоморфнi. Наявнiсть канонiчно-
го iзоморфiзму дозволяє називати i той i другий простiр спряженим
до заданого лiнiйного постоору.

3.2 Дуальний (сспряжений) базис у просторi лiнiйних фун-
кцiоналiв i у просторi лiнiйних форм.

Теорема 3.2 Спряжений простiр має ту ж вимiрнiсть, що i за-
даний лiнiйний простiр.

Доведення. Припустимо, що заданий лiнiйний простiр n−вимiрний
i має базис e1, e2, . . . , en. Будуємо функцiонали f1, f2, . . . fn так, що

fI(ej) = δij =

{
1, i = j
0, i ̸= j.

(26)

Побудованi функцiонали задаються формами: для x =
∑n

i=1 xiei

fi(x) = xi, i = 1, 2, . . . , n. (27)
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Для доведення теореми досить переконатися, що побудованi функцiо-
нали утворюють повну лiнiйно незалежну систему.

Оскiльки для будь-якого функцiоналу f

f(x) =
n∑

i=1

f(ei)xi =
n∑

i=1

f(ei)fi(x) =

(
n∑

i=1

f(ei)fi

)
x

то система f1, . . . , fn повна.
Перевiряємо лiнiйну незалежнiсть функцiоналiв f1, . . . , fn. Вибере-

мо лiнiйну комбiнацiю, що дорiвнює нулю a1f1+a2f2+ . . .+anfn = 0.
Застосуємо цю лiнiйну комбiнацiю до вектора e1:

0(a1f1 + a2f2 + . . .+ anfn)(e1) = a1.

Одержали рiвнiсть a1 = 0. Подiбним чином переконуєємося в тому,
що i решта коефiцiєнтiв a2, a3, . . . , an дорiвнюють нулю.

Теорема доведена.

Визначення 3.3 Якщо в лiнiйному просторi V є базис e1, e2, . . . , en,
то базис (26) називають дуальним (або двоїстим , чи спряженим)
базисом у просторi функцiоналiв, а а базис (27) називають дуаль-
ним базисом у просторi форм.

3.3 Природний (канонiчний) iзоморфiзм мiж лiнiйним про-
стором V i спряженим до спряженго (двiчi спряженим)
V ∗∗

Позначимо через V ∗∗ лiнiйний простiр, що спряжений до V ∗. Кожен
вектор a ∈ V визначає лiнiйний функцiонал â inV ∗∗, ща задється
правилом: для f ∈ V ∗

â(f) = f(a).

Вiдображення â : V ∗ → F насправдi є лiнiйнbм, оскльки для f, g ∈
V ∗, λ ∈ F

â(f + g) = (f + g)(a) = f(a) + g(a) = â(f) + â(g),
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â(λf) = (λf)(a) = λf(a) = λâ(f).

Теорема 3.3 Вiдображення

a 7→ â

є iзоморфiзмо iз лiнiйного простору V в лiнiйний постiр V ∗∗

Доведення. Позначимо через e1, e2, . . . en базис лiнiйного простору
V , через u1, u2, . . . un спряжений до e1, e2, . . . en базис лiнiйного про-
стору V ∗, i через v1, v2, . . . vn спряжений до u1, u2, . . . un базис лiнiй-
ного простору V ∗∗. Твердження теореми випливає з тоо, що

ê1 = v1, , ê2 = v2, . . . , ên = vn.

3.4 Змiна координат лiнiйного функцiонала при змiнi ба-
зиса в первiсному лiнiйному просторi.

Вибравши базис e1, e2, . . . en в лiнiйному просторi V ми для кожного
лiнiйного функцiонала f : V → F одержуємо задання

f(x) = f

(
n∑

i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

f(ei)xi,

де числа f(e1), f(e2), . . . , f(en) є координатами функцiонала f у ду-
альному базисi спряженого простору.

Теорема 3.4 Нехай у лiнiйному просторi V є два базиси: старий
базис e1, e2, . . . en i новий базис u1, u2, . . . un. Лiнiйний функцiонал
f ∈ V ∗ одержує два набори координат: a1, a2, . . . , an в базисi, що
спряжений до старого, i b1, b2, . . . , bn в базисi, що спряжений до но-
вого. Якщо C — матриця переходу вiд старого базиса до нового, то

(b1, b2, . . . , bn) = (a1, a2, . . . , an)C, (28)

або стисло, позначивши = (b1, b2, . . . , bn), a = (a1, a2, . . . , an),

b = aC. (29)
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Доведення. Твердження теореми випливає з того, що для i = 1, 2, . . . , n

bi = f(ui) = f

(
n∑

j=1

cjiei

)
=

n∑
j=1

cjif(ej) =
n∑

j=1

ajcji.

Якщо записати означення матрицi переходу вiд старого базиса до
нового у виглядi

(u1, u2, . . . , un) = (e1, e2, . . . , en)C, (30)

i порiвняти iз iз змiною координат лiнiйного функцiонала (28), то по-
бiчимо, що вони змiнюються однаково або, як кажуть, коварiантно.
Звернему увагу на змiну координат вектора (9) ереходi вiд старого
базиса до нового. Щоб пiдкреслити, вiдмiни у фрмулах (9) i (30),
кажуть, що кординати вектора змiнюються контраварiантно по вiд-
ношенню до змiни базисних векторiв.

3.5 Зв’язок мiж пiдпрострами спряженого пiдпростору i
пiдпросторами самого (первiсного) простору. Лiнiйне
кодування

Визначення 3.4 Множина

{x ∈ V |f(x) = 0}

називається ядром лiнiйного функцiонала f ∈ V ∗. Ядро лiнiйного
функцiонала f поззначається Ker(f)

Теорема 3.5 Мiж частко впорядкованою множиною (ч.в.м) P =
{A|A ⊆ V лiнiйних пдпростоорiв лiнiйного простору V i ч.в.м.
Q = {B|B ⊆ V ∗} лiнiйних пiдпростоорiв спряженого простору
V ∗ iснує природний антиiзоморфiзм, тобто бiєктивне вiдображе-
ння α : Q → P таке, що для будь-яких пiдпросторiв B1, B2V

∗

B1 ⊆ B2 ⇔ α(B1) ⊇ α(Q2).
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Цей природний (канонiчний) антиiзоморфiзм задається правилом:

A = α(B) ⇔ A = {x ∈ V |(∀f ∈ B)f(x) = 0}.

Обернений антиiзоморфiзм β : P → Q задається правилом

B = β(A) ⇔ B = {f ∈ V ∗|(∀x ∈ A)f(x) = 0}.

Доведення. Для того, щоб довести теорему, потрiбно перевiрити
такi пункти:

• Для лiнiйного пiдпростору B ⊆ V ∗ множина A = α(B) є пiдпро-
стором лiнiйного простору V .

• Для лiнiйних пiдпросторiв B1, B2 ⊆ V ∗ якщо B1 ⊆ B2, то α(B1) ⊇
α(B2).

• Добуток βα є тотожним вiдобаженням множини Q лiнiйних пiд-
просторiв простору V ∗ в себе.

Симетричну превiрку (коли пiдпростори A,B мiняються ролями) пе-
ревiряти не потрiбно, враховуючи те, що двiчi спряжений простiр
канонiчно iзоморфний заданому простору.

Перевiряємо першу властивiсть. Нехай B ⊆ V ∗ лiнiйний пiдпро-
стiр постору V ∗, A = α(B), x, y ∈ A, λ, µ ∈ F. За ознченням вiд-
ображення α для будь-якого функцiонала f ∈ B f(x) = f(y) = 0
i f(λx + µy) = λf(x) + µf(y) = 0. Отже λx + µy ∈ A. Те, що A є
лiнiйним пiдпростором лiнiйного простору V перевiрено.

Перевiряємо другу властивiсть. Нехай B1, B2 ⊆ V ∗ два пiдпросто-
ри такi, що B1 ⊆ B2, i нехай A1 = α(B1), A2 = α(B2). Потрiбно
перевiрити, що A1 ⊇ A2.

Дiйсно,

x ∈ A2 ⇒ ∀f ∈ B2)f(x) = 0 ⇒ ∀f ∈ B1)f(x) = 0 ⇒ x ∈ A1,

i A1 ⊇ A2.
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Переходимо до перевiрки останньої властивостi. Нехай A ∈ P, B,B1 ∈
Q, α(B) = A, β(A) = B1. Спочатку перевiримо включення B ⊆ B1.

Дiйсно, за означенням вiдображень α, β

f ∈ B ⇒ (∀x ∈ A)f(x) = 0 ⇒ f ∈ B1.

Отже, B ⊆ B1.
Для перевiрки рiвностi B = B1 досить переконатися в тому,що

dimB = dimB1. Для цього вибираємо базис e1, e2, . . . , en в V . Пiсля
такого вибору всi функцiонали задаються лiнiйними формами вiд n
змiнних. Далi вибираємо базис f1, f2, . . . , fr ∈ B, r ≤ n. Пiдпростiр
A ⊆ V стє простором розв’язкiв однорiдної системи лнiйних рiвнянь

f1(x) = 0,
. . .

fr(x) = 0.

Простiр розв’язкiв цiєї системи має вимiрнiсть n−r. Вибираємо базис
u1, u2, . . . , un−r лiнiйного простору A. Тепер лiнiйний простiр B1 є
простором розв’язкiв системи рiвнянь

f(u1) = 0,
. . .

f(un−r) = 0.

Вимiрнiсть цього простору дорiвнює n − (n − r) = r. Отже dimB =
dimB1 = r.

Теоорема доведена.

: Приклад Нехай є 5-вимiрний лiнiйний простiр V над полем дiй-
сних чисел, його елементами є вектори

x =


x1
x2
x3
x4
x5

 , x1, x2, x3, x4, z5 ∈ R.
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Спряжений простiр також 5-вимiрний, його елементами є лiнiйнi фун-
кцiонали, що заданi лiнiйними формами

f(x) = a1x1+ a2x2+ a3x3+ a4x4+ a5x5. a1, a2, a3, a4, a5 ∈ R. (31)

Розглянемо лiнiйний пiдпростiр A ⊂ V з базисом

u1 =


2
1
0
3
3

 , u2 =


−1
0
4
5
1

 .

Знайдемо пiдпростiр β(A) = B ⊆ V ∗, тобто пiдпростiр таких лiнiйних
функцiоналiв f ∈ V ∗, що f(x) = 0 для будь-якого вектора x ∈ A.

Оскiiльки

(∀x ∈ A)f(x) = 0 ⇔ f(u1) = f(u2) = 0,

то для знаходження лiнiйних форм iз B маємо однорiдну систему
рiвнянь {

2a1 + a2 + 3a4 + 3a5 = 0,
−a1 + 4a3 + 5a4 + a5 = 0.

(32)

Розв’язування починаємо iз запису матрицi системи:

M =

(
2 1 0 3 3
−1 0 4 5 1

)
.

Длi методом Гауса прводимо матрицю M до спрощеного вигляду

M ∼
(

0 1 8 13 5
−1 0 4 5 1

)
∼
(

−1 0 4 5 1
0 1 8 13 5

)
∼
(

1 0 −4 −5 −1
0 1 8 13 5

)
Тут перший перехiд — до першого рядка додали другий, помножений
на 2; другий перехiд — помiняли мiсцями перший i другий рядок; тре-
тiй перехiд — перший рядок помножили на (-1). За одержаною матри-
цею у спрощеному виглядi пишемо систему рiвнянь (що рiносильна
системi (32):
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{
a1 − 4a3 − 5a4 − a5 = 0,
a2 + 8a3 + 13a4 + 5a5 = 0.

(33)

Роздiляємо змiннi на основнi (a1, a2) i вiльнi (a3, a4, a5), переносимо
доданки iз вiльними змiнними направо{

a1 = 4a3 + 5a4 + a5,

a2 = −8a3 − 13a4 − 5a5.
(34)

Складаємо табличку для знаходження базисних векторiв простору
розв’язкiв, в нiй замiсть вiльних змiнних ставимо (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)
(гарантуємо лiнiйну незалежнiсть i повноту знайденої сукупностi роз-
в’зкiв):

a1 a2 a3 a4 a5
f1 4 −8 1 0 0
f2 5 −13 0 1 0
f3 1 −5 0 0 1

Записуємо вiдповiдь: базисними формами лiнiйного простору B є

f1 = 4x1 − 8x2 + x3,

f2 = 5x1 − 13x2 + x4,
f3 = x1 − 5x2 + x5,

лiнiйний пiдпростiр A є простором всiх розв’язкiв системи
4x1 − 8x2 + x3 = 0,
5x1 − 13x2 + x4 = 0,
x1 − 5x2 + x5 = 0.

3.6 Лiнiйне кодування

Для захисту iнформацiї що передається каналом зв’язку, використо-
вують певний її перезапис. Пiд iнформацiєю тут розумiємо послiдов-
нiсть символiв, а символи — елементи певвного поля. Перезапис iн-
формацiї з метою захисту вiд пошкодення називають кодуванням, на
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вiдмiну вiд перезапису з метою зхисту вiд несанкцiоованого викори-
стання, який називають шифруванням.

Розглянемо один метод перезапису, який називають лiнiйним ко-
дуванням.

Нехай потрiбно передати послiдовнiсть (x1, x2, . . . , xr) iнформацiй-
них символiв. Вводио лiнiйний простiр V стовпчикiв довжини n, n >
r ≥ 1. В цьому просторi вибирається пiдпростiр L ⊂ V вимiрностi r
з базисом e1, e2, . . . , er. Далi каналом зв’язку передається вектор

x = x1e1 + x2e2 + . . .+ xrer.

Матриця A, стовчиками якої є вектори e1, e2, . . . , er ∈ V називається
породжуючою матрицею коду. Можна сказати, що каналом зв’язку
передаються лiнiйнi комбiнацiї стовчикiв породжуючої матрицi коду.

Пiдпростiр L ⊂ V визначає пiдпростiр M ⊂ V ∗ вимiрностi n− r

M = {f ∈ V ∗|f(e1) = f(e2) = . . . = f(er) = 0}.

Переходячи до базиса f1, f2, . . . , fn−r пiдпростору M одержуємо, що
L є простором розв’язкiв системи лiнiйних однорiдних рiвнянь з ма-
трицею B, що має n стовпчикiв i n−r рядкiв. Матриця B називається
перевiрочною матрицею коду.

Прийнятий пiсля передавання вектор x′ множиться на перевiрочну
матрицю B:

Bx′ = b.

Яущо b = 0, то робиться висновок, що вектор x при передаваннi
каналом зв’язку не пошкодився, x′ = x, його розкладають за бази-
сом пiдпростору i знаходять iнформацiйнi символи. Якщо ж b ̸= 0,
то в залежностi вiд важливостi змiсту та вартостi передавання при-
ймається одне iз двох рiшень, або вимагаєтья повторне передавання
iнформацiї, або робиться висновок, що передавався найближчий (в
певному розумiннi) до x′ вектор iз L.

Для прикладу, нехай iнформацiйнi символи належать полю Z2 =
{0, 1}, простiр V тривимiрний, каналом зв’язку передаються векто-
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ри

 λ
λ

λ

 , якi утворюють одновимiрний простiр A ⊂ V, базисним

вектором в A є вектор e =

 1
1
1

 . Припустимо, що потрiбно переда-

ти послiдовнiсть 00101110. Символи передаються по одному, замiсть
символа λ передається вектор λe, Отже, передається послiдовнiсть 0

0
0

 0
0
0

 1
1
1

 0
0
0

 1
1
1

 1
1
1

 1
1
1

 0
0
0


Лiнiйний простiр A можна задати системою рiвнянь{

x1 = x3,
x2 = x3

або {
x1 + x3 = 0,
x2 + x3 = 0

Нагадаємо, що передаються символи двоелементного поля Z2, в яко-
му 1 + 1 = 0 i 1 = −1. Породжуючою матрицею нашого коду є

M =

 1
1
1

 .

а перевiрочною матрицею є

N =

(
1 1 0
1 0 1

)
Припустмо, що пiсля проходження каналом зв’язку на приймач при-
йшли вектори 0

0
0

 0
0
0

 1
1
1

 0
0
0

 1
1
1

 1
1
1

 1
0
1

 0
0
0
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Передостаннiй вектор

 1
0
1

 не проходить перевiрку перевiрочною

матрицею: (
1 1 0
1 0 1

) 1
0
1

 =

(
1
0

)
̸=
(

0
0

)
Якщо передавались команди на супутник для увiмкнення чи вимкне-
ння двигунiв, вартiсь хибного виконання команди велика, i для по-
вторного передавання є можливостi, то команда повинна бути переда-
на повторно. Якщо ж передавалась свiтлина пляжу з мобiльника на
мобiльник, то можна дозволити приймачу виправити помилку. Для

цього приймач шукає iз двох векторiв

 1
1
1

 ,

 0
0
0

 , що утворюють

простiр A, найближчий до

 1
0
1

 — не збiгається найменша клькiсть

координат, ним буде

 1
1
1

, i при декодуваннi передостаннiй символ

декодуєься як 1. Оскiльки довгi вектори виписувати у стовчик буває
вельми незручно, то їх пишуть (особлво у спецiальнiй лiтературi, що
стосується кодування та декодування) у рядок (як кажуть, iз типо-
графських мiркувань). А оскiльки вектор справа вiд матрицi писати
в рядок безумовно неправильно, то до рядка застосовують транспо-
нування, вiн стає стовпчиком, i тодi його можна писати справа вiд
матрицi.
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4 Прямий добуток лiнiйних просторiв над зада-
ним полем.

4.1 Прямий добуток двох множин

Визначення 4.1 Прямим добутком (або декартовим добутком) двох
множин A i B називається множина A × B, елементами якої є
впорядкованi пари (a, b) елементiв ∈ A, b ∈ B. Прямий добуток
мноини на себе називають декартвоим квадратом множини.

Так, коли A = {a, b, c}, B = {x, y}, то

A×B = {(a, x), (a, y), (b, x), (b, y), (c, x), (c, y)}, B×A = {(x, a), (y, a), (x, b), (y, b), (x, c), (y, c)},
A×A = A2 = {(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b, c), (c, a), (c, b), (c, c)}, B×B = {(x, x), (y, x), (x, y), (y, y)}.
А коли на площинi задана декартова система координат, i кожна то-
чка цiєї площини уявляється як пара чисел (x, y), то таку площину
можна уявляти як прямий добуток дiйсних прямих R× R, або R2 —
декартiв квадрат дiйсної прямої.

4.2 Прямий добуток довiльної сукупностi множин

Для того, щоб вiдрiзняти елементи сукупностi один вiд одного вико-
ристовують так званi показчики, або iндекси. Так елементи двоеле-
ментної мноини можна позначити як a1, a2 — тут числа 1,2 викори-
станi як показчики, iндекси, якi дозволяють вiдрiзнити один елемент
вiд другою. Звичайно елементи скiнченної множини, що має n еле-
ментiв iндексується числами 0, 1, 2, . . . , n− 1 або числами 1, 2, . . . , n;
елементи злiченної множини iндексуються натуральними числами (з
нулем або без нього); якщо множина одноелементна, то для позначе-
ння цього елемента iндекси зазвичай не використовуються.

Для заданих множин A1, A2, що iндексованi множиною iндеквiв
I = {1, 2}, впорядковану пару (x, y), x ∈ A1, y ∈ A2 можна розгляда-
ти як таблично задану функцiю

f : I → A1 d A2, f(i) = x ∈ A1, f(2) = y ∈ A2.
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Таке розумiння впорядкованх пар (x, y) дозволяє узагальнити поня-
ття прямого добутку множин на випадок коли вножин не двi, а будь-
яка сукупнiсть.

Визначення 4.2 Нехай є довiльна сукупнiсть множин Ai, i ∈ I,
що iндексованi елементами iз певної множини I. Тодi прямим до-
бутком Πi∈IAi називається∏

i∈I

Ai = {f : I →
∪
i∈I

A1|f(i) ∈ Ai}.

Певнi зручностi дає домовленiсть про те, що

• якщо один iз множникiв порожнiй, то весь прямий добуток
порожнiй;

• якщо iндуксуюча множина одноелементна (прямий добуток одно-
го множника) то добуток дорiвнює цьому множнику;

• якщо iндексуюча множина порожня (множиться порожня мно-
жина множникiв) то прямий добуток одноелементний;

• елементами прямого добутку злiченної множини множикiв є
послiдовностi елементiв множникiв.

• якщо всi множиники збiгаються ∀i ∈ I(i= A), то прямий до-
буток позначається AI .

4.3 Прямий добуток двох лiнiйних просторiв над одним по-
лем

На пряому добутку L1×L2 двох лiнiйних просторiв L1, L2 над одним
полем F можна природно вести операцiї додавання та множення на
число: якщо x1, x2 ∈ L1, x2, y2 ∈ L2, λ ∈ F то

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2), λ(x1, y1) = (λx1, λx2).

Рзом iз так введеними операцiями L1×L2 утворює лiнiйний простiр.
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Теорема 4.1 Лiнiйний простiр L1 × L2 є прямою сумою пдпросто-
рiв L1 × {0}, {0} × L2 ⊆ L1 × L2. Якщо базисом лiнiйного просто-
ру L1 є вектори e1, e2, . . . , en ∈:1, а базис L2 утворюють вектори
u1, u2, . . . , um ∈ L2, то базис лiнiйного простору L1 × L2 утворю-
ють вектори

(e1, 0), (e2, 0), . . . , (en, 0), (0, u1), (0, u2), . . . , (0, um).

Доведення. Спрвдi, будь-який вектор (x, y) ∈ L1 × L2 можна
записати у виглядi

(x, 0) + (0, y) = (x, y), (x, 0) ∈ L1 × {0}, (0, y) ∈ {0} × L2, (35)

звiдки випливає, що L1 × L2 = L1 × {0} + {0} × L2. А оскiльки
L1×{0}∩{0}×L2 = 0, то сума є прямою. Те, що вектори iз множини
(35) утворюють базис всього лiнiйного простору випливає з того, що
базис прямої суми є об’єднанням базисiв доданкiв.

Приклад Нехай лiнiйний простiр L1 над полем дiйсних чисел R
складається iз матриць розмiру 2 на 2, а лiнiйний простiр L2 склада-
ється iз многочленiв степеня 2 чи менше. Тодi вектор

a =

((
2 −1
−3 7

)
, 1− x+ 5x2

)
належить лiнiйному простоору L1×L2. Використовуючи те, що L1×
L2 є прямою сумою пiдпросторiв L1×{0}, {0}×L2, якi канонiчно iзо-
морфнi просторам L1, L2, той же вектор a можна записати у виглядi

a =

(
2 −1
−3 7

)
+ 1− x+ 5x2.
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4.4 Прямий добуток довiльної сукупносiт лiнiйних просто-
рiв над одним полем

Нехай Li, i ∈ I довiльна сукупнiсть лiнiйних пiдпросторiв над полем
F , що iндексована множиною I. Множина∏

i∈I

Li

перетворюється в лiнiйний простiр введенням операцiй додавання та
множення на число наступним чином. Для

f, g ∈
∏
i∈I

Li, f, g : I →
∪
i∈I

Li i ∈ I ⇒ (f+g)(i) = f(i)+g(i), (λf)(i) = λf(i).

Приклад Якщо I = R, Li = R, для всiх i ∈ R i f ∈ RR, то f — всюди
визначена дiйснозначна функцiя дiйсного аргумента.

5 Факторизацiя лiнiйного простору по пiдпросто-
ру.

5.1 Еквiвалентнiсть на множинi

Нагадаємо, що таке вiдношення еквiвалентностi i що таке фактор-
класи цiєї екввалентностi.

Рефлексивне, симетричне i транзивне бiнарне вiдношення на мно-
жинi називають вiдношення еквiвалентностi. Вiдношення еквiвален-
тносi задає класи еквiвалентсностi, або факторкласи, тобто класи еле-
ментiв множини, якi еквiвалентнi одному вибраному елементу. Об’-
єднання класiв є вся множжина, а рiзнi класи не перетинаюься. Еле-
менти, що належать класу, назваються представниками цього класу.

Нова множина, елементами якої є факторкласи, називається фа-
ктормножиною.
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5.2 Факторизацiя лiнiйного простору по пiдпростору

Нехай є лiнiйний простiр L над полем F i в ньому лiнiйний пiдпростiр
V ⊆ L. На множинi L природно виникає вiдношення еквiвалентнсотi
∼: для , b ∈ L

a ∼ b ⇔ a− b ∈ V.

Це вiдношення

• рефлексивне, тому що для a ∈ L a− a = 0 ∈ V ; , a,b ∈ L

a− b ∈ V ⇒ −(a− b) = b− a ∈ V ;

•• транзитивне, тому що для a, b, c ∈ L

a− b.b− c ∈ V ⇒ a− c = (a− b) + (b− c) ∈ V.

На класах еквiвалентностi [a], a ∈ L вводимо операцiї додавання
та множення на число наступними правилами.

[a] + [b] = [a+ b]; λ[a] = [λa].

Отже, щоб знайти суму двох класiв, потрiбно вибрати представни-
ки цих класiв, i знайти клас, в якому лежить сума представнкiв. А
щоб знайти добуток класа на число, вибираємо в класi представни-
ка, множимо його на число i знаходимо новий клас, в якому лежить
найдений добуток.
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