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1 Âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü
1.1 Îçíà÷åííÿ âiäïîâiäíîñòi òà âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi

Ïiäìíîæèíó äåêàðòîâîãî äîáóòêó ìíîæèíè A íà ìíîæèíó B íàçèâàþòü
âiäïîâiäíiñòþ � âiäïîâiäíiñòþ ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí A òà B.
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Êîëè f � âiäïîâiäíiñòü i (a, b) ∈ f, òî êàæåìî, ùî a çíàõîäèòüñÿ ó âiäïîâiäíîñòi
f ç b, i, âiäïîâiäíî, b çíàõîäèòüñÿ ó âiäïîâiäíîñòi f ç a � ¹ ïåâíà ñèìåòðiÿ ó
ñëîâîâæèòêó.

Âiäïîâiäíiñòü C ìiæ åëåìåíòàìè ìíîæèí A òà B íàçèâàþòü âçà¹ìíî
îäíîçíà÷íîþ (àáî îäíî-îäíîçíà÷íîþ), êîëè âèêîíóþòüñÿ äâi âèìîãè:

• äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà a ∈ A iñíó¹ i äî òîãî æ ¹äèíèé åëåìåíò b ∈ B
òàêèé, ùî (a, b) ∈ C;

• äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà b ∈ B iñíó¹ i äî òîãî æ ¹äèíèé åëåìåíò a ∈ A

òàêèé, ùî (a, b) ∈ C;

Ñèíîíiìîì äî ñëîâîñïîëóêè �âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü� ¹ �ái¹-
êöiÿ�.

Ìåíø ôîðìàëüíî � âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü, ìiæ åëåìåíòàìè äâîõ
ìíîæèí (ìîæíà òàêîæ êàçàòè � ìiæ äâîìà ìíîæèíàìè) A òà B � öå ðîçòàøó-
âàííÿ âñiõ åëåìåíòiâ iç A òà B ïî ïàðàõ, äå ïåðøèé åëåìåíò iç ïàðè áåðåòüñÿ iç
A, à äðóãèé � iç B, ïðè÷îìó âèêîíóþòüñÿ äâi óìîâè:

1) êîæåí åëåìåíò iç A çíàõîäèòüñÿ â ïàði ç îäíèì i òiëüêè ç îäíèì
åëåìåíòîì ìíîæèíè B;
2) êîæåí åëåìåíò iç B çíàõîäèòüñÿ â ïàði ç îäíèì i òiëüêè ç îäíèì
åëåìåíòîì ìíîæèíè A.

1.2 Ïðèêëàäè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi
Íåõàé

A = {a, b, c}, B = {1, 2, 3}
äâi ìíîæèíè. Óòâîðèâøè ïàðè (a, 1), (b, 2), (c, 3), ìè îäåðæó¹ìî îäíî-îäíîçíà÷íó
âiäïîâiäíiñòü ìiæ A òà B.

ßêùî ¹ äåêiëüêà ñòóäåíòiâ i äåêiëüêà êîìï'þòåðiâ, ïðè÷îìó

• êîæåí ñòóäåíò ñèäèòü çà îäíèì êîìï'þòåðîì;

• âiëüíèõ êîìï'þòåðiâ íå ëèøèëîñü;

• ïåðåä êîìï'þòåðîì ñèäèòü ëèøå îäèí ñòóäåíò,

òî ìiæ ñòóäåíòàìè òà êîìï'þòåðàì âñòàíîâëåíî îäíî-îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü.
Ìíîæèíà ïàð (x, ln x), x ∈ R+ ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiäíiñòþ ìiæ äîäà-
òíiìè äiéñíèìè ÷èñëàìè i âñiìà äiéñíèìè ÷èñëàìè.
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Êîëè âñi ñòóäåíòè îäíi¹¨ ãðóïè ìàþòü ðiçíi iìåíà, òî ìiæ ñòóäåíòàìè òà ¨õ
iìåíàìè âñòàíîâëåíî îäíî-îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü.

Àâòîìîáiëi, ùî ðóõàþòüñÿ ïî ìiñòó, ìàþòü íîìåðè. Ïðè÷îìó íà ðiçíèõ àâòî-
ìîáiëÿõ ñòîÿòü ðiçíi íîìåðè. Òàêèì ÷èíîì, ìiæ àâòîìîáiëÿìè, ùî ðóõàþòüñÿ ïî
ìiñòó, òà ¨õ íîìåðàìè ¹ îäíî-îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü.

Âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíàìè ìîæíà âñòàíîâëþâàòè i
ãðàôi÷íî, çîáðàçèâøè åëåìåíòè ìíîæèí íà ïëîùèíi i ç'¹äíàâøè åëåìåíòè, ùî
óòâîðþþòü îäíó ïàðó, ëiíi¹þ. Ðîç'ÿñíèìî ñêàçàíå ïðèêëàäîì, âñòàíîâèâøè îäíî-
îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíàìè A,B,C, D òà a, b, c, d:
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Îñêiëüêè ÷àñòî íåâàæëèâî, ÿêà ìíîæèíà ïåðøà, à ÿêà � äðóãà, òî ñòðiëî÷êè
ó ãðàôi÷íîìó çîáðàæåííi ìîæíà çàìiíèòè íà ëiíi¨, àáî çàìiíèòè íà ñòðiëî÷êè
ïðîòèëåæíîãî íàïðÿìêó.

Óòâîðèâøè ïàðè
(n, 2n), n ∈ N

ìè âñòàíîâëþ¹ìî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñiìà íàòóðàëüíèìè ÷è-
ñëàìè i ïàðíèìè íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè. Óòâîðèâøè ïàðè

(n, n + 2) ïðè n ∈ N, òà (0, 2), (−1, 1),

ìè îäåðæó¹ìî âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíîþ íàòóðàëüíèõ
÷èñåë òà ìíîæèíîþ öiëèõ ÷èñåë, ùî áiëüøå −2.

1.3 Êàíîíi÷íi âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi âiäïîâiäíîñòi
Îäèí ðàç âèáðàíi, ïðèðîäíi âçà¹ìíî îäíîçíà÷íi âiäïîâiäíîñòi íàçèâàþòü êàíîíi-
÷íèìè.

Âiäïîâiäíiñòü ìiæ iìåíàìè ñòóäåíòiâ â ãðóïi òà ñàìèìè ñòóäåíòàìè ¹ êàíî-
íi÷íîþ. Ïðè êàíîíi÷íié âiäïîâiäíîñòi ìiæ ôóíêöiÿìè òà ¨õ ãðàôiêàìè ôóíêöi¨
âiäïîâiäà¹ ñàìå ¨¨ ãðàôiê.

Êàíîíi÷íi âiäïîâiäíîñòi äîçâîëÿþòü â ðîáîòi êàæåí åëåìåíò çàìiíÿòè äëÿ çðó-
÷íîñòi òèì åëåìåíòîì, ÿêèé éîìó âiäïîâiäà¹, íå íàãîëîøóþ÷è íà öüîìó îñîáëèâî.
Êîëè â ìiðêóâàííÿõ âiëüíî åëåìåíòè çàìiíþþòüñÿ ¨õ âiäïîâiäíèêàìè ïðè êàíî-
íi÷íèõ âiäïîâiäíîñòÿõ, òî êàæóòü, ùî ìiðêóâàííÿ âåäóòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî öi¹¨
âiäïîâiäíîñòi. Çâè÷àéíà ïðàêòèêà � êàçàòè, ùî òî÷êà íà ÷èñëîâié ïðÿìié öå äié-
ñíå ÷èñëî, õî÷ òóò ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî êîæíîìó äiéñíîìó ÷èñëó âiäïîâiäà¹ ïåâíà
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òî÷êà ÷èñëîâî¨ ïðÿìî¨. Òàêîæ äåñÿòêîâèé çàïèñ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ìîæíà íà-
çâàòè ÷èñëîì � òàêà ïðàêòèêà íå ¹ ïîìèëêîþ ÷è íåòî÷íiñòþ, öå çðó÷íiñòü ìîâè,
çðó÷íiñòü ðîáòè, öå ïðèéíÿòà ïðàêòèêà. Ïîðiâíÿéòå äâà òåêñòè,

� Âiçüìåìî ÷èñëî 25�
� Âiçüìåìî íàòóðàëüíå ÷èñëî, ÿêå ìà¹ äåñÿòêîâèé çàïèñ 25�.

Äðóãèé òåêñò íåäîðå÷íî îáòÿæåíèé, õî÷ â äåÿêîìó ðîçóìiííi òî÷íiøèé.
Âiëüíà çàìiíà åëåìåíòiâ ¨õ âiäïîâiäíèêàìè âèìàãà¹ íàÿâíîñòi çäîðîâîãî ãëó-

çäó, áåç ÿêîãî òàêi çàìiíè ìîæóòü áóòè âåëüìè ñóìíiâíèìè. Ìè êàæåìî, ùî sin x

öå ôóíêöiÿ, õî÷ öå òiëüêè iì'ÿ ôóíêöi¨; ìè ïîêàçó¹ìî íà ãðàôiê ôóíêöi¨ i êàæå-
ìî, ùî öå ôóíêöiÿ, íå äóæå ïåðåéìàþ÷èñü ãðèçîòîþ ùîäî êîðåêòíîñòi ñêàçàíîãî.
Òàêà ìîâíà ðîçêóòiñòü äîðå÷íà, êîëè ¹ çäîðîâèé ãëóçä i ïðè öüîìó ìè îäåðæó¹ìî
ïåâíi çðó÷íîñòi (ñòèñëiñòü, íàïðèêëàä).

Ãðèãîðié ¹ ñèâèì âèêëàäà÷åì. Ãðèãîðié öå ñëîâî iç 8 áóêâ. Îòæå ñèâèé âè-
êëàäà÷ öå ñëîâî iç 8 áóêâ. Öå ïðèêëàä ìiðêóâàíü, äå ìiðêóâàííÿ �ç òî÷íiñòþ äî
êàíîíi÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi ìiæ ëþäüìè òà ¨õ iìåíàìè� ïðè âiäñóòíîñòi çäîðîâîãî
ãëóçäó ïðèâîäèòü äî áåçãëóçäÿ.

Ïiäñóìó¹ìî: âèðàçè

• åëåìåíòó a âiäïîâiäà¹ åëåìåíò b ïðè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi f ;

• (a, b) ∈ f , äå f � ái¹êöiÿ;

• a ↔ b ïðè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiäíîñòi f ;

• f âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü i f(a) = b;

• f ái¹êöiÿ i f(a) = b;

îçíà÷àþòü îäíå i òå æ. Ïî ðiçíîìó ðîçóìiþ÷è â ðiçíèõ ìiñöÿõ ìiðêóâàíü ñëîâî-
ñïîëóêó �âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü� ìè ïîðóøó¹ìî çàêîí òîòîæíîñòi â
ïðèéíÿòíèõ ìåæàõ.

2 Ïðàâèëî ðiâíîñòi
2.1 Àêñiîìà ðiâíîñòi.

Àêñiîìà ðiâíîñòi: Ìíîæèíè ìàþòü îäíó i òó æ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìiæ íèìè ìîæíà âñòàíîâèòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó
âiäïîâiäíiñòü.
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Íàâåäåíó àêñiîìó ìîæíà ââàæàòè îçíà÷åííÿì ïîíÿòòÿ �ìíîæèíè ìàþòü îäíó
i òó æ êiëüêiñòü åëåìåíòiâ�.

Çàóâàæèìî, ùî ìè íå äàâàëè òî÷íîãî îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ �êiëüêiñòü�. Çàóâà-
æèìî òàêîæ, ùî ïîïóëÿðíà ëiòåðàòóðà, óíèêàþ÷è îçíà÷åíü òà àêñiîì, íàçèâà¹
íàâåäåíó àêñiîìó (÷è îçíà÷åííÿ � çàëåæíî âiä ñèòóàöi¨) �ïðàâèëîì�.

2.2 Ïðèêëàäè äîâåäåííÿ òîãî, ùî äâi ìíîæèíè ìàþòü îäíó i òó æ
êiëüêiñòü åëåìåíòiâ

Ó ìíîæèíi
A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè òðèåëåìåíòíi ïiäìíîæèíè (òàêi, ÿê

{1, 2, 3}, {1, 5, 6}, {2, 4, 7}, {4, 5, 7}
i ò.ï.) òà ÷îòèðèåëåìåíòíi ïiäìíîæèíè (òàêi ÿê

{1, 2, 3, 4}, {2, 4, 6, 7}
i ò.ï.) . I òèõ, i äðóãèõ ìíîæèí äîñèòü áàãàòî. Ìè ìîæåìî äîâåñòè, ùî êiëüêiñòü
ìíîæèí ïåðøîãî òèïó i êiëüêiñòü ìíîæèí äðóãîãî òèïó îäíà i òà æ, íå çíàõîäÿ÷è
öèõ êiëüêîñòåé ÿâíî.

Ñïðàâäi, êîæíié 3-åëåìåíòíié ìíîæèíi B ⊂ A ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü (ç'¹ä-
íà¹ìî ó ïàðó) ìíîæèíó A \ B. Îñêiëüêè ìíîæèíà A ìà¹ òðè åëåìåíòè, òî â
ìíîæèíi A \B çíàõîäÿòüñÿ ðåøòà � 4 åëåìåíòè. Òàê ïàðàìè áóäóòü

({1, 2, 3}, {4, 5, 6, 7}),
({2, 3, 7}, {1, 4, 5, 6}),
({5, 6, 7}, {1, 2, 3, 4}

i ò.ï.. Òîäi êîæíié 3-åëåìåíòíié ìíîæèíi C ⊂ A áóäå âiäïîâiäàòè (áóäå çíàõîäè-
òèñÿ ç íåþ â ïàði) îäíà i òiëüêè îäíà 4-åëåìåíòíà ìíîæèíà A \ C. I äëÿ êîæíî¨
4-åëåìåíòíî¨ ìíîæèíè C ¹ îäíà i òiëüêè îäíà 3-åëåìåíòíà ìíîæèíà (à ñàìå A\C),
ùî çíàõîäèòüñÿ ç íåþ â ïàði. Òàêèì ÷èíîì ìiæ 3-åëåìåíòíèìè i 4-åëåìåíòíèìè
ïiäìíîæèíàìè â A iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü. Â ðåçóëüòàòi âèêîðè-
ñòàííÿ ïðàâèëà ðiâíîñòi îäåðæó¹ìî, ùî òðèåëåìåíòíèõ ïiäìíîæèí â A ñòiëüêè
æ, ñêiëüêè i 4-åëåìåíòíèõ. Çàóâàæèìî, ùî íiÿêèõ îá÷èñëåíü ïðè öüîìó ìè íå
âåëè.

Ïðèòóëèâøè ïàëüöi ëiâî¨ ðóêè äî ïàëüöiâ ïðàâî¨ ðóêè, ìè ìiæ öèìè ïàëüöÿìè
âñòàíîâëþ¹ìî îäíî-îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü. Òèì ñàìèì ìè áåç ïiäðàõîâóâàíü
äîâîäèìî, ùî íà ëiâié ðóöi ñòiëüêè æ ïàëüöiâ, ñêiëüêè i íà ïðàâié.
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Ðèñ. 1: 16 êië i âiäðiçîê, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðàçêó íàìèñòà, ùî â ñâîþ ÷åðãó âiäïîâiäà¹ ñóìi
15 = a + b, a < b, a = 3, b = 12
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Ðèñ. 2: 17 êië, ÿêi âiäïîâiäàþòü ðàçêó íàìèñòà iç çâ'ÿçàíèìè êiíöÿìè, ùî âiäïîâiäà¹ ñóìi
15 = 3 + 12, a = 3, b = 12

Iç 15 îäíàêîâèõ ïåðëèíîê i îäíi¹¨ ïåðëèíè, ùî âiä íèõ âiäðiçíÿ¹òüñÿ, ìîæíà
ñòâîðèòè ñòiëüêè æ ðàçêiâ íàìèñòà (ç äâîìà êiíöÿìè), ñêiëüêè ¹ ñïîñîáiâ ïðåä-
ñòàâèòè ÷èñëî 15 ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ äîäàíêiâ:

15 = a + b, 0 ≤ a ≤ b ≤ 15, (1)

òîìó ùî âiäìiííà âiä iíøèõ ïåðëèíà íà ðàçêó ðîçäiëÿ¹ 15 îäíàêîâèõ ïåðëèí íà
äâi ÷àñòèíè � ìåíøó (â íié a ïåðëèí) òà áiëüøó (â íié b ïåðëèí) (äèâ ðèñ. 1)

Ïîäiáíèì ÷èíîì iç 15 îäíàêîâèõ ïåðëèí îäíîãî ãàòóíêó òà 2 ïåðëèí äðóãîãî
ãàòóíêó ìîæíà ñêëàñòè ñòiëüêè æ ðàçêiâ íàìèñòà iç çâ'ÿçàíèìè êiíöÿìè, ñêiëüêè
¹ ðîçáèòòiâ (1) ÷èñëà 15 íà äâà äîäàíêè: äâi ïåðëèíè äðóãîãî ãàòóíêó ðîçäiëÿþòü
êîëî iç 15 ïåðëèí íà äâi ÷àñòèíè � ìåíøó òà áiëüøó (äèâ. ðèñ. 2).

Íà çãàäàíèõ ðèñóíêàõ ¹ ñõåìàòè÷íå (ïðèìiòèâíî ãðóáå) çîáðàæåííÿ íàìèñòà
iç ïåðëiâ, à âiäïîâiäíà ñóìà - öå åëåìåíò ïîòðiáíî¨ ìíîæèíè, êiëüêiñòü åëåìåí-
òiâ â ÿêié ìè ïiäðàõîâó¹ìî. Çâåðåíìî óâàãó íà çâè÷àéíó ñõåìó ðîçâ'ÿçóâàííÿ
êîìiáíàòîðíî¨ çàäà÷i:
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Ñïðàâæíi ïðåäìåòè, �
ïåðëè, ïîñòðiëè,

ïiäêèäàííÿ êiñòîê ...

Ñõåìàòè÷íi
âiäïîâiäíèêè, �

êîëà, ïîñëiäîâíîñòi,...
// Ôîðìàëüíi

âiäïîâiäíèêè � ÷èñëà,
åëåìåíòè ìíîæèí,...

//

2.3 Ìîäåëüíi çàäà÷i, óðíîâi ñõåìè
Â êîìáiíàòîðèöi çàäà÷i, âiäïîâiäi äî ÿêèõ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü, íàçèâàþòü ìî-
äåëüíèìè. Òàêi çàäà÷i ÷àñòî ñòîñóþòüñÿ äóæå êîíêðåòíèõ ðå÷åé � øëÿõiâ ó ìi-
ñòi, ðîçòàøóâàííÿ êóëü â ÿùèêàõ (óðíàõ) òà ïîäiáíîãî. Âiäïîâiäi äî ìîäåëüíèõ
çàäà÷ íàçèâàþòü êîìáiíàòîðíèìè ÷èñëàìè. Òå, ùî ïåâíà êiëüêiñòü çáiãà¹òüñÿ iç
êîìáiíàòîðíèì ÷èñëîì, äîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà ðiâíîñòi, òîáòî âñòà-
íîâëþ¹òüñÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïðåäìåòàìè, ÿêi ïîòðiáíî ïå-
ðåðàõóâàòè â çàäà÷i, òà ç ïðåäìåòàìè, ÿêi ïåðåðàõîâàíi â ìîäåëüíié çàäà÷i. Ïiñëÿ
öüîãî ñòâåðäæóþòü, ùî âiäïîâiääþ äî íàøî¨ çàäà÷i ¹ êîìáiíàòîðíå ÷èñëî, òîáòî
âiäïîâiäü äî óæå ðîçâ'ÿçàíî¨ çàäà÷i. Çàçâè÷àé, ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîìáiíàòîðíî¨ çà-
äà÷i ðîçáèâà¹òüñÿ íà êðîêè, êîæåí iç ÿêèõ çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìîäåëüíî¨
çàäà÷i.

Ìîäåëüíi çàäà÷i ãðàþòü â êîìáiíàòîðèöi òó æ ðîëü ùî i òåîðåìè â iíøèõ ðîç-
äiëàõ ìàòåìàòèêè. Òàêèé ñòàí ðå÷åé íåçâè÷íèé äëÿ iíøèõ ðîçäiëiâ ìàòåìàòèêêè.

Êîëè âñi ìîäåëüíi çàäà÷i ñòîñóþòüñÿ ðîçòàøóâàííÿ êóëü â óðíàõ, òî ãîâîðÿòü
ïðî óðíîâó ñõåìó.

Âèáið òîãî ÷è iíøîãî íàáîðó ïðåäìåòiâ, ÿêi áóäóòü ïiäðàõîâóâàòèñÿ (êóëi, ïî-
äi¨, ãðàëüíi êàðòè, âiäîáðàæåííÿ,...) ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä ñìàêó âèêëàäà÷à. ×à-
ñòî ìîäåëüíi çàäà÷i (îñîáëèâî ïðè îá÷èñëåííi éìîâiðíîñòåé) ñòîñóþòüñÿ ïîäié,
ÿêi ìîæóòü âiäáóâàòèñÿ.

3 Êiëüêiñòü i ïîòóæíiñòü
3.1 Êàðäèíàëüíå ÷èñëî

Çàìiñòü ñëîâà �êiëüêiñòü� ñòîñîâíî íåñêií÷åííèõ ìíîæèí âæèâàþòü ñëî-
âî �ïîòóæíiñòü�. ßêùî ìíîæèíè íåñêií÷åííi i ìiæ ¨õ åëåìåíòàìè ìîæíà
âñòàíîâèòè âçà'¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü, òî êàæóòü, ùî öi ìíî-
æèíè ìàþòü îäíàêîâó ïîòóæíiñòü àáî ðiâíîïîòóæíi .

Îòæå ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë ç ïðè¹äíàíèìè äâîìà åëåìåíòàìè 0 òà -1 i ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi ïàðíèõ
íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Áåðóòü êëàñ ìíîæèí, ùî ìàþòü îäíó i òó æ êiëüêiñòü (÷è ïîòóæíiñòü) åëåìåí-
òiâ. Äàëi â öüîìó êëàñi òèì ÷è iíøèì ÷èíîì âèáèðàþòü îäíó. Îò îöþ ìíîæèíó
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(àáî ¨¨ íàçâó) i íàçèâàþòü êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ êîæíî¨ ìíîæèíè iç âèáðàíîãî êëà-
ñó. Çâè÷àéíî, âèáið ìíîæèíè ¹ âçà¹ìîóçãîäæåíèì, ïðèðîäíèì (êîìó ïðèðîäíèì,
à êîìó i íi). Òàê ìíîæèíà ïàëüöiâ íà îäíié ðóöi ìà¹ ñòiëüêè æ åëåìåíòiâ, ùî i
ìíîæèíà

{0, 1, 2, 3, 4},
ÿêó íàçèâàþòü ï'ÿòü i ïîçíà÷àþòü 5. Ñåðåä íåñêií÷åííèõ ìíîæèí òàêèìè åòà-
ëîííèìè, êàíîíiçîâàíèìè ìíîæèíàìè ¹ ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i ìíîæèíà
äiéñíèõ ÷èñåë. ßêùî ìíîæèíà ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, òî
âîíà çëi÷åííà, à ÿêùî ìíîæèíà ðiâíîïîòóæíà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë, òî âîíà
êîíòèíóàëüíà, àáî ìà¹ ïîòóæíiñòü êîíòèíóóì. Çàìiñòü êiëüêiñòü (äëÿ ñêií÷åí-
íèõ ìíîæèí) òà ïîòóæíiñòü (äëÿ íåñêií÷åííèõ ìíîæèí) âæèâàþòü ñïiëüíó íàçâó
� êàðäèíàëüíå ÷èñëî àáî êàðäèíàë.

Ñêií÷åííi ìíîæèíè, öå òi, ÿêi ðiâíîïîòóæíi ìíîæèíi {0, 1, 2, . . . , n äëÿ äåÿêî-
ãî íàòóðàëüíîãî n. Òàêîæ ïîðîæíþ ìíîæèíó íàçèâàþòü ñêií÷åííîþ. Êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè äîðiâíþ¹ íóëþ. Òi ìíîæèíè, ÿêi íå ¹ ñêií÷åííèìè,
íàçèâàþòü íåñêií÷åííèìè.

Êiëüêiñòü åëåìåíòiâ ìíîæèíè A ïîçíà÷àþòü ÷åðåç |A| òà card(A). Iíêîëè äëÿ
ïîçíà÷åííÿ êiëüêîñòi åëåìåíòiâ ìíîæèíè A âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ #(A).

Ïîòóæíiñòü åëåìåíòiâ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè card(N) = ω, à äëÿ êîíòèíóàëüíî¨
ìíîæèíè card(R) = ℵ1.

3.1.1 Ïîðîæíÿ ìíîæèíà i íóëü

Ìè äîìîâèëèñü, ùî êiëüêiñòü öå àáî åòàëîííà ìíîæèíà, àáî êëàñ óñiõ ìíîæèí, ùî
ìàþòü îäíó i òó æ êiëüêiñòü. I ìè âèáðàëè ïåðøèé âàðiàíò. Iç ñêàçàíîãî âèïëèâà¹,
ùî ïîðîæíÿ ìíîæèíà ¹ íóëåì. Ñèòóàöiþ ïîòðiáíî ðîçóìiòè òàê. ßêùî ïîðîæíÿ
ìíîæèíà âèêîðèñòîâó¹òñüÿ ÿê åòàëîííà äëÿ ïiäðàõîâóâàííÿ êiëüêîñòåé, òî âàíà
íàçèâà¹òüñÿ íóëåì. À ÿêùî ïîðîæíÿ ìíîæèíà ðîçãëÿäà¹òüñÿ â iíøèõ ñèòóàöiÿõ,
òî âîíà òàê i íàçèâà¹òüñÿ � ïîðîæíÿ ìíîæèíà.

Êàæåìî, ùî êiëüêiñòü äiéñíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ x2+1 = 0 ¹ i âîíà äîðiâíþ¹
íóëþ, à ìíîæèíà ðîâ'ÿçêiâ ¹ ïîðîæíüîþ i åëåìåíòiâ â íié íåìà¹. Òàêà ìîâíà
ïðàêòèêà.

3.1.2 Ñêií÷åííi ìíîæèíè

Óæå äîìîâèëèñü, ùî åòàëîííèìè ñêií÷åííèìè ìíîæèíàìè ¹

∅ = 0, {0} = 1, {0, 1} = 2, . . . {0, 1, . . . n− 1} = n . . .

1Áóêâó ℵ íàçèâàþòü àëåô, öå ïåðøà áóêâà ñåìiòñüêèõ àëôàâiòiâ (ôiíiêiéñüêîãî, ¹âðåéñüêîãî, àðàáñüêîãî).
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Âiäïîâiäíî, ìíîæèíà ñêií÷åííà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ðiâíîïîòóæíà îäíié
iç öèõ åòàëîííèõ ìíîæèí. Iñíóâàííÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi ìiæ çà-
äàíîþ ìíîæèíîþ i åòàëîííîþ äîçâîëÿ¹ çàïèñàòè åëåìåíòè çàäàíî¨ ìíîæèíè â
ïîñëiäîâíiñòü

A = {a0, a1, a2, . . . an−1}. (2)
Êîëè n = 0, ìíîæèíà A ïîðîæíÿ.

Òåîðåìà 3.1 Äëÿ áóäü-ÿêîãî n = 0, 1, 2, . . . ñêií÷åííà ìíîæèíà (2) íå ðiâíîïî-
òóæíà ñâî¨é âëàñíié ïiäìíîæèíi.

Äîâåäåííÿ.
Äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî ìàòåìàòè÷íîþ iíäóêöi¹þ çà êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ ìíî-

æèíè.
Áàçà iíäóêöi¨. Ïîðîæíÿ ìíîæèíà íå ìà¹ âëàñíèõ ïiäìíîæèí, òîìó ïðè n = 0

òåîðåìà ïðàâèëüíà.
Ìiæ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ i çàäàíîþ íåïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ âçà¹ìíî îäíî-

çíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi íå ìîæå áóòè, îñêiëüêè ïðè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íié âiäïîâiä-
íîñòi åëåìåíòó íåïîðîæíüî¨ ìíîæèíè ïîâèíåí âiäïîâiäàòè ïåâíèé åëåìåíò ïîðî-
æíüî¨, ÿêîãî íåìà¹. À îñêiëüêè ïðè n = 1 ìíîæèíà (2) ìà¹ ¹äèíó âëàñíó ïiä-
ìíîæèíó � ïîðîæíþ, òî i ïðè n = 1 ìíîæèíà (2) íå ìîæå áóòè ðiâíîïîòóæíîþ
âëàñíié ïiäìíîæèíi. Áàçà iíäóêöi¨ ïðîâåäåíà.

Iíäóêòèâíå ïðèïóùåííÿ. Ïðèïóñòèìî, íàì âiäîìî, ùî ìíîæèíà
A = {a0, a1, . . . , an−1} íå ðiâíîïîòóæíà íiÿêié âëàñíié ïiäìíîæèíi B.

Iíäóêòèâíèé ïåðåõiä. Âèêîðèñòîâó¹ìî ìåòîä âiä ïðîòèëåæíîãî. Íåõàé
ìíîæèíà A′ = {a0, a1, a2, . . . , an−1, an} ðiâíîïîòóæíà âëàñíié ïiäìíîæèíi B′ ⊃
A,B′ 6= A. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî a0 /∈ B′. Íåõàé f

� âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ A′ i B′.
Ìîæå áóòè äâà âàðiàíòè � an /∈ B′ i an ∈ B′.
Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âàðiàíò an /∈ B′. Òîäi an, q) ∈ f äëÿ äåÿêîãî q ∈ B′ i g =

f{(an, q)} ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiäíiñòþ ìiæ ìíîæèíîþ A = {a0, a1, . . . , an−1} =
n i ¨¨ âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ B = B′ \ {q}. Ïiäìíîæèíà B ⊂ A ¹ âëàñíîþ ïiä-
ìíîæèíîþ, òîìó ùî a0 ∈ A, a0 /∈ B. Òàêà âiäïîâiäíiñòü íå ìîæå iñíóâàòè çà
iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì. Òîìó ëèøèâñÿ äðóãèé âàðiàíò � an ∈ B′.

Íåõàé an ∈ B′. Òîäi äëÿ äåÿêèõ p ∈ A′, q ∈ B′ ìîæíà çàïèñàòè (an, q), (p, an) ∈
f. Áóäó¹ìî íîâó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü g, êà ñêëàäà¹òüñÿ iç ïàð (an, an), (p, q)
i òèõ ïàð (x, y) âiäïîâiäíîñòi f , äëÿ ÿêèõ x /∈ {an, p}, y /∈ {an, q}. Òåïåð òðåòÿ
âiäïîâiäíiñòü h = g \ {(an, an)} áóäå íåìîæëèâîþ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiä-
íiñòþ ìiæ A = A′ \ {an} i B = B′ \ {an}.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Öÿ òåîðåìà äà¹ íîâó õàðàêòåðèñòèêó ñêií÷åííèõ ìíîæèí. Îñêiëüêè íåñêií÷åí-
íi ìíîæèíè äîïóñêàþòü âçàìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ óñi¹þ ìíîæèíîþ
i âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ, òî òåïåð ìîæíà ââàæàòè îáãðóíòîâàíîþ íàñòóïíó òåî-
ðåìó.

Òåîðåìà 3.2 (Âèçíà÷àëüíà âëàñòèâiñòü ñêií÷åííèõ ìíîæèí) Ìíîæèíà ñêií-
÷åííà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíó¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ
óñi¹þ ìíîæèíîþ i ¨¨ âëàñíîþ ïiäìíîæèíîþ.

3.2 Âëàñòèâîñòi áiíàðíîãî âiäíîøåííÿ �áóòè ðiâíîïîòóæíèìè�
Âiäíîøåííÿ ðiâíîïîòóæíîñòi ðåôëåêñèâíå, òîáòî êîæíà ìíîæèíà A ìà¹ ñàìà ç
ñîáîþ îäíó i òó æ ïîòóæíiñòü. Öå äîâîäèòüñÿ âñòàíîâëåííÿì âçà¹ìíî îäíîçíà-
÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi ìiæ ìíîæèíîþ A i íåþ æ. Öå êàíîíi÷íà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà
âiäïîâiäíiñòü idA, idA(x) = x.

Âiäíîøåííÿ ðiâíîïîòóæíîñòi ñèìåòðè÷íå, òîáòî êîëè ìíîæèíà A ìà¹ òó æ
ïîòóæíiñòü, ùî i ìíîæèíà B, òî ìíîæèíà B ìà¹ òó æ ïòóæíiñòü, ùî i ìíîæèíà
A. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî êîëè f � ái¹êöiÿ, òî f−1 òàêîæ ái¹êöiÿ.

Âiäíîøåííÿ ðiâíîïîòóæíîñòi òðàíçèòèâíå, òîáòî êîëè ìíîæèíà A ðiâíîïîòó-
æíà ìíîæèíi B, à ìíîæèíà B ðiâíîïîòóæíà ìíîèíi C, òî ìíîæèíà A ðiâíîïî-
òóæíà ìíîæèíi C. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äîáóòîê ái¹êöié ¹ ái¹êöi¹þ.

3.3 Âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó íà êàðäèíàëàõ
ßêùî iñíó¹ ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : A → B iç ìíîæèíè A â ìíîæèíó B , òî
êàæåìî ùî |A| ≤ |B|. Iç òîãî, ùî äîáóòîê ií'¹êòèâíèõ âiäîáðàæåíü ¹ ií'¹êòèâ-
íèì âiäîáðàæåííÿì, âèïëèâà¹ òðàíçèòèâíiñòü âiäíîøåííÿ íåñòðîãîãî ïîðÿäêó ≤,
òîáòî êîëè |A| ≤ |B| i |B| ≤ |C|, òî |A| ≤ |C|.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè B ⊆ A iñíó¹ êàíîíi÷íå ií'¹êòèâíå âiäîáðà-
æåííÿ f : B → A, f(x) = x, òî äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè B ⊆ A ìîæíà ïèñàòè
|B| ≤ |A|.

Òåîðåìà 3.3 Âiäíîøåííÿ ≤ àíòèñèìåòðè÷íå â òîìó ðîçóìiííi, ùî êîëè |A| ≤
|B| i |B| ≤ |A| òîäi |A| = |B|.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî |A| ≤ |B|, |B| ≤ |A| i f : A → B, g :→ A

� äâà ií'¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ. Íàøå çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi ái¹êòèâíîãî
âiäîáðàæåííÿ iç B â A.

Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî iç òîãî, ùî f, g � ií'¹êòèâíi âiäîáðàæåííÿ, âèïëèâà¹,
ùî âiäîáðàæåííÿ

f : A → f(A) ⊆ B, g : B → g(B) ⊆ A
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¹ ái¹êöiÿìè. Îòæå |B| = |g(B)|. Íàâåäåíå çàóâàæåííÿ äîçâîëÿ¹ çàìiíèòè B íà
g(B) i çðàçó ââàæàòè, ùî B ⊆ A i f(A) ⊆ B. Òàêèì ÷èíîì ìè ìà¹ìî ïîñëiäîâ-
íiñòü

A ⊇ B ⊇ f(A) ⊇ f(B) ⊇ f 2(A) ⊇ f 2(B) ⊇ . . .

Ïåðåïîçíà÷èìî ìíîæèíè â îäåðæàíié ïîñëiäîâíîñòi:

A = A0, B = A1, f(A) = A2, f(B) = A3, . . . , f
n(A) = A2n, f

n(B) = A2n+1, . . .

Â öèõ ïîçíà÷åííÿõ ìà¹ìî ïîñëiäîâíiñòü

A0 ⊇ A1 ⊇ A2 ⊇ A3 ⊇ . . . ,⊇ A2n ⊇ A2n+1 ⊇ . . .

Â öié ïîñëiäîâíîñòi f : Ai → Ai+2 ¹ ái¹êöi¹þ. I â öèõ ïîçíà÷åííÿõ íàì ïîòðiáíî
ïîáóäóâàòè ái¹êöiþ v : A1 → A0.

Äëÿ ïîáóäîâè ïîòðiáíî¨ ái¹êöi¨ ââîäèìî íîâi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè A0:

C0 = A0 \ A1, C1 = A1 \ A2, . . . Cn = An \ An+1, . . . D = A0 \
∞⋃
i=0

Ci.

Òåïåð
A0 = D ∪ (C0 ∪ C1 ∪ . . .), A1 = D ∪ (C1 ∪ C2 ∪ . . .)

Îáìåæåííÿ âiäîáðàæåííÿ f íà ìíîæèíó Ci ïîçíà÷èìî ÷åðåç ui. Îòæå ìà¹ìî
ái¹êöi¨ ui : Ci → Ci+2 ïðè i = 0, 1, 2, . . . Îáåðíåíi ái¹êöi¨ Ci+2 → Ci ïîçíà÷èìî
÷åðåç vi.

Â îäåðæàíèõ ïîçíà÷åííÿõ ïîòðiáíà ái¹êöiÿ v : A1 → A0 ìîæå áóòè çàäàíà
ôîðìóëîþ

v(x) =





x, ÿêùî x ∈ D
x, ÿêùî x ∈ C2k

v2k+1(x), ÿêùî x ∈ C2k+3

Äîâåäåííÿ òåîðåìè çàâåðøèëè.

3.4 Ïðèêëàäè çëi÷åííèõ ìíîæèí
Ùîá äîâåñòè, ùî ìíîæèíà çëi÷åííà, äîñèòü çàïèñàòè âñi åëåìåíòè öi¹¨ ìíîæèíè ó
ïîñëiäîâíiñòü a1, a2, . . . , an . . . . Òîäi n → an áóäå ïîòðiáíîþ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ
âiäïîâiäíiñòþ.

Ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë çëi÷åííà, òîìó ùî ìè âñi öiëi ÷èñëà ìîæåìî ðîçòàøó-
âàòè ó ïîñëiäîâíiñòü

0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, . . . , n,−n, . . .
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Ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë çëi÷åííà. Ðàöiîíàëüíi ÷èñëà � 0 i íåñêîðîòíi
äðîáè p

q , äå p, q 6= 0, p ∈ Z, q ∈ N, çàïèñó¹ìî ó ïîñëiäîâíiñòü íàñòóïíèì ÷èíîì.
Ïåðøèì åëåìåíòîì ïèøåìî 0. Ïîòiì ââîäèìî ïîíÿòòÿ âèñîòè ÷èñëà p

q . Âèñîòîþ
öüîãî ÷èñëà íàçèâà¹ìî íàòóðàëüíå ÷èñëî |p| + q. Ó êîæíîãî íåíóëüîâîãî ðàöiî-
íàëüíîãî ÷èñëà âèñîòà áiëüøå àáî äîðiâíþ¹ 2. Äàëi âèïèñó¹ìî âñi ðàöiîíàëüíi
÷èñëà âèñîòè 2, ïîòiì âèñîòè 3, ïîòiì âèñîòè 4 i ò. ä. Òàêèì ÷èíîì ìè âèïèøåìî
âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà:

0,
1

1
,−1

1
,
1

2
,
2

1
,−1

2
,−2

1
, . . .

Äåêàðòiâ êâàäðàò çëi÷åííî¨ ìíîæèíè ¹ çëi÷åííî ìíîæèíîþ. Ñïðàâäi, íåõàé A
� çëi÷åííà ìíîæèíà i ¨¨ åëåìåíòè âèïèñàíi â ïîñëiäîâíiñòü

A = {a1, a2, . . . an . . .}
Òåïåð äåêàðòiâ êâàäðàò A2 ñêëàäà¹òüñÿ iç ïàð (ai, aj),äå i, j ∈ N. Ïàðè áóäåìî
âèïèñóâàòè â ïîñëiäîâíiñòü íàñòóïíèì ÷èíîì. Ñïî÷àòêó âèïèñó¹ìî òi ïàðè, â
ÿêèõ i + j = 2, Äàëi âèïèñó¹ìî òi ïàðè, â ÿêèõ i + j = 3, ïîòiì i + j = 4, i ò. ä.
Òàêèì ÷èíîì ìè âèïèøåìî âñi ïàðè, òîáòî âñi åëåìåíòè äåêàðòîâîãî êâàäðàòà.

Êîæíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà ìiñòèòü â ñîái çëi÷åííó ïiäìíîæèíó. Ñïðàâäi,
íåõàé A � íåñêií÷åííà ìíîæèíà. Âîíà íå ïîðîæíÿ, òîìó ùî ïîðîæíÿ ìíîæèíà
ñêií÷åííà. Âèáèðà¹ìî â öié ìíîæèíi åëåìåíò i âèïèñó¹ìî éîãî ïåðøèì ó ïîñëi-
äîâíiñòü. Iç ìíîæèíè A âèêèäà¹ìî âèïèñàíèé åëåìåíò, i çàëèøèëàñÿ íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà � iíàêøå ìíîæèíà A áóëà á ñêií÷åííîþ. Îòæå â îäåðæàíié ïiñëÿ âè-
êèäàííÿ ìíîæèíi ìîæíà âèáðàòè îäèí åëåìåíò i çàïèñàòè éîãî â ïîñëiäîâíiñòü
íàñòóïíèì. Iç ìíîæèíè A âèêèäà¹ìî âèïèñàíi åëåìåíòè, i çàëèøèëàñÿ íåïîðî-
æíÿ ìíîæèíà � iíàêøå ìíîæèíà A áóëà á ñêií÷åííîþ. Îòæå â îäåðæàíié ïiñëÿ
âèêèäàííÿ ìíîæèíi ìîæíà âèáðàòè îäèí åëåìåíò i çàïèñàòè éîãî â ïîñëiäîâíiñòü
íàñòóïíèì. I òàê äàëi. Ïðîöåñ âèïèñóâàííÿ åëåìåíòiâ íå çàêií÷èòüñÿ � iíàêøå
ìíîæèíà A áóäå ñêií÷åííîþ. Òàêèì ÷èíîì, âèïèñàíi â ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòè
óòâîðþþòü çëi÷åííó ïiäìíîæèíó ìíîæèíè A.

3.5 Ïðèêëàäè êîíòèíóàëüíèõ ìíîæèí
Êîíòèíóàëüíà ìíîæèíà öå ìíîæèíà, ùî ðiâíîïîòóæíà îäèíè÷íîìó ií-
òåðâàëó

I = (0; 1) = {x ∈ R|0 < x < 1}.
Óòî÷íåííÿ ïîíÿòòÿ �äiéñíå ÷èñëî� çàëèøèìî iíøèì äèñöèïëiíàì. Áóäåìî êî-

ðèñòóâàòèñÿ øêiëüíèìè çíàííÿìè òà øêiëüíèìè óÿâàìè ïðî íüîãî. Çîêðåìà, áó-
äåìî êîðèñòóâàòèñÿ òèì, ùî äiéñíå ÷èñëî ìà¹ íåñêií÷åííèé äåñÿòêîâèé çàïèñ,
íàïðèêëàä,

a = 55601, 001212050900603450506307503453467 . . .
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Âiäïîâiäíî, ÷èñëà iç iíòåðâàëó I çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi

0, a1a2a3 . . . an . . . (3)

äå a1, a2, . . . öèôðè âiä 0 äî 9.
Ïîñëiäîâíîñòi (3) íàçâåìî äåñÿòêîâèìè çàïèñàìè i ìíîæèíó äåñÿòêîâèõ çàïè-

ñiâ ïîçíà÷èìî ÷åðåç J .

Òåîðåìà 3.4 Äåêàðòiâ êâàäðàò I2 îäèíè÷íîãî iíòåðâàëó ìà¹ ïîòóæíiñòü êîí-
òèíóóì (¹ êîíòèíóàëüíîþ ìíîæèíîþ).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ïîòðiáíî âñòàíîâèòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïî-
âiäíiñòü ìiæ äiéñíèìè ÷èñëàìè iç iíòåðâëà I i ïàðàìè òàêèõ ÷èñåë. Äëÿ äîâåäåííÿ
áóäó¹ìî òðè âçà¹ìíîîäíîçíà÷íi âiäïîâiäíîñòi f, g, h

I f→ J g→ J ×J h→ I × I.

I ïîòðiáíîþ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ âiäïîâiäíiñòþ áóäå êîìïîçèöiÿ h · g · f.

×èñëà iç iíòåðâàëà I ðîçäiëèìî íà äâà òèïè � äî ïåðøîãî âiäíåñåìî òi ÷èñëà,
ÿêi çàïèñàòè ó âèãëÿäi

m

10n
. (4)

ïðè äåÿêèõ íàòóðàëüíèõ m,n ∈ N. Äî äðóãîãî âiäíåñåìî ðåøòó ÷èñåë iç îäè-
íè÷íîãî iíòåðâàëà. Òàêèì ÷èíîì ìè ïðåäñòàâèëè îäèíè÷íèé iíòåðâàë ó âèãëÿäi
I = A ∪ B, äå A ìíîæèíà ÷èñåë ïåðøîãî òèïó, à B � ìíîæèíà ÷èñåë äðóãîãî
òèïó.

Êîðèñòó¹ìîñÿ ÿê âiäîìèì, ùî ÷èñëà x ∈ B ìàþòü ¹äèíèé äåñÿòêîâèé çàïèñ �
ïîçíà÷èìî éîãî ÷åðåç f(x). Òàê

1

3
= 0, 33333 . . .

√
2− 1 = 0, 414213562 . . .

Êîðèñòó¹ìîñÿ ÿê âiäîìèì, ùî ÷èñëà x ∈ A ìàþòü ðiâíî äâà äåñÿòêîâèõ çà-
ïèñè � â îäíîìó ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî ìiñöÿ ñòîÿòü âèêëþ÷íî íóëi, à äðóãîìó,
ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî ìiñöÿ ñòîÿòü âèêëþ÷íî äåâ'òêè. Òàê,

12

100
= 0, 120000 . . . = 0, 1199999 . . .

Ïðèéìåìî äî óâàãè, ùî äåñÿòêîâi çàïèñè 0 = 0, 00000 . . . i 1 = 0, 99999 . . .

íå çàäàþòü íi îäíîãî ÷èñëà iç iíòåðâàëó I, à ðåøòà çàïèñiâ çàäàþòü ðiâíî îäíå
äiéñíå ÷èñëî.

Ìíîæèíà A çëi÷åííà � ÷èñëà, ùî çàïèñóþòüñÿ ó âèãëÿäi (4), ìîæíà çàïèñàòè
ó ïîñëiäîâíiñòü

A = {a1, a2, . . . , an, . . .} (5)
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� ñïî÷àòêó âèïèñàòè ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ m+n = 2, ïîòiì âèïèñàòè ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ
m+n = 3, ïîòiì âèïèñàòè ÷èñëà, äëÿ ÿêèõ m+n = 4, . . . Äåñÿòêîâèé çàïèñ ÷èñëà
ai iç A, ÿêèé çàêií÷ó¹òüñÿ íóëÿìè, ïîçíà÷èìî bi1, à äåñÿêîâèé çàïèñ öüîãî ÷èñëà,
ÿêèé çàêií÷ó¹òüñÿ äåâ'ÿòêàìè, ïîçíà÷èìî bi2. Òàêèì ÷èíîì, äåñÿêîâi çàïèñè, ÿêi
íå âiäïîâiäàþòü ÷èñëàì iç ìíîæèíè B ìîæíà ðîçòàøóâàòè ó ïîñëiäîâíiñòü

A′ = {0, 1, b11, b12, b21, b22, b31, b32, . . . , bn1, bn2, . . .} (6)

Âçà¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü ìiæ åëåìåíòàìè A òà A′ (äðóãà ÷àñòèíà âçà-
¹ìíî îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi f) ñêëàäà¹òüñÿ iç ïàð, ùî ñòîÿòü ó ïîñëiäîâíîñòÿõ
(5),(6) íà âiäïîâiäíèõ ìiñöÿõ:

(a1, 0), (a2, 1), (a3, b11), (a4, b12), (a5, b21) . . .

Ìè çàêií÷èëè ñòâîðåííÿ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi f ìiæ îäèíè÷íèì
iíòåðâàëîì I i ìíîæèíîþ äåñÿêîâèõ çàïèñiâ J .

ßêùî

a = 0, a1a2a3 . . . an . . . ∈ J , b = 0, b1b2b3 . . . bn . . . ∈ J
� äâà äåñÿòêîâi çàïèñè, òî ái¹êöiÿ g : J ×J → J òàâèòü ¨ì ó âiäïîâiäíiñòü çàïèñ

c = 0, a1b1a2b2a3b3 . . . anbn . . .

Ái¹êöiÿ g ïîáóäîâàíà.
Ái¹êöiÿ h, J × J h→ I × I çàäàìî ïðàâèëîì

h((x, y)) = (f−1(x), f−1(y))

Ïîáóäîâîþ òðüîõ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íèõ âiäïîâiäíîñòåé çàêií÷å¹òüñÿ äîâåäåííÿ
òåîðåìè.

Òåîðåìà 3.5 Iíòåðâàë (−π/2, π/2) ðiâíîïîòóæíèé âñié äiéñíié ïðÿìié.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíîþ ái¹êöi¹þ ¹

x 7→ tg x.

Òåîðåìà 3.6 Äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R, a, b > 0 iíòåðâàëè A = (0, a) òà B =
(0, b) ðiâíîïîòóæíi.

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíà ái¹êöiÿ A → B âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà

x 7→ x · b

a
.
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Òåîðåìà 3.7 ßêùî I = (0; 1) i A = {a1, a2, . . . , an, . . .} � çëi÷åííà ìíîæèíà,
A ∩ I = ∅, òî ìíîæèíà A ∪ I êîíòèíóàëüíà.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ïîáóäîâè ái¹êöi¨ f : A ∪ I → I âèäiëèìî â I ïiäìíîæèíó

B = {1

2
,

1

22 ,
1

23 , . . .
1

2n
, . . .} (7)

Ïîòiì âèïèøåìî åëåìåíòè ìíîæèíè C = A ∪B ó ïîñëiäîâíiñòü

C = A ∪B = {a1,
1

2
, a2,

1

22 , a3,
1

23 , . . . an,
1

2n
, . . .} (8)

Íåõàé ái¹êöiÿ f ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü x ∈ B, ùî ñòî¨òü íà ïåâíîìó ìiñöi ó
ïîñëiäîâíîñòi (7), åëåìåíò f(x) iç C, ÿêèé ñòî¨òü íà òîìó æ ìiñöi ó ïîñëiäîâíîñòi
(8). Äëÿ ðåøòè åëåìåíòiâ x ∈ I \ B íåõàé f(x) = x.

Ïîòðiáíà ái¹êöiÿ âñòàíîâëåíà.

Ïîäiáíèì ÷èíîì äî âîäèòüñÿ, ùî îá'¹äíàííÿ êîíòèíóàëüíî¨ ìíîæèíè iç ñêií-
÷åííîþ ìíîæèíîþ áóäå êîíòèíóàëüíîþ ìíîæèíîþ, à îá'¹äíàííÿ çëi÷åííî¨ ìíî-
æèíè iç ñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ áóäå çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ Iç ñêàçàíîãî âèïëè-
âà¹, ùî áóäü-ÿêèé âiäðiçîê ¹ êîíòèíóàëüíèì, òîáòî ðiâíîïîòóæíèì îäèíè÷íîìó
iíòåðâàëó.

Òåîðåìà 3.8 Ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë íå ðiâíîïîòóæíà iíòåðâàëó (0,1).

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì âiä ïðîòèëåæíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî
iíòåðâàë ðiâíîïîòóæíèé N i âñi äåñÿòêîâi çàïèñè ÷èñåë iç îäèíè÷íîãî iíòåðâàëà
ïåðåíóìåðîâàíi íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè. Îòæå çàïèñàìè

ai = 0, ai1ai2ai3 . . . ain . . .

çàäàíi âñi äiéñíi ÷èñëà iç iíòåðàëà (0; 1). Ñåðåä âèïèñàíèõ ÷èñåë íåìà¹ ÷èñëà

b = 0, b1b2 . . . bn . . .

ÿêå âèçíà÷åíå ïðàâèëîì

bn =

{
1, ÿêùî an 6= 1,
2, ÿêùî an = 1.
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3.6 Íåñêií÷åííiñòü ìíîæèíè êàðäèíàëiâ.
Òåîðåìà 3.9 Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè A ìíîæèíà B(A) âñiõ ïiäìíîæèí ìíî-
æèíè A, ìà¹ áiëüøó ïîòóæíiñòü íiæ A, òîáòî

|A| 6= |B(A)|, |A| < |B(A)| (9)

Äîâåäåííÿ. Íåðiâíiñòü
|A| ≤ |B(A)|

âèïëèâà¹ iç iñíóâàííÿ ií'¹êòèâíîãî âiäîáðàæåííÿ

A → B(A),

ÿêå ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíîìó åëåìåíòó iç A îäíîåëåìåíòíó ïiäìíîæèíó,
ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ñàìå ç öüîãî åëåìåíòà.

Ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : A → B(A), íå ìîæå áóòè ñþð'¹êòèâíèì,òîìó ùî
ìíîæèíà M

x ∈ M ⇔ x /∈ f(x).

íå ¹ îáðàçîì æîäíîãî åëåìåíòà iç A. À ðàç ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ f : A →
B(A), íå ìîæå áóòè ñþð'¹êòèâíèì, òî ìíîæèíè A òà B(A), íå ðiâíîïîòóæíi.

Öèì çàêií÷ó¹òüñÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi (9)

Ëiòåðàòóðà
[1] Â.I. Àíäðié÷óê, Ì.ß.Êîìàðíèöüêèé, Þ.Á. Iùóê �Âñòóï äî äèñêðåòíî¨ ìàòå-

ìàòèêè)� Êè¨â: Öåíòð íàâ÷àëüíî¨ ëiòåðàòóðè 2004.
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