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1 Площина в афiнному просторi

Простiр називаємо афiнним, щоб пiдкреслити, що скалярний добу-
ток не використовується.

1.1 Визначення та векторне рiвняння

Площина є первiсним, неозначуваним елементом в елементарнiй гео-
метрiї. Є аксiоми, яким пiдкоряєтья площина. Цi аксiоми дозволя-
ють ввести вектори на площинi, а також системи координат, i да-
лi одержати рiвняння, якi задають площину. Будемо користуватися
тим, що через три точки, що не лежать на однiй прямiй, можна
провести площину i до того ж єдину, тобто три точки визначають
площину. Коли є три точки A,B,C в площинi P , якi не лежать на
однiй прямiй, то можна ввести систему координат, взявши за поча-
ток координат одну з точок (нехай нею буде A) i базисними векто-
рами можна взяти вектори r1 =

−→
AB, r2 =

−→
AC. Далi з кожною

точкою M площини P зв’язуємо її радiус-вектор
−−→
AM , який можна

розкласти за базисом
−→
AB,

−→
AC :

−−→
AM = u ·

−→
AB + v ·

−→
AC u, v ∈ R. (1)

Якщо обрано за початок вiдлiку точку O, яка не обов’язково ле-
жить у вибранiй площинi, то для кожної точки M ∈ P маємо радiус-
вектор r =

−−→
OM i можемо записати

−−→
OM =

−→
OA + u ·

−→
AB + v ·

−→
AC (2)
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Визначення 1.1 Нехай є три вектори — r0, r1, r2, серед який ве-
ктори r1, r2 не колiнеарнi. Тодi

r = r0 + u · r1 + v · r2, u, v ∈ R, (3)

називають векторним рiвнянням площини, яка проходить через
точку з радiус-вектором r0 паралельно векторам r1, r2. Вектори
r1, r2 називають напрямними векторами площини

O

A

B

C

M

r0r=r0+u·r1+v·r2

r1

r2

Рис.1:ТочкаM
лежитьуплощинiтодiiтiлькитодi,колиїїрадiусвекторrможназаписати

увиглядir=
r0+

u·r1+
v·r2,длядеякихu,v∈R.

Теорема1.1(Прокоректнiстьозначеннявекторногорiвнянняплощини)

Кожнаплощинаможебутизаданавекторнимрiвняннямплощи-

ни,акожневекторнерiнянняплощинидiйснозадаєплощину.

.Цятеоремаєвiдправноюточкоюпрививченнiплощиниваналi-

тичнiйгеометрiї—
намежiмiж

елементарноюгеометрiєiвищою.

Ретельнодоводититеоремупрокоректнiстьозначеннявекторного

рiвнянняплощининебудемоiзтрьохпричин.Першаполягаєвтому,

щоможнауявитишкiльнийкурсматематкиi,зокреа,геометрiї,де
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вона вже до ведена. Друга причина причина полягає в тому, що дове-
дення грунтується на аксiоматицi тривимiрного дiйсного простору,
яка в явному виглядi в пропонованому курсi не сформульована. I
третя причина — означення буде використовуатися в бiльш загаль-
ному випадку, де площиною називається те, що може бути задане
таким векторним рiвнянням, i, таким чином, доводити нiчого.

Приклад. Для прикладу вiзьмемо точки A,B,C з координатами A(1, 5, 7), B(−3, 2, 1), C(1, 2, 2).
Точкою вiдлiку за наявностi системи координат завжди береться по-
чаток цiєї системи координат. Тодi

r =

 x

y

z

 , r0 =
−→
OA =

 1

5

7

 , r1 =
−→
AB =

 −4

−3

−6

 , r2 =
−→
AC =

 0

−3

−5


i векторним рiвнянням площини, що проходить через точки A,B,C,
буде x

y

z

 =

 1

5

7

+ u

 −4

−3

−6

+ v

 0

−3

−5

 −∞ < u, v < ∞. (4)

Якщо в рiвняннi (3) змiннi u, v пробiгають не всi можливi значення,
а лише у певних вказаних межах — a1 ≤ u ≤ b1, a2 ≤ v ≤ b2, то
рiвняння (3) перетвориться в рiвняння частини площини, що обме-
жена паралелограмом — рiвняння паралелограма. Зокрема, якщо
0 ≤ u1, 0 ≤ v ≤ 1, то рiвняння (3) перетвориться в рiвняння

r = r0 + u · r1 + v · r2, 0 ≤ u, v ≤ 1, (5)
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виписуємо координати векторiв

−→
AB =

 b1 − a1
b2 − a2
b3 − a3

 ,
−→
AC =

 c1 − a1
c2 − a2
c3 − a3

 ,
−→
OA =

 a1
a2
a3

 ,
−−→
OM =

 x

y

z

 ,

i далi переписуємо векторне рiвняння площини (2) у виглядi x

y

z

 =

 a1
a2
a3

 + u ·

 b1 − a1
b2 − a2
b3 − a3

 + u ·

 c1 − a1
c2 − a2
c3 − a3


Останнє рiвняння розглядаємо як матричне, яке означає рiвнiсть
вiдповiдних елементiв, тобто

x = a1 + u(b1 − a1) + v(c1 − a1),

y = a2 + u(b2 − a2) + v(c2 − a2),

z = a3 + u(b3 − a3) + v(c3 − a3)

Ми довели, що площину можна задати системою трьох рiвнянь.
Оформимо це у виглядi визначення.

Визначення 1.2 Трiйка числових рiвнянь
x = x0 + ux1 + vx2,

y = y0 + uy1 + vy2,

z = z0 + uz1 + vz2),

(6)

де вектори

r1 =

 x1
y1
z1

 , r2 =

 x2
y2
z2

 (7)
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не колiнеарнi, називається параметричним рiвнянням площини,
що проходить через точку з координами x0, y0, z0 паралельно ве-
кторам r1, r2.

Теорема 1.2 (Про коректнiсть означення параметричного рiвняння площини)
Кожна площина може бути задана параметричним рiвнянням i
кожне параметричне рiвняння площини задає площину.

Терема правильна тому, що кожна площина може бути задана ве-
кторним рiвнянням i кожне векторне рiвняння площини задає пло-
щниу (див. теор. 1.1), а за наявностi системи координат вiд вектор-
ного рiвняння до параметричного ми перейшли рiвносильними пе-
ретвореннями.

Умови колiнеарностi i неколiнеарностi векторiв. У векторному i у пара-
метричному рiвняннi площини використовуються неколiнеарнi ве-
ктори. Нагадаємо, що два вектори називаються колiнеарними, коли
один iз них одржується iз другого множенням на число.

Нехай у нас є два вектори (7). Якщо r1 = 0, то r1 = 0 · r2 i
вектори колiнеарнi. Якщо r1, r2 ̸= 0, i r1 = λ · r2 для деякого λ ∈
R, то λ ̸= 0 , r2 =

1

λ
r1, тобто кожен iз векторiв одержується iз

другого множенням на нельове число. Рiвнiсть r1 = λ · r2 означає
x1 = λx2, y1 = λy2, z1 = λz2. або

x1
x2

=
y1
y2

=
z1
z2

= λ. (8)

Таким чином, якщо вектори r1, r2 не мають нульових координат,
то умова

x1
x2

=
y1
y2

=
z1
z2

(9)
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є умовою їх колiнеарностi. Перепишемо умову 9) у виглядi

x1
x2

=
y1
y2
;

x1
x2

=
z1
z2
,

y1
y2

=
z1
z2
. (10)

Так записану умову колiнерностi можна пристосувати до випадку,
коли вектори мають нульовi координати, - для цього можна домо-
витися що рiвнiсть

a

b
=

0

0
є правильною для будь-яких чисел a, b.

Ще один пiдхiд до використання рiвностей (10) полягає в засто-
суваннi рiвносильностей

x1
x2

=
y1
y2

⇔ x1y2 = x2y1 ⇔
∣∣∣∣ x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ = 0; (11)

x1
x2

=
z1
z2

⇔ x1z2 = x2z1 ⇔
∣∣∣∣ x1 z1
x2 z2

∣∣∣∣ = 0; (12)

y1
y2

=
z1
z2

⇔ y1z2 = y2z1 ⇔
∣∣∣∣ y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣ = 0. (13)

Сказане дозволяє вважати доведеною наступну теорему.

Теорема 1.3 (Про умову колiнеарностi двох векторiв) Два ве-
ктори (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) колiнеранi тодi i тiльки тодi, коли всi
три детермiнанти∣∣∣∣ x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ x1 z1
x2 z2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ y1 z1
y2 z2

∣∣∣∣
дорiвнюють нулю. Яккщо ж один iз них не дорiвнює нулю, то ве-
ктори не колiнеарнi.
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Згiдно з нашими умовами, вектори (2,4,6) та (1,2,3) колiнеарнi,
тому що 2

1 =
4
2 =

6
3. Вектори (2,4,0) та (1,2,0) є колiнеарними оскiльки

2
1 =

4
2 =

0
0. Вектори (2,0,6) та (1,2,0) не колiнеарнi, тому що 0 ·0 ̸= 2 ·6

i, вiдповiдно, 0
2 ̸=

6
0.

Перехiд вiд векторного рiвняння до параметричного i вiд параметричного до ве-

кторного. Приклад 1. Вiзьмемо площину iз векторним рiвнянням (4 x

y

z

 =

 1

5

7

 + u

 −4

−3

−6

 + v

 0

−3

−5

 −∞ < u, v < ∞.

Вiд матричної рiвностi переходимо до покомпонентних рiвностей
x = 1− 4u,

y = 5− 3u− 3v,

z = 7− 6u− 5v.

Це i є параметричне рiвняння нашої площини.
Приклад 2. Нехай маємо параметриичне рiвняння

x = 5v,

y = 1− 3u,

z = 7 + u− v.

Знайдемо векторне рiвняння цiєї площини.
Переписуємо це рiвняння так, що у кожному окремому рiвняннi

були обидвi змiннi u, v з вiдповiдними коефiцiєнтами
x = 0 + 0 · u + 5 · v,
y = 1− 3 · u + 0 · v,
z = 7 + 1 · u− 1 · v.
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Тепер ми можемо перейти до вeкторного рiвняння x

y

z

 =

 0

1

7

 + u

 0

−3

1

 + v

 5

0

−1

 −∞ < u, v < ∞.

1.3 Рiвняння площини “через точку паралельно двом неколiнеарним
векторам“, рiвняння площини “через три точки“, загальне рiвня-
ння площини

Розглянемо параметричне рiвняння площини (6) з умовою неколiне-
арностi напрямних векторiв. Оскiльки напрямнi вектори неколiне-
арнi, то одне iз чисел

x1y2−x2y1 =

∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ , x1z2−x2z1 =

∣∣∣∣ x1 x2
z1 z2

∣∣∣∣ , z1y2−z2y1 =

∣∣∣∣ z1 z2
y1 y2

∣∣∣∣ .
не дорiвнює нулю. Нехай ∣∣∣∣ x1 x2

y1 y2

∣∣∣∣ ̸= 0.

Розв’яжемо першi два рiвняння системи (6), взявши за невiдомi
u, v. За формулами Крамера

u =

∣∣∣∣ x− x0 x2
y − y0 y2

∣∣∣∣∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ , v =

∣∣∣∣ x1 x− x0
y1 y − y0

∣∣∣∣∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ .

Пiдставимо знайденi значення u, v в третє рiвняння системи (6) i
поозбудемося знаменника. Одержимо
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(z − z0)

∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ = z1

∣∣∣∣ x− x0 x2
y − y0 y2

∣∣∣∣ + z2

∣∣∣∣ x1 x− x0
y1 y − y0

∣∣∣∣ .
В правiй частинi цього рiвняння обчислимо визначники :

(z−z0)

∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ = z1((x−x0)y2−x2(y−y0))+z2(x1(y−y0)−(x−x0)y1),

згрупуємо доданки потрiбним чином

(z − z0)

∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ = (x− x0)(z1y2 − z2y1) + (y − y0)(z2x1 − z1x2),

переесемо доданки в лiву частину

−(x−x0)(z1y2−z2y1)−(y−y0)(z2x1−x2z1)+(z−z0)

∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ = 0 (14)

i запишемо через визначники

(x− x0)

∣∣∣∣ y1 y2
z1 z2

∣∣∣∣− (y − y0)

∣∣∣∣ x1 x2
z1 z2

∣∣∣∣ + (z − z0)

∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ = 0 (15)

На останнє рiвняння (15) подивимося з двох рiзних точок зору. З
однiєї точки зору рiвняння (15) можна записати у виглядi∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
x1 y1 z1
x2 y2 z2

∣∣∣∣∣∣ = 0. (16)

Визначення 1.3 Рiвняння (16) називається рiвнянням площини
“через задану точку паралельно двом неколiнеарним векторам“.
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Припустимо, що площина проходить через три неколiнернi точки
A(a1, a2, a3), B(b1, b2, b3), C(c1, c2, c3). Тодi у рiвняннi (16) м мо жемо
взяти

x0 = a1, y0 = a2, z0 = a3, x1−b1−a1, y1 = b2−a2, z1 = b3−a3, x2 = c1−a1, y2 = c2−a2, z2 = c3−a3

i одержати рiвняння∣∣∣∣∣∣
x− a1 y − a2 z − a3
b1 − a1 b2 − a2 b3 − a3
c1 − a1 c2 − a2 c3 − a3

∣∣∣∣∣∣ = 0. (17)

Оскiльки∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x y z 1

a1 a2 a3 1

b1 b2 b3 1

c1 c2 c3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x− a1 y − a2 z − a3 0

a1 a2 a3 1

b1 − a1 b2 − a2 b3 − a3 0

c1 − a1 c2 − a2 c3 − a3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
x− a1 y − a2 z − a3
b1 − a1 b2 − a2 b3 − a3
c1 − a1 c2 − a2 c3 − a3

∣∣∣∣∣∣ ,
то рiвняння (17) можна переписати у виглядi∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1

a1 a2 a3 1

b1 b2 b3 1

c1 c2 c3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (18)

Визначення 1.4 Рiвняння (18) називається рiвнянням площини
“через три точки“.

Вiд параметричного рiвняння до рiвняння “через точку паралель-
но двом неколiнеарним векторам“ i до рiвняння “через триточки“
ми перейшли за допомогою рiвносильних перетворень. Тому можна
вважати доведеною наступну теорему
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Теорема 1.4 Кожну площину можна задати рiвнянням “через то-
чку паралельно двом неколiнеарним векторам“ i кожне рiвняння
“через точку паралельно двом неколiнеарним веторам“ задає пло-
щину. Також ожну площину можна задати рiвнянням “через три
точки“ i кожне рiвняння “через три точки“ задає площину.

За другого пiдходу ми переписуємо рiвняння (15) у виглядi

Ax +By + Cz +D = 0, (19)

де

A =

∣∣∣∣ y1 y2
z1 z2

∣∣∣∣ , B =

∣∣∣∣ x1 x2
z1 z2

∣∣∣∣ , C =

∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ , D = −x0

∣∣∣∣ y1 y2
z1 z2

∣∣∣∣+y0 ∣∣∣∣ x1 x2
z1 z2

∣∣∣∣−z0

∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ .
Причому з огляду на неколiнеарнiсть напрямних векторiв площини
один iз коефiцiєнтiв не дорiвнює нулю.

Визначення 1.5 Рiвняння (19), де один iз коефiцiєнтiв A,B,C не
дорiвнює нулю, називається загальним рiвнянням площини.

Теорема 1.5 (Про коректнiсть означення загального рiвняння площини)
Кожну площину можна задати загальним рiвнянням, i коже за-
гальне рiвняння площини дiйсно задає площину.

proof Ми обгрунтували, що площину, яка задана векторним чи па-
раметричним рiвнянням, можна задати загальним рiвнянняс.

Покажемо тепер, що рiвняння (19), де один iз коефiцiєнтiв A,B,C

не дорiвнює нулю,завжди задає площину, тобто вiд цього рiвняня
можна перейти до параметричного i, вiдповiдно, до векторного.
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Оскiльки серед коефiцiєнтв A,B,C є ненульовий, то рiвняння мо-
жна розiлити на цей кофефiцiєнт. Отже ми можемо вважати iз са-
мого початку, що один iз коефiцiєнтiв дорiвнює 1 — нехай ним буде
A. Отже ми маємо рiвняння

x +By + Cz +D = 0.

А це р iвняння перетворюється в параметричне наступним чином:
x = −D −Bu− Cv,

y = u,

z = v.

Ми закiнчли перевiрку того, що будь-яка площина може бути за-
дана загальним рiвнянням i загальне рiвнняння задає площину.

Приклад 1. Нехай маємо загальне рiвняння площини

x + 2z = 7.

Перетворимо його в параметричне:

x = −2z + 7, y = u, z = v, x = −2v + 7,


x = 7 + 0u + v(−2),

y = 0 + 1u + 0v,

z = 0 + 0u + 1v

а потiм у векторне x0
y0
z0

 =

 7

0

0

 ,

 x1
y1
z1

 =

 0

1

0

  x2
y2
z2

 =

 −2

0

1


14



 x

y

z

 =

 7

0

0

 + u ·

 0

1

0

 + v ·

 −2

0

1

 .

Приклад 2 Запишемо рiвняння площини, що проходить через точки
(1,0,5), (2,-7,3), (-1,1, 2). Вiдповiдь: Записуємо рiвняння “через три
точки“ потрiбної площини. Одержуємо∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x y z 1

1 0 5 1

2 −7 3 1

−1 1 2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Обчислюємо визначник в лiвiй частинi i одержуємо загальне рiвня-
ння площини

23x + 7 y − 13 z + 42 = 0.

1.4 Взаємне розташування площин

1.4.1 Двi площини загального розташування

Теорема 1.6 (Про перетин двох площин) Нехай є двi полщини
iз загальними рiвняннями A1x+B1y + C1z +D1 = 0 i A2x+B2y +

C2z + D2 = 0, у яких вектори A1, B1, C1 i A2, B2, C2 не колiнеарнi.
Тодi цi площини перетинаються, їх перетином є пряма, напрям-
ним вектором цiєї прямої є вектор(∣∣∣∣ B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ ,) (20)
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Доведення. Неколiнеарнiсть векторiв A1x + B1y + C1z +D1 = 0 i
A2x +B2y + C2z +D2 = 0, означає, що один iз визначникiв∣∣∣∣ B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ , −
∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
не дорiвнює нулю. Нехай ∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ ̸= 0.

Тодi беремо вiльною змiнною z ( z приймає будь-якi значення) i
знаходимо змiннi x, y iз системи рiвнянь{

A1x +B1y = −D1 − C1z,

A2x +B2y = −D2 − C2z,

що задають площини, за формулами Крамера. Одержуємо

x =

∣∣∣∣ −D1 − C1z B1

−D2 − C2z B2

∣∣∣∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣ D1 B1

D2 B2

∣∣∣∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ − z

∣∣∣∣ C1 B1

C2 B2

∣∣∣∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
y =

∣∣∣∣ A1 −D1 − C1z

A2 −D2 − C2z

∣∣∣∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣ A1 D1

A2 D2

∣∣∣∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ − z

∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
Позначивши

x0 = −

∣∣∣∣ D1 B1

D2 B2

∣∣∣∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ , y0 = −

∣∣∣∣ A1 D1

A2 D2

∣∣∣∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ , z =

∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ · t
16



одержуємо рiвняння геометричного мiсця спiльних для двох площин
точок. 

x = x0+

∣∣∣∣ B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ · t,
y = y0−

∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ · t,
z = 0+

∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣ · t
(21)

Рiвняння (21) є параметричним рiвнянням прямої, що проходить
через точку (x0, y0, 0) в напрямку вектора (20). Теорема доведена

Обчислимо напрямний вектор (a, b, c) прямої, по якiй перетинаю-
ться площини y − 2z + 1 = 0, 2x− 2y − z − 9 = 0. Формула (20) дає
нам числа

a =

∣∣∣∣ 1 −2

−2 −1

∣∣∣∣ = −5, b = −
∣∣∣∣ 0 −2

2 −1

∣∣∣∣ = −4, c =

∣∣∣∣ 0 1

2 −2

∣∣∣∣ = −2.

1.4.2 Паралельнiсть двох площин

Теорема 1.7 (Умова паралельностi двох площин) Двi площи-
ни, що мають рiвняння A1x + B1y + C1z + D1 = 0, A2x + B2y +

C2z + D2 = 0, паралельнi тодi i тiльки тодi, коли вектори n1 =

(A1, B1, C1) n2 = (A2, B2, C2) колiнеарнi.

Доведення. Якщо вектори n1, n2 не колiнеарнi, то за теоремою
([1.6]) площини мають єдину спiльну пряму i не збiгаються, отже,
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не паралельнi. Лишилося довести, що у виgадку колiнеарностi цих
векторiв площинни паралельнi.

Нехай вектори n1, n2 колiнеранi, тобто для деякого числа λ вико-
нується рiвнiсть

n2 = λn1.

Тодi виникають два випадки - коли D2 = λD1 i коли D2 ̸= λD1.
Якщо D2 = λD1, то рiвняння площин рiвносильнi, множини розвяз-
кiв у них збiгаються, отже вони задають одну i ту ж площину. А
коли D2 ̸= λD1, тодi система рiвнянь{

A1x +B1y + C1y +D1 = 0,

λA1x + λB1y + λC1z +D2 = 0

несумiсна, розв’язкiв немає, i площини не перетинаються, отже, па-
ралельнi.

Кiнець доведення.

1.4.3 Паралельнiсть площини i вектора, паралельнiсть площини i прямої

Теорема 1.8 (Про паралельнiсть вектора i площини) Вектор
r = (a, b, c) параельний площинi P , що задана рiвняням Ax + By +

Cz +D = 0 тодi i тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть

Aa +Bb + Cc = 0. (22)

Доведення. Оскiльки вiльний вектор r можна вiдкладати вiд
будь-якої точки, то вiдкладемо його вiд точки M(x1, y1, z1), яка ле-
жить у площинi P , тобто коли

Ax1 +By1 + Cz1 +D = 0. (23)
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. Вктор r буде паралельним площинi P тодi i тiльки тодi, коли кiнець
N(x2, y2, z2) вiдкладеного вектора

−−→
NM = (x2− x1, y2− y1, z2− z1) =

(a, b, c) лежить у площинi P , тобто коли

Ax2 +By2 + Cz2 +D = 0, (24)

Ax2 +By2 + Cz2 +D = Ax1 +By1 + Cz1 +D,

A(x2 − x1) +B(y2 − y1) + C(z2 − z1) = 0,

Aa +Bb + Cc = 0.

Наведемо приклад. Якщо площина P задана рiвнянням 2x− 3y+

5z+15 = 0, то вектор r = (7,−2,−4) паралельний площинi P , тому
що 2 · 7 + 3cdot2 − 5 · 4 = 0, а вектор r = (1, 2, 1) не паралельний
площинi P , тому що 1 · 2− 3 · 2 + 5 · 1 = 1 ̸= 0.

Прямим наслiдком теореми про паралеьнiсть вектора i площини є
теорема про паралельнiсть прямої, яка задана векторним рiвнянням,
i площини, яка задана загальним рiвнянням.

Теорема 1.9 (Про паралельнiсть прямої i площини) Площина,
що задана рiвнянням Ax + By + Cz + D = 0, i пряма, що задана
рiвнянням  x

y

z

 =

 x0
y0
z0

 + t

 a

b

b


паралельнi тодi i тiльки тодi, коли виконується рiвнiсть (22).
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1.4.4 В’язка та жмуток площин.

Визначення 1.6 Жмутком площин називається сукупнiсть усiх
площин, що проходять через задану пряму,

Теорема 1.10 (Про жмуток площин) Припустимо, що пряма у
тривимiрному просторi задана як перетин двох непаралельних пло-
щин P1, P2 iз загальними рiвняннями, вiдповiдно,

A1x +B1y + C1z +D1 = 0 (25)

i
A2x +B2y + C2z +D2 = 0. (26)

Тодi площина P3 iз загальним рiвнянням

A3x +B3y + C3z +D3 = 0. (27)

належить жмутку площин, що проходять через вибрану пряму,
в тому i тiльки тому випадку, коли для деяких λ, µ ∈ R, (λ, µ)

виконуються рiвностi

A3 = λA1+µA2, B3 = λB1+µB2, C3 = λC1+µC2, D3 = λD1+µD2.

Доведення. Виберемо три площини як в умовi теореми. Оскiльки
рiвняння (25), (26) задають пряму (отже, площини не паралельнi),
то один iз трьох визначникiв

d1 =

∣∣∣∣ B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣ , d2 =

∣∣∣∣ A1 C1

A2 C2

∣∣∣∣ , d3 =

∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣
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не нульовий, — для визначеностi будемо вважати, що d1 ̸= 0. Тодi
система рiвнянь {

λA1 + µA2 = A3,

λB1 + µB2 = B3

з невiдомими λ, µ має розв’язок λ = λ0, µ = µ0 i до того ж єдиний.
Iз того, що всi три площини P1, P2, P3 проходять через одну пряму,
випливає, що множина розв’язкiв системи (25), (26), (29) нескiнчен-
на. Вiднiмемо вiд рiвняння (29) рiвняння (25), помножене на λ0 i
вiднiмемо рiвняння (26), помножене на µ0 . Одержимо рiвняння

(C3 − λ0C1 − µ0C2)z + (D3 − λD1 − µD2) = 0. (28)

У випадку, коли (C3 − λ0C1 − µ0C2) ̸= 0 , рiвння (28) має єдиний
розвязок z = z0 , система{

A1x +B1y = −C1z0 −D1,

A2x +B2y = −C2z0 −D2

також має єдиний розвязок, що суперечить припущенню про iсну-
вання спiльної прямої. Таким чином (C3 − λ0C1 − µ0C2) = 0, C3 =

λ0C1 + µ0C2 i iз (28) випливає

(D3 − λD1 − µD2) = 0, D3 = λD1 + µD2.

Оскiльки хоч одне iз чисел A3, B3, C3 не нульве, то (λ, µ) ̸= 0..

Приклад. Знайдемо площину, що проходить через пряму

{2x + 3y − z+ = 0, − x + 2z − 11 = 0 (29)

i точку (-1,1,3).
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Пишемо рiвняння потрiбної нам площини з невiдомими λ, µ:

λ(2x + 3y − z + 7) + µ(−x + 2z − 11) = 0. (30)

Оскiльки ця площина повинна проходити через точку (-1,1,3), то

λ(−2 + 3− 3 + 7) + µ(1 + 6− 11) = 0, 5λ− 4µ = 0.

Вибираємо один, будь-який ненульовий ровзвязок. Одержуємо λ =

4, µ = 5, i рiвняням шуканої площини буде

4(2x + 3y − z + 7) + 5(−x + 2z − 11) = 0,

3x + 12y + 6z − 27 = 0.

Визначення 1.7 Сiм’я площин, що проходять через задану точку,
називається в’язкою площин.

Теорема 1.11 (про в’язку площин) Площина P iз загальним рiв-
нянням

Ax +By + Cz +D = 0 (31)

проходить через точку (x0, y0, z0) тодi i тiльки тодi, коли її мо-
жна задати рiвнянням

A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Доведення. Площина P iз загальним рiвнянням (31) проходить че-
рез точку (x0, y0, z0) тодi i тiльки тодi, коли

Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0,

або
Ax +By + Cz +D = Ax0 +By0 + Cz0 = 0,
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тобто
A(x− x0) +B(y − y0) + C(z − z0) = 0.

Для прикладу, рiвняння всiх площин, що проходять через точку (3,-
2,5) мають вигляд A(x− 3) +B(y + 2) + C(z − 5) = 0.

2 Площина в евклiдовому тривимiрному просторi

В цьому роздiлi ми вважаємо, що задана прямокутна декартова си-
стема координат, вiдповiдно, є скалярний, векторний i змiшаний до-
буток векторiв, є кути мiж векторами, є вiдстанi мiж точками.

2.1 Нормаль, вектор нормалi, векторне рiвняння площини.

Пряма, що перпендикулярна площинi, називають нормаллю до пло-
щини, а ненульовий вектор, що паралельний нормалi, отже перпен-
дикулярний площинi, називають вектором нормалi.

Теорема 2.1 Рiвняння
(n.r) = a (32)

дe n — заданий ненульовий вектор, a — задане дiйсне число, r —
радiус-вектор змiнної точки, задає площину, для якої n є вектором
нормалi, i будь-яка площина можe бути задана рiвнянням вигляду
(32).

Доведення. Припустимо, що площина задана векторним рiвнянням
r = r0 + ur1 + vr2 i вектор n перпеникулярний цiй площинi, т обто
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(n, r1) = 0, (n, r2) = 0. Тодi (nr) = (n, r0) + u(n, r1) + v(n, r2) =

(n, r0) = a.

Навпаки, нехай маємо ненульовий вектор n , дiйсне число a i який-
небудь вектор r0, для якого n, r0 = a. Тодi точка з радiус-вектором
r лежить у площинi, що проходить через точку з радiус-вектором r0
перпендикулярно вектору n тодi i тiльки тодi, коли

(n, r − r0) = 0, (n, r) = (n, r0) = a.

Доведення теореми завершене.
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Рис. 3: Площина, що задана векторним рiвнянням (n, r) = a.

Перепишемо рiвняння (32) з використанням координат. Якщо n =

(A,B,C)), r = (x, y, z), то рiвняння (32) прийме вигляд

Ax +By + Cz +D = 0, (33)

де D = −(n, r0) для радiус-вектора r0 деякої точки на площинi. Ми
обгрунтували наступну теорему.

Теорема 2.2 (Про вектор нормалi) Якщо система координат пря-
мокутна декартова, то в загальному рiвняннi площини Ax+By+

Cz +D вектор (A,B,C) є вектором нормалi.
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2.2 Рiвняння площини через точку перпендикулярно вектору.

В прямокутнiй системi координат рiвняння площини, що проходить
через точку (x0, y0, z0) перпендикулярно вектору (a, b, c) є

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0.

2.3 Вiдхилення вiд точки до площини та вiдстань вiд точки до пло-
щини. Нормальне рiвняння площини.

Кожна площина дiлить тривимiрний дiйсний простiр на два пiвпро-
стори — вiдрiзок, який зєдну точки одного пiпростору, не перетинає
площину, а а якщо кiнцi вiдрiзка лежать в рiзних пiвпросторах, то
цей вiдрiзок перетинає площину.

Визначення 2.1 Нехай L площина i V1, V2 — два пiвпростори, що
визначаються площиною L, d = d(M,L) — вiдстань вiд точки M

доплощини L. Функцiя

f (M) =


d(M,L), якщо M ∈ V1,

0, якщо M ∈ L,

−d(M,L), якщо M ∈ V2,

називається вiдхиленням точки M вiд площини L.

Для прикладу, якщо точка M має координати (x, y, z) то y буде
вiдхилення точки M вiд координтаної площини XOZ.

Метою подальшої роботи є знаходження формули для пiрахунку
вiдхилення точки вiд площини i, вiдповiдно, знаходження вiдстанi
вiд точки до площини.
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Розглянемо випадок, коли в загальному рiвняннi (33) довжина
вектора номалi n = (A,B,C) дорiвнює одиницi:

|n|2 = A2 +B2 + C2 = 1.

Визначення 2.2 Загальне рiвняння площини (33) називається нор-
мальним, якщо

A2 +B2 + C2 = 1.

Щоб загальне рiвняння (33) перетворити в нормальне, потрiбно
роздiлити його на

√
A2 +B2 + C2

Визначення 2.3 Перехiд вiд загального рiвняння (33) до нормова-
ного

A√
A2 +B2 + C2

x+
B√

A2 +B2 + C2
+

C√
A2 +B2 + C2

+
D√

A2 +B2 + C2
= 0

називається нормуванням загального рiвняння.

Для прикладу, загальне рiвняння

5x− 3y − 2z + 1 = 0 (34)

не є нормальним, оскiльки 52+32+22 = 38 ̸= 1. Щоб його нормувати,
потрiбно роздiли на

√
38. Рiвняння

5√
38
x− 3√

38
y − 2√

38
z +

1√
38

= 0 (35)

є нормальним.

Теорема 2.3 (про вiдзилення точки вiд площини) Нехай вектор
n = (A,B,C) має довжину 1, |n|1 = A2 +B2 + C2 = 1 i площина L

має векторне рiвняння
(n, r) = a (36)
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i нормальне рiвняння

Ax +By + Cz +D = 0 (37)

. Позначимо rM радiус-вектор довiльної точки M(x, y, z) простору.
Тодi функцiя

M → (n, rM)− a (38)

або
M → Ax +By + Cz +D (39)

є вiдхиленням вiд точки M до заданої площини.

Доведення. Виберемо точку N з радiус-вектором r0 = (x0, y0, z0)

на площинi L. Тодi

(nr0) = a, Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0.

Для довiльної точки M з раадiус-вектором r = (x, y, z) у просторi
будуємо три вектори (r − r0), m, h так, що (дивю рис. 2.3) m

паралельний площинi L (є ортогонаьною проекцiєю вектора r − r0
на площину L), h перпендикулярний площинi L i

r − r0 = m + h.

В цих позначеннях число

(n, h) = |n| · |h| = 1 · |h| cosφ = ±|h|, φ ∈ {0, π}

буде вiдхиленням точки M вiд площини L.
Оскiльки

(n, rM)−a = (n, rM)−(n, r0) = (n, rM−r0) = (n,m+h) = (n,m)+(n, h) = (n, h),
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Рис. 4: Площина задана рiвнянням (n, r) − a = 0, n — вектор нормалi одиничної довжини,
точка N лежить у площинi i її радiус-вектор дорiвнює r0 , M - довiльна точка простору з
радiус-вектором rA, m — проекцiя вектора rA − r0 на площину, вектор h = (rA − r0) − m
перпендикулярний площинi, (n, rA)−a = d - вiдхилення вiд точки A до площини, |d| — вiдстань
вiд точки A до площини.

то спосiб (38) обчислення вiдхилення точки вiд площини є коре-
ктним.

В координатному записi

(n, rM) = Ax +By + Cz, (n, r0) = Ax0 +By0 + Cz0.

Оскiльки r0 — радiус-вектор точки площини L, то

Ax0 +By0 + Cz0 +D = 0, D = −Ax0 −By0 − Cz0

i

(n, h) = (n, r−r0) = Ax+By+Cz−Ax0−By0−Cz0 = Ax+By+Cz+D

Отже спосiб (39) обчислення вiдхилення точки вiд площини також
є коректним.
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3 Малий шляхетний набiр задач на площину

Задача 1. З’ясувати, чи лежить задана точка мiж двома заданими
паралельними площинами.

Розв’язування. Позначаємо двi заданi паралельнi площини че-
рез P1, P2, а задану точку через M . На площинах P1 i P2 вибираємо
вiдповiдно точки A i B . Тепер точка M лежить мiж двома площи-
нами тодi i тiльки тодi, коли вона лежить по ту ж сторону вiд P2 що
i A i по ту ж сторону вiд P1 що i B. Пiдрахувуємо вiдхилення d1, d2
точки M вiд площин P1, P2, вiдхилення h1 точки A вiд площини P2

i вiдхилення h2 точки B вiд P1. Тепер ми можемо сказати, що то-
чка M лежить мiж площинами P1, P2 тодi i тiльки тоi, коли знак d1
збiгається iз знаком h2 а знак d2 збiгається iз знаком h1.

Задача 2. Знайти бiсекторнi площини двогранного кута, утворе-
ного двома площинами, що перетинаються.

Розв’язування. Позначимо одну площину через P а другу че-
рез Q. Позначимо вiдхилення точки M(x, y, z) вiд площини P через
d, а вiдхилення M вiд площини Q через h . Тодi рiвнянням однiєї
бiсекторної площини буде

h = d,

а рiвнянням другої бiсекторної плоини буде

h = −d.

Задача 3. Знайти вектор n нормалi площини, що задана вектор-
ним рiвнянням r = r0 + ur1 + vr2.

Вiдповiдь n = [r1, r2].
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Задача 4. Знайти напрямний вектор r1 прямої, по якiй перети-
наються заданi двi площини, якщо вiдомi вектори n1, n2 нормалей
цих площин.

Вiдповiдь r1 = [n1, n2]. .

Задача 4. Знайти точку V (v1, v2, v3), яка симетрична точцi U(u1, u2, u3)

вiдносно площини P з рiвнянням Ax +By + Cz +D = 0.

Точка V буде симетрична точцi U вiдносно P тодi i тiльки тодi,
коли вектор

−−→
UV буде паралельним ветору нормалi до площини P , а

середина вiдрiзка UV лежить у площинi P . Отже для знаходження
точки V потрiбно розв’язати систему трьох рiвняня

v1 − u1
A

=
v2 − u2

B
=

v3 − u3
C

, A
u1 + v1

2
+B

u2 + v2
2

+C
u3 + v3

2
+D = 0.
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