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В. к. ДУБОВОЙ 
ИНДЕФИНИТНАЯ МЕТРИКА В ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ 
ПРОБЛЕМЕ ШУРА ДЛЯ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ. V* 

§ 11. Факторизация радиусов предельного круга Вейля 

Докажем факторизацию радиусов р^ _ (;, 0) и р а т ( ; , 0). 
Основной результат сформулирован в теореме 11.1. 

Начнем с изучения структуры р^'п(£, 0). Согласно выраже-
нию (6.2) (см. II часть) 

р7. '„ (С) = 1С \2п+2'о + (1 - | 2 ) Л? , п (С) ( / - С Х ) " 1 Л* „ (С). (11.1) 

Заметим, что С* = 1>£пир, где 
— к 

Со Г' /л 
Сп = 

* * Cl Со 0 II о 

0 и 

* * СПСП—і • г* V о _ 

Поэтому ( / — С*пСп)~1 = U,Â?U„ Ân = / — СпС*. В III части 
статьи была получена формула (см. (8.6)): 

G 

An1 = 
GT ( / f*n+l Q* T*Q* ..T^G*] 

GTn 

Аналогично можно найти 
p* 

л ; 1 = 
yr* J1* 

р*Т*п 

^/—Tn+irn+1)-2[F, TF, ...,TnF], 

Г а е
т і ,

+ ~ ^ ' [ П + І Т * п + ^ 1 определяется так же, как и (І — х 

После сделанных замечаний выражение (11.1) можно перепи-
сать в виде 

Первые четыре части статьи опубликованы в выпусках 37, 38, 41 и 42 
этого сборника. 
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Р ? » ( 0 = и ! 2 п + 2 / , + ( 1 - и 1 2 ) № , С " - ' / , 1д] X 
Р* 

( / _ Г « П Г . П + 1 ) - 2 [ / Г ( Т р Т П Р ] 

I" I, 
Г " 1 / , 

л+1 
т - е- Р 7 п ( ? ) = £ При этом 

к, 1=0 

= _ т п + 1 Т * " + 1 ) - 2 Т Т , 0 < Л с я; 
а'о!) = Р*Т*п (/ — тп+1Т*п+1)~2Тп-'Р, О < / < л; 

а ^ = р*т*"-ь тп+^Т*п+х)~2Тп~ 1р 
— (/ _ 7П+17*п + 1)-2 74.-/+1/71 Я ; 

= — 1 < / < п; 
а!%+, = _ р * Т * п - * + 1 ( 1 — 74+17*1+1 )-2 /Г) 1 ^ ^ < „ ; 

ап+1, п+1 = -Р* (/ -Т"+1Т*«+')"» 7 + / , . 

Поведение Р7 !
п(ъ) с ростом п определяется, как будет уста-

новлено, поведением й^п)
0, 0 < & < га. С другой стороны, 

достаточно просто выражаются через а<,л>
0. Эти связи оказываются 

в дальнейшем определяющими. Прежде всего установим связь 
между а<,">0 и а ^ . Учитывая вид Л " 1 и 0 < /г< л, находим 

г О т 

а<">0 = [0, . . . , / , 0, . . 0 ] л - 1 
л—£+1 

Осуществим разложение 

А„ = 

Отсюда следует 
к=0 

0 
/ J 

гс„ 

(11.2) 

Вп — — Сл- Сл-1 

С1 

0 0 + —Ап1.\Вп 
/ ( / - I с*кск~ В*пАп-СВпУ- X 

*=0 
X [—В*пАп1и /]• (11.3) 

Учитывая связь С* = и„Сп1!р, получаем 

В*Ап-\Вп — [с[, . . . Сл] Сл—I (/ — С^Сп-^Сп-х 
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Значит, в соответствии с (8.2) 

/ - £ с*,ск - В„ = п (0) = а'Х'- (11-4) 
о 

Далее, учитывая, что (см. (8.3)) с 0 = 5 ,с„ = ОТп"1/г, л ^ з 1, находим 

В„ = —Сп 

Сп " г / * "1 
Сп—1 

= 

р*р* 
Тпр. (11.5) 

с, -

Возвращаясь теперь к (11.2) и используя (11.3), устанавливаем 

<> 0 = - [ 0 , . . . , / . • • • • 0 \А7-хВ п а^ 0 = 
' п—к+1 

= - [0 / 0] А7-, 
п—к+1 

Но из вида А7' следует 

р*-р*п—1 

Значит, 

-р* ~р* 

р*р*п—1 

а*"о == — [0 ' , • • • , 0] 

Р* 

грг>Т*п)~ 

(/ _ Т"Т*"У* ТпРа<«\= 
р*р*п—1 

= _р*Т*п-к (/ _ ТпТ*п)-1 0 С £ < п, (11.6) 

и необходимая связь установлена. 
В частности, отсюда 

р * Т * п ^ _ Т п Т * п у 1 Т п р (11.7) 

Вернемся теперь к формуле (11.1) и преобразуем ее таким 
образом, чтобы была видна связь между Р7'п(£) и р - 1 ^ , ^ ) . Для 
этого заметим, что 

а - ' 0 
о о Л:, п+1 ( О - К р Л ^ п ^ а - ' Л ^ п « ) , 

где а„ = / — С*,Сп. Осуществляя разложение 

получаем 

/ - У . с*ск Р 
к=0 
Рп 

. Рп = — 

«Г1 = 
0 0 

о «7-1. 
(11-8) 

0п = С - ^ с * с к - К ^ п Г 1 1 Л к=0 
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Таким образом, 

P 7 U Ç ) = A ? . „ + 1 (S) і 

= Ш 2 A , . n (Ç) 
[«г-!, о 
О 1 

0 0 о 
О « 7 - і . о 
0 0 1 

о о 
о а 1—1 

° ] Л* (П + [О о J j л " . "+' (S) — 

Р7\ (0/ = 

Л, , л (Ç) - ICI2 Л, , л - , (t) C C - J X (£)} + 

+ ( 1 - 1 Cl2) а , , л (S) Q X п о -
следовательно, 

Р^'л (О = 1112 P ^ - i ( 0 + (1 ~ I : I2) А,. * (S) п (?)• (П -9) 
Пусть A (?)— область значений pd ^ (?). Определим р - ' ^ (С), 

положив 

О, / 6 Кегр, „(?); 

Ip,/. « ( e ) i A ( o r 1 î , / € 
Согласно теореме С. А. Орлова [2, с. 619], квадратичная 

форма ( р ^ ' п Ш / , /) сходится на векторах /Ç Д(?) и только на 
них, при этом 

П-*- ее 
Поэтому, осуществляя предельный переход в (11.9), получаем, что 
квадратичная форма (Л,, „ (?) QnA*,„ (?)/, f ) сходная на векторах 
/ Ç А (?) и только на них, при этом 

( Р 7 ' - Ш / . / ) « И т ( Л ( O C X - « ) / . Л . / € А (С). (П .Ю) М-+вв 
Преобразуем теперь А,> п (?) Q„A* „ (?). Из вида (3„ и (11.5) по-

лучаем 

Г"/7. 
V Cl 

et—і 
. < V 

= -U„Cn-iUp 

cn_ 
= t / A = 

p* 

Используя теперь равенство а* 1 = UqAn
 1 UQ и (11.4), находим 

/ - S clck - Рла-l.P. = / - t c*kck - В*Ап~:Вп = Pd п (0). 
k=0 k=0 

Значит, согласно (11.8) 
/ 

1 

F* 

Qn = у - 1 Г 7 7 flW [/ , —F*T*n X 

X [Г"-1/7, . . . , F] a„i{] ( 1 1 . 1 1 ) 
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Замечая, что 
- /г* - - F * -

= І/ИІТ-І. і 
р*Т*п—1 

X 

х (/ — Tnr*nYl 

p*Y*n—\ 

F* 

и учитывая (11.7), преобразуем (11.11) к виду 

Qn = 
F* 

(j_TnT*n)-1TnFaW0F*T*n х 

X (/ — TnT*n)-1[TnF, . . . , FJ. 

Наконец, соотношения (11.6) позволяют переписать это выраже-
ние: 

<?„ = 
.An, . 
ЙО, О 

1, О 

L „(П> J L " л , О- 1 

р ^ о ж ? 1 ; - С о * ] -

(11.12) 

(11.13) 

Значит, 

л , . „ (?) <2„л*. „ (С) = рп (с) Р„, П (0 ) Р* (0; 

Pnto = <q?0 + a(Fot+ ••• + 

Таким образом, квадратичная форма (р„(£) pd п ( 0 ) p * ( t ) f , / ) схо-
дится на векторах Д(£) и только на них, при этом 

( р ; М 0 Л П = Уш (pn(t)Pd „(0)P*n(t)f, / ) , / 6 Д ( 0 . (11.14) 

Лемма 11.1. Многочлены pn(t), п= 1, 2, . . . обратимы при 
|< 1, л/ш этом 

і™ (11.15) П-+- оо 

где Р н — ортопроектор на подпространство наблюдаемости 

Я„ = \/ T*nG*E+. 
п=0 

Доказательство э ю й леммы проведем ниже, а сейчас, восполь-
зовавшись ею, покажем, что 

Pä, . (О = lim р*-1 (£) а < > - > (С). (11.16) П-*- оо 

Действительно, из (11.9) следует 
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(1 - 1 с I2) Р^'п ( 0 < 97;п (О - 1 с I2 Р7Х-Х (?) -

= (1 — и| 2 )А„,пШ<ЗпЛ* пШ-

Откуда, учитывая (11.12), находим 

Р5:1» (О С Р» (С) „ (0) (С). 
Переходя к обратным операторам, получаем 

(11.17) 

Пусть Ф„ (?) = рп (?) р , п (0) р* (?). Рассмотрим разложение Е_ = 
= А (?) 0 Кег ра м (?). В соответствии с этим разложением 

Фп,1(?) Ф,г.2(?Г 
Ф* 2(?) Ф„,з(?). Ф» (С) = 

Тогда из (11.14) следует 

P J ' . « ) = ; т [ Ф " о < 0 I 

т. е. 

•d. ш = Ihn [ Ф \ 
о L 

>(?) 0 

о о 

Далее, учитывая (11.17) и неравенство 

Ф^1(?) о" 
о о 

Ф71 ( ? )> 
имеем 

Р ^ Ю ^ Ф » 1 ( ? )> ф г > (?) о 
о о 

Переходя в этих неравенствах к пределу при /г->оо, получаем 

9 d м (?) = lim />*-' ( ? ) а < > - ' (?)• (11.18) 
П.-*- оо 

Заметим, что 

Ф (?) = lim р(?) = F* (/ - Ри) (/ - ?ГРН)"1 F 
П-+ оо 

является голоморфной внутри единичного круга матрицей-функ-
цией, при этом 

Ф (0) = — Ри) F = Pdi „ (О)-

То есть rang<p(0) равен размерности А(0)—подпространства, на 
котором сходится квадратичная форма ( a ^ f , /). Отсюда следует, 
что rang<p(?) всюду внутри D, кроме, быть может, изолирован-
ного множества точек (обозначим его 1\р), не меньше dimA(O). 
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Из (11.18) и соображений с холи мост и вытекает, что 
< А (0). Значит, гапй«р(?) - <1ппЛ(0), Но тогда тре-
бование сходимости позволяет переписать (11.18) в виде 

и-**» 

и, учитывая лемму 11.1 и непрерывность соответствующих функ-
ций, получаем 

с , „ С , 0) = Р* ( / - 1Р»Т*Г1 (1 - Рш) Рр7\ 0 ) х 

X Р*(1-РИ)(1~1ТРН 

Рассматривая вместо 0(£) функцию 0(£) = 0*(£), имеем 

Р„. - К. 9) =0(1- 1РуТ)-1 (/ - Ру) С * ( 0 , 0) х 
X 0(1 — Ру)(1 — 1Т*Руу10*, 

где Ру — ортопроектор на подпространство управляемости 

Ну = \ / Г * / ^ , . 
п=0 

Итак, доказана 
Теорема 11.1 (о факторизации радиусов предельного круга 

Вейля). Пусть в ( 0 е 5 д > # и А = (Я , £_ , Г , в, Б)— про-
стой узел х. ф. которого является 0(£)*. Тогда 

в) = ф * ( с ) Ф ( а р . . » а , = 
где 

ф (5) = рГ I 0 ) ^ * - р » ) С - &Р«)'1 Р< 

Ч>(£) = О (/ - (/ - Р у ) с*р~ I (0, 0). 

При этом 

р., . (0. 0) = Р*и- Рн) р, Р„. . (0, 0) = С ( / - Ру) С*, 
а Р», Ру — ортопроекторы на подпространства наблюдаемости 
Ни и управляемости Ну соответственно 

Ян = V Т*"в*Е+, Ну = V ТпРЕ_. 
п=0 л=0 

Замечание. Функции ф(£) и г|)(£) можно рассматривать как 
голоморфные внутри единичного круга радиусы предельного круга 
Вейля. 

* Здесь мы предполагаем, что информационные блоки Ап — I — СпС*, п = 
= 1. 2, 3, . . . невырождены. 
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Докажем наконец лемму 11.1. Для этого прежде всего заме-
тим, что из (11.12) и (11.9) 

Рп(1)Р*Л)>РпИ) Р*. „(0)^(0 = 

= г = Т Г Р { 1 ) - 1 1 1 2 ^ - « ) > 

Отсюда следует, что многочлены рп (£) обратимы внутри единич-
ного круга и Ир^ЧЙН < Ь Пусть 

р-1&) = 1> | С | < 1 . к=О 
Пусть далее 

F* (/ - Ри) (/ - tTPH)-i F = v bkl\ U k l , 
/£=0 

где bk = F*(l — PH) (TP„)* F, k = 0,\,2 Очевидно, || bk |j < 
< II F* II ' II P II < 1 • k ~ 1 - 2> Поэтому для доказательства 
( 1 . 1 5 ) достаточно установить, что 

lim bn,k = bk, fc = 0, 1, 2, . . . (11.19) 
П-+ оо 

Для k = 0, это равенство было доказано выше, так как 

Ьп. о = ао?о-1 = Pä, п (0) и Pd .«(0) = Pd „ (0) = 

= F*(I-PH)F = be. 
Прежде чем переходить к доказательству (11.19) для других 

значений, отметим, что из вида (11.13) рп (£) следует при п> k 

i af\bn. k-i = о, 0 < £ < / г . 
/=о 

Откуда 
А 

Ьп, А = — £ Ьп, 0в}%&». * - / , 0 < f e < n . (11.20) 

Используя это равенство, по индукции найдем вид£л>*. При этом 
будут использованы равенства (11.6) и следующие соотношения: 

Тп+1Рп = QnTn+1, РпТ*п+] = T*"+'Q„. 

Здесь Рп—ортопроектор на 
п 

Д ,T»n+\Tn+i = V Т G*E+, 
к—0 

Q„ — ортопроектор на 
л 

Ay-rn+lr^+I =
 АУ.0 

lim />„ = />„, (I-Pn)T*kTk = (I-P„), 0 < * < л + 1; 
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(/ - P,,_i) (FF* 4- TFF*T* + •••+ Tk"lFF*T*k~l) T*n~k = 
e (/ _ Рп_{)Т*п~к (/ — TT*"). 

Из (11.20) для к = I получаем 
{,„., = -bn. ,,a\«>0bn. „ = b„. oF*T*n~l (1 - TnT*")-*T»Fa<»>0bn, , -

= F* (/ - />„_,) FF*T*n~l (/ — TnT*n)~l TnF = 
= F* (/ — P„_,) T*n-lQn-\TnF =F* (/ — />„_,) 7 W . F . 

Значит, 
lim bn,i=F*(l -PH)TPUF = bt. 
П eo 

Аналогично для Л = 2 находим 

ь„, 2 = — bn, oa\yobn, 1 — оа£>0&„. о = 
= üF*T*n~l (l -TnT*n)~1 T"FaW0bn't -bn, 0a™0bn, 0 = 

= F* (/ — P„_i) TPn-iFa^bn,\ - bn, оfl<%ftn. 0 = 
- —F* (/ - P „ _ i ) T (1 -Pn-Ö Fa$j0bn, i + F* ( /—>„_ , ) TFa^bn. , -
- F * (/ - />„_,) Fa£>0fc„t о = —F* ( / - P„ - i ) Г (/ - />„_,) Fa<«y>n. 

— F* (/ — P „ l , ) TFa\1>0bn,o - F* ( / - />„_,) 0 = 

= - F * (/ - P„'_i) T (1 — P„_,) Fa<%&„,, + 
+ F* (/ — P„_,) (FF* + TFF*T*) T*n~2 (I — T"T*n)~1 TnFa™0bn. о = 

= F*(I — />„_,) T (I - P„_,) F a j ^ . o + F* (/ — Яп-i) F 2 P n _ , F = 
= - F * (/ - />„_,) Г (/ — P„_,) FF*T*"~i ( / - F T * * ) " 1 TnFa£\bn. 0 + 
+ F* (/ - />„_,) 7 2 P „ _ , F = —F* (/ - Pn-Ö T ( I - Pn-Ö TPn-XF + 

+ F* (1 - />„_,) T2Pn-iF = /?*(/ — />„_,) (ГР„_ , ) 2 F . 

Откуда следует 
lim bn, 2 = F* (/ - PH) (TPh)2 F = 
П-+- оо 

Наконец, для произвольного & имеем 

bn, к = —Ьп, oa™0bn, k-i — bn, oa£lpn, k-i V caJ^V 0 = 
= bn, оF*T*«-i(I - T«T*Tl T"Fa<%bn, - ft„. 0a<%bi,, 

bn>0a^obn, о = F* (/ — P„_i) TPn-xFa^bn,-
— F* (/ — />„_,) Fa<%bn. F* (/ — P n _ , j Fa<%&„. 0 = 
= - F * (/ - P„_,) 71 (/ — P„_,) Ffl<%b„. + F* (/ - > „ _ , ) x 

X F F a < % b n . — F* (/ — P„_,) Fa£>0&„' *_2 F* (/ — P„_,) x 

X ^ o 0 « . ° = ~ F * V ~ p n-1 ) T (/ - P„_,) Fa<">0ö„. + 
+ F*(I — P„_0 F F {—а!"о&л, А—2 - 0b„. a f i , , 0ö„. o} -

— F* (1 — P„_,) Faw0b„. a_2 F* (/ — P „ ^ ) Fa{£>0bn, 0. 
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Таким образом, после первого шага преобразований получаем 

Ьп, к = - Р * (/ - Рп_х) Т (/ - />„_,) + 
р* ( / _ / > „ _ , ) ( 7 7 * + 7 7 7 * 7 * ) Т*п- 2 ( / _ ТпТ*пу1 х 

X ТпРа^Ьп *_2 + 5* (/ — />„_,) (7/^* + ТРР*Т*) т*п~3 х 
X (/ — 7"7*л)-1 ТпРа™0Ьп, к_3 + + ' + 

+ 7 * ( / — />„_,) (/=Р* + 7 Т Р Т * ) Т*п~к ( / _ 7 п 7 * п ) - 1 7 " 7 . 

Учитывая, что первое слагаемое в этом выражении имеет вид 

- Р * (/ - />„_,) Г (/ - А . - 0 ^ *_2 0ЬП> о), 
находим 

Ьп, к = —Р" ( ' — Л . - . ) Г ( / — />„_,) 77*7*1-1 (/ _ 7"7*л)-1 х 

X ТпРа^0Ьп. *_2 + Р* (/ ~ /»„_,) Г (/ - />„_,) а<«)0Ьп. + 

+ .:. + Р* (/ _ />„_,) Т (/ ~ />„_,) Л»^ Д . о + 

+ 7* (/ _ />„_,) Г Р п ^ а ^ Ь п , к—2 + Р= ( / - >„_,) (/=Р* + 
+ 777*7*) 7*1-3 (/ _1 т п т * п у 1 т п Р а ^ 0 Ь п , *_3 + 

+ + 

+ 7 * ( / _ / > „ _ , ) ( 7 7 * + 777*7*) 7 * « - * (/ _ 7 4 7 * 1 ) - 1 7 4 7 . 

Используя теперь равенство 

а«">А, а—2 = —«^о^п. А—з — а™0Ьп, А_4 а™2> 0Ь„, 0, 

после второго шага преобразований приходим к выражению 
Ь„. к = - Р * (/ - Л , - , ) Г (/ - />„_,) Т (/ - />„_,) Л*'» >Ь„. *_3-

_ 7 * (7 _ />„_,) Т (I — />„_,) Т(1 — />„_,) ЛЭДЛ«. 4_4 -

_ 7* (/ _ />„_,) 7 (/ - />„_,) Г (/ - />„_,) Д , „ -
_ 7 * ( / _ р п _ , ) 7 ( / — />„_,) ^ Р " + ТРР*Т*) Г * " - 2 х 

х (/ _ 747*1)-1 Т"Ра£>0Ьп, *_3 -

_ 7* (/ _ />„_,) 7 (/ — />„_,) (/=Р* + 7ТР*Г*) 7*"-*+' х 

X (/ — Т Т * " ) - 1 Т ^ а ^ Ь п , о + Р* ( / — Яп-1) (/ — Л.-1) х 
X *_3 + • • • + ^ ( / - Л , - . ) ( / - Л . - 0 Ра^ оЬ«. о + 

+ Р Ч / - / > „ _ , ) + 7 ^ * 7 * + 
+ 7 2 7 7 * 7 * 2 ) 7 * 1 - 3 ( / _ 7 Т * " ) - 1 ТпРа^0Ьп, *_з + 

-)- ~Ь 
+ 7* (/ _ />„_,) ( ^7* + 777*7* + 72/=Р*Г*2) Т*п~к X 

х (7 — 7л7*л)-1 тпРа™0Ьп, о-



Продолжая этот процесс, получаем 

у » = (--1г^* (/ - рп-,) т (/ - Рп-,) т ( / - / > . - , ) . . . г х 

X + — Рп-\)Т X 
»-I I 

X (/ - Р.-1) Г а ( / — я . - , ) . . • г ( / - />„_,) ТРп-\Р 4-

+ . . . + /Г* ( / _ />„_,) ткРп_^ == — Л , - , ) ( Т Я П _ | ) * 

Следовательно, 

Пт * = 7* (/ — Рн) (ТРИ)" Я = Ьк, к = 0, 1, 2, . . . , 
П ао 

и лемма полностью доказана. 
Роль полученных факторизаций при исследовании сжимающих 

матриц-функций будет выяснена в следующей части работы. 
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